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INTRODUCTION :

Ce cours est la suite et le prolongement du cours d’analyse fonctionnelle du
premier semestre de M1. Il est divisé en trois fois deux parties.

— Complément sur la formule des résidus.

— Théorie de Sturm-Liouville .

— Rappels et compléments sur les espaces de Hilbert.

— Le théoreéme spectral pour les opérateurs compacts auto-adjoints.

— Convexité et dualité.

— Convergence faible.
La premiere est un peu décalée par rapport aux deux autres parties, le but est
d’étudier I’équation de Sturm-Liouville :

— (@) + g@)y(@) = My(w)
y(0) =y(1) =0

ceci a I’aide de la théorie des équations différentielles et de la formule des rési-
dus. On commencera donc par quelque rappels sur la formule des résidus.
La seconde partie est une suite de I’étude rapide des espaces de Hilbert que
vous avez découvert au premier semestre. On introduira des nouveaux espaces
de Hilbert : les espaces de Sobolev H'(R™) que 1’on étudiera particulierement
en dimension 1. L’objectif de cette partie est d’introduire les outils et concepts
qui permettent d’élargir 1’étude faite dans la premiere partie sur les équations
de Sturm-Liouville; I’objectif de la théorie développée dans ces deux lecons
est le théoréme spectral pour les opérateurs auto adjoint compact qui permet de
diagonaliser certains opérateurs en dimension infini.
La troisieme partie se consacre principalement a la notion de convergence faible
qui permet de contourner le manque de compacité dans les problemes d’optimi-
sation en dimension infinie. Pour cela elle contient une étude de la dualité et de
la convexité dans les espaces vectoriels normés.
Pour finir on donne quelques références bibliographiques qui permettent de
compléter et de prolonger le cours :

— W. Rudin : Analyse réelle et complexe, Masson.

— E-C. Titchmarsch : The theory of functions, Oxford university press.

— L. Alfors : Complex analysis : an introduction to the theory of analytic
functions of one complex variable, McGraw-Hill.

— E-C. Titchmarsch : Eigenfunctions expansions part I, Clarendon Press
(Oxford).

— H. Brezis : Analyse fonctionnelle : théorie et applications, Masson / Du-
nod.

— W. Rudin : Analyse fonctionnelle, Ediscience international.

— F.Riesz et B-S. Nagy : Lecons d’analyse fonctionnelle, Akademiai Kiaodo
Publishing House of the Hungarian Academy of Sciences.

— A-N. Kolmogorov et S. Fomin : CElements de la théorie des fonctions
et de I’analyse fonctionnelle, Mir, Moscou, 1974 (traduit en anglais, la
version frangaise est presque introuvable).

— FHirsh et G. Lacombe : Element d’Analyse fonctionnelle, Masson.

— L. Schwartz : Analyse : topologie générale et analyse fonctionnelle, Her-
mann

— S. Banach : Théorie des opérations linéaires, Chealsea publishing com-
pany.

— J. Dieudonné : Eléments d’analyse. T. I -fondements de 1’analyse mo-
derne, Gauthier-Villars fr Paris 1968
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COMPLEMENTS SUR LA FORMULE DES RESIDUS.

On va dans cette lecon compléter ce qui a été vu en L3.

Notations :

On idenfiera C et R? via z + (Re z,Im 2).

Pour p € Cetr > 0, on notera
— D(p,r] = {z € C,|z — p| < r} le disque fermé de centre p et de rayon

”

— D(p,r[={z € C,|z —p| < r} le disque ouvert de centre p et de rayon r
— S(p,r) ={z € C,|z — p| = r} le cercle de centre p et de rayon r.

2.1. Intégrale de chemin.
2.1.1. Définition.

Définition 2.1. Soit Q) un ouvert de C et P,Q : 2 — C deux fonctions conti-

nues. Lorsque vy : [a,b] — § est une courbe C', on note

b b
Pdz+Qdy= | P (t)d y(t)d
/7 + Ody / (7(8))- ()t + / Q(1))-4(t)dt

b
/ Pdz — / P(y(1))A(t)dt
Y(t) = z(t) + iy(t).

2.1.2. Dépendance par rapport au parametrage. L’intégrale de chemin ne dé-
pend pas du paramétrage (positif) choisi pour paramétrer la courbe v : si ¢ :
[c,d] — [a,b] est C! et vérifie p(c) = a et ¢(d) = b alors

/ Pdz + Qdy = / Pdx + Qdy.
v Yop

Alors que si I’on change le sens de parcours de v alors I’intégrale de chemin
change de signe : si ¥(t) = y(b+ a — t),t € [a, b] alors

[de—I—Qdy:—/Pd:U—l—Qdy.

v v

2.1.3. Exemples de base :
i) Si~ parametre un segment [z, 21 :
v(t)=tz1+ (1 —1t)z
alors )
Lsz - /0 P (t21 + (1 t)20) (21 — 20)dt
ii) Siy parametre un arc de cercle

Y(t) =w+ret, t e [a,f]

B ) ,
/sz = / Pdx + 1Pdy = / P (w + re”) re'tidt.
2l v o
Un calcul utile

Lemme 2.2. Soient w € C et v > 0 alors pour k € Z on a

/ dz 2ir sik=1
S(w,r) (z —w)k 0 sinon
Démonstration.

d 2w 1 ) 2w )
/ ﬁ = / mir@“dt =1 / Tl_kel(l_k)tidt
S(w,r) (B — W o Tve 0
Soit

/ dz 2m sik=1
— = 1R 2T
S (2—wW)F ) ik [3((11_’;);}0 —0 sik#£1

2.1.4. Formule de Green-Riemann.

Définition 2.3. On dit qu’un ouvert Q) de C est a bord C' si en chaque point du
bord de ) posséde un voisinage de la forme |a, b[x]c, d] et que
— Soit il existe une fonction ¢ :)a,b[—]c, d| de classe C* tel que

990 (Ja, b[x]e, d]) = {(z, p(2)), x €la, b}
— Soit il existe une fonction 1 :]c, d[—]a, b| de classe C* tel que

QN (Ja, b[x]e,d[) = {(y, »(v)),y €le, d[}



On peut démontrer que si €2 est un ouvert borné de C est 4 bord C', alors 9 est
la réunion disjointe de courbes C! fermées simples régulieres ; c’est a dire qu’il
existe 1, ..., : [0,1] — C de classe C' telles que

— 00 = UU;7([0,1]),

— Vj,Vt € [0,1], ¥}(t) # 0, (i.e. les courbes ~; sont réguliéres),

— V3, 7j(0) =v;(1 ) (i.e. les courbes -y; sont fermées),

— V4, vj :]0,1[— Cest injective, (i.e. les courbes ~y; sont simple).

Définition 2.4. On dit qu’un ouvert borné Q) de C est a bord C* par morceaux
si O est la réunion disjointe de courbes C' par morceaux fermées simples ré-
gulieres; c’est a dire qu’il existe 1, ...,y : [0,1] — C de classe C° et C* par
morceaux telles que

— 00 =U;%([0,1]),

— Vj,Vt € [0, 1]7;(t+) # 0 et vj(t—) #0,

— Vj, %;(0) = ;(1),

— V4, v :10,1[— C est injective.

Un ouvert a bord C! par morceaux.

Théoréme 2.5. Soit 2 un ouvert borné a bord C' par morceaux et P,Q deux
fonctions continues sur Q et C' sur ) et dont les dérivées partielles sont conti-

/(862—8P>dxdy—/ Pdz + Qdy
o\dz Oy o0

ot ON) est la réunion de courbes C* par morceaux 7y, . . . , v, que I’on parcourt

nues sur ) alors

de facon a laisser Q) sur sa "gauche".
Deux exemples :
— Si
Q={(z,y) €]a,b[xR,0 <y < f(z)}

ol f est une fonction de classe C* sur [a, b] alors

/Q?;da:dy—/abP(x,f(x))dx—/abP(a:,O)dx.

— si Q un ouvert borné 2 bord C'!' par morceaux alors

1
Aire (2) = / drdy = / xdy — ydzx.
Q 2 Joa
2.1.5. La formule de Cauchy.
Théoréme 2.6. Soit Q un ouvert borné & bord C* par morceaux et f : & — C
une fonction continue, holomorphe sur €} alors pour tout { € <)
f dz
fo=[ 1%
o0 2 —C 2’
Démonstration. Soit ¢ € () puisque §2 est ouvert, il y a rg > 0 tel que
D((,ro] ={z€C, ]z = (| <m} CQ
on pose alors pour € < 7q
Qa = \ D(Ca 8]
C’est un ouvert borné a bord C'! par morceaux :

090 = 0Q U ([0, 27])

Ye(t) =C+ ge”
On définit




C’est une fonction holomorphe sur  \ {(} elle vérifie donc les équations de
Cauchy-Riemann

dg 1dg

or iy
Avec la formule de Green-Riemann on obtient

dg ,89)
zdz:/ (—i—z dxzdy = 0.
/896 9(2) o \3z Ti5y y

0= /aQ g(2)dz = /aQ g(2)dz + / g(2)dz.

On a donc

On évalue alors

/% g(z)dz = /02” f(C+ee™™) (—i)dt

On a donc I’égalité

2w )
i / f((+ee™)dt= / g(z)dz = S dz
0 89 a0 %2 — ¢
Par continuité de f en ( on a
2

Lm [ f(C+ee™™) (i)dt = 2inf(Q)

e—0 0

D’ou le résultat énoncé. 0
2.2. Convergence de fonctions holomorphes.

2.2.1. Intégrale a parametre holomorphe. Pour commencer nous avons un théo-
réme de convergence dominée holomorphe :

Théoreme 2.7. Soit U un ouvert de R™ et Q) un ouvert de C, on suppose que
f U x Q — C est une fonction mesurable telle que

i) p.p. x € U la fonction z — f(x, z) est holomorphe.
ii) lyag € LYU) tel que
ppx € UVzeQ|f(x,2) < g(x)

Alors la fonction F définie sur §2 par

F(z)—/Uf(x,z)dx

est holomorphe et

F'(z) = a—f(x z)dz.

g0z

Démonstration. Soitw € §,ily ary > 0 tel que D(w,rg] C €.
Si on montre que pour tout ¢ € Q tel que | — w| < rp alors

ro= [ H9&

S(wyro) 2 — G 2im

alors on aura montré que F' vérifie la formule de Cauchy donc que F' est holo-
morphe.
Or cette identité est une conséquence de la formule de Fubini appliquée a la

fonction ,

f (a;,w + 7’06”) o

——————"irge
w ~+ rge? — ¢

sur U x [0, 2], c’est une fonction mesurable de plus puisque

u(x,t) =

p.p.(z,t) € U x [0,27], on a |u(x,t)| < g(x)(ro — |¢ — (,u|)_1

cette fonction est intégrable , on a donc

/S o j f)CdZZ /[0’%] < /U u(x,t)dx) dt

= / / u(x, t)dt | dr |
U \J[0,2x]
or par hypothése pour p.p. z € U

_ fle,2) .
/[07%] u(z, t)dt = /S(%m) . dz = 2im f(x, ()

—C
Donc
/ 1) 4.~ oin / f(x, O)da = 2inF(C).
S(w,ro) # — ¢ U
Une application identique du théoreme de Fubini montre que

. F(z) dx
F (C) B /S(w,ro) (Z - <)2 2im

“J (L B2 o

_[of
= U&(a:,z)dx.



2.2.2. Limites uniformes.

Théoreme 2.8. Une limite uniforme de fonctions holomorphe est holomorphe.
Plus exactement : Soient ( fy,)n, une suite de fonctions holomorphes toute définies
sur Q un ouvert de C et foo : Q — C; si pour tout compact K C Q, (fn)n

converge uniformément vers foo sur K :

lim sup [fn(2) — fc(2)| = 0

n—-+4o0o 2€K

alors foo est holomorphe. De plus pour tout compact K C S et tout entier { ,
(f9),, converge uniformément vers f*_ sur K.

Démonstration. Soitw € Qilyar, > 0tel que D(w,r,] C €. On sait donc
que ( f,,) converge uniformément vers f, sur le compact D(w, r,] :

lim sup [ fn(2) — foo(2)| = 0.

n—+4o0 z€D(w,ry]

Or pour ¢ € 2 tel que |w — (| < 7y, On sait que

1 fn(2)
f”(C) a % /S(w,rw) rcdz

Nos hypotheses nous permettent d’affirmer que lorsqu’on I’on fait tendre n vers

1 foo(2)
foo C Y d
( ) /S(w,rw) ‘

I’infini :

24T z—(
Ainsi fo, est bien holomorphe. Soit ¢ € N. Puisque

¢ ¢! fn(2)
RO = 5 G

on en déduit que si |w — ¢| < r,/2 alors

2£+1 Yl

(2mry)  sup [ fa(2) = foo(2)]-

1
27T7“€+ z€D(w,rw]

40— 1% <

Donc

/+1
- < 0w 14.6) - @)

sup 7
Ty 2€D(w,rw)

z€D(w,rw /2]

Maintenant si K C €2 est un compact alors pour tout k¥ € K on trouve comme
précédement r; > 0, tel que

’ ’ 2@—1—1 Yl
sup | f4(2) = SL(2)| £ T sup fal2) = F(2)
zeD(k,ri,/2) Ty zeD(krg)

On a donc

K C U k , Tk / 2
keK
Puisque K est compact, on peut extraire de ce recouvrement ouvert, un sous

recouvrement fini : c’est a dire, on peut trouver k1, ..., ky € K tel que

N
K c | D(ki, i, /2
i=1
Si 0 = min; 7,, on obtient

' , 2l+1 |
sup [£4(2) = fL(2)| € T sup sup |fal2) — faol2)):
ZEK 7 ZGD(ki,'r’i]
Ainsi la suite (f%) converge uniformément vers f% sur K. U

En reprenant la preuve et en utilisant le théoreme de convergence dominée, on
remarque que la méme conclusion persiste avec des hypotheses plus faibles :

Théoreme 2.9. Soit (f,,)y une suite de fonctions holomorphe toute définies sur
Q un ouvert de C et qui converge simplement vers fo, si pour tout compact
KcQ:

sup sup | fn(2)] < o0

n zeK
alors (fy)n converge uniformément vers fo, sur les compacts de Q) et f est
holomorphe.

2.3. Quelques applications de la formule de Cauchy.
2.3.1. Théoreme de Liouville.

Théoreme 2.10. Si f : C — C est une fonction holomorphe bornée alors f est
constante.
Mieux si

hmlnf —sup |f(z)|=0

r——4o00 Tl I_T

alors f est constante.



Démonstration. On utilise la formule de Cauchy : pour || < r,on a

e,
£(0) /S( d

2w Jso 2 —¢
) i 1)
/ _ 7zd
PO 50 Json & - 2"
On en déduit £l
, Sup|.|— | f (2
F(O <=

L’hypothese est qu’il existe une suite croissante tendant vers I’infini (r;) telle
que

lim inf E sup |f(z)] =0.

J7H00 T |z|=r;

On applique I'inégalité précédente en r; et on fait tendre j vers I’infini, et on
obtient f/(¢) = 0. Ceci pour tout ¢ € C donc f est constante. O

2.3.2. Principe du prolongement analytique.

Théoreme 2.11. Soient Q2 un ouvert de C, p € Q) et f une fonction holomorphe
sur Q\{p}. Si f est borné au voisinnage de p alors f se prolonge en une fonction
holomorphe sur ().

Démonstration. Lhypothese estqu’ilyae > 0et M > 0 tels que
0<|z—p|l<e=|f(z)] <M.

Soit alors ¢ € Qtel que 0 < |¢ — p| < e alors pour ¢ €]0, [p — (][, 1a formule de

Cauchy implique
f(C) = 27 Mﬁenidt - T Mée”idt
T Jo P ge’r — T Jo P e —
Or notre hypothese implique que
o Mée“idt < ML
+ e — ¢ T p—(l=d
o P p

Ainsi cette intégrale tend vers zéro lorsque ¢ tend vers 0 et on a pour tout { € (2
telque 0 < |( —p| <e

fQ) =2 /(2)

= — dZ,
i S(pe) zZ— C

Ainsi en posant

. 1 f(z
fo) = tim () = 5 [ LCa,
¢—p 2T J5(pe) 2P
on obtient une fonction holomorphe sur ). U

2.3.3. Un exemple : On va utiliser les résultats précédents pour démontrer la
formule (classique) suivante :

Vz2e C\Z:
cos(mz) 1 = 22
7Tsim(wz) Tz +nzz:1 22 —n?’
On pose pour z € C\ Z :
B(z) = WC?S(T['Z)
sin(mz)
et
I« 22
O(z) = — —-——.
(2) =~ + ) 22
n=1
etpour N € N

1 L 2z AN
ORED B A Dl
n=1

n=—

I est facile de démontrer que (P ) converge uniformément vers & sur les com-
pactsde C\ Z : Eneffetsi R > 0,onapour [z| < Ret N > R

o o

2R 2R
B(2) — u(2)] < ) R Y.
n=N-+1 n=N+1

Donc ® est holomorphe sur C \ Z, de plus par construction
Vze C\Z, ®(z+1) = D(z)

A T’aide du théoréme de prolongement analaytique, il est facile de démontrer
que la fonction ¥ — & peut étre prolongée en une fonction holomorphe sur C,
cette fonction sera 1-périodique et donc

L:= sup |(¥V—-)(2) = sup

|Im 2|<1 | Im z|<1;| Re 2|<1/2

(¥ = 2)(2)|

est fini.



Supposons maintenant que Im z > 1, on a

}621'#,2‘ — efQﬁImz < 67271'

(W(z)] =

e2imz 4 ‘ < 21

62i7rz —1! —1-— e—27r

On obtient la méme majoration si Im z < —1. Pour z = z + iy vérifiant |z| <
1/2 et |y| > 1, nous allons majorer |®(z)|.
Pourn > 1,ona

2: > 4(z% + y?)
2—n2| (Y2 + (n—2)?) (¥ + (n+2)?)
A(1+y?)

T (P +(n—1/2)%)
On utilise 1 < y?

8y2

= WPt (- 17272

En utilisant la comparaison série-intégrale, on en déduit

1
<144
<1+Mm/‘ 1ﬂ)ﬁ
+oo 1
<14+4 ————dt=1+4
<1+ !y\/_oo Eem ey RO

Puis par 1-périodicité de ®, on en déduit que
|Imz| > 1= |®(2)] <1+4r

On en déduit donc que le fonction ® — ¥ est holomorphe sur C et borné par

2
max 4 L, o +1+4n
1—e 2
C’est donc une fonction constante qui de plus est impaire donc elle est nulle.

2.4. Fonctions méromorphes.

2.4.1. Définitions.

Définition 2.12. Soit 2 un ouvert de C. On dit qu’une fonction f est méromophe
sur Q si elle est holomorphe sur Q privé d’un ensemble discret P et si pour
chaque p € P, il y a un entier k tel que la fonction z v+ (z — p)¥ f(2) soit borné
au voisinage de p.

Dans ce cas, pour chaque p € P, la fonction g(z) = (z — p)¥f(2) admet
un prolongement homomorphe dans un voisinage de p, elle est donc dévello-
pable en séries entieres au voisinage de p, il y a donc des nombres complexes
ag, - - - , ak_1 et une fonction holomorphe A définit au voisinage de p tels que :

g(z) = (z—p)kf(z) = a0—|—a1(z—p)—|—...—I—ak_l(z—p)k_l —i—(z—p)kh(z).

Soit encore
aop ay Ap—1

IO = T e Tt e T
On aurapout ¢ € {0,...,k— 1}
ag:i 1) dz

2im Js(pe) (2 —p)ihtt
Définition 2.13. Les poles de f sont les points de P et la multiplicité de p
comme pole de f est le plus petit entier k tel que la fonction z — (z — p)* f(2)
soit bornée au voisinage de p.

De plus le coefficient ap_1 est le résidu de f enp :

1
(1) I s = dz.
es(f,p) lém@f&)z

um

Par exemple, le quotient de deux fonctions holomorphes est une fonction méro-
morphe.

2.4.2. La formule des résidus.

Théoreme 2.14. Soit () un ouvert et f une fonction méromorphe sur §, on note
P I’ensemble des pdles de f. On suppose que A C ) est un ouvert borné a bord
C' par morceaux inclus dans ) et que le bord de A est exempt de pole de f
alors

}:r%ﬁm%: ﬂ)

2z7r
peEANP

1. C’est a dire que pour tout p € P,ilyae > 0tel que D(p,e] NP = {p}.



Démonstration. On remarque que A ne contient qu’un nombre fini de pdle. En
effetsip € P,ilyae, tel que

D(p,ep) NP = {p}.

Puisque A N P est un ensemble compact recouvert par les disques ouverts
D(p,ep]) on peut extraire de ce recouvrement un sous recouvrement fini i.e.
on trouve p1,...,pn € PN A tel que
N

ANPC U D(pi, ep, |

i=1
ce qui montre que

ANP={p1,...,pn}.>

On a alors {p1,...,pn} C A car le bord de A ne contient pas de pole de f.
Des que £ > 0 est assez petit on a : pour tout ¢ D(p;,e] C A et pour i # j,
D(pi,e] N D(pj,e] = (. Lorsque I’on applique la formule de Green-Riemann
sur A\ Uf\; D(pi, ], on trouve

N
f(z)dz = / f(z)dz.
RGN MR
Or d’apres (1) :
/ f(2)dz = 2imres(f, p;).
S(pise)

2.4.3. Exemple d’applications a un calcul d’intégrale. On va calculer

o0 t:l}—l
/ dt
o 14t

lorsque x est un nombre complexe tel que

0< Rex < 1.

Sous ces conditions, I’intégrale ci dessus est absolument convergente. La fonc-
tion f(z) = W est une fonction méromorphe sur C\ R avec un seul
poleen z = —1 = €™ dont le résidu est

exp ((z —1)In (em)) = i@l — _gimz,

2. Ce qui est en fait montré ici est plus général : un ensemble discret et compact est fini.

On considere le domaine A, g

T T ]

| Bl

| il
R SNREEEEE

dont le bord est constitué de deux arcs de cercles de rayon € €]0,1[ et R > 1
paramétrés par t € [¢,27 — €] — Rel et t € [,27 — €] — e~ et des deux
segments [ee’®, Re| et [ee™¢, Re™*].

Le formule des résidus montre que

/ f(2)dz = —2ime’™
aAE,R

Lorsque I’on fait tendre € — 0, on obtient :

lim f(z)dz = (1 - ™) /R -’ + /QW B ey,
=20JoA. g o L+t o 1+ Reit
Puisque I’on a la majoration
i.ieim < R’*
1+ Re' ~“R-1

on obtient en faisant tendre R vers I’infini :

2imx > tz_l . AT
(1 —e ) dt = —2imwe'™ |
o 14t

ce qui permet d’obtenir

o) txfl T
[
o 1+t sin(7x)

Cette formule permet de démontrer la formule de symétrie pour la fonction I' :
s

T(z)T(1 - z) =

sin(mx)



Egalités que 1’on montre d’abord pour x un nombre complexe tel que 0 <
Rex < 1., le cas général s’en déduit car les deux termes de I’égalité sont holo-
morphe sur C \ Z.

On calcule le produit I'(z)I'(1 — =) grl’ce au théoréme de Fubini :

I'(1-xz) ( t@‘—le—tdt) ( /0 h s‘%‘ﬂit)
o

t* s et 5 dtds
on eﬁectue le changement de variables : 70 =t,0 = s

I(z)

7T 1 e~ T % drdo

“heos
[ ( / L
b

dr

sm( x)
2.5. Applications.
2.5.1. Théoreme de Rouche. Remarquons que si f est une fonction holomorphe
sur un ouvert 2 C C alors la fonction f//f est méromorphe sur 2, ses pdles
corespondent aux zéros de f et le résidu d’un pole est la multiplicité de celui ci

comme zéro de f. En effet si p est un zéro de f de multiplicité k alors il y a une
fonction holomorphe g défini au voisinage de p tel que g(p) # O et

f(z) = (z—p)g(2)

ainsi

On a donc

Proposition 2.15. Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert Q2 C C et soit
A C Q un ouvert borné a bord C' par morceaux inclus dans §) et le bord de A

1 /
est exempt de zéro de f alors — I(2) dz = Nombre de zéro de f dans A
2im Jon f(2)

compté avec leurs multiplicités.

Ceci permet de démontrer le théoréme de Rouche :

Théoreéme 2.16. Soient Q un ouvert de C, A C  un ouvert borné a bord C*
par morceaux tel que A C €. Si f, g sont deux fonctions holomorphes sur §)

telles que

Vz e A, |f(2) — g(2)| < |f(2)]

alors f et g ont le méme nombre de zéro dans A compté avec multiplicités.
Démonstration. Le bord de A étant compact il existe un réel p €]0, 1] tel que
—9()| < plf(2)]-

Et ’ensemble U := {z € Q,|f(z) —
nant QA et sur cet ouvert la fonction f ne s’annule pas et la fonction Q(z) =

9(z)/ f(2) vérifie

Vz € 9A, |f(z)

(2)| < p|f(=)|} est un ouvert conte-

VzeU,|Q(z) —1[ <p

Ceci assure que 1’on peut trouver une fonction v holomorphe sur U telle que

Vz e U,Q(z) = eV,

On a en fait
[e'e) _1 n
U(Z) — Z(_l)n (Q(Z)n )
n=1
On aura alors
1 @ (Z)d - L V' (2)dz

2ir Joa Q=) " 2ir Joa
Or QA est la réunion de courbes fermées i.e. de courbes v [a, b] — C telles que
~v(a) = ~(b) or le long d’une telle courbe

b
[ v = [ vomn e =verls=o.
¥ a
ce qui montre que

L Qe 1 de, 1 e,

2im 2im Jon (=) 2im

" 2 Joa Q(2) 2im Joa f(2)

La conclusion est donc une conséquence de la proposition (2.15) O



2.5.2. Formule d’inversion de Lagrange.

Théoreme 2.17. Soit f une fonction holomorphe définie au voisinage de 0 on
suppose f(0) # 0. Il existe a, b € R tels que pour tout w € D(0, a) I'équation
Z —

flz)

a une unique solution z(w) dans D(0,b).

De plus cette solution est donnée par la formule : z(w) = Y 32 | cxpw” oul

1 dkfl
k= R a1

()"

2=0

Démonstration. On a

: 2 2 O -f()

f) - FO) - f0) f(2)
Il'y adonc b > 0 tel que pour tout z € D(0, b)

z z 1] =z
(2) ‘— <3 ’

f(z)  FO)] 7 2]£(0)
Posons a = 7y Alors siw € D(0,a) onapour z € S(0,b) :

4|f

=2l

(75-4)- (50

De plus pour z € S(0,b) :

om0l e O REEHF R
On a donc pour z € S(0,b)
(55~ (5t )l =3l

Le théoréme de Rouche nous garantit alors que la fonction z +— ﬁ —waun
unique zéro dans le disque D(0,b). Ce zéro est I’'unique racine de la fonction

2z — wf(z), Cest donc le résidu de la fonction méromorphe zlz__i}’;/((j)). On a
donc )
1 1-—
2w) = —— szz
2im Jsop) 22— wf(2)

1—wf(z)  1-wf'(2)
cowf(z) T 1o

Or

z

Or dans notre cadre on a

|w| < b
4| £(0)

et pour z € S(0,b), I’inégalité (2) implique

z

On obtient donc

ainsi on peut écrire

=355 Loy () e

Soit

OO

L
z(w) = w / ( dz
s 2 5(0,b) z

iwe+12m /S o <(ZZ)>Kf’(z)dz.

On remarque que

1 —1
L () e 1
2im Jsop) \ 2 (0 —1)! dzt1

1 FON gy, L d!
2im S(O,b)< z > Fle)dz = (6 —1)! dzt1

On en déduit donc que ¢y = 0 et que pour £ > 1

et

z=0

1 d! 1 d?
Cyp = 7(6 — 1)! dzl-1 o (f(Z))E (f — )1 dze 2 0
Or 0—2 0—2
d— y _ 1 d d
7202 Z:Of (2) (f(z))é = 7 d—2 - 1z (f(z))g







c2
THEORIE DE STURM-LIOUVILLE
Dans cette lecon, on considere
q:[0,1]—R

une fonction continue et on étudie 1’équation différentielle d’inconnue

y € C*([0,1],C) :
-y +aqy—Ay=f
y(0)=y(1)=0

ou A € Cet f € C%([0,1],C) sont donnés. On posera A = s% ot Im s > 0.

3.1. Le cas ou ¢ = 0. On peut résoudre 1’équation :
—y' = sty =f
y(0) =y(1) =0

de deux fagons

3.1.1. Avec la méthode de variations des constantes. Pour s ¢ wZ*, les fonc-

sin(sx) sin(s(z—1)

tions z — —— etx ) forment une base de I’espace des solutions

de I’équation différentielle homogene :
_y// _ 82 y = 0

Le wronskien ® de ces deux solutions est égale L

_ sin(s) > Ak
w(A) = = kZ:O(—l)kM :

3. On rappelle que si ¢ et 1 sont deux solutions d’une équation différentielle homogene :
y"(z) + a(z)y’ + b(x)y(z) = 0, alors le wronskien de ces deux solutions est la fonction définie
par z — o(x)Y' (z) — ¢’ (z)(x). Le wronskien vérifie 1’équation différentielle du premier
ordre : w'(x) + a(x)w(xz) = 0. Ainsi si la fonction a est nulle (ce qui est le cas dans notre
étude) alors le wronskien est une fonction constante. En général, s’il s’annule quelque part, il
est donc identiquement nul. 11 s’avRre que le wronskien est identiquement nul si et seulement si
les deux fonctions ¢ et ¢ sont proportionnelles. Ainsi si le wronskien n’est pas nulle alors (¢, ¢)
forme une base de I’espace des solutions de I’équation différentielle homogRne "’ (z)+a(z)y +

b(z)y(z) = 0.

On cherche les solutions de I’équation différentielle

—y' —s'y=f

sin(s(z—1))

sous la forme y(z) = A(:U)M + B(x)

S

{ A’(x) sin(sx) +B/(x)sin(s(§—1)) —0

avec

s

A'(x) cos(sx) + B'(z) cos(s(x — 1)) = — f(x)

sin(sz) sin(s(z—1)) .
da( : s ):m@:wn

cos(sx) cos(s(x — 1))

On trouve alors

sin(s(z — 1)) sin(sx)

Alx) = —f(2) et B'(z) = f(x)

sin(s) sin(s)
On en déduit I’existence de constantes Cy, C telles que
sin(sz sin(s(z —1
o) o) ¢ st 1)
_ sin(sz) /x £ sin(s'(t - 1))dt n sin(s(z — 1)) /xf(t)si.n(st) it
s 0 sin(s) s 0 sin(s)
Si de plus y(0) = 0 alors on doit avoir C; = 0 et si y(1) = 0 alors
Cosin(s) _ sin(s) /1 f(t)sin(s.(t - 1))dt _o.
s s Jo sin(s)
On a supposé s & wZ*, ceci implique donc que
1 ~ _
Co= [ 1™~
0 sin(s)
on a donc obtenu :
3) ,
sin(sx sin(s(1 —1¢ sin(s(z — 1 ¥ sin(st
o) = 2002 [0 sl 1) [0
s . sin(s) s o sin(s)

Remarque 3.1. Si on était parti de la base x LLIC RSN cos(sz) de
Iespace des solutions de I’équation différentielle homogéne —y" — sy = 0

alors on aurait trouvé que les solutions de I’équation différentielle

) —Py=f



étaient de la forme

sin(sz)

y(z)=A

S

x
+ Bcos(sz) — /
0

3.1.2. Avec les séries de Fourier. La seconde facon est d’utiliser les séries de

Fourier. On pose ey (x) = +/2sin(kmx), il est facile de vérifier que (ey) est

une famille orthornormée de L?([0, 1]) . C’est de plus une base Hilbertienne de
12(0,1)).

En effet, on commence par remarquer qu’une "fonction" f € L*([0,1]) peut
sétendre en une fonction impaire f de L?([—1, 1]) par

() = f(zx) siz >0
—f(—x) siz<0

Une base Hilbertienne de L?([—1,1]) est donnée par la réunion de la famille
<%€k) et par la famille (c;,) définie par co = 1/v/2 et cx(x) = cos(kmx) si

k > 1. Or la fonction f étant impaire, on a :

v -]

Considerons donc f € C°([0, 1], C) et dévellopons f en séries de Fourier :

f= Zbkek avec bk—/ ft)ex(t

k>1

dtf/fek

Supposons que y € C2([0, 1], C) vérifie le systRme déquations :

Alors on calcule les coefficients de Fourier de y en intégrant par parties :
1
)\/ ) sin(kmx)dx —/ (—=y"(z) — f(z)) sin(kmz)da
0
/ f(z) sin(kra)ds + [~y (z )sm(km:)]é

1
/ y'(x) (k) cos(kmx)dx

/ #(z)sin(krz)dx

—i—/o Y (z)(k7) cos(kmx)dx

On calcule de mRme :

1 1 a2
—k27r2/ y(x) sin(krz)dr = / Y(r)—— sin(kmz)dz
0 0 dx

_ [y(@d Sm;f”)]: - () T

1
= —/0 y'(z)(k7) cos(kmx)dx

La comparaison entre ces deux égalités montre que

(A = (7k)?) /Oly( )sin(kmz)d / f(z) sin(krz)dz

Supposons que A € {m2k?, k € N*}, on en déduit donc qu’alors
by,
vy= Z 212 _ )\ Ok
k>1
Réciproquement, supposons que f € C%([0, 1], C) vérifie que lorsqu’on dével-

lope f en séries de Fourier : f = g byey. alors
k>1

> Jbi| < oo.
E>1
On définit alors

y(w) =Y o)

k>1



1l est facile de vérifier que cette série converge normalement dans C2([0, 1], C)
= y(1) = 0. De plus

=2 Z bk 5, cos (kmx)

k>1

et donc on a y(0)

et

\fz 2k2 sm (kmx)

k>1
N
(tk)2 — A b
— —\/5% bkm Sln(kﬂ'fl?) — A\/i; m sm(/mrw)
= —f(z) = Ay(z)

Donc y est solution de 1’équation :

{—y —Ay=rf
(0) =y(1)=0

On peut aussi remarquer que ’on a :

1
) o SR U UL

N
k>1

&)

Z 2sin(kmx) sin(kmt)
N m2k2 — )\
k>1
La comparaison entre les formules (4,5) et celle (3) obtenue par la méthode de
variations des constantes fournit que lorsque 0 <z <t <1
sin(sx) sin(s(1 —t))
s sin(s)

Ga(x,t) =

Soit encore pour s € nZ et 0 < x <t <1

sin(sx) sin(s(1 —t)) _ Z 2sin(kmx) sin(kﬂrt).

s sin(s) m2k2 — A

k>1
On revient donc maintenant au cas général et on commence par étudier 1’équa-
tion différentielle 4 I’aide la méthode de variations des constantes.

3.2. Spectre.
3.2.1. La méthode de variations des constantes.

Définition 3.2. On note @), la solution du probleme de Cauchy :

-y +qy—Ay=0
y(0) =0, ¥/ (0) = 1.

Et on note x ) la solution du probleme de Cauchy :

—y"+qy—Ay=0
{ y(1) =0, y/(1) = 1.
Le Wronskien de ces deux solutions de I’équation différentielle homogene :
—y'+ay—Ary=0
est
w(A) = ea(2)X)\ (@) — Ph(2)xa (@) = ea(1) = —xa(0).

Lorsque w(A) # 0, on sait donc que (¢y, x) est une base de ’espace des
solutions de I’équation différentielle homogeéne

4" +qy — Xy =0.
On peut alors résoudre 1’équation différentielle
' +aqy—Ay=f
y(0) =0, y(1) = 0.
a I’aide de la méthode de variations des constantes et on arrive (comme dans le

casoug=0)a

y(x)

On veut maintenant falre r analogue del’ analyse de Fourier pour cette équation,

pour cela on doit comprendre un peu mieux ce qui se passe lorsque w(\) = 0.



Dans ce cas les deux solutions @) et x, sont colinéaires. Elles vérifient toutes
les deux le systRme d’équations :

—y"+qy—Ay=0
{ y(0) =0, y(1) = 0.
3.2.2. Définitions. On introduit I’espace
C5([0.1],C) = {y € €*([0, 1], C),y(0) = y(1) = 0}
et I’opérateur de Sturm-Liouville pour les conditions de Dirichlet
Lp : CH([0,1],C) — ¢°([0,1],C)
y— =y +qy

Définition 3.3. On dira que A € C est une valeur propre de I'opérateur de
Strum-Liouville pour les conditions de Dirichlet si il y a une solution non nulle
aux équations :

y(0) =0, y(1) = 0.
On notera Sp Lp I’ensemble de ces valeurs propres. Les fonctions vérifiant

Y +qy—Ay=0
y(0) =0, y(1) =0.

seront appelées fonctions propres de 1’opérateur de Strum-Liouville pour les

{ —y"+qy—Ay=0

conditions de Dirichlet.
On a donc
SpLp = wil{O}.

3.2.3. Propriétés générales.

Proposition 3.4. Les valeurs propres de ’opérateur de Strum-Liouville pour les
conditions de Dirichlet sont réelles :
SpLp CR.

Démonstration. Soit donc y € C%([0, 1], C) une fonction propre pour la valeur
propre A. On a

1 1
A /O y(t)y (Dt = /0 (=" (1) + a(t)y(®)) y(Edt.

Or si nous intégrons par parties en se servant de y(0) = y(1) = 0, on obtient :

On a donc

T 1 1
A /0 y(OyE)dt = /O Y (Oy )t + /O Ay Oy,

Or la fonction q est a valeurs réelles et fol y(t)y(t)dt > 0. D’ou le résultat. [J

Remarque 3.5. La démonstration fournit méme mieux

SpLp C [tei][%fl q(t), +oo].

]
3.3. Etude asymptotique du spectre.

3.3.1. Le spectre est discret.

Théoreme 3.6. La fonction w est holomorphe ainsi Sp Lp est un ensemble sous
ensemble discret de R. De plus les zéros de w sont simples.

D’apres la remarque précédente 3.5, on sait que 1’on peut énumerer le spectre de
Lp par une suite croissante (éventuellement fini)

SpLp ={}j,j =1}
Démonstration. L’ équation différentielle
—y ' +ay—Ay=0

dépend de facon holomorphe de A ainsi les solutions ¢ et x) dépendent de
facon holomorphe de ), il en est donc de méme de w(\) = 5 (1).
On peut donner dans notre cadre une preuve de cette affirmation : posons tou-

2

jours A = s avec Ims > 0. On remarque que puisque @, est solution de

I’équation différentielle
—y"' =Xy =—qy
y(0) =0, ¢¥/'(0) = 1.

La méthode de variations des constantes (3.1) fournit donc

orte) = 20y [P0

S S



On définit

)
)\k 2k+1

sin
=0

C’est une fonction continue sur C x [0, 1] qui est holomorphe par rapport a A.
Et on définit par récurrence sur j € N

wa) = [Ca™ =D o

Il est facile de vérifier que u; est une fonction continue sur C x [0, 1] qui est
holomorphe par rapporta A\. Orsi z € Con a

1
|sin z|? = sin(z) sin(z) = 5 (cosh(2Im z) — cos(2Re 2))

(6)

1
|cos z|* = cos(z) cos(z) = 3 (cosh(2Im z) 4 cos(2Re z)) .

On en déduit donc :

‘SinZ’Q < €2|Imz\
(N

|cos z|? < 2™l

Puisque up(\, z) = S0 — o cos(st)dt, ona

S

|U0()\,$)\ < :Cexlms < emlms‘

Posons M = sup,c17[¢()|. Une récurrence facile permet de démontrer que
pourtout j € N

(7 + 1!

zlms

Ju; (A, )| < MY

Notons
By:={\€C,Ims < {}:={Aec C,|\ —Re\ < 2%}

By contient le disque fermé de centre 0 et de rayon ¢? :

24
/4 Le bord de B_1

le cercle de centre 0 et de rayon 1

16
0.8
0
X
J
-16
2.4

La série de fonctions de terme général u; converge donc normalement sur By x
[0, 1], on en déduit que la fonction f : C x [0,1] — C définie par f(\,z) =
Z;io u;j(A, x) est continue et holomorphe par rapport a A. De plus pour A € C
etz €[0,1]ona

FOvz) =uo(N2) + ) ui(A )

j=1
etpourj > 1

wnn) = [ ™D

En utilisant la convergence normale on obtient que

> r sin(s(z —t))
Zuj(/\,a:)—/ q(t)———== Zu] 1(At) | dt
j=1 0

Et donc

S

o) z .
sin(s(x — ¢
> ) = [ o™= 0 ar
j=1 0
f vérifie donc 1’équation intégrale :

fOua) = sin(sz) N /Ox sin(s(z — t))q(t)f(/\,t)dt.

S S

Ceci permet de démontrer que f vérifie I’équation différenticlle

¥ = Ay =—qy
y(0) =0, y'(0) = 1.



Donc f(A,z) = x(z). Ce qui montre que w(A) = (1) dépend de facon

holomorphe de .

Une étude similaire montrerait que la fonction x est holomorphe par rapport a

A

On doit maintenant prouver que les zéros de w sont simples. Pour cela on calcule
1

1 1
A /0 (@)X ()dz = — /0 (@)X () + /0 9(@)0 ()X ()

En intégrant par parties :
1

1
- / (@) xp(@)dz = — [ph (@) xu(@)]] + / (@)X () de
0 0
On obtient donc
1 1
A /0 (@)X (@) = 3 (0) + /0 [Ph(@Ya() + (@) or(@)xp(2)] di
Un calcul similaire meéne a
1 1
” /0 ox(@)xu(@)dz = —pa(1) + /0 [P (@)X (@) + a(@)or(@)xu(@)] de

On en déduit que

1
®)  w\) —w(p) = er(0) + xu(0) = (A — p) /D (@) xp(r)dr,

et donc pour A € Con a

1
W(N) = /0 ox@)xa@)de

Maintenant si w(A) = 0, on sait que A est une valeur propre de 1’opérateur de
Strum-Liouville pour les conditions de Dirichlet et donc : A € R, ) et x sont
colinéaires et a valeurs réelles, on a mRme :

_ NE
) xa(z) = o)
et donc
/ _ 1 ! 2
(10) W)= gy | e 0.

3.3.2. Asymptotique du spectre.

Théoreéme 3.7. Si k est un entier assez grand alors Uintervalle

() ()

contient une et seule valeur propre de I’opérateur de Strum-Liouville pour les

conditions de Dirichlet.

En conséquence on peut énumerer le spectre de Lp par une suite croissante
infinie.
SpLp = {)\j,j >1}
tel que lim;_,o A\j = +o0 en fait
Aj ~ 252,
Nous avons I’estimation suivante de ) :

Lemme 3.8. Si |s| est assez grand alors

ox(z) = sin(sx) L0 (GTSI;S>

S

C’est a dire qu’il y a des constantes r, R tel que si |s| > r et x € [0, 1] alors

zlms

sin(sx) e

o .

Démonstration. On pose (1(s) = Sup,c(o 1] e~*Ims|py (7)]. La formule

_ sin(sx) T sin(s(z —t))
R S

oa(z) = . . q(t)pa(t)dt,

implique que ’on a aussi :

—xIms e_xImSSin(sx)

e pa(z) =

S
z ,—(z—t)Ims —t
s [ I Z0) (1)t msi ()t
0

s
et I’estimation (7) permette de démontrer
M

u(s) < ‘1‘ )



oll comme précédemment M = sup,co 1] [¢()|. On en déduit que si |s| > 2M

alors
2
p(s) < sl
et alors
: z | —(x—t)Ims —t )
emoms | (4) - sin(sz) S/ e sin(s(z ))q(t) 2,
s 0 s sl
2M
~ sl

On démontrera de la méme fagon :

Lemme 3.9. Si |s| est assez grand alors

sin(s(x — e(l-)Ims
@) = GE=1) (l)

S

On remarque que si s € C esttel que Im s < 0 on aura :

sin(sx el Ims|
or(z) = (S )+O< e )

Démonstration. du théoreme (3.7) :

On considere maintenant le domaine
Cr={s€C,|Ims| <7/2,|Res —7k| < m/2}

On va utiliser le théoréme de Rouche pour montrer que w(s?) et sin(s)/s ont le
méme nombre de zéros sur C}, c’est 4 dire un seul.

Sur les cotés horizontaux de Cj, on a Ims = =47/2, alors en utilisant (6) et
—cos(Res) > —1, on en déduit :

sin(s) < sinh(m/2)
s 5]
et
2 sin(s) e™/?
) - <0

Sur les cotés verticaux de C, on a donc Re s = km 4 7/2 et donc avec (6) on a
|sin(s)|? = £ (cosh(2Ims) — cos(2Re s)) = (cosh(Im s))? d’ot

sin(s)|  cosh(Ims) _ eltmsl
s | sl T 2]s]
On a aussi sur les cotés verticaux
5y sin(s) elms|
w(s®) . S

Ces estimations montrent que si k est assez grand alors on a

w(s?)

_ sin(s) - sin(s) '

Vs € OCk,

S S

Le théoréme de Rouche 2.16 nous garantit donc que w(s?) et sin(s)/s ont un
seul zéro dans I’intérieur de ce carré, par ailleurs on sait que les zéros de w sont
réels d’ou le résultat énoncé. U

3.4. Dévellopement d’une fonction en somme de fonctions propres.

3.4.1. Dévelloppement du noyau de Green. On pose pour A € C\ Sp Lp

Gi(z,t) = b oxa(@)xa(t) siz <t

wA) | or(t)xa(z) siz>t ’

c’est le noyau de Green de 1’opérateur Lp — .
Onavuquesi f € C°([0,1],C) alors la solution de I’équation différentielle

-y +aqy—Ay=f
y(0) =0, y(1) = 0.

est donnée par
1
va) = [ Gatan s
0

Lorsque 0 < = < ¢ < 1 sont fixés, la fonction A € C — G (x,t) est méro-
morphe avec des pdles simples en Sp L p. On énunere maintenant Sp L p en une
suite strictement croissante

A< A < ...

De plus si j > 1 alors le résidu en \; de cette fonction est

2y (z)xz; (1)

res(Ga(z,t), \j) = W00



Le calcul déja fait (9,10) montre que

<P,\j(1)
et que
X (@) = 2 )
’ ¢, (1)
ainsi si on pose
€)= — PN (z)
fol (“)0)\]' (t))th

alors on obtient
res(Ga(x,t), Aj) = —&;(2)&;(t).

Ce résultat est encore vrai lorsque ¢ < z.

Théoréme 3.10. Si A & Sp Lp et si (z,t) € [0, 1]? alors

iy =37 S0
j=1

Démonstration. On considere

1 1
QN—{AGC,\ReSIS (N+2)7Tet0§1ms§ <N+2>7r}

75

25

-10 75 5 25 0 25 5 75 10

Le bord du domaine {s € C,|Res| < (N—i— %)ﬂ'etO <Ims < (N—i— %) ﬂ'}.

150 20

540

Le bord du domaine {)\ €C,|Res| < (N—i— %)weto <Ims < (N—i— %) 7r}.

Et on va estimer G\ (x, t) sur le bord de Q.
Compte tenu des estimations :

o =) (),

S

iy = S ()

s |

On en déduit que si 0 < x <t < 1 alors

sin(sz) sin(s(t — elt—2)Ims
Gﬂuﬂ:wéa< ( )55@ D)+O<hﬁ>>

On a également

w@%zwgn:““@+o<&m).

s |s]?
Or lorsque Ims = (N + %) 5 et en utilisant (6) , nous avons pour N assez
grand
: Ims
sin(s e
(5)]
s 4|s|

et lorsque Res = + (N + %) 5.ona

|sin(s)|*> = %(cosh(Q Im s) — cos(2Re s)) = (cosh(Im s))*



d’ou

el Ims|

sin(s)|  cosh(Im s)

sl 2s]

S

De ces deux estimations on en déduit que si A € 90y et s> = X avec Im s > 0

) = T <1 O <|1!>>
‘ 1

e <e|’1i8|)

on déduit de ceci que pour N assez grand alors on a pour A € 9Qy :

¢ _C
< —< —
a0 < 1<

alors

et

Soit maintenant z € C \ Sp Lp. On choisit alors Ny assez grand pour avoir
I’estimation précédente pour tout N > Ny et pour avoir z € ;.
On a alors avec la formule des résidus :

Gola,)— 3 W:/ Galat) )

z—A
j,)\jEQN N

On en déduit que

Galot) — Z &i(x)&;(t) < c .LongueuraQN '
idocon z—Aj N minyepa, {|A — 2|}
Or la longueur de 02y est majorée par C' x N2 et il est facile de voir que pour
N assez grand on a :
in {|JA—z]} > (7 N)?—|z|.
min (A= [} = (x )~ |2
Car par exemple Q2 contient le disque de centre 0 et de rayon (7 N)2. Ce qui
implique que pour N assez grand :

Guw,t)— Y €j£$_)§i'§t) __CON

N
e (x N2 =2

D’ol le résultat en faisant tendre N vers +oo. O

3.4.2. Décomposition Hilbertienne. Grace au calcul fait en (8) montre que si
A # p alors

1
(=) [ erte)ula)de = wlh) = (i
Ainsi si j # k cette formule appliquée en A = \; et u = \;, donne
1
=2 [ en, @ e)da =0

et puisque X, () = @i, (7)/¢) (1) on en déduit que lorsque j # k

1
/0 o, (7)o, (z)dr =0
Ainsi :
Lemme 3.11. La famille (§)r>1 est orthornormée.

Si f € C°([0,1], C) on définit

1
c(f) = /0 F(t)&k(t)dt.

On a les résultats suivants qui montrent notamment que la famille ({)x>1 esten
fait une base Hilbertienne de L2([0, 1]).

Théoreme 3.12. i) SiVk > 1 c(f) = 0 alors f est la fonction nulle.
i) Si ) p>y ler(f)] < oo alors f(x) =3 > cr(f)Ek(2)-
iii) [y |f(@)Pde = Yoy len(£)I%
Démonstration. Démontrons d’abord le point i). On remarque d’abord que les

fonctions &, sont uniformément bornées : il y a une constante C' (indépendante
de k) telle que pour tout k et tout x € [0, 1] alors

Skt < C.

En effet si j est assez grand on a (avec le lemme 3.8)

(o) = D 0 (1)

On en déduit donc que

1
/0 (oa, (1)) 2dz = 2§ +0 (;)

J



Ainsi
1

fj(fl?) = W P (z)

= QSin(\/Tj$)+O< 1)\)

D’otui le résultat.
On sait de plus que \; ~ 7252, on peut donc affirmer que si A & Sp Lp alors

= &() fy &) f(tat
> ( f?\_(/\;( .

1
/0 G, D) (1) dt =

j=1
Fixons maintenant A\ ¢ Sp Lp. Ainsi si ¢;(f) = 0 pour tout k, ona Vz € [0, 1] :
1
/ Ga(z,t)f(t)dt = 0.
0
Ainsi la solution de 1’équation différentielle

Y tay—ry=1f
y(0) =0, y(1) = 0.

est la fonction nulle donc f = 0.
Le point ii) est une conséquence du point i) que 1’on applique a la fonction

continue g : x — g(x) = f(z) — D ;> ck(f)&k(x) qui vérifie c;(g) = 0 pour
tout entier £ > 1. Ainsi g est la fonctio_n nulle.

Concernant le point iii). Considérons une fonction f € C2([0,1],C) telle que
f(0) = f(1) = 0. On a alors

1
Meer(f) = /0 (—€l(t) + q&n(t)) F (1)t

Or en intégrant par parties on montre facilement
- [ ewswa=-gwswly+ [ doroan
- [ws
= [ &

On a donc .
warlf) = [ 60 (~1"0)+ af(©) a
Puisqu’il y a une constante C' tel que pour tout & et tout = € [0, 1] [£x(z)| < C.
On en déduit que la suite (Agck(f))xr est borné compte tenu du fait que
A ~ m2k?

on a

> ler(f) < oo

k>1
et donc pour tout x € [0,1] :

flx) = elf)én(x)

k>1

1
[ 1@z = 3 e

k>1

et donc

On a donc démontré le point iii) pour toutes les fonctions de C% ([0, 1], C) or ce
dernier espace est dense dans L?([0, 1]) d’oli le résultat énoncé.
O



c3
RAPPEL ET COMPLEMENT SUR LES ESPACES DE HILBERT.

4.1. Définitions.

Définition 4.1. Un espace de Hilbert H sur C est un C-espace vectoriel équipé

d’un produit scalaire hermitien (., .) tel que pour la norme associée*
[v]l = v/ {v,v)
I’espace vectoriel normé (H, || .||) soit complet.

Un espace de Hilbert (#, || . ||) donc est un espace de Banach.

4.2. Quelques exemples classiques.

i) C" équipé du produit scalaire hermitien
n
<(.’L‘1, s 73571)7 (y17 s 7yn)> = legl .
j=1

ii) L’espace des matrices carrées de taille n a coefficients complexes équipés
du produit scalaire hermitien :

(A, B) = Trace AB* = Zap,q% ,

ol on note B* = !B,

iii) L’espace ¢?(N) formé des suites (ax) de nombres complexes telle que

Z lap|?* < oo
keN

équipé d’un produit scalaire hermitien :

((ar), (b)) = arby. .
keN
4. C’est a dire que pour tous u, v, w € H, A\, u € C,on a
Au+ po,w) = Mu, w) + p(v, w)

)
i) (u, Av + pw) = Mu, v) + v, w)
i) (u,v) = (v, u)
iv) (u,u) >0

) (u,u) =0<=u=0.

iv) L’espace L?(IR™) équipé du produit scalaire hermitien :

(frg)= [ fg.

R”

4.3. Un autre exemple : ’espace de Sobolev H'(R™). On utilisera les nota-
tions suivantes :

— Sih = (h1,...,hn) € R", on notera ||| = /h? +...h2 la norme

euclidienne de h.
— Si R > 0, on notera B(0, R) la boule ouverte de centre 0 et de rayon R.

4.3.1. Définition. On commence par établir la proposition suivante qui nous
permettra de définir I’espace H'(R").

Proposition 4.2. Soit f € L*(R") et h € R™ alors on note 7, f la "fonction">
définie par 1, f (x) = f(x + h). Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) Il'y a une constante C' tel que pour tout h € R™ alors
[7nf = fllz < ClAl

ii) 1l'y a une constante C' tel que pour tout j € {1,...

I
— <
[ 152 < Clelis

,n}, il existe une fonction g; € L*(R") telle que

,n} et tout p € CL(R™)
alors

iii) Pourtoutj € {1,...
1 n _ — .
Vo € Cy(R™), f@xj /ng]go.
iv) La "fonction" § — /1 + H£||2f(§) est de carré sommable :
o 2
/Rn (1+ 1161 [ F&)| dg < oo.

Démonstration. L’équivalence entre les assertions ii) et iii) provient du fait que
I’espace Cg(R™) est dense dans I’espace L%(R") et que la propriété ii) signifie
exactement que la forme linéaire

@GCO(R)’—* f@xj

5. on devrait dire la classe de fonctions



se prolonge continument 4 L?(R"). Le théoréme de M. Riesz de représentation
des formes linéaires continues sur un espace de Hilbert assure qu’il existe u; €
L?(R"™) telle que
dp
1 _
Rn xj n
La fonction g; = —u; convient. Ce qui montre 1’assertion i) = 4i7). La réci-
proque est une conséquence de 1’inégalité de Cauchy-Schwartz.
Démontrons maintenant que i) = ii). Supposons donc que f € L?(R") vérifie
la propriété 7) : il y a donc une constante C' telle que pour tout h € R™ :

I7nf = fllz < CllA]-

Et considérons j € {1,...,n} et ¢ € C(R™). On notera e; le j°™° vecteur de
la base canonique de R™. Puisque ¢ est C! a support compact, on sait que pour
tout z € R

m o(x + cej) — p(z) — lim (Teej‘P)(x) - (p(l’)
ﬁxj e—0 £ e—0 £

11y a de plus une constante £ tel que

(Tee,; ) (@) — ¢()
€

<k

Vr € R,

Si le support de ¢ est inclus dans la boule B(0, R) de centre 0 et de rayon R, on
apour tout® ¢ €]0, 1] et p.p. x € R”

(Tee; ) (@) — ()
’f(x) =< 5 < k|f(x)[lpo,pe1)(T)
Le théoréeme de convergence dominée implique donc que

0 Tee: 0 —
PO iy [ pEeP TR
Rn 8l'j e—0 R 15

Or le changement de variables y = x + ce; montre que

/R frego= /]R (e, )

6. Si A C R"™ on notera 1 4 la fonction caractéristique de A.

Avec I'inégalité de Cauchy-Schwartz et notre hypothese, on a donc :

(Tfsej‘;@) P (Tfsejf) - f
/nfE = /n — w’
< H(Teejf) —f
3

lellz2
L2

< Cllell e

Ce qui démontre que f vérifie la condition i)
Démontrons maintenant que iii) = iv). Supposons donc que f € L?(R")
vérifie la propriété 7ii) : Pour tout j € {1,...,n}, il existe une fonction g; €

L?(R"™) telle que
0
jpas —/ gjp-

Vo € CHR™), — =
2 0 ( ) - al,j

Si ¢ € C}(R™), alors la transformée de Fourier de la fonction % est:
J

00 oy [ 02 -2innd

0 = [ SE e
_ 9 oinze)
= /R" o(x) oz, e dx
= 2im;p(€)

ou la deuxieme égalité est une conséquence du fait que

0 :/R 0 {cp(m)e_%ﬂx’@} dx

0 T —sina s>] Do .\ o
— - LICEINW Zr ICEI
La transformée de Fourier étant une isométrie ' on en déduit que

F(—6)2ime;p(e)de = | G(—6)P(&)de

R™ R7

V(p € C[%(Rn)v -

Ce qui montre que

2im; F(€) = 9;(€).
Puisque g; € L?(R") on a donc
~ 2
| el |fef de <o
RTL

7. On utilisera le fait que f(—ﬁ) = ?(f)



Ceci étant valide pour tout 5 on en déduit le résultat voulu car

n

D lgl* =Nl

j=1
Démontrons maintenant que iv) = 1). On suppose donc f € L?(R") vérifie :

2
[ arlep|fof a < .
Un changement de variable facile donne
hf (€) = T f(g),

€n conséquence :

Iouf = 7l = [ [e=9 -l | Fo)] as

Mais on a avec I'inégalité | sin(6)| < |0| et I’inégalité de Cauchy-Schwartz :

‘em(h,@ _ 1‘ = | sin(2in (h,&))|
< 2| <]

On a donc
~ 2
It = e < an?nl? [ Je1?|Fe)] ag
RTL

D’ou I’assertion ¢) pour la constante

c = ([ e |Fef a) "

Définition 4.3. On note H*(R™) l’espace vectoriel des classes de fonctions

g

f € L?(R™) qui vérifie I'une des propriétés équivalentes de la proposition (4.2).
Cette espace est muni de la norme

I = [ (+amiel?) |fio)| de

C’est un espace de Hilbert.

Lorsque f € Ci(R™), en intégrant par parties, il est facile de voir que f €
H1(R™) de plus on a

fp

of
= [ et f

Vo € CS(R™), 0=

6303

Ainsi la fonction g; donnée par la propriété iii) est la fonction 8 . Alors si on
note

g 1) = (gE @) )

alors la norme H' de f est

(/Rn | f12(x)dx + /Rn |Mf!2(x)dm> 1/2.

Lorsque f € H'(R"), la fonction g; fournit par la propriété iii) sera appelée la
dérivée faible de f par rapport a x; est notée

of
(%j
on notera de m €éme

P P
grad f = <a£(a:),...,ail(x)> e LX(R",R").

On a le théoréme suivant :
Théoréme 4.4. L’espace C3°(R") est dense dans H*(R™).

Démonstration. On ne donne que les points clés de la preuve. On considere
une fonction p € C°(R") tel que p(xz) = 1siz € B(0,1) et p(z) = 0 si
x ¢ B(0,2). et on considere pr défini par pg(z) = p(xz/R). Si f € H'(R"),
on note fr la fonction obtenue en multipliant pp et la transformée de Fourier
inverse de la fonction p Rf:

fula) = prla) [ prl€)e = i)
I est facile de vérifier que fr € C5°(R™) et on peut montrer que

Jim g = fll = 0.
—00



Notation : Si  C R™ est un ouvert, on notera C5°(£2) (resp. C}(£2)) 1’espace
des fonctions lisses sur €2 dont le support est compact et inclus dans §2.
Par exemple , f € C}(]0, 1[) si et seulement si f est de classe C! et si pour un
e €]0,1/2],

YVt e [0,e]U [l —e,1], f(t)=0.

Définition 4.5. Si Q est un ouvert de R™, on notera H}(Q) I’adhérence de
Cs° () dans H(R™).

En particulier si f € H}(Q) alors p.p. z & 2, f(z) = 0.
A titre d’exercice démontrer que si v € H'(R") et u € C}(R™) alors uv €
H'(R™) et

ouv  Ou ov

4.3.2. Cas de la dimension 1, I'espace H'(R). Le cas de la dimension n = 1
posseéde quelques particularités :

Lemme 4.6. Si f € H'(R) alors f a un représentant continue.
Démonstration. En effet, soit f € H*(R), on sait que
[+ IePIF P < .

Et donc avec I’inégalité de Cauchy-Schwartz :

JUCLE ( / Hfl’f,ip)lﬂ ( / (1+|§\2)\ﬂ2(€)d£>1/2.

Donc f € L'(R) et f a un représentant continue donnée par

x»—)/Rf(E)e%mgdﬁ.

On a m éme mieux :

Théoreme 4.7. Si f est le représentant continue d’un élément f de H'(R) et si
I’on note [ la dérivée faible de f, alors pour tout x € R :

f@) =10+ [ faye

La preuve de ce résultat repose sur plusieurs lemmes

Lemme 4.8. Soit a,b € R, A\, € C et u,v € L'([a,b]) alors les fonctions
U,V définies sur [a, b] par

U@ =2+ [

a

xT

u(t)dtet V(z) = p+ /r v(t)dt

sont continues.

De plus on a la formule d“intégration” par parties :

donc

U(z) = Uy)| <

/ ()t
[z,y]

< Liz—yl+ / | (£)dt
ful>L

Soit ¢ > 0, puisque limy,_, 4 f|u‘>L |u|(t)dt = 0. On peut trouve L > 0 tel
que

/ lu|(t)dt < e/2
lul>L
Alors si |z — y| < e/(2L + 1) alors

U(x) —U(y)| <e

Ce qui montre que U est (uniformément) continue sur [a, b]. Evidemment cette
m &me preuve montre aussi que V' est continue sur [a, b].

On démontre d’abord la formule d“intégration” par parties lorsque A = p = 0.
Dans ce cas on a avec le théoreme de Fubini :

U (@)V (2)]; =U(b)V (b)

_ (/abu(t)dt> </abv(s)ds>
_ /[a’bp u(t)o(s)dtdsds.

On pose

A ={(t,s) € [a,b]?, s < t}



et
A ={(t,s) € |a, b]2, s>t}

On a donc

/[a’b]2 u(t)U(S)dtds:/u(t)v(s)dtds—i—/ u(t)v(s)dtds

A A

Or toujours avec le théoréme de Fubini :

/A u(t)o(s)dtds = /a b ( /se[a,b]sgtu(t)v(s)ds) dt

D’ou le résultat :

b b
[U(x)V(x)]Z:/ u(t)V(t)dt—i—/ v(s)U(s)ds.

Le cas général s’en déduit facilement car si on définit

Uo(z) :/ u(t)dt et Vo(z) :/ v(t)dt,
alors d’une part :

(U @)V (@)]a = Us()Vo(x)]g + AVo(b) + uUo(b)
= Up(B)Vo(B) + AVo(B) + o (b)

et d’autre part :

/bu(t)V(t)dt—i—/bv(s)U(s)ds:/bu(t)Vo(t)dt+/b)\V0(t)dt
b b
+/ v(s)Uo(s)ds—i-/ pnUo(s)ds
ba ba
:/ u(t)VO(t)dt—f—/ v(s)Up(s)ds
b b
—I-/ qu(s)ds+/ AVo(t)

Nous venons de démontrer que Uy (b)Vp(b) = ff u(t)%(t)dt+ff v(s)Uo(s)ds,
d’ol le résultat. O

Lemme 4.9. Soit u € C°(R) tel que

Yo € C}(R), / up' =0
R

alors u est une fonction constante.

Démonstration. Soit R > 0, on considere la fonction pp € C°(R) définie par

(@) 0 si|z] >R
pr(z) =
(R? —2%)? silz| <R

et la fonction pr définie par

15 r
Pr(z) = 16R5/ pr(t)dt.
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On remarquera que

On applique alors I’égalité :

a la fonction ¢ définie par

0 si|z] >R
Je g pr(Ou(t)dt — pr(x) [ pr(t)u(t)dt  silz| < R

On vérifie facilement que pr € C}(R) car

pr(z) =

R
(o) = pnlau(o) = gzon(a) [ pr(oyutt)ar

On aura alors

[ ) (onarate) - 2sonte) [ pntonttar) e =o.

-R

/ z pr(ay () = < ( / z pR<t>u<t>dt>2 .

On adonc :

Mais

on a donc I’égalité :

([ pR<t>u<t>dt)2 = ([ outrit) ([ puternior).

Or I’inégalité de Cauchy-Schwartz montre que
2

(/ Z prttyutoye) = ([ Z Vor(®) mumdt)Z

_ < ( /_ i pR(t)dt> < /_ Z pR(t)uQ(t)dt>

Puisque I’on a égalité on en déduit que qu’il y a une constante réelle C telle que

Vt € [=R,R] : C\/pr(t) = V/pr(t)u(t).

Ceci montre que u est constante sur tous les intervalles de la forme | — R, R|[

donc u est constante. O

Remarque 4.10. Si on retravaille la preuve de ce lemme, on peut montrer qu’en
fait siu € L'([a,b]) est tel que

b
Vi € Cy([a, b)), / up’ =0

alors

b
p.p. x € [a,b], u(z) = 2 i a/ u(t)dt.

On considére en effet pour toutes fonctions v continues sur l'intervalle [a, b] la

fonction ¢ de classe C* qui s’annule en a et en b définie par :

go(x):/jv(t)dt—gg:c(j/abv(t)dt.

On obtient alors que pour toute fonction v continue sur [a,b) :

/ab [u(x) : b“(t)dt} v(z)de = 0.

b—a a

On peut alors démontrer le théoreme (4.7)

Démonstration. Soit donc f le représentant continue d’un élément fde H! (R)
etnotons f' € L%(R) la dérivée faible de f. D’apres le lemme (4.8), La fonction
G définie par G(z) = f(0)+ [y f'(t)dt est donc continue et 'ona Ve € Cj(R) :

_/]RG(x)d(x)da:—/Rf/(m)@(af)dx



Or par définition de la dérivée faible, on a
[ r@etin = [ fa)e @y

/(f - G)(x)¢' (z)dz = 0.
R

Le lemme (4.9) implique alors que la fonction f — G est constante mais comme

Ainsion a

elle est nulle en x = 0, on a bien f = G. U

Ces résultats permettent de démontrer que I’espace H} (]a, b]) peut étre identifié
a I’espace des fonctions u € C%([a, b]) telles que

et telles qu’il existe g € L*([a, b]) tel que u(z) = [ g(t

On définira alors I’espace H!([a,b]) comme 1 espace des des fonctions u €
C%([a, b]) telles qu’il existe g € L*([a,b]) tel que u(z) = u(a) + [ g(t)dt
On peut démontrer que c’est aussi 1’espace des fonctions continues sur [a, b]
qui ont un prolongement dans H'(R). C’est a dire H'([a,b]) est I'image de
I’application linéaire qui f € H'(RR) associe la restriction de son représentant
continue a [a, b]. On peut aussi démontrer avec les m &émes arguments que ceux
utilisés pour démontrer la proposition (4.2) que H'([a,b]) est I’ensemble des
fonctions f € L2(]0,1]) telle qu’il existe une constante C telle que

dt\ < Cllgle.

et que dans ce cas la dérivée faible de f est la fonction g € L?([a, b]) tel que

b
Vi € CL(0, 1], / £(#) / (Bt dt.

4.4. Opérateurs bornés sur un espace de Hilbert.

4.4.1. Définitions. On rappelle que H; et Ho sont deux espaces de Hilbert alors
une application linéaire (on dit opérateur) 7' : H; — Ho est continue (on dit
aussi bornée) si il y a une constante C' tel que

Yo € Hi, [|[T(v)|ln, < Cllvllsg-

On notera L(H1,H2) I'espace vectoriel des applications linéaires continues de
H1 dans Ha. On notera L(H1) = L(H1,H1). Cest un espace de Banach pour
la norme d’opérateur
1T (v) |2
1T 2y 1) = SUP  —
ver\{o} [Vl
Il est facile de démontrer que I’on a également :
1Tz 2) = sup NT(@)ln, = sup [ T(0) 3,
vl =1 0<|lv]l3; <1

Quelques exemples :

i) Sur #2(N) : on considere une suite (my) € ¢*(N) et on introduit I’opérateur
de convolution par cette suite v = (a) € ¢*(N), alors la suite T'(v) = (b)
est définie par

§ MpQq = E ,mk q%q-

p+q=k

L application linéaire 7" ainsi construite est continue.

ii) Sur £2(N), on considére une suite bornée (\;) et on introduit I’opérateur A
qui a une suite (ay) associe la suite (Agay).

iii) Toujours sur £2(N), on introduit les opérateurs de décalage a droite o et de
décalage a gauche 7 : Si v = (ag) alors o(v) = (by) est la suite by =

0,br = ar_1,k > 1. Autrement écrit on a

a 0
aj ao
g =

Et 7(v) = (c) est la suite ¢, = a1,k > 0; autrement écriton a :

ao ay
ai a2
T p—

iv) Sur L?(Q) ol © est un ensemble mesurable de R". Si f € L>(), ’opé-
rateur de multiplication par f est continue sur L2((2).



v) Sur L?(R™) : si m € L'(R™) alors I’opérateur de convolution par m
v fxv

est continue sur L?(R™).

vi) Sur L?(9) ol Q est un ensemble mesurable de R”™. Soit K € L%(Q x Q).
Siv € L%(Q) alors p.p. z € Q la fonction y — K (x,y)v(y) est intégrable
et si on définit

T()(@) = [ Kooy
alors 1’opérateur T’k est continue de plus
ITx |l < 1Kl 220

vii) De la méme fagon si A = (A; ;) € (*(N x N) alors I’opérateur T4 qui 2
une suite v = (ag) associe la suite T4 (v) = (b ) définie par
bk Z Ak,jaj

jEN

est borné et sa norme est majorée par
1/2
ITall < [ D 14s,l
(i,7)EN?

On ne démontre ici que les assertions présentes au vi) les autres sont laissées
comme exercices.

Soit f € L?(f2) et notons 2y = Q N B(0, N) ainsi le volume de 2y est fini.
Grace au théoreme de Fubini et a I’inégalité de Cauchy-Schwartz, la fonction

(z,y) € Ay x Q= K(2,y)f(y)

est intégrable car

(f . !K(w,y)lf(y)\dwdy>2 <(/[ . K (o) Paody

([ . )Pdady )

/ () Pdady = vol(Q) / )Py -
Qn xQ Qn

or

ainsi le théoréme de Fubini implique que p.p. z € Qy, la fonction y € Q —
K(x,y)f(y) est intégrable. Puisque €2 est la réunion des Qxn, N € N, on en
déduit la premiere assertion. La méme preuve permet de démontrer que si f, g €
LA(Q)

<TK(f)7g> =

OQxQ

K(z,y)f(y)g(z)dydx

1/2
< K|z ( /Q ) \f(y>\29(w)!2dydx)
X

< K| z2xo I fllz2@)llgll L2 @)
Oron a

T (Pl = sup
9€L>(@),lgl<1

D’ou
1T (I < 1K 2 x| fllz2(0)-

On pouvait aussi dire que Tk était I’opérateur continu associé a la forme sesqui-
linéaire continue ® L%(Q) définie par f, g € L*()
b(f.g) = K(x,y)f(y)g(x)dydz
QxQ

On dit alors que K est le noyau intégral de I’opérateur Ty .

4.4.2. Opérateur borné inversible.

Définition 4.11. Soit H un espaces de Hilbert, un opérateur borné T € L(H)
est dit inversible s’il existe S € L(H) telle que T.S = ST = Idy, .

8. On rappelle sur un espace de Hilbert H on appelle forme sesquilinéaire une application
b : H x H — C telle que pour tous u, v, w € H, \,u € C

i) b(Au + pv,w) = Ab(u, w) + ub(v, w)
i) b(u, \v + pw) = Ab(u,v) + ib(v, w)
Une telle forme est continue si et seulement si il y a une constante C' telle que
Vu, v € 1, [b(u, v)| < lul [|v]-

A une forme sesquilinéaire continue b : H x H — C, on associe (grice au théoréme de Riesz)
une application linéaire continue T' € L(H) tel que b(u,v) = (T'(u),v).



Le théoreme du graphe fermé de S. Banach implique que 1" est inversible si
et seulement si c’est un isomorphisme. C’est a dire que si 1" est un opérateur
continu sur H injectif et surjectif alors son inverse est continue.

On note GL(H) le groupe des opérateur borné est dit inversible de 7. On a le
résultat suivant (qui est valide aussi dans les espaces de Banach) :

Proposition 4.12. Soit H un espace de Hilbert alors GL(H) est ouvert dans
L(H).

Démonstration. Lidée de la preuve est la suivante : on montre que si 7' €

GL(H) alors la boule ouverte de centre T et de rayon |7 || =1 est incluse

dans GL(H). En effet si S est dans cette boule ouverte alors

S = T(Idy +E)

E=T7'(5-T)
L’hypothése que ||S — T'|| < ||T~!||~! implique que la norme de E vérifie
IE| < 1.

Ceci assure que la série de terme général (—1)™ E™ converge normalement dans
L(H) et donc on peut définir

R= (i(—E)") T e L(H)

n=0

et il est alors facile de vérifier que

R.S=S.R=1Idy.

4.4.3. Adjoint d’un opérateur borné.

Définition 4.13. Si 1 et Ho sont deux espaces de Hilbert, et si'T € L(H1,H2)
est une application linéaire continue, I’opérateur adjoint de T' est I’opérateur
linéaire continue T € L(Ha, H1) défini par

V(u,v) € Hy X Ho, (T'(u),v) = (u, T*(v)).

Il vérifie les propriétés suivantes qui découlent de la définition :

Proposition 4.14. — L’adjoint de T™ est I’'opérateur T’ :

(T =T.
— Un opérateur borné et son adjoint ont la méme norme : ||T*(| £(3,31,) =
1T\ 2031 340)-
— Si T € L(H1) est inversible alors T* est aussi inversible et

(T*)—l — (T_l)*.

Démonstration de la derniére assertion :. Pour cela il suffit d’utiliser la défini-
tion de (T~1)*. Si u,v € H; alors

(T Yw), T*v) = (T.T7 (u),v) = (u,v)

et

(T (), T*v) = (u, (T™H)*.T*v) = (u,v)
Donc (T~1)*.T* = Idy, ; un argument identique montre que 7*.(T~1)* =
Idyy, . O
Un exemple : sur L2(9) (2 étant un ensemble mesurable de R™), on considére
K € L?(2xQ), ’adjoint de I’opérateur T est I’opérateur T % de noyau intégral
K € L*(Q x Q) défini par

K(z,y) = K(y, )

En effet si f, g € L?(Q) alors

<TK(f)’g> =

QxQ

= FWK (y, 2)g(x)dydx
Qx0

= (/T (9))-

4.5. Spectre d’un opérateur borné.

K(z,y)f(y)g(x)dydzx

Définition 4.15. Soit H un espace de Hilbert et T' € L(H) un opérateur borné
de H. Le spectre de T est I’ensemble des nombres complexes z € C tel que
Uopérateur T — z 1dy ne soit pas inversible. Le spectre de T est noté SpT. Le

complémentaire du spectre de T est I’ensemble résolvent et il est noté p(T);

donc p(T) ={z€C, T — zIdy € GL(H)}.

Proposition 4.16. Le spectre d’un opérateur borné est un compact de C.



Démonstration. Puisque GL(H) est un ouvert de £(#) et que 1’application
z +— T — z1dy est continue, p(T") est I'image réciproque d’un ouvert par une
application continue, p(7") est donc un ouvert de C. Son complémentaire est
donc un fermé de C. En fait la preuve de la proposition (4.12) montre que si
|z| > ||T|| alors I’opérateur

T — 21dy = —2 (Idy —27'T)
est inversible car Hz_lTH < 1. On a donc
|z| > |IT|| = 2z € p(T)

Donc le spectre de T est inclus dans le disque fermé de centre 0 et de rayon ||T°||.
On a démontré que Sp 7" était un fermé borné de C : c’est donc un compact. [

Deux exemples de calculs de spectre :

i) Sur /2(N), on considére une suite bornée (\x) et on introduit I’opérateur
A qui a une suite (ag) associe la suite (Agag). On considére I’image de la
suite (Ag)

A={\;, ke N}
alors on a

(11) SpA=A.

Il est facile de démontrer que si u € A alors A — p1d 2y n’est pas injectif.
Et donc on a i1 € Sp A et puisque le spectre de A est fermé on a

A C SpA.

Pour montrer I’inclusion réciproque, on considere z ¢ A puisque le com-
plémentaire de A est ouvert,ilyae > Otel que Vu € A, |z —pu| > e. Clest

()
M = 2/ jen

ag
(ak)k N € KZ(N) — ( >
© Ak =2/ pen

a dire que la suite

est bornée ainsi I’ opérateur

est continu sur #2(N) il fournit de plus un inverse a I’opérateur A — 2 Idg2 -

ii) Toujours sur #2(N), on étudie le spectre de I” opérateur de décalage a droite
o Siv = (ag) alors o(v) = (by) est la suite by = 0,b = ax_1,k > 1.
C’est a dire

aq 0

ai ag
g =

a2 ay

Ona
Spo={z€C,|z| <1}

En effet, pour z € C et (ay) € £2(N), on a

ag —Zzag
al apg — zax
(0 =21dew) | o | = o
2 ai Z2

Il est clair que la norme de o est 1 car
Yo € (2(N), [|lo(v)]| = [|v]
Donc la preuve précédente fournit 1’inclusion
Spo C{ze€C,|z| <1}

Pour démontrer I’inclusion réciproque, on montre que si |z| < 1 alors
I'opérateur o — 2 Id2 () n’est pas surjectif. Ce qui montrera

{ze€C,|z| <1} CSpo,

et puisque Sp o est un fermé on aura bien 1’égalité voulu. On considere
donc z € C tel que |z| < 1, et on considere la suite v = (¥)en € £2(N).
Le premier terme de cette suite est 1 elle est donc non nulle. De plus, si
u = (ag)ren € *(N), on calcule

(T(u),v) = —zag + Z(ak,l — zay)Z*
k>1
= —zag + (ag — za1)z + (a1 — zag)2* + (ag — zaz)2> . ..
=0

Ainsi v est orthogonale a I’image de o donc o n’est pas surjective.



En fait ce qui a été utilisé ci dessus est la proposition suivante :

Proposition 4.17. Soient H; et Hy deux espaces de Hilbert et T' € L(H1, Ha)
alors
ker 7% = (ImT)* et In T* = (ker T)*

et le fait que 1’adjoint de 1’opérateur de décalage a droite et I’opérateur de dé-
calage a gauche 7 (vérifiez le en exercice); et que si z € C tel que |z| < 1,
alors v = (2¥)en € ker (7 — ZId2(y)). On a également le lien suivant entre le
spectre d’un opérateur et de son adjoint :

Proposition 4.18. Soit H un espace de Hilbert et T' € L(H) alors

SpT* =SpT ={2€C,zeSpT}.
Qui découle immédiatement du fait que (7' — z Idy)* = T — z1dy et du fait
que I’adjoint d’un opérateur inversible est inversible.

4.6. Opérateur autoadjoint.

Définition 4.19. Soit H un espace de Hilbert et T' € L(H) un opérateur borné,
on dit que T' est auto adjoint (ou hermitien) si

T =T.
Ainsi si T est auto adjoint alors pour v € H on a

(T'(v),0) = {v,T(v)) = (T(v),v)

Donc pour tout v € v € ‘H (T'(v),v) € R. On peut montrer que cette propriété
caractérise les opérateurs auto adjoints. La méme argumentation montre que la
forme sesquilinéaire associée a 1" définie par

br (u,v) = (T'(u),v)
est hermitienne c’est a dire
Yu,v € H, br(u,v) = br(v,u)

Théoréme 4.20. Soit H un espace de Hilbert et T € L(H) un opérateur auto
adjoint. On définit

= inf (T
" 'L;G?-Llﬂv||§1< (v),0)

et
M= sup (T(v),v)
veH,||v||<1
Alors SpT C [m, M] et
m,M € SpT

Démonstration. On commence par démontrer que le spectre d’un opérateur T’
auto adjoint est réel. Pour z = a 4 ib € C, on dévellope

1T (u) — zul? = | Tu — au — ibul?
= ||Tu — aul]® + ||—ibu|® + 2Re((T — a1d)(u), —ibu)
Mais puisque 7" est auto adjoint :
(T —ald)(u), —ibu) = ib{((T — ald)(u),u)
est imaginaire pure, donc
(12) 1T (w) = 2ull* = [|Tw — aul]* + | =ibul|* = b |u]*.

Ceci montre que si z ¢ R alors T' — zId est injective. De plus ceci permet
aussi de démontrer que si z ¢ R alors I’image de T" — z Id est fermé. En effet
si (yp = (T — zId)(xk))k est une suite de I'image de 7' — z Id qui converge
Vers Yoo- Alors I’inégalité (12) implique que la suite () est de Cauchy donc
COnverge Vers un vecteur T, € #H. La continuité de 7" implique alors que Yoo =
(T — z1d)(zso) est bien dans I'image de (7'— z Id). Ainsi I'image de (' — z 1d)
est fermé. Or d’apres la proposition (4.17)

Im(T — z1d)* = ker(T — z1d)
et puisque z n’est pas réel alors
ker(T — z1d) = {0}

et (T' — z1d) est surjective. Ainsi 7' — z Id est une bijection et 1’inégalité (12)
implique que son inverse est continue de norme majorée par |b| 1.
La forme sesquilinéaire hermitienne by, définie par

bar(u,v) = M{u,v) — (T'(u),v) = (Mu —T(u),v)

est positive :
Yo € H, by (v,0) >0



Elle vérifie donc I’inégalité de Cauchy-Schwartz : Vu,v € H

[bar (e, 0)| < Vs (u, w)bar (v, 0) -
Montrons d’abord que M € SpT'. Il est facile de voir que

M= sup (T(v),0)
veH, vl =1

Considérons donc une suite de vecteurs v, € H telle que
Vk, vkl = 1et lim (T(vg),vg) = M .
k—oo

On applique I'inégalité de Cauchy-Schwartz obtenue précédemment a vy, et u €
‘H : on obtient

[(Muy, = T(vr), w)|* (M — (T (og), vp)) ({pw — T (w), w))
Orona
(Mw —T(w),w) < (M +||T|)]w]
donc on a obtenu Vw € H :
(Mg, = T(v), w)|* < (M +[|T]) (M (T (vg), vr) [|w]] .
On déduit de cette inégalité :
1Mo = T(op)|* < (M +||T) (M — (T (vg), vi)
Et donc on en déduit que
Jim ([ Mo =T (og)|| = 0

Ceci montre que 1’opérateur M Idy —T n’est pas inversible donc M € SpT.
Soit maintenant p > M, alorson aVu € H :

lpw = T(w)|[[full = (pu = T(u),u) > (n— M)lful|?
On en déduit que
(13) Vue M, pu—T(w)| = (u— M)ull
Ceci montre que p Idy —T est injectif puisqu’il est auto adjoint :

Im(pIdy —T) = ker(pIdy —T)* .

Ceci montre que I’image de pIdy —T est dense. Or I’inégalité (13) implique
que I'image de plIdy —T est fermé : si (yr = pur — T'(ux)) est une suite
convergente de I’image de pIdy —7':

lim yp = Yoo

k—o00
(yx) est donc une suite de Cauchy, 1’inégalité (13) implique que (uy) est une
suite de Cauchy dans H, (uy) est donc une suite convergente, il y a u, € H tel

que

lim up = ueo
k—o0

Donc par continuité de pIdy —7 :
Yoo = HUoo — T'(Uso) € Im(pIdy —T).

L’opérateur pIdy —7T est donc un isomorphisme. L’inégalité (13) montre que
I’opérateur réciproque de 1 Idy —T est continue ” et que

[(n1dg =) 7| < (= M)~
Les m &émes arguments (en utilisant les formes sesquilinéaires v +— (T'(u) —

pu,u) pour g = m et u < m montre que m € SpT et que | — oo, m[C
p(T). O

Quelques exemples d’opérateurs auto-adjoints :

i) Sur #2(N), on considere une suite bornée () de nombres réels alors I’ opé-
rateur A qui & une suite (a) associe la suite (A;ay) est auto adjoint.

ii) Sur L?(£2) ol 2 est un ensemble mesurable de R™. Si f € L*>(Q) est a
valeurs réelles, alors 1’opérateur de multiplication par f est autoadjoint.

iii) Sur L2(2) ot Q est un ensemble mesurable de R™. Soit K € L?(Q x

Q). Sip.p. (z,y) € Qx Q, K(x,y) = K(y,x), alors I’opérateur Tk est
autoadjoint.
Il est intéressant de comparer cette derniere condition a ce qui se passe en di-
mension finie : & une matrice n x n (A4;;) € M,(C) est associée a un endo-
morphisme C" ~ M,, 1 (C) équipé de sa structure Hilbertienne standart. Alors
Cet opérateur est autoadjoint/hermitien si et seulement si

Vi,j AiJ = Ajﬂ'.

9. On peut éviter cet argument en utilisant le théoréme du graphe fermée de S. Banach.



En quelque sorte, le noyau K se comporte comme la matrice de I’opérateur Tk



c4

LE THEOREME SPECTRAL POUR LES OPERATEURS COMPACTS
AUTO-ADJOINTS.

Le but de cette lecon est de donner un théoreme fondamental qui permettra de
retrouver certains des résultats précédents sur les opérateurs de Sturm-Liouville
et de les généraliser.

5.1. Opérateurs compacts.
5.1.1. Définitions.

Définition 5.1. Soit H et Ho deux espaces de Hilbert séparables. On désigne
par By, la boule unité fermée de H1. On dit qu’une application linéaire T' €
L(H1, Hz) est compact si T'(Byy, ) est une partie relativement compacte de Hs.

Remarque 5.2. Une partie relativement compacte étant bornée, une application
linéaire T : Hi — Ha tel que T'( By, ) est une partie relativement compacte de
Ho est automatiquement continue. On aurait modifié la définition en oubliant de
supposer a priori la continuité de T'. Dans une terminologie ancienne on disait

completement continue pour compacte. (Riesz et Nagy)

Proposition 5.3. Soient H1 et Ho deux espaces de Hilbert séparables. Si T €
L(H1,Ha) est de rang fini :

dimIm7T < co

alors T est un opérateur compact.

Démonstration. Dans ce cas, T'(By, ) est une partie borné dans un espace vec-
toriel de dimension finie, c¢’est donc une partie relativement compact. U

5.1.2. Propriétés.

Proposition 5.4. Soient H1, Ha et Ha trois espaces de Hilbert séparables.

i) L’ensemble des opérateurs compacts de Hy vers Ho est un sous espace
vectoriel fermé de L(H1, H2).

ii) Soit T € L(H1,Hz) et S € L(Ha,H3) si S ouT estun opérateur compact
alors ST est un opérateur compact.

Démonstration. Montrons d’abord le fait que 1’ensemble des opérateurs com-
pacts de 11 vers H2 est un sous espace vectoriel de £(H1,Hz). Il est facile de
voir que si T € L(H1, Hz) est un opérateur compact et p € C alors p7" est un
opérateur compact car (u1)(By,) = u(T(By,)) est 'image d’une partie rela-
tivement compacte par une application continue. Ce méme argument permet de
conclure la preuve de 7). Soit maintenant 77, 7> € L(#H1, H2) deux opérateurs
compacts, on sait que K1 = T (By, ) et Ko = T>(By, ) sont des compacts de
‘Ho. Puisque
Ky + Ky ={z+y,(r,y) € K1 x Ka}

est I'image du compact K1 x Ko C Ha x Hg par I’application continue
(x,y) e Hox Ho— x4y € Ha
K + K> est un compact de Ho. Maintenant
(Th + T2)(By,) = {T1(u) + To(u),u € By, } C K1 + K>

est donc relativement compacte.

Il reste a démontrer que I’ensemble des opérateurs compacts de H; vers Ho
est un fermé de L£L(H1,Hz). C’est a dire qu’une limite d’opérateur compact est
compact. Pour cela on se sert du résultat suivant

Théoreme 5.5. Soit (X, d) un espace métrique complet, un partie A C X est
relativement compact '* si et seulement si pour tout € > 0, on trouve une famille
finie aq, . ..an € Atelle que

N
AC U B(ai,e).
i=1
Considérons donc une suite d’opérateur compacts (75,) T, € L(H1,H2) qui

converge vers T' € L(H1, Ha).
Soit € > 0, on sait qu’il existe ng € N tel que

9
IT = Toll < 5

Puisque T5,,(By,) est une partie relativement compacte de Ho, il existe une
famille finie z;,...2zx € By, telle que si

Y1 = Tng(xl)a - YN = Tno(wN) € Tno(BH1)7

10. i.e.A est compact.



alors
N
Too(Buy) C | Blyie/3).

=1
On va montrer que si on pose pour ¢ = 1,... N, z; = T'(x;) alors

T(By,) C UB zi,€

Siz € By, ) alors on sait qu’il existe i € {1,..., N} telle que

Ty (x) € Blyi,e/3)
C’est a dire
[Tng () = yill = T () — T ()| < €/3
On a alors
IT(x) = zil| = [ T'(x) = T ()
ST (@) = Tog ()| + 1T (2) = Tog (i) | + 1 Tong (i) — T (i) |
1T = Tono |l + g + T = T |||

IN

cELE L E_
-3 3 3

Donc T'(z) € B(z,¢). On a montré que pour tout € > 0 on pouvait trouver une

famille finie 21, ..., zy de T'(By, ) telle que

T(By,) C UB Ziy€

Le critere de (5.5) montre que 7'(By,, ) est relativement compacte. Donc T est
un opérateur compact. O

On a aussi le résultat utile suivant :

Proposition 5.6. Soient H1 et Ha deux espaces de Hilbert séparables, tout opé-
rateur compact de Hy vers Hy est limite d’opérateur de rang fini : si T €€
L(H1, Hz) est un opérateur compact, il y a une suite T,, € L(H1, Hs) d’opéra-
teur de rang fini telle que

lim ||T'—T,| = 0.

n—oo

Démonstration. Soit T € L(H1,H2) un opérateur compact et n € N\ {0} pour
€= % le critere (5.5), montre qu’il y a une famille finie z; = T'(x1),..., 2y =
T(xn) de T(By,) telle que

T(By,) C UB zi, 1/n).

Considerons alors 1’espace vectoriel de dimension finie V,, C Ho engendré par
les vecteurs 21, ...z et notons m, la projection orthorgonale sur V,,. Soit x €
By, ,ontrouvei € {1,..., N} tel que
1
T(x)— 2| < —
IT(@) -zl <
Or
zj = 1y 0 T'(x;)
et par définition 7, (T'(x)) est caractérisé par :
[T(x) = mn o T(z)|| = inf [T(z) - 2.
ZEVn

Ainsi .
IT(2) = 7 (T(@)) | < 1T(2) = 2ill <

Ceci étant valable pour tout x € By, ), on en déduit que

1
T —mpoT| < —.
n

Les opérateurs m,, o 1" étant bien sur de rang fini, on a bien démontré le résultat
énoncé. O

Ceci permet de donner quelque exemples d’opérateurs compacts :

Proposition 5.7. i) Sur (?(N), on considére une suite bornée (\,) alors I’ opé-
rateur A qui a une suite (a,) associe la suite (A\pay,) est compact si et seule-
ment si limy_,oo A = 0.

ii) Sur L?(Q) oit Q) est un ensemble mesurable de R". Si K € L?(Q x Q) alors

lopérateur T est compact.

Démonstration. Concernant ’assertion ¢) : Si limg_,oo Ay = 0. Notons Ay
I’opérateur qui a une suite (ay) associe la suite (by) définie par

0 sik >N

Aparp  Sik< N

b =



L’opérateur A est continue de rang fini. Il est facile de démontrer que

A — An|l = sup [|Ax]
k>N

En conséquence A est limite dans £(¢?(N)) d’opérateur de rang fini donc com-
pact, c’est un opérateur compact.

Réciproquement supposons que 1’opérateur A soit compact. Notons (e,,) la base
Hilbertienne standart de ¢?(N). e,, est la suite (e, i) ken définie par

0 sik#n

Enk = .
1 sik=n

On a par définition A(e,) = A\,e,. Montrons que 0 est la seule valeur d’adhé-
rence de la suite (\g). Ceci montrera que limg_, o A = 0.

Soit A une valeur d’adhérence de la suite (A ). Il y a donc une suite croissante
(kj)jen telle que limj oo A, = A. La suite (eg; ) jen est une suite de la boule
unité de £2(N), et (A(ex,))jen est une suite dans I'image par A de la boule unité
de /2(N), A étant supposé compact, on peut extraire de (A(ex;))jen une sous
suite convergente. Par commodité de notation, on suppose que

lim A(eg;) = v € £*(N)

j—00
On a donc
v = lim [|A(ex;)|| = lim |A,| = [A].
Jj—00 Jj—o0

Maintenant soit n € N on a pour k; > n :

<A(ek‘j)7 en> = <>\k‘jek‘j) en> = O 9
donc

(v,en) = lim (A(eg;), en) = 0.

j—o0

Ceci étant vrai pour tout n € N, on en déduit que |[v]|? = Y>> [(v, e,)|? = 0,

donc A = 0.

On peut donner une autre preuve de cette derniere assertion en raisonnant par
contraposition. Supposons que la suite (\g)x ne converge pas vers 0. On sait
donc qu’il existe un réel € > 0 et une partie infinie J C N tel que

jeJ =\ >e

On remarque alors que pour j # j’ on a
1A (e) = Alejr)II? = IAjes = Ajrerll* = I\ + Iy 2
Ainsisi j,j' € Jetj # j alors
1A(e) = Alej)|| = V2e.

La suite (e;);c est bornée mais on peut en extraire une sous suite / C J telle
que la suite (A(ei))i ¢ converge. L’ opérateur A n’est donc pas compact.
Concernant I’assertion 47). Soit K € L?(2x Q) . Pourn € N\ {0}, on sait qu’il
existe ¢1,...,cp, € C, Ay,..., Ay, By, ..., B, C 2 des ensembles mesurables
tels que pour
n
Ky, = Z cilla;xB;
i=1
alors

S|

1T = Tre, | = 1Tk~ || < 1 = Kl 22 axa) <

Or I'opérateur Tk, est de rang fini en effet :

Kn(x,y) = ZCZﬂAz(x)]le(y) )
=1

donc .
T () =3 e ( / | f(y)dy> L, (2)

L’image de Tk, est incluse dans 1’espace vectoriel engendré par les fonctions
14,,...,14,. Cest donc bien un opérateur de rang fini. L’opérateur T est
limite d’opérateur de rang fini, ¢’est donc un opérateur compact. g

La proposition (5.6) permet aussi de démontrer
Proposition 5.8. L’adjoint d’un opérateur compact est compact.

Démonstration. Soit donc T' € L(#H1,Hz2) un opérateur compact, on sait qu’il
existe une suite d’opérateurs (7,,) de rang fini qui converge vers 7. Grice a
I’identité

1T =Tl = [ T° = Tl

on voit que la suite (77F) converge vers 7. Or on a le lemme suivant :

Lemme 5.9. L’adjoint d’un opérateur de rang fini est de rang fini.



Ce lemme permet de conclure que 7™ est également limite d’opérateurs de rang
fini, il est donc compact.
La preuve du lemme est immédiate : soit T’ est un opérateur de rang fini On

considere y1, . . ., Y, une base orthonormée de Im 7, on a donc pour tout x €
H:
n n
Tr(x) =D (Tp(x), )y = Y _{x, TF (vi))wi
i=1 i=1

et pour tout x € Hi,y € Ho :

n

(T(2),y) = (2, T*(y)) = (2, Tf () (ir )

=1

Donc
n

Tiy) = > (v, u) T (vi)-
i=1
ets bien de rang fini.

5.1.3. Le spectre d’un opérateur compact.

Proposition 5.10. Soit H un espace de Hilbert séparable et T € L(H) un
opérateur compact alors

i) Sila dimension de H est infinie, alors 0 € SpT’

ii) Si z € C alors ker(T — z1dy) est de dimension finie.
iii) Soit z € C* alors z € SpT = ker(T — z1dy) # {0}.

iv) Pourtoute >0, {z € SpT,|z| > €} est fini.
La troisieme assertion est que au dehors de 0, le spectre d’un opérateur compact
est constitué de valeurs propres. La quatrieme assertion est pour un opérateur
compact Sp 7'\ {0} peut étre énumeré en une suite (éventuellement fini ou vide)
(Ai) tel que [Aipa] < [Ail.
Un exemple d’opérateur compact dont le spectre est réduit a {0}. Sur L2([0, 1])

on considere I’opérateur T défini par T'f (x) = [ f(t)dt c’est I'opérateur T
associé au noyau

1 si0o<t<z
0 si0<x<t

K(z,t) =

C’est donc un opérateur compact. De plus si z # 0 est une valeur propre, il y a
donc f € L*([0,1]) tel que z f(x) = [ f(t)dt.
Une itération facile meéne a

Cr(p) = Tz —t)t
Tf()—/o F(t)dt

14
On a donc )
0
|7l =z
Donc
2 < -
-/

Ceci implique z = 0.

Démonstration. Prouvons la premiere assertion : Un opérateur de rang fini a
toujours un noyau non nul en dimension finie. En effet soit 7'y est un opérateur
de rang fini On considere y1, . . ., ¥, une base orthonormée de Im 7'y, On a donc
pour tout x € H :

n n

Ty(x) = (Tr(@), vy = Y _ (@, Tf (v:))vi

i=1 i=1

Puisque dim A est infinie, on peut toujours trouver = € H \ {0} telle que
Vi, x L Tf(yi)

On aura alors Ty (x) = 0.
Egalement en dimension infinie, un opérateur de rang fini ne peut étre surjectif.
Ainsi si on consideére un un opérateur compact T € L(H) et que 1’on suppose
que 0 ¢ Sp T alors T est inversible. Si on considére maintenant une suite d’opé-
rateurs de rang fini 7,, € £(H) qui converge vers 1" alors la proposition (4.12)
implique que pour n assez grand 7, est inversible donc que H est de dimension
finie.
Démontrons la deuxieme assertion. Supposons que z # 0 alors la restriction de
T al’espace ker(1'—z Idy ) est également un opérateur compact or en restriction
aker(T — zIdy), T est inversible. Donc d’aprés la premiere assertion ker(7" —
z1dy) est de dimension finie.
Démontrons désormais les deuxieéme et troisieme assertions : Soit z € C*, on
sait que I’on peut trouver un opérateur de rang fini Ty € L(H) tel que

|2
7T < 2L
| < 5



L opérateur Idy —z ' (T — TY) est alors inversible d’inverse

G = Zz (T —Ty)"
Oron a
zldy —T =z (Ide —Z_lT) =z (IdH —Z_l(T — Tf) — Z_le)

Donc
21dy —T = 2 (Idy —2~Y(T — Ty)) (Idy +B)

B=—z"'GTy
est un opérateur de rang fini. On déduit de cette formule que
ker (z1dy —T') = ker(Idy +B).

On a évidemment ker(Idy +B) C Im B et B étant de rang fini, on en déduit
que la noyau de z Idy; —7 est de dimension finie. Ce qui re-démontre I’ assertion
De plus z € Sp7T si et seulement si Idyg +B est non inversible. Supposons
que zIdy —7T soit injectif et démontrons que z Idy —71 est inversible. 11 suffit
pour cela de démontrer que si Idy; +B est injectif alors Idy, + B est inversible.
Considérons V = Im B et 7 la projection orthogonale sur V.

On remarque que puisque Idy +B est injectif alors 1’application linéaire A :
V +— V définie par

A(v) =v+ Bv=v+7(B(v))

est injectif ''. Mais V' est de dimension finie, donc A est inversible. On vérifie
alors que I’opérateur

S(x) = A 'r(z) — A\ n(Id +B)(Idy —7)(x) + (1 — 7)(z)

fournit un inverse a Idy +B. Une explication plus convaincante que le calcul
direct est la suivante : dans la décomposition

H=VaV,

11. On a méme 1’équivalence Idy + B injectif < A injectif.

I’opérateur Idy, + B a I’écriture matricielle

A m(Id+B)(Idy —m) \
0 Idy,. B

A 0 Idy A~ '7(Id+B)(Idy —)
O Idvj_ O Idvj_

Son inverse est donné par

Idy —A 'n(Id+B)(Idy —7) A7L 0 B
0 Idy,. 0 Tdy |

A7l — A7 (1d +B)(1dy —7)
0 Idy. ‘

Concernant la derniere assertion. On doit démontrer que la seule valeur d’adhé-
rence de Sp T est 0. Soit (\,,) une suite de points distincts de Sp(7") \ {0} qui
converge vers Ao, € C:

lim A, = Ao

n—-+00

Il existe alors une suite (v,,) de vecteurs de H telle que
llvnll # 0 et T'(vy) = Ap Op.

On considere 1”espace vectoriel V,, engendré par {vy, . .., v, }. On décompose

Un+1 = Un+1 + Wnt1
ol
Wpt1 € Vet w1 L Vi

C’est L dire que w,, ;1 est le projeté orthogonal de v, 1 sur V,,. On normalise
vy, afin que

[un]] = 1.

On a donc par construction T'(V,,) C Vet V,, C V41 et
T(un) = Anlp = Awy, — T(wn) € Va1

Pourn > mona
T(up) T(um) T(up)—Atn  T(Upm) — Aptm

- = — + Up — U,

ATL )\m )\n Am




Dans le membre de droite, on remarque que les termes

T (up) — Apunp ot T () — Amtm
An Am

sont dans V,,_1 ; de plus w,, = vy, — Wy, € Vi C Vi—1. Donc

(14)

HT(un) T

(um)
>1= .

Or (uy) est une suite bornée, par compacité peut extraire de la suite (7'(uy,))
une suite convergente.
Si Ao # 0, I’inégalité ci dessus (14) implique que lim, u,, = 0 ce qui est
absurde. Donc A, = 0.

]

5.2. Le théoreme spectral pour les opérateurs compacts autoadjoints.

Théoréme 5.11. Soit H un espace de Hilbert séparable et T € L(H) un opéra-
teur compact auto adjoint. Alors H possede une base Hilbertienne constituée de

vecteurs propres de T'. De plus chaque valeur propre non nulle est de multiplicité

finie.
La preuve de ce théoréme repose sur les deux lemmes suivants :

Lemme 5.12. Si A\, pu sont deux valeurs propres distincts d’un opérateur T' €
L(H) auto adjoint alors

ker(T' — A1dy) L ker(T — pIdy).

Dont la preuve est évidente : soit u € ker(7T"— AIdy) et v € ker(T — pldy),
ona

)‘<ua U) = <T(u)a U> = <U, T(U» = /‘L<u7 U>
ou on rappelle que puisque 7' est autoadjoint A,  sont des nombres réels. On en
déduit que
(A~ w){u,v) = 0

soit (u,v) = 0.
On peut maintenant démontrer le théoreme (5.11).

Démonstration. Dans la cadre du théoréme (5.11), I’assertion 7v) du théoréme
(5.10) montre que Sp 7T\ {0} est discret. Les valeurs propres non nulles de T’
peuvent donc étre énumérés en une suite (éventuellement finie ou vide) (\;) tel
que [Aiy1] < [Aif et

lim \; =0

1—00
On énumere donc les valeurs propres non nulles de 7" en une suite (\;) et on
considere I’espace

H = @ker(T — X Idy)

Par continuité de 7', T laisse stable 7. Et puisque 1" est autoadjoint, on montre
facilement que v L H = T'(v) L H :

Siv L Hetqueu e H alors (T(v),u) = (v,T(u)) = 0 car T(u) € H.

Ainsi H~ est stable par 7 '? . La restriction de 7' a = est toujours un opérateur
autoadjoint compact. Grace au théoréme 4.20, on en déduit que si T’ ‘ﬂ | n’est
pas I’opérateur nulle, alors il possede une valeur propre non nulle. Ceci n’est pas
possible par construction puisque les vecteurs propres associées a des vecteurs
propres non nulles sont par hypothese dans #. Donc on a T‘ﬁ L =0et

HE = kerT.

H =kerT & @) ker(T — \;Idy).

Puisque chaque espace propre ker(7" — \; Idy ) est de dimension finie on obtient
une base hilbertienne constituée de vecteurs propres de 7' par concaténation des
bases de ker(T" — \; Idy ), i € N et d’une base hilbertienne du noyau de 7”. [

5.3. Appendice : les opérateurs de Hilbert-Schmidt.

Définition 5.13. Soit T une application linéaire de H dans lui-méme. On dit
que T est de classe Hilbert-Schmidt s’il existe une base orthonormée {e;};>1

de H telle que Z | Te;|? < +oc.
i>1

12. Le résultat sous jacent est la propriété suivante : soient H un espace de Hilbert et 7' €
L(H), si F C H est un sous espace vectoriel stable par 7" alors F* est stable par 7.



Ceci équivaut donc L

Z (Tej, e)||> < +oo.
1,521
On désigne par Co(H) I’ensemble des opérateurs de classe Hilbert-Schmidt sur

H.

Proposition 5.14. Si Z |Ten|?> < +oo et si {p;}j>1 est une autre base or-
n>1

Yo ITenll? = I Tp;)?

n>1 n>1

thonormée alors

Démonstration. On applique le théoreme de Parseval :
2 2
(15) ITe;1* = > (Tejlew)]
k>1
puis dans la double somme en j et k obtenue, on inverse I’ordre des sommations.
g

Les principales propriétés de Co(#) sont énoncées dans la proposition suivante.

Proposition 5.15. Co(H) est un espace vectoriel. Il posséde en outre les pro-

priétés suivantes :
1/2

> ITes)?

n>1
est associée au produit scalaire :

(T, S) = (T|S)ms = > _(Te;|Se;).

n>1

)T — ||T||us = est une norme sur C2(H). Cette norme

ii) On a l’inégalité
(16) 1Tl < 1T\ ers, VT € Ca(H)
iii) Co(H) est un espace de Hilbert pour la norme || o || gs.
iv) Si T € Co(H) alors T* € Co(H) et
1T\ zs = Tl zs-

v) Soit Hy un espace de Hilbert séparable, A € L(H1H), B € L(H,H1),
T € Co(H) alors BT'A € Co(H1) et on a l'inégalité

(17) IBT Allms < [|Al[ll BT s

vi) L’ensemble F(H) des opérateurs de rang fini de H dans H est dense dans
Co(H). En particulier tout opérateur de classe Hilbert-Schmidt est compact.

Démonstration. i) Soient T', S € Co(H). On a
I(T + S)ejl1* < 2(1Te;]1* + [|Se; |1%).

Il en résulte que C2(7) est un espace vectoriel.
Il est facile de montrer que (7', S) — (T'|S) s définit un produit scalaire sur
C2(H) qui devient donc un espace préhilbertien donc normé.

ii) Soient u, v € H. Décomposons u sur la base {e;}. Onau = E uje;. D’ol
j>1

(T'u|v) Zu] (Tej|v)

j>1

Appliquons alors I’inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient
1/2

(Tulv)] < Jlull | Y- KTejlo)* | < [lullllollITl]zs
j>1

D’ou résulte (16).
iii) Il s’agit de montrer que Co(?) est complet. La procédé est standard. Nous
donnons le point de départ, et laissons le lecteur écrire les détails. Soit {7}, } une
suite de Cauchy de C2(H). C’est une suite de Cauchy dans £(#), d’apres (16).
Ce dernier espace étant complet (Chapitre 1), la suite {7, } converge vers 7" dans
L(H) (c’est a dire en norme d’opérateurs).
Le lecteur montrera en Exercice que 7' € Ca(#H) et que {T,} converge vers T’
en norme Hilbert-Schmidt.
iv) Il est facile de vérifier que si (e;);>1 est une base Hilbertienne de # alors

Do IT = KI(

j>1 i,7>1
=D e T (e)

4,21
= > I (en)? -

i>1



V)1l est facile de vérifier que si (e;);>1 est une base Hilbertienne de # alors

D IBTAY eI < IBIP Y (T A) (eI

izl izl
<|IBJ? Z;l [{(TA)(e)), ei)f?
<|IB” i:l ez, (A)(T))ex)]”
<|IB” éH(1‘1"‘)(T"‘))(~‘3i)\|2
<|IB” H;l*IIQZ 1)) ea)

i>1
< IBIP |AI* 1T | zzs -

vi) Il est commode d’introduire la famille suivante d’opérateurs de rang 1. On
pose Ej yu = (ulej)ey, pour j, k > 1. On vérifie facilement que {F; 1.} x>1 est
un systeme orthonormal de C2(7{). Montrons qu’il est total (on aura ainsi une
base orthonormée). Or on a

(T|Ejr)ms = (Tejlex).

Si (T'|E;x)rs = 0 pour tout j, k > 1 alors (T'ejler) = 0 pour tout j,k > 1 et
donc T = 0. O

Exemple fondamental

Proposition 5.16. Soit H = L?(2), I’espace des fonctions de carré intégrable
sur §) un ensemble mesurable de R™
Alors T € Co(H) si et seulement si il existe K € L*(Q x Q) tel que T = Tk.

On a alors

1/2
(18) T zs = (/92 \K(g;,y)|2da:dy>

Démonstration. L*(Q) est séparable et admet une base orthonormée {(;};>1.
Considérons K € L?(2 x Q) et démontrons que T est de classe Hilbert-
Schmidt

On montre facilement que la famille ¢, ;(x,y) = ¢;j(2)e;(y)er(z) est une
base orthonormée de L?(£2 x ). Or on a, en appliquant le théoréme de Fubini,

Tioileon) = [[ K udos)pniduta)dut) = (Klosu).

Il résulte de (15) que ’on a

YTl = > (Kl

Jj=1 Jk>1
T est donc de classe Hilbert-Schmidt et I’égalité de Parseval nous donne 1’égalité
(18).
Inversement si 7" est de classe Hilbert-Schmidt, les calculs précédents montrent
que I’on peut définir une fonction K € L2(£) x §2) en posant

K(x,y) = Y _(To;lor ejr(@,y).
jk>1

On vérifiera en Exercice que K vérifie bien (18). On dit alors que K est le noyau
intégral de T'.

Les noyaux intégraux de carré intégrables donnent donc des exemples non tri-
viaux d’opérateurs de classe Hilbert-Schmidt donc compacts. U

5.4. Quelques exemples d’applications.

5.4.1. Retour sur les opérateurs de Sturm-Liouville. On considere comme dans
la seconde lecon, une fonction continue sur [0, 1] : ¢ € C°([0, 1], R) et on note
o la solution du probleme de Cauchy :

—y"+qy—Ay=0
y(0) =0, ¥/'(0) = 1.
Et on note x la solution du probléme de Cauchy :
" +qy—Ay=0
y(1) =0, y'(1) = 1.
Le Wronskien de ces deux solutions de 1’équation différentielle homogene :
—y" +qy—2y=0
est

w(A) = oa(@)x) () = Ph(@)xa(x) = ea(1) = —x(0).



On a vu qu’il était nul si et seulement si A était une valeur propre de I’opéra-
teur de Sturm-Liouville pour les conditions de Dirichlet. On avait noté Sp Lp
I’ensemble de ces valeurs propres, de plus Sp L p peut étre enuméré en une suite
strictement croissante de nombres réels

A< )\2 < ...
et on sait de plus que
Aj ~ 252,
Si A\ € C\ SpLp, ¢y et x) forment une base de I’espace des solutions de
I’équation différentielle homogene

-y +qy—Ay=0
Et pour f € C%(]0, 1], C) on peut exprimer la solution de 1’équation différentielle

-y +aqy—- y=f
y(1) =0, y(1) = 0.

a I’aide de la méthode de la variations des constantes :
ea(z) /1 xa(z) /“‘”
y(z) = — F(®)xx(t)dt — F(t)px(t)dt.
)= =20 L FOxmd =S | e

Lorsque w(\) # 0, on peut introduire ’opérateur Ty : L?([0,1]) — L?([0,1])
défini par
(@ =28 [ sapawa =29 [ e
w(A) Ja w(A) Jo
C’est I’opérateur dont le noyau est donnée par le noyau de Green de 1’opérateur
LD — A

Ga(z,t) = —w(1>\)<p( min{z, t})x»(max{z,t})

1 Joa@)xa(t) siz<t

w(A) ox(t)xa(z) six >t
L’ opérateur T} est donc compact. On sait que
Gz, t) = Gx(x,1)

en conséquence lorsque A est un nombre réel, T’ est un opérateur compact au-
toadjoint.

Posons

= — inf 1.
o nf) q(w) +

Puisque on sait que

Ao > mi
0> zren[(l]{ll]q(x),

on en déduit que I’opérateur 7°_,,; est bien définie est compact autoadjoint. On
va déterminer le spectre de cet opérateur.

De plus notre analyse, nous a permis de trouver (&) une base Hilbertienne de
L%([0,1]) ou

§e(z) = 280
Jo (o ()2t
et on a montré que .
Ty (&k) = N A

On a donc démontré que le spectre de I’opérateur 7", est 13
1
SpT,, =10 U{,kZO}.
Ho { } )\k i L0
On pourrait retrouver ce résultat sans utiliser d’outils issus de la théorie des
fonctions holomorphes et cela a I’aide du théoreme spectral (5.11). En effet, si

13. Le résultat sous jacent est le suivant : si (ex) est une base Hilbertienne d’un espace de

Hilbert H et 7" : H — H est un opérateur borné tel que pour une suite (;), on ait pour tout
entier j

T(e;) = Kje;
alors le spectre de T" est I’adhérence de I’ensemble

{lfj, JE N}

En effet grace a I'isométrie U : ¢*(N) — H défini par
U((ak)) = Z arer
2

et avec ’opérateur A défini sur £ (N) par

A((ax)) = ((rrar))

alors on sait que
UT'TU = A

ainsi 7" et A ont méme spectre et grice a (11) on a

SpA = {x;,j € N}.



f € L?([0,1]), posons y = T, (f); 1a définition de I"espace H{ (]0, 1[) montre
que y € Hi(]0,1]), y est donc une fonction continue, nulle en 0 et en 1. De plus
v =2 [ o - 589 [ oo

Donc ' € H([0,1]) et sa dérivée faible est donnée par
W@ =-28 [ i -2 [ joeo
@&(w)XA(xZU(_)\‘;OA(x)XI)\@) fa)

_|_

Soit
y'(2) = —f(2) — a(x)y(x) — Ay(z)
Ceci démontre que T, est toujours injectif.
De plus si v est une valeur propre de 7_,,, et si f € L?([0,1]) est une fonction
propre associée a v :
vf=T_,f.
L’analyse précédente montre que y = % est C? et elle vérifie y(0) = y(1) = 0
et 1
—y"(@) + a(@)y(@) + poy(w) = —y(x).
Donc que % — o € Sp Lp.

1

La réciproque est facile : il suffit de voir que si K € Sp Lp alors (k + o)~ est

dans le spectre de T_,,,. Si y € C%([0, 1]), C) est une fonction propre non nulle
de I’opérateur de Sturm-Liouville pour les conditions de Dirichlet :

-y +qy—ry=0
y(0) =0, y(1) =0.

Ainsi y vérifie I’équation différentielle :

=y + qy + poy = (po + K)y
y(0) =0, y(1) =0.

et donc par construction :
y = (K + p0)T-p ()
C’est L dire que

y € ker (T, — (K + p0) ™ 1dz2(0,1))) -

On peut donner une autre construction de I’opérateur 7°_,,; qui n’utilise pas la
théorie des équations différentielles et qui permet d’étudier le cas ou la fonction
g n’est plus continue :

Puisque Vx € [0, 1], ¢(x) — 1o > 1, on sait que la forme hermitienne

1
Q) = / [/ (6 + a@ly®)] - poly(®)] dt

est continue sur H}(]0, 1[) mieux pour tout y € H}(]0,1[), on a
1 1
/0 [y OF + ly()?] dt < Qy) < /0 [ly' (O + Mly(1)[] dt
ol M = ||q||= + | 0| On rappelle que la norme de H_(]0, 1[) est donnée par

1
Bigg0a0 = [, VP +1ut0)?] at

ainsi on a
vy € H300. 1D, 1l g0y < @) < (M + Dllyl3 0.

Donc /@ est une norme équivalente L. || HHS (Jo,1]) Sur HZ(]0,1]). De plus
(H}(]0,1]), v/Q) est Iespace de Hilbert associé au produit scalaire hermitien :

1 -
2= [ [ OFD + (a0 - (o) =0) .

On peut maintenant donner une autre construction de I’opérateur 7", : Si f €

L%(]0, 1)) alors la forme linéaire

1 —_
v [ i
est continue sur F}(]0, 1[), on a mRme :

1 JE—
vy € Hy (10, 1)), /0 y(t)f(t) dt’ < ([ £l llyllz2

< I fllze Hy||H5(]0,1[)
< Ifllz2 vV Q(y)

Le théoreme de représentation de M. Riesz montre qu’il existe un unique z €
H(]0,1]) tel que
(20)

v e 7300.1D. [ w0 at= [ [yOF@ + a(t) = mo)y() 50 at

19)




On définit un opérateur linéaire continue : 7' : L2([0,1]) — H}(]0,1[) of si
f € L?([0,1]) alors T(f) = z est caractérisé par (20).
L’identité (20) montre que 7'(f) € H'([0, 1]) est que

~T(f)"+(q—po)T(f)=f

I est alors facile de voir que T'(f) = T, (f).

L’avantage de cette construction est qu’elle est valide si ¢ € L°°, on peut la
raffiner pour considérer des fonctions ¢ mesurable bornée inférieurement.

On pourrait remontrer que cette construction implique que 1’opérateur ainsi
construit est compact auto-adjoint. Une adaptation facile de ce qui suit permet
cette démonstration.

5.4.2. Les conditions périodiques. On veut maintenant étudier le probleme

'ty -y =f

y(0) = y(1), ¥'(0) = ¢'(1)
ol ¢ € C°(]0,1],R) est donnée. Lorsque g est périodique de période 1 : ¢(0) =
q(1), le probleme homogene

—y"+qy—Ay=0

y(0) =y(1), ¥'(0) =¢'(1)
a une solution non nulle si et seulement si il existe une solution périodique non
triviale de I’équation différentielle :

—y"+aqy— Ay =0

On peut introduire les définitions suivantes :

Définition 5.17. \ € C est une valeur propre de ’opérateur de Sturm-Liouville

pour les conditions périodiques s’il y a une solution non nulle aux équations :
—y"+qy—Ay=0
y(0) =y(1), ¥'(0) = ¥'(1)
On notera Sp L p I’ensemble de ces valeurs propres. Les fonctions vérifiant
—y"+qy—Ay=0
y(0) = y(1), ¥'(0) = y'(1)
seront appelées fonctions propres de I’opérateur de Sturm-Liouville pour les
conditions périodiques.

On peut étudier ce probleme de deux famons la premicre en utilisant la méthode
de variations des constantes et la seconde en utilisant les résultats d’analyse
fonctionnelle démontrés dans cette lemon.

Avec la méthode de variations des constantes : Lorsque A € C, on introduit
les fonctions : @) qui est la solution du probléme de Cauchy :

—y"+qy—Ay=0
y(0) =0, y'(0) = 1.
et 1) qui est la solution du probleme de Cauchy :
" +qy—Ay=0
y(0) =1, ¢/(0) = 0.

La famille (1), ©») est une base de ’espace des solutions de 1’équation diffé-
rentielle homogene :

—y" +qy— X y=0.

Soit f € C°([0,1],C) , la méthode de variations des constantes montre que les
solutions de I’équation différentielle

-y +qy—Ay=f

sont de la forme
V) = Avn(a) + Boala) = ale) [ or®F @+ ona) [ om0

ol A et B sont des constantes réelles.
On a

y(0)=A,y'(0) =B

et

1 1
y(1) = Apa(1) + Bex(1) — (1) /0 (B (1)t + pr(1) /0 ba(6)F(B)dt

y(1) = A (1) + Boh(1) — (1) /0 o (B0 + oA (1) /0 () (t)dt

Le probleme

-y tay—ry=f
y(0) = y(1), ¥'(0) = ¢'(1)



a donc une et une seule solution si et seulement si A & Sp Lp. De plus on a
A est une valeur propre de 1’opérateur de Sturm-Liouville pour les conditions
périodiques si et seulement si il existe (A, B) € C? \ {0} tel que

A= A¢r(1) + Bea(1)
B = Ay\(1) + By)(1)

C’est L dire si et seulement si 1 est valeur propre de la matrice :
1 1
My = (0 #0
(1) @\ (1)

11 est facile de voir que

det M(X) = ¥a(1)@x(1) — 3 (1)ea(1)

est la valeur en z = 1 du wronskien de (1)), @y ), il est donc égale L 1. Le
polynZme caractérique de M (\) est

X2 = (A1) + A1) X +1

On a donc

SpLp = {)\ € C, Ya(1)+ )\ (1) = 1}
On peut alors poursuivre une argumentation similaire, mais plus pénible, L celle
faite dans la deuxieéme lecon pour démontrer que Sp Lp peut étre énumerer en
une suite croissante non borné de nombres réels et qu’il existe une base Hil-
bertienne de L?([0, 1]) constitué de fonctions propres de 1’opérateur de Sturm-
Liouville pour les conditions périodiques.
Avec de ’analyse fonctionnelle : On introduit I’espace

1) Hp((0,1)) = {u € Hp((0,1]),u(0) = u(1)}.
On pose comme précédement :

= — inf 1.
o nf) q(w) +

C’est un sous espace vectoriel fermé de H'[0, 1]), c’est donc un espace de Hil-

bert pour la norme induite :

1
y =yl o)) = \//0 ly' () + [y@) ] dt.

Comme précécedement, la forme hermitienne :

1
Qy) = /0 [/ + gy — poly(®)?] dt

fournit une norme équivalente L la norme de H5([0, 1]).
Si f € L%([0,1]) alors la forme linéaire

1 [
v [ i
est continue sur H5([0, 1]), on a de mRme
(22)

1 PR
vy € Hb([0,1]), /0 y() 1) dt' <1 lee Il oy < 1F122 VR®)

Le théoréeme de représentation de M. Riesz montre qu’il existe un unique z €
HL(]0,1]) tel que
(23)

T 1 -
vy B0, [ 0= [ [yOF0 + ) - gl 50) ar

On définit un opérateur linéaire : T : L?([0,1]) — HA([0,1]) ol si f €
L%([0,1]) alors T(f) = z est caractérisé par (23).

Proposition 5.18. L'opérateur T : L?([0,1]) — L?([0,1]) est compact auto-
adjoint.

Démonstration. Onremarque d’abord que I’opérateur T' : L2([0, 1]) — H5([0,1])
est continu car I’estimée (22) et la définition (23) impliquent que si f € L?([0, 1])
alors z = T'(f) vérifie

1 . 1 _
v Hp0). [ [y 70+ (alt) = po)yt) 50] = [ (o7 i
< 1flx VAW

En appliquant ceci L y = z, on en déduit que

Q(z) < Ifll2 vQ(2)

et donc on obtient :

VQ(2) < Iz

Puisque on a
12llz2 < 2l o, < VQ(2)



On en déduit la continuité de
T : L2([0,1]) — L3([0,1]) et de T : L*([0,1]) — HA([0,1]).

On peut ensuite démontrer que 7' : L2([0,1]) — L2([0, 1]) est autoadjoint :
soient f,g € L%([0,1]) , si on pose z = T(f) et y = T(g) alors on a par
construction :

et

Ce qui implique que

e S
(T(g). )2 = /0 y(t) (8 dt = /O (g dt = (9. T(f)) 12

Il reste L. démontrer que T',: L%([0,1]) — L?([0, 1]) est un opérateur compact.
Ceci résulte du lemme suivant :

Lemme 5.19. L’inclusion H5([0,1]) — L?([0,1]) est compacte.

Car alors T,: L?([0,1]) — L?([0,1]) est la composée de 1’opérateur linéaire
continu 7' : L%([0,1]) — Hp([0,1]) est continu et de 1’application linéaire
compacte H5([0,1]) — L*([0,1]) .

1l reste donc L démontrer le lemme (5.19). On peut donner deux preuves : la

preuve utilise le théoréme d’ Ascoli : on montre qu’en fait 'inclusion H ([0, 1]) —

C°([0, 1], C) est compacte. i.e on montre que

E = {y € Hll:'([ov 1])7 ||yHH1([O,1] < 1}

est un ensemble compact de C°([0, 1], C). Avec le théoreme d’ Ascoli, il suffit de
vérifier que E est uniformément équicontinue et bornée.

Siy € H([0,1]) on sait que y(t) — f y'(7)dr, avec I'inégalité de
Cauchy-Schwartz on en déduit que

() — = /

m)2dr < V/lx = ylllyll g o1

Ceci montre que E est uniformément équicontinue. Ensuite cette derniere in-
égalité montre que pour y € E et s,t € [0, 1] alors

1
o) <l ] [y opar

en intégrant par rapport s € [0, 1] on obtient

|</ ly(s)ds + /|y<>|2df
< \/ [ s+ ¢ [ wiar

<yl oy < 1-

Ainsi E est borné dans C°([0, 1], C). On a démontré que E est borné et unifor-
mément équicontinue donc F est relativement compact.

La seconde preuve utilise les séries de Fourier : Pour k € Z, on pose &(x) =
ek On sait que la famille (£;) est une base hilbertienne de L?([0,1]). En
conséquence, on sait que si f € L2([0, 1]) alors

=> ()&

kEZ

avec ci(f fo & (t)dt. Supposons de plus que f € HA([0,1]), alors on

peut integrer par partles :

(2ikm)cr(f /f §k t)dt

(24) ffk

car f(0) = f(1) puisque f € HA([0,1]) (cf. 21). On en déduit que si f €
HA(]0,1]) alors

(25) > A+ E) () < oo

kEZ



Vice versa si f € L2([0, 1]) vérifie (25), alors
Y ler(f) < oo

kEZ

> ()&

kEZ

et donc la série

converge normalement dans C°([0, 1], C). En particulier :
f(0) = ch(f) (0) = ch(f) = ch(f) (1) = f(1)

keZ keZ keZ

Maintenant si on pose
9= 3 @irk)er( /)
kez*

L hypothése (25) implique que cette série converge '* dans L2([0,1]) donc g €
L?([0,1]), si on pose maintenant G(z) = [, g(t)dt, on a donc

Ainsi G € Hp([0,1]) et G' = g. De plus le calcul (24) montre que pour tout
k € Z* alors
(2ikT)ck(G) = cx(g) = (2imk)ex(f)
Ainsi f = G + co(f) donc on a bien f € H5([0,1]).
Ainsi la boule unité de H}([0, 1]) est

(=) e > (1 +4nk)|en(F)I? <1}

kez keZ
La compacité de I'inclusion H5([0, 1]) — L?([0, 1]) revient donc L démontrer
que
{(cx) € (Z), (1 +4m°K?)|ex|* < 1}
kEZ
est relativement compact dans ¢2(Z). Ce qui est un exercice classique de com-
pacité (cube de Hilbert). O

14. C’est a dire que si on pose

gy = Y (2iTk)er(f)ék

0<|k|<N

alors imy 40 [|g — gn || 2 = 0, eneffet |g — gn |32 = Do klsN 4 k2 |er ()2

Remarque 5.20. On aurait pu aussi donner le noyau intégral de I’opérateur T’
L I’aide de la méthode de variations des constantes '>comme on I’a fait pour les
conditions de Dirichlet

On remarque d’abord que I’opérateur T est injectif en effet si 7'(f) = 0 alors la
définition (23) montre que

1
vy € Hb(0, 1)), /0 y()F ) dt = 0

ce qui implique que f = 0.
De plus on a aussi pour f € L2([0,1]) ety = T(f) :

T 1
@00 = [T B = [ [ OFD + a0 - o 30)] de >0

Eton a vu que ||T||z2—z2 < 1. D’apres (4.20) le spectre de T est inclus dans
Iintervalle [0, 1].
Ainsi le théoréme spectral (5.11) implique qu’il existe une suite décroissante
de réels (v;); une base hilbertienne (6;)de L?([0,1]) consistuée de fonctions
propres de 1" :

T(0;) = v;0;-
On va maintenant faire le lien entre le spectre de I’opérateur T' et le spectre
de ’opérateur de Sturm-Liouville pour les conditions périodiques. Soit f &
L2([0,1]) alors on sait que ' T'(f) € Hp([0,1]). De plus d’apreés la caracté-
risation de 7'(f) (23),on a:
(26)

1 - 1
vy B0, [ yFBa= [ [ OTEW + ()~ mo)s) T

Ceci implique en particulier que si ¢ € C(]0, 1[,C) alors

avec O = [|fllz2 + (lallzee + oD T(f)l| 2. Ceci démontre que T'(f)" €
H'([0,1]) et que

(27) —T(f)" = f—(qg—po)T(f)

15. Néanmoins, cette expression est plus compliquée L écrire.
16. Car on rappelle T : L?([0,1]) — HA ([0, 1]).

1 1 1
/ w’(t)T(f)/(t)dt\zl | vor@a- [ <q<t>—uo>so<t>:r<f><t>dt.'sousonm
0 0 0



De plus la formule d’intégration par parties montre que siy € H 113([0, 1]) alors

1 . 1 1
| v Tar@n = [y7ty) - [ v T
En comparant cette formule avec les identités (26 et 26 ) on obtient que
0= [y TTY|. = v, TV W)~y TTFT(0) = y(0) (Y1) - TV (0))

Ce qui implique que T'(f)'(1) = T(f)'(0) et donc T'(f) € HA([0, 1]).
Réciproquement, il est facile de démontrer que si y € Hp([0,1]) vérifie v/ €
HL(]0,1]) et

~y"+ (¢ — o)y = f
alors y = T'(f).
Alors si f € L2([0,1]) \ {0} vérifie

T(f)=vf,
alors on sait que v # 0. Etdonc f = T(f)/v vérifie f € HL([0,1]) et f' €
HE(]0,1]) et
1
—f"+(q—mo)f = f

Donc % + po est dans le spectre de I’opérateur de Sturm-Liouville pour les
conditions périodiques. La réciproque (c’est L dire que si « est dans le spectre

de de I’opérateur de Sturm-Liouville pour les conditions périodiques alors (x —
o)~ ! est dans le spectre de 1’opérateur T') est aisé.






C5
CONVEXITE ET DUALITE

6.1. Rappel et définition. Soit E un R-espace vectoriel (il serait plus idoine de
travailler dans un espace affine).

6.1.1. Définitions. On dira qu’une partie {2 de E est convexe si
Ve,y € Q, ¥Vt €[0,1] : ta+ (1 —t)y € Q

Autrement dit une partie {2 de E est convexe si et seulement si : tout segment
dont les extremités sont dans €2 est inclus dans 2 :

Va,y € Q [z,y] C Q.

Lorsque 2 est une partie convexe de E on dit qu’une fonction f : Q — R est
convexe si

Yo,y € V€ [0,1] « ftz+ (1 —t)y) <tf(z)+ (1 —t)f(y).
6.1.2. Remarques.

i) Une fonction f : Q — R est convexe si et seulement si son épigraphe
défini par
E(f) ={(z,2) e A xR, f(x) < 2}

est une partie convexe de £ x R.

ii) La définition d’une fonction convexe permet I’extension au cas ou la fonc-
tion est a valeurs dans R U {400} ; dans ce cas, I’ensemble ou la fonction
est finie est une partie convexe : si {2 est une partie convexe de E et si
f Q@ — RU {400} est une fonction convexe alors I’ensemble

O ={x e, f(r) < +oc}

est convexe.

6.1.3. Exemples.

i) Une fonction affine est convexe : si £ : E — R est une forme linéaire et si
b € R, alors la fonction x — £(z) + b est une fonction convexe sur E.

ii) Si (2 est une partie convexe de E et si f est une fonction convexe sur €2 alors
pour tout A € R les ensembles

{z e, f(x) <A} et {ze€Q,f(x) <A}
sont des parties convexes de E.
iii)
Proposition 6.1. Une intersection de parties convexes de E est une partie
convexe de E : si (§2;);c1 est une famille de partie convexe de E alors
A
el

est convexe.

iv)
Proposition 6.2. Un supremum de fonctions convexes est convexe : Si §) est
une partie convexe de E et si (f;);cy est une famille de fonctions convexes
définies sur ) alors la fonction

= f(z) = sup fi(z)
iel
est une fonction convexe.
Remarquons que dans ce cas 1’épigraphe de f est I’intersection des épi-
graphes des fonctions f; :
£(F) = &f).
el

v) Exemple : Soit 35,, I’espace vectoriel réel des matrices symétriques de taille
n X n, lorsque A est une matrice symétrique, on sait qu’elle est diago-
nalisable dans une base orthonormée, notons \,,(A) la plus grande valeur

propre de A : la fonction

AEX, — M(A)



est convexe.

En effet on a

M(A)=  sup  (Av,v)
veR™,[jv]|=1

(ol ici la norme || . || est la norme associé au produit scalaire (., .) usuel
sur R™). Soit v € R™ de norme 1 alors la fonction A — ¢, (A) = (Av,v)
est une fonction affine sur >,,. Donc la fonction
)\n(A) = sup (Pv(A)
vER™,[|v]|=1

est bien convexe.

vi) Soient C et C deux parties convexes de E alors la partie C; + Cy =
{z +y,z € C1,y € Ca} est une partie convexe de E.

6.2. Hyperplans dans les espaces vectoriels normés. Lorsque (E, | . ||) est
un espace vectoriel normé, on notera E' = L(FE,R) I’espace vectoriel des
formes linéaires continues sur E. On rappelle qu’une forme linéaire ¢ : E — R
est continue si et seulement si il existe une constante C' telle que

Ve € E, [{(z)| < Cllz|.

Alors E’ est un espace de Banach pour la norme

|4 = sup |(x)
z€E,||z||<1

On commence par une proposition qui nous sera utile :

Proposition 6.3. Soit (E, || . ||) un R-espace vectoriel normé, une forme linéaire
A E — Rest continue si et seulement si son noyau est un sous espace vectoriel
fermé de B

Démonstration. Limplication directe de cette proposition est évidente car si A :
E — R est une forme linéaire continue son noyau ker A\ = A~1{0} est I'image
réciproque d’un fermé par une application continue, il est donc fermé.
Prouvons maintenant le sens réciproque : supposons donc que A : E — R est
une forme linéaire non continue, A n’est donc pas nul, il y a donc « € E tel que
A(x) = 1. On peut donc décomposer ’espace E en somme directe :

E = Rz @ ker A

de plus le projecteur sur le noyau de A parallelement a la droite Rx est donné
par 7(y) = y — A(y)x Pour tout y € E, on a

y=Ay)z+(y)

Puisque A n’est pas continue, on trouve (y,,) une suite de E telle que 17

1
lynll < — et Alyn) =1.
n
Lorsque I’on pose z, = 7(y,) on a z, € ker A et z,, + & = y,, donc

lim z, = —x
n—oo

Donc —z est dans I’adhérence du noyau de A mais il n’est pas dans le noyau de A

(car A(—z) = —1). On a donc démontré que le noyau de A n’est pas fermé. [

Remarquons que 1’on a démontré en fait que le noyau d’une forme linéaire sur
un espace vectoriel vectoriel normé est soit fermé soit dense.
On appelle demi-espace fermé (resp. ouvert) de E une partie de la forme

{z € E,\(z) < a}(resp. {zr € E,\(z) < a}

oll @ € R et \ est une forme linéaire continue non nulle sur E.
6.3. La forme géométrique du théoréme de Hahn-Banach.

6.3.1. le théoréme. Nous allons démontré le théoréme suivant :

Théoréeme 6.4. Soit (E,||. ||) un espace vectoriel normé et C C E une partie
convexe fermé de E alors C est 'intersection des demi-espaces fermés qui le
contiennent : Introduisons H I’ensemble des demi-espaces fermés H  telle que
C C Hy alors

C=Npg,ent;.
17. On sait en effet que A n’est pas continue si et seulement si A n’est pas borné sur la sphere

unité {x € E, ||z|| = 1}. Ainsi si A n’est pas continue on trouve, pour chaque entier n, un

vecteur unitaire x,, tel que |A(z,)| > n, on pose alors y, = x, /\(xy) et la suite (y,) convient.



6.3.2. Dans les espaces de Hilbert. Essayons de démontrer ce résultat, dans
les notations du théoréme, on pose C=n HoexH. 1l est clair que C est un
convexe fermé contenant C'. Pour démontrer le théoreme il suffit de démontrer
quesixz ¢ C alors z ¢ C'. C’est a dire, on veut démontrer que si ¢ C alors on
peut trouver une forme linéaire continue sur E telle que

VyeC, ANy) >1 et Ax) > 1.

Ceci nous assure que le demi espace fermé A\~1{] — oo, 1]} contient C' mais ne
contient pas .

Lorsque E est un espace de Hilbert, on dispose du théoréme de projection sur
un convexe fermé : ceci permet donc de trouver y € C' tel que

— x| = inf ||z — z||.
Iy - @l = inf ||z — a
De plus y la projection de x sur C est caractérisée par ’inégalité :

\V/ZEC, <x—y,z—y)§0

Le demi espace fermé H, définie par Hy = {z € E,(z —y,z —y) < 0}
contient donc C' et puisque x n’est pas dans C on a

(@—y,z—y) =z —yl>>0

donc x n’est pas dans le demi espace fermé H .
Le démonstration dans le cas général est plus longue mais elle permet d’intro-
duire des outils et des résultats remarquables.

6.3.3. Jauge d’un convexe. Lorsque C' C E est un ensemble convexe ouvert
contenant 0, on définit la jauge de C' :

jCIE—>R+

par
jo(x) =inf{\ > 0,z € \C}.
Ona

Proposition 6.5. i) jo(0) =0

ii) Sip > 0etx € Ealors jo(ux) = pjo(x).
iii) Si z,y € Ealors jo(x +y) < jo(x) + jo(y).
) C={z €E, jo(x) <1}.

Démonstration. En effet, il y a par hypothése un € > 0 tel que B(0,¢) C C.
Alors pour A > ||z||/eona

z € B(0,e)) C AC

donc jo(x) < ||z||/e, donc jo(z) est fini. Il est évident que j(0) = 0.

La propriété ii) est élémentaire a démontrer.

Démontrons maintenant la troisieme assertion. On commence par remarquer que
si z € E alors I’ensemble des A tel que z € AC' est un intervalle non majoré
de Ry. Eneffet six € AC alorsily ay € C tel que x = Ay et lorsque
> X alors les points 0 et y sont dans C' et et par convexité de C, le segment
joignant O et y est inclus dans C'. En particulier %y = %y + (1 — %) 0eC
donc z = u%y € uC.

Ainsi lorsque 1’on définit

I ={\>0,2 € \C}

onal, = [jo(x),+o0] ou I, =]jo(x), 400 . Soient maintenant z,y € E et
A > jo(x) et u > jo(y) onaalors A\~lz € Cet u~ly € C, puisque C est
convexe on en déduit :

L

A
(z+y)=—N1o+—plyecC

A A p A+ p
ainsi par définition

r+ye A+p)lC



et on obtient donc 1’inégalité :
jo(x+y) <A+p,

celle ci étant valide des que A > jo(z) et u > jo(y), on en déduit que :
jo(@ +y) < jo(@) + joly).

Il reste alors le dernier point & démontrer : il est clair que si jo(z) < 1 alors
1 el etx € C'=1.C. Vice versa supposons que x € C, il y a alors une boule
ouverte centrée en x qui se trouve dans C' (C' est un convexe ouvert de E) C’est
adire qu’ily an > 0 tel que B(x,n) C C.

Vot

Il est alors lair que

2+ [lzfl + 7 U
————c=cs+———x € B(z,n) CC
2+ [|]] 2+ |||

, 2
Donc jo(z) < % < 1 O

6.3.4. Le théoréeme de Hahn-Banach.

Théoreme 6.6. Soit E un espace vectoriel réel et p : E — R une fonctionelle
homogéne sous additive ',

Soit M un sous espace vectoriel de E et £ : M — R une forme linéaire telle
que

Ve € M, L(z) < p(x)

alors il existe une forme linéaire \ : E — R telle que
— Ve e M, \N(z) ={(x)
— Vx € E, \(z) < p(x).

18. C’est a dire que pour tout z € E et A > 0 on a p(Az) = Ap(z) et que pour tout z,y € E
onap(z+y) < p(z) +p(y).

Pour démontrer le Théoréme de Hahn-Banach nous allons utiliser le Lemme
de Zorn qui est une forme sophistiquée du raisonnement par récurrence (dite
transfinie).

Définition 6.7. Soit E un ensemble non vide muni d’une relation d’ordre no-
tée "<"'. On dit que cet ensemble ordonné (E, <) est inductif si toute partie

totalement ordonnée *’de E admet un majorant”" .

Le réultat suivant est équivalent L 1’axiome du choix (On pourra par exemple
consulter ’appendice du livre de Rudin).

Lemme 6.8. Lemme de Zorn :Tout ensemble ordonné (€, <), inductif, posséde
un élément maximal **.

On peut maintenant démontrer le théoréme de Hahn-Banach : dans un premier
temps on va établir la propriété lorsque M est de codimension 1. Soit v € E
tel que v ¢ M. Posons My = M & Ruv. On cherche a prolonger ¢ a M; en
préservant I’inégalité ¢ < p. Pour cela on cherche un réel a tel que

Vu € M,Vt € R, l1(u+tv) =Ll(u) + ta
soit un prolongement de ¢ vérifiant

Vt e R,Vu € M, {1(u+tv) < p(u + tv).
Remarquons que si t # 0 alors

El(u + tU) = tﬁl(u/t + U))

19. Une relation < sur un ensemble E est associé a une partie R de £ X E. onnote x < y
lorsque (z,y) € R. Une relation est appelée relation d’ordre lorsque les critéres suivants sont
vérifiés :

— VzeFk, <z
— Vr,yeE, (x<y)et (y<z)=>a=y
— Vz,y,z€ E, (x<y)et (y<z)=>z<z

20. Une partie F' C E est dite totalement ordonnée si pour tout z,y € F' on a forcément x < y
ony < x.

21. Cestadire qu'ily aunélémentm € Etelque Vo € F,x < m

22. C’est adire qu’il existe un élément M € RtelqueVx € £, * < M



Grice au fait que p est homogene, il suffit donc de trouver a (la valeur de /1 en
v pour que
Vue M l(u)+a<plu+v) et l(u)—a<plu-—uv).
ou, de maniere équivalente :
Yue M l(u) —plu—v) <a<plu+v)—~Lu).
Or, pour tout y, z € M on a par hypothese

y) +4(2) <ply+2z) <ply +v) +p(z —v),
soit :
U(z) = p(z —v) < p(y +v) — L(y).

Il en résulte que si on choisi a dans I’intervalle non vide
[ sup {£(u) — p(u —v)}, inf {(u) + p(u+v)}]
ueM ueM
alors la forme linéaire ¢ définie sur M; par
O (u+tv) =4L(u) +ta

est majoré par p et sa restriction a M est bien la forme /.
Si le sous-espace F' était de codimension finie on pourrait terminer la preuve
par récurrence. Pour conclure dans le cas général, on va utiliser un argument de
récurrence transfinie a I’aide du Lemme de Zorn.
On considere ’ensemble M constitué des couples (K, p) ou K est un sous
espace vectoriel de E contenant M et u est une forme linéaire sur K vérifiant
— Yu € M, p(u) = £(u).
— Yu € K, u(u) < p(u).
On ordonne M par la relation d’ordre suivante : (K, 1) < (K', i) signifie

K CK' et MI‘K:M

Vérifions que M est inductif. Si (K, 1) jcs est une famille totalement ordon-
née de M, on obtient un majorant (K, ) pour cette famille en définissant

K =|JK;
jedJ
et

i) = i), siu € K;

Le fait que la famille soit totalement ordonnée implique que la forme linéaire &
est bien définie.

Appliquons le Lemme de Zorn : M contient donc un élément maximal que I’on
note (M, \). Montrons alors que M = E. Supposons le contraire : il existerait
alors v € E \ M et on pourrait appliquer le raisonnement fait au début. On
obtiendrait un prolongement \; de \ défini sur M; = Rv® M qui serait majorée
par p. Ainsi on aurait (M, \) < (M1, \1) et (M, \) # (M1, \1). Ce qui nierait
le caractére maximal de (M, \). Donc M = E et \ est une extension de la forme
linéaire ¢ a E et qui reste majorée par p.

6.3.5. Utilisation géométrique.
Proposition 6.9. Soit C un convexe ouvert non vide d’un espace vectoriel normé

(E,||. ||) et M C E un sous espace affine fermé de rencontrant pas C, il existe

alors un hyperplan affine fermé H contenant M mais ne rencontrant pas C :
McCcH e HNC=0.

Démonstration. On peut supposer 0 € C. Soit x € M, on considere M;
I’espace vectoriel engendré par M (remarquons que 0 ¢ M car 0 € C et
CNM=0).
M; =Rz @ M
ol on a noté ]\7 I’espace vectoriel qui dirige M. On considere sur M, la forme
linéaire définie par
AER,me M, (Az+m)=A\
Ainsion a
M ={ye M, l(y) =1}
Le convexe C'N M est donc inclus dans un des demi espace de M; délimité par
M, puisque 0 € CN M ona

Vze CNM,l(z) <1

On introduit alors j¢ la jauge du convexe C. Si z € M et que t > jo(z) alors
z/t € Cetz/t € My, donc {(z/t) < 1. On en déduit que sur M; on a

U(z) < jolz).

Le théoreme de Hahn-Banach nous fournit donc une forme linéaire )\ définie sur
E telle que



— Vz € My, \(2) = {(z)

— Vz e E,A\(2) < jo(2).
On a vu dans la preuve de la proposition 6.5, qu’il existait une constante C' telle
que

Vz € By jo(z) < Oll2] -

donc la forme linéaire A est continue. De plus I’hyperplan H = A~!{1} contient
M,etpour z € C'ona

AMz) <jeo(z) <1
donc HN C = 0. O

On peut maintenant démontré le théoreme 6.4 : soit C' un convexe fermé d’un
espace vectoriel normé (E, ||. ||) et z ¢ C. On veut trouver un demi espace
fermé contenant C' mais ne contenant pas z. On suppose encore 0 € C' et on
considere le réel strictement positif défini par

6= d(@,0) = inf =~y .
On rappelle ici que C' est fermé, et donc on a bien § > 0. On pose € = §/2 alors

2 ¢ C* =) B(y,e)=C+B(0,¢)

yeC
La somme de deux parties convexes est une partie convexe donc C'¢ est une partie
convexe, contenant 0, qui est de plus ouverte car c’est une réunion de boules
ouvertes. La proposition précédente appliquée au sous espace affine M = {z}
et au convexe ouvert non vide C'¢ permet de trouver une forme linéaire continue
A € E' tel que
AMz)<1,VzeC® et Ax)=1

On a donc

Vze C,Vy e B(0,e), Mz+y) <1
soit

Vz e C,\Vy € B(0,¢), A(2) <1—A(y).

En considérant y = x, on obtient

€
2f||]

€
VzelC, M2)<1—-—+=<1
2||z|

Donc le demi espace fermé {z € E,\(z) < 1 — M} contient C' mais ne
contient pas . O

Les mémes idées menent a la preuve du résultat suivant :

Théoreme 6.10. Soient C et Co deux convexes disjoints d’un espace vectoriel

normé (E, || . ||), on suppose que C est ouvert alors il existe un demi espace

fermé H contenant Cy telle que C1 C E\ H.

Démonstration. Pour cela on considére le convexe
C=C-Cy={z—yrecCLycC}= ] Ci—{y}
yeCsa

C’est un ouvert ouvert > ne contenant pas 0. Grce 2 la proposition 6.9, on trouve
donc une forme linéaire continue / € E’ telle que

Vze Cl(z) <0
Ainsi pour z € Cy ety € Cy,onal(z) < {(y). Considérons

_ SUPsecy Uz) + infyec, L(y)
2

et le demi espace fermé :
H.={z€B,(() > a}
on a alors par construction

CQCH+ et 01CE\H+

23. Car c’est la réunion des ouverts C1 — {y},y € C>



O

6.3.6. Appendice : sur les fonctions convexes. Une application du théoréme de
Hahn-Banach dans sa forme géométrique est le résultat utile suivant :

Théoréme 6.11. Soit (E, || . ||) un espace vectoriel normé et f : E — R une
Jfonction convexe continue alors f est I’envellope supérieure des fonctions affines

continues qu’elle majore.

Autrement dit si on introduit I’ensemble Ay des fonctions affines continues a
telle que a < f, alors pour tout x € E, on a

f(z) = sup a(a).

aEAf

On commence par démontrer le lemme suivant :
Lemme 6.12. Une fonction convexe majorée par une fonction affine est affine.

Démonstration. Si f : E — R une fonction convexe et a : E — R une fonc-
tion affine, si on suppose que f < a alors la fonction g = f — a est convexe
négative. On va démontrer que la fonction g est constante. Pour u € E, la fonc-
tion ¢t — g(tu) est convexe négative. Par convexité de cette fonction on a :

tu) —g(0
t> 1= g(u) - g(0) < g(“)tg() .
D’ou puisque g est négative :
—g(0
t>1=g(u) —g(0) < gt( ).

En faisant tendre ¢ vers +oco on obtient :

g(u) —g(0) <0 .

Ceci est aussi valide en —u : g(—u) — ¢(0) < 0. On a donc

glu) +g(—u
9(0) < ()2() <g(0) .
I y a donc égalité partout et g(u) = g(0) O

On peut maintenant démontré le théoréme 6.11

Démonstration. Si f est affine le résultat est évident. Supposons donc que f
n’est pas une fonction affine. Notons donc f la fonction définie par

f(z) = sup a(z),
acA f
f est une fonction convexe inférieure a f. Il suffit maintenant de démontrer que

pour tout z € E,
f(@) < f@).
On sait aussi que 1’épigraphe de f est une partie convexe et fermé de 1’espace

vectoriel normé E x R, il est donc I’intersection des demi espaces fermés qui le
contiennent. Un demi espace fermé de E x R est de la forme

{(z,y) e ExX R, {(z) —ay — f <0}

ou/ € E eta, € R de plus la forme linéaire définie sur E x R par (§,7) —
£(§) — ar n’est pas nulle . Si un tel demi espace contient I’épigraphe de f,alors
pour tout (x,y) tel que f(z) < y,onal(x) — ay — B < 0. Ceci signifie donc
en particulier que pour tout x € Eon a:

Uz) —af(x)— B <0.

Le lemme précédent montre que | *on a forcément @ > 0, en effet si < 0 alors
la fonction = +— ¢(x) — af (x) — [ serait convexe négative donc constante. Ceci
a été exclus par hypothese >*.

Ainsi si le demi espace
{(z,y) e Ex R, {(x) —ay — B <0}

contient I’épigraphe de f, la fonction affine

= —(l(x) —

7 = () - B)

est un élément de I’ensemble Ay.

Soitz € E. Et soit H un demi espace contenant 1’épigraphe de f, ona vu qu’il

était donné par

Hy ={(z,y) e ExXR, () —ay - 5 <0}

24. Notez bien que 1’on ne peut avoir « = 0 etl = 0.



oul € E'\ {0} et € R’ et 8 € R. De plus la fonction affine :
1
z = —(l(x) = p)

o
est un élément de I’ensemble A . En particulier on a pour tout x € R :

En particulier on a
1 _
(@) - 8) < F(@)

Donc le couple (z, f(z)) est dans H .
Ainsi le couple (Z, f(Z)) est dans I’intersection de tout les demi-espaces fermés
qui contiennent I’épigraphe de f, il est donc dans 1’épigraphe de f ce qui signifie

f(@) < f@).
Ce qui montre le théoréme. 0
6.4. Dualité dans les espaces vectoriels normés.

6.5. Soit (E,|. ||) un espace vectoriel normé et £ € E' = L(FE,R) alors la
norme de ¢ est définie par

Uz
4| = sup |l(z)]= sup |l(z)| sup |£( )|
2€E,||lz[|<1 2€E,||z]|=1 sem\{0} [1Z]]

Définition 6.13. L’espace E' = L(E,R) des formes linéaires continues sur E
est appelée le dual ou dual topologique de E.

On sait que E’ est un espace de Banach.
Une conséquence analytique du théoréme de Hahn-Banach est le suivant :

Proposition 6.14. Soit M C E un sous espace vectoriel et soit £ : M — R

une forme linéaire continue alors ily a (e E telle que
Vo € M, l(z) = lx) et |l coum = 1w
Démonstration. En effet, pour C' = [|€||z(ps,r) On a
Vo e M, l(x) < Clz|

La fonction p(z) = C||z|| est continue, sous additive, on en déduit avec le
théoreme de Hahn-Banach qu’il existe une forme linéaire ? sur E telle que

Vo e M, l(z) = {(x)

et VYreE, i(z) <Oz .
On a donc aussi pour x € E,

—l(z) = I(~x) < Oll] .
Ainsi

z€E=|{(z) <Oz .
Donc / est une forme linéaire continue sur E de norme inférieure a C' = ||¢| L(MR)>

mais puisque Yz € M, /(z) = £(x), on a bien I’égalité Ueomr) = 1e. O

Une conséquence de cette proposition est le théoréme suivant :

Théoreme 6.15. Soit (E, || . ||) un espace vectoriel normé et x € E alors

[zl = sup |é(z)].
teB o<1

Démonstration. On sait déja que pourtout z € Eet/ € E' ona
[e(x)| < [le]l ||

et donc

lzl = sup |e(z)] .
(eB g <1

Démontrons maintenant 1’inégalité inverse. Le résultat est évident si z = 0, on
suppose donc que x # 0. On sait qu’il suffit de démontrer que

[zl < sup [é(z)].
(e | <1

On va en fait démontrer qu’il existe une forme linéaire continue A € E’ telle que
Al = Tet A(z) = [l=]].
On considere la forme linéaire ¢ définie sur la droite D = Rx par

C(tr) = tffl ,
on a pour tout z € D, £(z) = ||z||. Donc
1Nl zcpr) = 1-

La proposition (6.14) nous garantit 1’existence d’une forme linéaire continue
Asur E telle que Vz € E, A(z) < ||z]] et telle que A(z) = ||zl et ||| =

1Nl o) = 1- 0



6.5.1. Conséquences.

Proposition 6.16. On définit une application linéaire §
E — L(E'|R)
T Oy

ot 0, est la forme linéaire sur E' définie par
0z(0) = £(x).

Cette application linéaire § est une isométrie.

En effet si x € E alors

182]] = sup [d:(£)] = sup |¢(z)] = ]
lel<1 lel<1

Définition 6.17. On dit qu’un espace vectoriel normé (E, || . ||) est reflexif s’il

cette application linéaire § est un isomorphisme , i.e. si § est surjectif.

Par exemple :
— Un espace de Hilbert est reflexif. En effet soit H un espace de Hilbert
(réel), grace au théoreme de représentation de Riesz on sait que 1’appli-
cation ¢ définie par

H—-H

x> B(x) = (z,0)
est un isomorphisme. Ainsi pour z € H, §, o @ est la forme linéaire sur
H définie par

y = 0z 0 0(y) = (y)(2) = (v, 2) = (2,9) = 2(2)(y)
Donc 6, o & = P(z). Ainsi il est taulogique que si ¢ est une forme
linéaire continue sur H' alors £ o ® est une forme linéaire continue sur
H,ilyadoncx € Htelque £ o ® = ®(x) = §, o P c’est a dire
{=06,.
— Lorsque p € [1,+00], on sait que le dual de /7(N,R) est isomorphe a

¢1(N,R) ol ¢ €]1,400] est défini par % + % = 1. A une suite (u,) €
¢9(N, R), cet isomorphisme associe la forme linéaire définie par :

(vp) € P(N,R) — Zvnun.

Ceci permet de démontrer avec les mémes arguments que pour p €
]1, +00], 'espace ¢P(N, R) est reflexif.

— L’espace /' (N, R) n’est pas reflexif. Dans ce cas L, I’application

(28)

§ : /H(N,R) — £>*(N,RY

est définie ainsi : Pour une suite u = (u,) € ¢}(N,R) alors §, est la
forme linéaire définie par :

(vp) € L°(N,R) — Zvnun.

On va démontrer que d n’est pas surjectif. Considerons le sous espace
fermé C de ¢°°(N, R) formé par les suites convergentes. On considere la
forme linéaire

lim: C—R
(vp) = lim v,
n—oo
Lorsque v = (vy,) est une suite convergente, on a :

| lim vy, | < [|v||oo = sup |vp|.
n n

Ainsi la forme linéaire lim : C — R est continue. Le théoréeme (6.14)
nous fournit une forme linéaire LIM définie sur /°°(N, R) telle que

Vo € £°(N,R), LIM(v) < ||v]loo

et Y(v,) € C,LIM((v,)) = limv,.

Il est facile de démontrer qu’il n’existe pas de suite sommable (u,) €
1(N,R) telle que

V(vn) € £°(N,R), LIM((vn)) = > _ vntin

En effet soit £ € N, si on évalue la fonctionnelle LIM sur la suite e(k)
définie par
0 sin#k

n— e(k),
1 sin=k



alors on a LIM(e(k) = 0%°. Puisqu’on a Iégalité
Ze(k)nun = ug.
n
Ainsi on en déduit que si (u,) € (1(N,R) vérifie (28) alors pour tout
entier k :
LIM(e(k) =0 = uy, ,
ce qui signifie que la suite (u,,) est nulle, or LIM est une forme linéaire
non nulle. Il ne peut donc exister de suite sommable (u,,) € ¢1(N,R)
vérifiant (28). Ainsi LIM n’est pas dans I’image de 1’application linéaire
§ 1 (YN, R) — £>°(N,R)" et £}(N, R) n’est pas reflexif.

6.5.2. Densité et dualité. Le résultat suivant est une généralisation d’un résultat

bien connu pour les espaces de Hilbert :

Théoréme 6.18. Soit (E, ||. ||) un espace vectoriel normé et G un sous espace
vectoriel de E alors I’adhérence de G est

G = Nier,Gekere ker L.
Autrement dit si on note pour A une partie de E :
At ={teE ACkert} ={l{ e E Vzc A l(z) =0},
alors pour un sous espace vectoriel G de E :
G = NyegL ker 0 = {z € BVl € G+, {(x) = 0}.

Lorsque E est un espace de Hilbert, le théoreme de représentation des formes
linéaires continues de Riesz permet d’identifier E et son dual topologique et au
travers de cet isomorphisme A+ devient I’orthogonal de A et on sait que dans
un espace de Hilbert, I’orthogonal de 1’orthogonal d’un espace vectoriel est son
adhérence.

Démonstration. La preuve de ce théoréme (6.18) est la suivante : on introduit

G = Myer/,Gcker e ker £,

On a par définition G C Get puisque G est fermé on a G C G. Pour montrer la
réciproque on va se servir du résultat suivant que 1’on démontrera plus loin :

25. La suite e(k) est une suite convergente vers 0.

Proposition 6.19. Soit G1, Gy deux sous-espaces vectoriels de E, on suppose
que G1 est fermé et que G2 est de dimension finie alors ’espace vectoriel G +
G est fermé.

Finissons maintenant la preuve du théoréme (6.18) ci dessus. Soit z ¢ G.
D’apres la proposition (6.19) ci dessus le sous-espace vectoriel F' = Rz @ G est
fermé. La forme linéaire ¢ définie sur F' par

teR,veG Ltz +v)=t

est continue car son noyau est G qui est fermé dans F *°. Avec la proposition
(6.14), on peut donc prolonger cette forme linéaire en une forme linéaire { conti-
nue sur E. Pour cette forme linéaire on a G C G C ker/ donc ¢ € G mais
¢(x) = 1 donc z ¢ G. On a donc démontré I’inclusion réciproque :

GCQG.
g
Démontrons maintenant la proposition (6.19) ci dessus : Soit G3 un supplémen-
taire de G4 N Gy dans G2 27. On a G1 + G2 = G & G5. Démontrons quilya

e > 0tel que
Vz € G1,Vy € Gs, |z +yll = ellyl.
En effet si cela n’était pas vrai pour chaque n € N on trouverait un couple

(Zn,yn) € G1 X G tel que

1
|z 4yl < et ynll = 1.

La suite (y,) est une suite bornée de I’espace vectoriel normé G's qui est de
dimension finie, on peut donc en extraire une sous suite convergente (Y, )i : on
trouve o, tel que

lilgn Ynp, = Yoo-

Or nos hypotheses implique qu’alors :

liin Tnp = —Yoo-

26. Si (X, d) estun espace métrique et que F' C X est fermé alors A C F est fermé dans F si
et seulement si A est fermé dans X.
27. C’est possible car G2 est de dimension finie.



L’espace vectoriel G est supposé fermé donc
Yoo = lilgn —Zn, € G1

ce qui n’est pas possible car par construction G; N Gz = {0} et
1= lim [y, [} = llyooll -

On peut ensuite démontrer que G1 + G2 = G @ G5 est fermé car si ((:Un, yn))
est une suite de G; x Gj telle que la suite (x,, + y,,) converge alors I’inégalité
précédente nous dit que la suite (y,,) est de Cauchy dans G5 donc elle converge
dans G3 (car G3 est fermé) et alors la suite (x,,) converge dans G car G est
fermé. Ainsi

liqgnmn + Yy = liglazn + liyrlnyn € G1®Gs

0

On aurait pu aussi faire la preuve suivante : on peut trouver (g1, ..., gx) une
base de (55 et considérer la base duale (él, R ék) puisque G2 est de dimension
finie, les formes linéaires éj sont continues sur (=2, on peut donc grace a la pro-
position (6.14), trouver des formes linéaires continues (61, . . ., 0;) qui étendent

(01,...,0;) on considere alors
G4 = ﬁj ker 9]'

c’est un supplémentaire fermé de GG2. Et on dispose d’un isomorphisme G4 X
R* — E donné par

(w, (tl, ce

de plus I’isomorphisme réciproque associe a y € E le couple (x, (t1, ..., tx)) ou

k) = x4 tigr 4+ g

tj =0(y)etz =y—3>_,0;(y)g;. ll estdonc continue. De plus cet isomorphisme
envoie G1 NGy x RF sur Gy + Gs. Puisque G'; N G4 est fermé on en déduit que
G1 + G est fermé.

Le théoreme précédent (6.18) a la conséquence utile suivante :

Corollaire 6.20. Un sous -espace vectoriel G d’un espace vectoriel normé (E, || . ||)
est dense dans B si et seulement si on a l'implication

((eE et {,=0)=(=0,

autrement dit G est dense si et seulement si G = {0}.

6.5.3. Adjoint d’un opérateur. Soient (Eq, ||. ||;) et (Eo, ]| . ||5) deux espaces
vectoriels normés et T € L(E1, Es) une application linéaire continue, 1’adjoint
de T noté T™* est I’application linéaire T* : E’'y — E’; définie par

Ve Ey T () =LoT.
Proposition 6.21. L’application linéaire T™* est continue et
1T o) = 1Tl 2(E0 Bs)-
Démonstration. Siz € E; et £ € E'5 alors
() ()| = [T (@) < e Tl e, ezl

Ainsi [|T*(0)[|gr, < IT] 2, ,8.)|1€]lE,- Ceci étant valide pour tout £ € E’, on
en déduit que 7™ est continue et que

1T &0, < T 201 E)-

Démontrons maintenant 1’inégalité réciproque. Soit € > 0, il existe z € E; tel
que

[zl =1 et [[T(2)ll2 = [Tl E2) — &

Ensuite on trouve £ € E’s de norme 1 tel que ¢(T'(x)) = ||T(z)||2 donc

1T @y 2 1T (Ol = AT () = (Tl 2(8) Es) — &

Ceci étant valide pour tout € > 0, on en déduit I’inégalité :

1T 2ersEry) = TN 2B ES)-



Cc6

Convergence faible.

8.0.1. Avant propos. On sait que dans un espace vectoriel normé de dimension
finie, toute suite bornée admet une sous suite convergente. Autrement dit les
parties bornées d’un espace vectoriel normé de dimension finie sont relativement
compactes. Ce résultat est utile dans des problemes d’optimisation, par exemple

Proposition 8.1. Soir f : R™ — R, une fonction continue positive propre
i.e. pour tout compact K de R, f~Y(K) I'image réciproque de K par f est

compact*® alors f atteint son minimum, i.e. il existe © € R" tel que

fla) = inf f(2).

zeR™

En dimension infinie, la preuve de ce résultat est inopérante car nous avons le

Théoréme 8.2. de Riesz Soit (E, || . ||) un espace vectoriel normé dont la boule
unité est compacte alors E est de dimension finie.

Démonstration. On suppose que la boule unité fermée By, de E est compacte.
La famille des boules ouvertes { B(a,1/2) },epy recouvre Bg, par compacité

on peut trouver ag, ...,ay € Bg tel que
N
Be C | Bla;,1/2).
j=1
Soit F' le sous espace vectoriel engendré par aq,...,ay. Lorsque b € E\ F', on
a
b¢g F

et puisque F’ est fermé, la distance de b & F' est strictement positive :
§:=d(b, F) > 0.
On trouve donc ¢ € F' tel que

bl < 25.
2

28. Démontrer que cela équivaut a lim ;400 f(2) = +00.

On considere le vecteur B
—c

I
ilyadoncj € {1,...,N} tel que u € B(a;,1/2). Or

u € Bg ,

b=cH+[b—cllu=c+Ib—cla; +[[b—c|(u—-aj),
puisque ¢ + ||b — c|la; € F,ona
3
0 =d(b, F) < [lIb—ef(w—aj) || = [lb—cll lu—as]| < 76
Ceci n’est pas possible car 6 > 0 donc F' = E et E est bien de dimension

finie. O

La non compacité de la boule unité en dimension infinie fait que de nombreux
raisonnements basés sur ce fait ne peuvent étre appliqués en dimension infi-
nie notamment dans les problemes d’optimisation (recherche de minimum de
fonctionnelle). La convergence faible est I’outil qui permet de contourner cette
difficulté.

8.0.2. Convergences faibles. Soit (E, || . ||) un espace de Banach.

Définition 8.3. On dira qu’une suite (x,,) d’éléments de E converge faiblement
vers Too et on notera
Tn — Too
Si
Ve e E’,lirrlnf(:vn) =0(Too)-

Définition 8.4. On dira qu’une suite de formes linéaires continues ({,,) converge
faiblement x vers une forme linéaire continue £, et on notera
U
Si
Vo € E,lim{,(x) = lx ().
n
Une conséquence du théoreme de Banach-Steinhaus est le suivant

Proposition 8.5. Une suite faiblement (resp. faiblement ) convergente est bor-

2

nee.

Démonstration. Rappelons en effet le théoréme de Banach-Steinhaus tel qu’il a
été énoncé au premier semestre :



Théoréeme 8.6. Soient (E, || . ||) un espace de Banach et (F, || . ||g) un espace
vectoriel normé, et F C L(E, F) une famille d’applications linéaires continues
de E dans F . Alors ou bien

sup ||T]| < +o0
TeF

ou bien il existe un résiduel (intersection dénombrable d’ouverts denses) G C E

tel qu’en tout élément x de G on ait
sup || T(x)|lg = +o0.
TeF

Et considérons une suite (¢,,) d’applications linéaires continues sur un espace de
Banach (E, || . ||) qui converge faiblement * vers £, € E’. Alors le théoréme
de Banach-Steinhaus implique que
— soit sup,, ||4,]] < +o00; c’est a dire la suite (¢,) est bornée.
— soit il y a un résiduel G C E tel que pour tout z € G la suite (¢, (x))
n’est pas bornée.

Par hypothése le second cas ne peut se produire donc la suite (¢,,) estbornée. [
Remarques 8.7. a) Il doit étre clair que la convergence usuelle (en norme”°)
implique la convergence faible :

lim ||z, — 2ol = 0=z, = oo
n

et lim ||, — lo|ly = 0= £ >log

b) Une suite de formes linéaires (£,) converge faiblement x si et seulement si
elle converge simplement au sens de la convergence simple des applications
de E dans R.

c) Si elle existe, il y a unicité de la limite faible . En effet deux limites faibles

Too,1 € Tog 2 d’une méme suite vérifient
Ve e E/, g(fzoo,l) = 2(1'0072)

Donc le vecteur Too,1 — Too,2 €St dans le noyau de toute les formes linéaires

le théoreme implique que ce vecteur est nul.

d) 1l est évident que ’on a aussi unicité de la limite faible x d’une suite de

formes linéaires continues.

29. On parle aussi de convergence forte pour la distinguer de la convergence faible.

e) Avec U'isométried : E = E' ona
Ty = Too < Og, B 0T oo

f) Lorsque E est un espace de Banach reflexif, alors la convergence faible de
E’ est exactement la convergence faible x.

8.0.3. Exemples.

i) En dimension finie : la convergence faible coincide avec la convergence en
norme : en effet, si (E,||. ||) est un espace vectoriel normé de dimension
finie, on considere une base (e1,...,ex)de Eet (0y,...,60x) labase duale
ainsi pour tout tout z € E on a

N

T = 291(3?) e,

j=1
Ainsi si (z,,) est une suite de E qui converge faiblement vers x, alors on a
pourtouti € {1,...,N}

li7rln Qz(l‘n) = Hz(xoo)
et donc
limp||zn — zoo|| = 0.

ii) Sur un espace de Hilbert séparable : soit H un espace de Hilbert sé-
parable (réel) et (e;);en une base hilbertienne de H alors une suite (zy,)
converge faiblement vers z, si et seulement si ¢’est une suite bornée et si
pour tout 7 € N :

lign(xn,eﬁ = (oo, €j)-

En effet supposons que cette derniere condition soit vérifiée, alors pour
N

toute combinaison linéaire finie v = Z vje;ona
j=0
1i7rln(xn,v) = (Zoo, V).
Soit M tel que
vn, ||z, || < M.
Maintenant soit v € Eete > 0,onsaitqu’ilya N € Ntel que siv =
Zévz()(u, e;)e; alors

v —ul| <e/(2M + 2||zso| + 2) -



Ainsion a
(T, u) — (Too, w)| = (Tn — Too, U — V) + (Tp — Too, V)

(]l + |z [Nl = vl + [(2n = oo, v)]
6

IN

| /\

+ [(#n — oo, v)|
Or on sait que lim, (x,, — xo0,v) = 0, il y a donc un entier ng tel que

€
n — Too, V)| < =

n>ng=|(z 5

Ainsi pour n > ng on a
[{Zn, u) — (Too, u)| < €.

iii) Les mémes arguments que ceux donnés dans 1’exemple précédent montre
que si p €]1, +oo] alors une suite (z(n)) de (P(N, R) converge faiblement
vers x(00) si et seulement si elle est bornée et si pour tout k € N

liTILn zp(n) = zr(c0).

iv) Dans C°(K,R) : Considérons K un espace métrique compact et I’espace
de Banach des fonctions continues sur K équipé de la norme uniforme.
Soient (f,,) une suite de fonctions continues sur K et fo, € CO(K,R). On
a

Jn = foo
si et seulement si
— (fn) est une suite bornée de C°( K, R)
— et (f) converge simplement vers foo.
Il est facile de voir que ces deux conditions sont nécessaire pour la conver-
gence faible. La premiere, on 1’a déja dit, est une conséquence du théoréme

de Banach-Steinhaus. La seconde vient du fait que si £ € K alors la masse
de Diracen k :

f € COK,R) = 8u(f) = f(k)

est une forme linéaire continue sur K et donc la convergence faible de ( f;,)
vers foo, implique que

hTrLIlfn(k) = hzn(sk(fn) = 0(foo) = foo (k).

Donc (f,,) converge simplement vers f. Le fait que ces deux conditions
soient suffisantes provient du théoreme de Riesz qui affirme qu’une forme
linéaire continue sur CY( K, R) est donnée par la différence de deux mesures
positives 4. et p—; ¢’esta dire que si A € (CY(K, R))/ =L (C°(K,R),R)
alors il existe deux mesures positives 14 et p_ telles que

v € COK.R), A(f) = /K fuy — /K fdu.

Le fait que ces conditions soient suffisantes est alors une conséquence du
théoreme de convergence dominée de Lebesgue.

v) Dans ¢1(N, R) qui n’est pas reflexif et dont le dual est £>°(N, R), la conver-
gence faible implique la convergence en norme. Il s’agit d’un résultat dé-
licat a démontrer. Ceci s’insere dans le cadre plus général du théoréeme
de Dunford-Prettis qui donne une condition nécessaire et suffisante pour
qu’une suite de L' (X, 1) soit faiblement convergente.

vi) On trouvera dans le livre de S. Banach, une caractérisation des suites fai-
blement convergentes dans L”([0, 1]).

8.0.4. Un Critére utile :

Proposition 8.8. Soit (E,||. ||) un espace de Banach et D C E' une partie
qui engendre un sous espace vectoriel dense de E' alors une suite (1,,) de E
converge faiblement vers x si et seulement si

— (xy,) est une suite bornée de E

— etV e D, limy, l(zy) = l(To0).

Nous avons un résultat analogue pour la convergence faible * :

Proposition 8.9. Soit (E,||. ||) un espace de Banach et D C E une partie
qui engendre un sous espace vectoriel dense de E alors une suite ({,,) de E’
converge faiblement x vers { si et seulement si

— (¢y,) est une suite bornée de E/

— etVr € D, limy, () = loo ().

Démonstration. Les arguments reprennent essentiellement ceux que 1’on a dé-
vellopé pour expliquer la convergence faible dans les espaces de Hilbert sépa-
rable. On démontre la seconde proposition car grl’ce a la remarque 8.7 v), elle
implique la premiere. Soit donc D une partie de E engendrant un sous espace



vectoriel dense de E. Et considérons (£,,) une suite bornée de E’ telle que pour
une forme linéaire continue /., € E’ on ait

Ve € D, lim/{,(x) = loo(x).

Il est évident que si x appartient a I’espace vectoriel engendré par D alors on a
également lim,, £, (z) = lo ().

Notons M = sup,, ||¢, || Maintenant si x € E et ¢ > 0 alors on trouve v dans
I’espace vectoriel engendré par D tel que

< 3
le =l < Sy 2+
alors pour tout n € Non a
() — loo(2)| = [ln(2) — £ (v) — loo(T) + Lo (V) + £n (V) — Loo(v)]
< (@) = £ ()] + [loo () = Loo(v)] + [ln(v) — Lo (v)]

G ORENO!

IN

Maintenant puisque
ngrfoo lp(v) = loo(v) =0,
il y a un entier ng tel que
n>ng = [la(v) — loo(v)] < g

et donc pour n > ng on a

16(2) — Loo(2)] < .

Le résultat suivant est aussi tres utile :

Proposition 8.10. Soir (E, || . ||) un espace de Banach, si une suite (z,,) de E

converge faiblement vers T alors
|Zoo|| < liminf ||z, ||.
n—oo
Si une suite (¢,,) de E' converge faiblement  vers {, alors

lsoll < Tininf [[£,].
n—oo

Démonstration. On ne démontre que la seconde inégalité : soit z € E on a donc
par hypothese :
lim /¢, (z) = () .
n

Ainsi si ||z|| < 1 alors
lim [£,(2)] = [£oo(2)]
et puisque
[ln(@)| < [1enll
ona
[loo(@)] < hHiLinf [[€nl] -

Cette inégalité étant valide pour tout vecteur x € E de norme inférieure a 1, on
en déduit facilement le résultat. 0

8.0.5. Les topologies faible et faible x. On se limite dans ce cours a la conver-
gence faible ou faible . Il est néanmoins instructif de savoir que cette conver-
gence est associée a la topologie faible (ou faible x).

Au premier semestre et en L3, vous avez étudié la topologie des espaces mé-
triques, il y a en fait une notion plus générale d’espace topologique :

Définition 8.11. On appelle espace topologique un couple (X, 1) oi X est un
ensemble et T une topologie c’est a dire une sous partie de I’ensemble des parties
de X : 7 C P(X) vérifiant :

)der,Xer
U, Ver=UnVer

iii) Si I C 7, alors |y U € 7.

Autrement dit une topologie est un ensemble de partie de X, stable par inter-
section finie, par réunion et contenant I’ensemble vide et X . Les éléments d’une
topologie sont appelés les ouverts de la topologie. Un fermé d’un espace topo-
logique est le complémentaire d’un ouvert. Les notions usuelles de voisinage,
de limite, de continuité, compacité, connexité...s’étendent naturellement dans le
cadre des espaces topologiques. Par exemple : Si (X, 7) est un espace topolo-
gique et (x,,) une suite de X et ¢ € X, on dira que la suite (z,,) converge vers £
et on écrira

lim z, =¢
n—oo



si pour tout ouvert U € 7 contenant /, il existe un entier ng a partir duquel la
suite se trouve dans U Autrement dit avec les quantificateurs :

YU € 1,4 € U = (Ing € N,Yn > ng, x, € U).

Par exemple, pour la topologie grossiere ot 7 = {(), X'}, pour toute suite (xy,)
et tout élément de ¢ de X on a lim,, x,, = £. I n’y a pas unicité de la limite pour
la topologie grossiere.

Alors que pour la topologie discrete ou 7 = P(X) alors

lim x, =¢ < dng € N,Vn > ng,x, = 4.

n—oo
Sur un espace de Banach (E, || . ||) on introduit la topologie faible o (E, E’) dont
les ouverts sont les ensembles U C E tel que pour tout point z € U, on puisse
trouvere > Oet \q,...,\p € E' tel que

{yeE, M-y <e [Mz—-y)|<e..., | z—y)|<e}CU.

Par construction la convegence d’une suite pour la toplogie faible est ce que 1’on
a appelé la convergence faible. De la méme fagon on introduit la topologie faible
* sur le dual topologique de E o(E’, E) dont les ouverts sont les ensembles U
tel que pour tout £ € U, on puisse trouver € > O et zy,..., 2 € E tel que

DNEE, |A=0Ox)] <e,|A=0)(2)| <.y |(A—0)(zx)] < £} C U.

La remarque suivante est importante car elle donne un critere pour la topolo-
gie faible % soit métrisable c’est a dire elle donne un critere d’existence d’une
distance dont la topologie associée soit la topologie faible :

Théoreme 8.12. Soit (E,||. ||) un espace de Banach séparable alors il y a une
distance d sur la boule unité de E' tel que
Ap 20— limd(\,,£) = 0.
n

Démonstration. En effet puisque E est séparable, il y a (x) une suite dense de
Bg, on pose alors

k=0

Supposons maintenant que (¢y, ), soit une suite de formes linéaires continues de
norme inférieure 2 1 et que pour une forme ¢, € E’ on ait

Jim_d(pn, poo) = 0.

Alors il est évident que pour n, k € N on a

lon(Tk) — Poo(k)| < 2"d(Pn; Poo)-

Donc pour chaque entier n on a

lim ¢ (7k) = Poo(Tk)

n—oo

on utilise ensuite le critere ci dessus 8.9 pour en conclure que

*
Pn — Poo-

Réciproquement supposons que (¢, ), soit une suite de formes linéaires conti-
nues de norme inférieure a 1 et que pour une forme ¢, € E’ on ait :

*
Pn — Poo-
Alors pour chaque & on a par définition :
lim ¢, (2k) = @oo(Tk).
n—oo
Mais pour chaque entier K on a :
2

K 0o
Spn<37k) - <P00($k)
d(¢n, Poo) < Z oF + Z ok
k=0 k=K+1

Car on a toujours :

[n(@r) = pool@l _ ol sl + ol sl _ 2
2k - 2k - 2k’
Ainsiona :
K

|[on (k) — Poolapr)| 1
d(¢n; poo) < Z ok + 9K-1
k=0

Soit ¢ > 0, on choisit alors K tel que 2—K+2 — < alors on sait choisir ng € N
tel que pour tous les entiers £k < N et pour tous les entiers n > ng on ait :
lon(zk) — @oo(zk)| < £/4, on aura alors pour n > ng :

5 on(@r) — poolzr)| 1

k) — k

d(Pn, Poc) < TR + o1 <&
k=0

0

Remarque 8.13. On aura le méme résultat pour la boule unité d’un espace de

Banach dont le dual est séparable et pour la topologie faible.



Le résultat suivant est alors utile pour formuler le résultat qui suivra :

Proposition 8.14. Soir (E, || . ||) un espace de Banach dont le dual est séparable
alors (E, || . ||) est lui méme séparable.

Démonstration. Soit (ip,,) une suite dense de E’, pour chaque entier n on choisit
un vecteur x,, € E de norme 1 tel que

1
lenll < enlzn) < llenll

On va démontrer que 1’espace vectoriel engendré par la suite (x,,) est dense. On
peut démontrer qu’un espace vectoriel normé est séparable si et seulement si il
posséde une suite qui engendre un sous espace vectoriel dense *°

Grice au critere 6.18, il suffit de démontrer que si une forme linéaire continue
A € E’ s’annule sur la suite (x,,) alors A = 0. Considérons une telle forme

linéaire A € E’ on a alors
Al < NIA = @nll + [lenl]
<A = enll + 2¢n(n)
<A = enll +2(on — A)(zn)
< 3JIA = @nll-

Puisque (¢;,) une suite dense de E’, lorsque A\ # 0 on peut trouver un entier ng
tel que

1
I = enoll < I
ce qui mene a la conclusion

3
A< 1AL

30. Une implication est relativement évidente, I’autre, a savoir :

"Un espace vectoriel normé E qui posséde une suite engendrant un sous espace vectoriel dense
est séparable"

se démontre de la fagon suivante : on considere donc une telle suite (x,). Et on considere
V.. le Q espace vectoriel engendré par {zo,...,z,} et F, le R espace vectoriel engendré par
{zo,...,xn}. Lensemble V,, est dénombrable et il est dense dans F,. La réunion dénombrable
S = |U,, Va est donc aussi dénombrable (chaque V;, est énuméré par N ainsi | J,, Vi, peut étre
énuméré par N x N). Si « € E on trouve un entier n et un vecteur f de F3, qui est situé a distance
au plus €/2 de x; alors on trouve un élement de v de V,, C S situé a distance au plus €/2 de f;
en particulier on a trouvé un élément de S situé a distance au plus € de x. Ainsi .S est dense dans
E.

ce qui implique que A = 0, contrairement a ce que 1’on avait supposé.
Une autre preuve est la suivante : Puisque ((,,) une suite dense de E’, on sait
trouver une sous-suite (¢, ) qui converge vers A on aura alors

< lim — ©n, |-
O

8.0.6. Le théoréme de Banach-Alaoglu. Le théoréme suivant a fait la réputation
de la topologie faible et faible .

Théoréme 8.15. de Banach-Alaoglu Soit (E, || . ||) un espace de Banach sépa-
rable, alors de toute suite bornée de E on peut extraire une sous-suite convergent

faiblement x.
Ce résultat a la conséquence suivante qui est aussi tres utilisée

Corollaire 8.16. Soit (E, || . ||) un espace de Banach séparable reflexif, alors de

toute suite bornée de E on peut extraire une suite faiblement convergente.

Ce corollaire est une conséquence du théoréme de Banach-Alaoglu, en effet
puisque E est séparable et que E est reflexif alors E’’ est aussi séparable, donc
E’ est séparable d’apres le théoreme (8.14). Le théoreme de Banach-Alaoglu
dit alors que de toute suite bornée de E’' on peut extraire une suite convergente
pour la topologie faible  de E”’. On conclut alors avec la remarque (8.7 v) selon
laquelle la convergence faible d’une suite (z,,) de E équivaut a la convergence
faible % de la suite (&, ) dans E”'.

Démonstration. de théoréme de Banach-Alaoglu Soit (xy) une suite dense de
E. Et soit () une suite bornée de formes linéaires continues sur E.
— La suite (¢, (z)) est une suite bornée, on peut donc en extraire une
sous suite convergente : Il y a une application strictement croissante v :
N — N tel que la suite (¢, (n)(Z0))n converge.
— La suite (¢, (n)(21)) est une suite bornée, on peut donc en extraire une
sous suite convergente : Il y a une application strictement croissante v :
N — N tel que la suite (,0,, (n)(71))n converge.



— La suite (¢V00V10..,Vk71(n)(xk))n est une suite bornée, on peut donc en
extraire une sous suite convergente : Il y a une application strictement
croissante v : N — N tel que la suite

((pugoulo...uk,loyk (n) (xk))n

converge.

On considere alors I’application strictement croissante :
u(k) =vpovio...vp_1ou(k) .
Alors pour chaque k, la suite (¢,,(,)(Zk))nen est extraite de la suite

(Qauooulo...uk,louk(n) (xk))HEN >

elle est donc convergente. On a donc trouvé une 1’application strictement crois-
sante  : N — N telle que pour chaque entier k, la suite (¢, (n)(Tk))nen
converge. On définit alors une application A sur I'image de la suite (zy) par

A(z) = lim gou(n)(x)

n—oo

Puisque la suite des formes linéaires (¢,,(,)), est bornée, on en déduit que 1’ap-
plication A est uniformément continue sur une partie dense. On en déduit que
— A admet un prolongement continue a E.
— pour tout z € F, la suite (¢,,(,)(2))n converge vers A(z).
Ceci implique que A est une forme linéaire continue et que la suite ((©,(n))n
converge faiblement * vers A.
g

Ce beau théoréme a I’application suivante qui découle du théoréme de Riesz,
du fait I’espace des fonctions continues sur un espace métrique compact est
séparable ', et du théoréme de Banach-Alaoglu :

31. La preuve de cette affirmation est faite ainsi :
Soit N € N, les boules B (x, 2N ), r € X recouvrent X, X étant compacte on trouve une

famille finie 1, n7, .. ., Tm, N telle que

X = U;n:A{B ($j7N727N>

Corollaire 8.17. Soit X un espace métrique compact et () une suite de me-
sure de probabilité, alors il y a une sous-suite ({in, )i, qui converge vaguement

On définit alors la fonction f; n par

N+ _ d(LE,ZL'jJ\]) sizx €B (ZEij,27N+1)

fin (@) =
0 sizé B (xj,N,27N+1)
mn f
_ ) R
Pn —;fJ,N et xj,n = Py
On a donc
myn
> xiv=1
j=1
On va démontrer que I’espace vectoriel engendré par les x; v, N € N,j € {1,...,mn} est

dense dans C°(X). Soit donc f € C°(X) et e > 0. Le théoreme de Heine nous apprend que
puisque f est une fonction continue sur X f est uniformément continue : On peut donc trouver
un 1 > 0 telle que

dz,y) <n=|f(z) - fly)l <e

Choississons alors N telle que

n>2 Nt
et introduisons la fonction
my
fo= " fl@in)xinN,
j=1
grice a la relation 37" ;v = 1 on obtient que si z € X alors
my
fe(@) = f2) =D (fsn) = f (@) x5 (2)
j=1

On a alors
Xj,N(CL‘) #0=z€B (l‘j,N, 27N+1) .
En particulier dans la somme ci dessus il ne reste que

fela) — f(2)] < )

j tel que d(zj‘N,z)SQ*N*’l

[f(xj,n) — f(@)] x5,n ().

Par construction, que chaque terme qui reste | f(x;,x) — f(z)| est inférieur a € et on a
sup |f(z) — fo(z)| <e.
zeX

On a démontré que si f € C°(X) alors on trouve un vecteur f- dans I’espace vectoriel engendré
par x;,n, N € N,j € {1,...,mn} tel que

sup [f(z) — fe(z)| <€

zeX

L’espace vectoriel engendré par x;, v, N € N,j € {1,..., mx} est donc dense dans C°(X).



vers une mesure de probabilité (i :

vf € ), tim [ o, = [ S,
On en déduit alors le résultat suivant :

Proposition 8.18. Soit X un espace métrique compact et T : X — X une

application continue, alors il y a une mesure de probabilité L, invariante par
T:

Tittoo = Hoo-

Démonstration. On va donc utiliser le théoréme de Banach-Alaoglu sur I’espace
dual de C°(X) c’est a dire sur I’espace des mesures (signés) sur X.
Soit o € X alors on considere les mesures de probabilités

n

1
Hin = n+1 jz;&Tj(fﬂo)'

C’est a dire :

f€C°X), plf) = = D F(TV(a0))
J=0
Puisque
1
Topin = pin = =g (P (0)) = f(w0)

lorsque une sous suite (i, ), converge vaguement vers une mesure de probabi-
lité o celle ci est invariante par I’application 7' :

Tiproo = foo-

8.0.7. Comparaison entre la convergence faible et forte.

Proposition 8.19. Soit F' un sous espace vectoriel fermé d’un espace vectoriel

normé (E, || . ||) alors F est fermé si et seulement si il est faiblement séquenciel-
lement fermé. C’est a dire F' est fermé si et seulement si pour toute suite (x,,)

d’éléments de F' qui converge faiblement vers xo, € E alors ro, € F.

Démonstration. Seul le sens direct mérite d’&tre prouvé (le sens réciproque
est évident des que I’on sait que la convergence forte implique la convergence
faible).

Suppsons donc que F' soit un sous espace vectoriel fermé de E. On sait que

F :F: ﬂEEFJ— ker ¢

oionanoté Ft ={/cF, €|F = 0}. Soit donc une suite (x,,) d’éléments de
F qui converge faiblement vers z, € E. On sait donc que pour tout £ € F'* et
tout entier 1 :

l(zn) =0,
on a donc (par définition de la convergence faible)
U(zc) =0 ;
ce qui signifie que
Too € NyepLker! = F = F.
g

En raisonnant de la mé&me fagon et en se basant sur le fait qu’un convexe fermé
est I'intersection des demi espaces fermés qui le contiennent, on obtient :

Proposition 8.20. Soir C' un ensemble convexe d’un espace vectoriel normé
(E,||. ||) alors C est fermé si et seulement si il est séquenciellement faiblement

fermé.

8.0.8. Un résultat sur ’existence de minimum d’une fonction convexe. Cette
derniere proposition et le théoréeme de Banach-Alaoglu permettent de démontrer
le résultat suivant :

Théoreme 8.21. Soit (E,||. ||) un espace de Banach séparable et reflexif et
f : E — R une fonction convexe tel que

flx) =400

[|z]|]—+o0

alors f atteint son infimum : il y a un vecteur xy € E tel que

fzo) = inf f(x).

zeE



Démonstration. Soit R > 0 tel que
Iyl = R = f(y) = f(0) + 10,

on a alors

inf f(x) = inf f(x).

z€E lz| <R

On considere alors (x;,) une suite de B(0, R) telle que :

lim f(z,)= inf f(x).
Jim fan) = ot f(@)
On peut extraire de cette suite une sous-suite (x,, ) faiblement convergente vers
un vecteur o, € B(0, R). Alors la suite (zy,, f(2n,)),
vers (Zoo,inf|,<p f(z)) dans E x R. Or cette suite est une suite de 1’épi-

converge faiblement

graphe de f qui est une partie convexe fermée de E x R, 1’épigraphe de f est
donc séquenciellement faiblement fermé , ainsi (2o, inf|; < f(7)) appartient
a I’épigraphe de f :

flzoo) < inf f(x) = inf f(z),

 lzll<R z€E
On a donc égalité et f atteint son infimum en x . U
Exercices :
(1) Soit (E,||. ||) un espace de Banach séparable et reflexif, C' une partie

convexe bornée fermée de E . Si f : C' — R une fonction convexe
alors f atteint son infimum .

(2) Soit f € C°([0,1],R) et A > 0. démontrer I’existence de u € H{ ([0, 1])
tel que

—u’ P = f

Pour cela utiliser la fonctionelle définie sur Hg ([0, 1]) :

1 A 1
u / [|u'\2 + u4] —/ fu.
0 4 0

8.1. les grands théorémes de Banach.

8.1.1. Le théoreme de I’application ouverte.

Théoréme 8.22. Soient (E,||. ||g) et (F,||. ||p) deux espaces de Banach et
T : E — F une application linéaire surjective alors 'I' est une application
ouverte, c’est a dire que pour tout ouvert U de E alors son image par T, T'(U)
est un ouvert de F.

Exercice : démontrer ce théoreme si F est de dimension finie.
Avant de démontrer ce théoreme nous allons en donner deux conséquences im-
portantes et tres utilisées :

8.1.2. Conséquences. Le premier est le théoréme de 1’isomorphisme de Banach

Théoreme 8.23. Si T est une application linéaire bijective continue entre deux

espaces de Banach, alors son inverse est continue.

La preuve de ce fait est une conséquence du théoreme de I’application ouverte,
car celui ci nous informe qu’une telle application linéaire 7" est ouverte et donc
I’image réciproque d’un ouvert par 7! est un ouvert, c’est  dire que 1’applica-
tion T~ est continue.

Ce théoréme a la conséquence suivante :

Corollaire 8.24. Soit || . ||, et || . ||, deux normes sur un espace vectoriel E qui
font chacune de (E, ||. ||;) (j = 1,2) un espace de Banach on suppose qu’il
existe une constante C' tel que

-1 <l
alors les deux normes || . ||, et || . ||, sont équivalentes : il y a e > 0 tel que

ell- Ml <11l

En effet I’hypothese est que I’application identité est continue de (E, || . ||,) dans
(E, |l |l;), le théoreme de I’'isomorphisme de Banach nous apprend donc que sa
réciproque c’est a dire I’identité de (E, ||. ||,) dans (E, || . ||,) est continue, on
en déduit I’estimée voulue.

Exercice : Utiliser ce résultat et le théoreme d’ Ascoli pour démontrer le résultat
suivant : soit X un sous espace vectoriel fermé de 1’espace C1([0, 1]) des fonc-
tions de classe C! sur I'intervalle [0, 1]. On suppose qu’il existe une constante C
tel que

VEEX, [l < [Iflli.



a) Démontrer que sur X, les normes || @ ||co et || ® |1 sont équivalentes.
b) En déduire que la boule unité de X est compacte.
¢) En déduire que X est de dimension finie.
La seconde application importante est le théoreme du graphe fermé :
Théoréme 8.25. Soient (E,||. ||g) et (F,||. ||g) deux espaces de Banach et
T : E — F une application linéaire alors T est continue si et seulement si son
graphe
G(T)={(z,T(z)) e ExF,z € E}
est un sous espace vectoriel fermé de E X F.
Démonstration. 1l est facile de démontrer I’implication directe car lorsque 7" est
continue, le graphe de 7" est le noyau de I ’application linéaire continue
ExF—-F
(z,y) = T(z) —y

Le sens réciproque est une conséquence du théoreme de I’isomorphisme de Ba-
nach : on suppose donc que le graphe de 7" est un sous espace vectoriel fermé
de E x F, G est équipé de la norme

N(z, T(x)) = [lz]le + T ()] -
C’est donc un espace de Banach. L’application linéaire
G —E
(z,T(x)) — x

est clairement bijective continue, son inverse est donc continue. Il y a donc une
constante C' tel que

Ve € B, [lz]e + [T (2)lr < Cllz]e

On a donc
Ve € E, [|T(z)|lr < Cllz|e

T est bien continue. O

Le théoreme du graphe fermé a la conséquence suivante :

Proposition 8.26. Soient (E, ||. ||g) et (F,|. ||g) deux espaces de Banach et
T : E — F une application linéaire alors 'T' est continue si et seulement si
I'image par T de toutes suites faiblement convergentes est une suite faiblement

convergente.

Démonstration. Remarquons que le dual de I’espace produit E x F est iso-
morphe 2 E' x F/. Ainsi une suite ((z,,y,)) de E x F converge faiblement vers
(Zoo, Yoo) si et seulement si

Tp = Too €6 Yn — Yoo

Lhypothese "I’image par 7' de toutes suites faiblement convergentes est une
suite faiblement convergente" équivaut donc au fait que le graphe de 7' soit fai-
blement séquentiellement fermé dans E x F or ceci équivaut a ce que le graphe
de T soit fermé et donc d’apres le théoréeme du graphe fermé ceci équivaut a ce
que T soit continue. O

8.1.3. Preuve du théoreme de I’application ouverte. On considere donc T' :
E — F une application continue surjective et on va démontrer que 0 est intérieur
aT(B(0,1)). Avec I’égalité :

T(B(a,r)) = T(a) +rT(B(0,1)) ,
ceci impliquera que 1’image par 7' de toutes boules ouvertes est un ouvert de F,

et ceci implique facilement que 7" est une application ouverte.
On a

F = Uper- T(B(0, n))

donc le théoréme de Baire implique qu’il y a un entier non nul n tel que 7'(B(0,n))
soit d’intérieur non vide. Démontrons qu’il y a alors un zy € B(0,n)etund > 0
tel que

B(T(x0),0) € T(B(0,n))
Par hypotheseily aun y € T(B(0,n)) etun e > 0 tel que
B(y,) € T(B(0,n))
Puisque y € T(B(0,n)) il y aun yo = T'(z) € T(B(0,n)) tel que

llvo — yllp < €/2



Posons § = €/2, alors grllce a I’inégalité triangulaire , on a :
B(T'(20),8) C Bly,=) C T(B(0,n)).
On a donc également
—~B(T(0),6) = B(~T(x0), ) € T(B(0,m)).
On en déduit que
B(0,6)) c T(B(0,n)),
en effet pour v € B(0,4)), on écrit

v = %(v — T(z0)) + %(v + T'(x0)),

T(B(0,n)) est’adhérence d’une partie convexe, il est donc convexe ; on a donc
bien v € T(B(0,n)).
Posons r = §/n, on a obtenu :

B(0,r) c T(B(0,1)) ,
Ce qui signifie :
Yy € F,|lyllg < r,Ve > 0,3z € B(0,1),||T(z) — y|lr < e,
ou encore
Vn > 0,Vy € F,||lyllg < rn,Ve > 0,3z € B(0,n),||T(x) —y|lr < en.

On va maintenant démontrer que B(0,7/2) C T'(B(0,1)). On considere y € F
tel que ||y|| < r/2, on sait qu’il existe z1 € E, [|z1[|g < ] tel que

IT(x1) — ylle <r/4.

On construit ainsi par récurrence immédiate une suite (xj)x>1 tel que pour tout
entier £ > 1 on ait

1
lzrle < SR+
ettel que sizy =y — lezl T (z¢) alors
"
[2klle < ohF1

Alors puisque E est complet la série de terme général xj converge et en posant

x:Zxk

k>1

on obtient ||z|| < retT(x) =y. O

8.2. Alternative de Fredholm.
8.2.1. Les opérateurs compacts.

Définition 8.27. Soient (E,||. ||g) et (F,|. ||p) deux espaces de Banach, on
dit qu’une application linéaire T' : E — F est compacte si I’image de la boule

unité de E par T est relativement compact dans F.

Remarque 8.28. Une partie relativement compacte étant bornée, on en déduit
d’une application linéaire compact est continue. Une formulation équivalente
serait de définir une application linéaire compacte comme étant les applications
linéaires qui envoie les parties bornées de E sur des parties relativement com-

pactes de F.
8.2.2. Lien avec la topologie faible :

Proposition 8.29. Soient (E, ||. ||g) et (F,||. ||g) deux espaces de Banach et
T : E — F une application linéaire. On suppose que E est reflexif et séparable.
Alors T est un opérateur compact si et seulement si l’image de toute suite fai-
blement convergente de E par T est une suite fortement convergente. Autrement

dit T' est compact si et seulement si
Ty = Too = T(z) = T(T0)-

Démonstration. Ceci est en effet une conséquence du théoreme de Banach-
Alaoglu. Par définition, 7" est un opérateur compact si et seulement si de toute
suite bornée de E on peut extraire une sous suite dont I’image par 7' converge.
Or lorsque E est reflexif et séparable on sait que de toute suite bornée, on peut
extraire une sous suite faiblement convergente. Ainsi la condition énoncée ci
dessus implique la compacité de 1’opérateur 7'.

Réciproquement lorsque 7' est un opérateur compact, alors 1" est continue . Et si
(xy,) est une suite faiblement convergente :

Tn — Too
alors (T'(xy,)) est une suite faiblement convergente :

T(zp) = T(xo) -



La suite (z,,) est bornée, la compacité de 1’opérateur 7" implique la suite (7'(zy,))
reste dans un compact de F. En particulier elle admet des sous suites conver-
gentes fortement. Or une suite qui converge fortement, converge faiblement; on
en déduit que la seule valeur d’adhérence de la suite (7'(x,)) est T(z). La
suite (7'(x,,)) reste dans un compact de F et n’a qu’une seule valeur d’adhé-
rence : elle converge donc vers cette valeur d’adhérence. O

Des exemples :
— Les opérateurs de rang fini sont compacts.
— Une limite en norme d’opérateurs d’une suite d’opérateurs compacts est
compact. Si T,, : E — F est une suite d’opérateurs compacts qui
converge vers un opérateur 7, : E — F :

Erfoo 1T — TOOHL(E,F) =0

alors 715, est un opérateur compact. La preuve de ce dernier résultat est
identique a celle que I’on a fait dans le cadre des espaces de Hilbert. On
invite le lecteur a refaire cette preuve dans ce cadre 1 et réaliser que celle
ci est identique.

— En particulier, une limite d’opérateurs de rang fini est compact. Cepen-
dant il n’est pas vrai qu’en général tout opérateur compact est limite
d’opérateur de rang fini. La problématique de trouver des critéres pour
que dans un espace de Banach, tous les opérateurs compacts soient limite
d’opérateurs de rang fini est une question intéressante (voir par exeemple
le livre de Gohberg et Krein et I’article de Enflo dans la revue Acta ma-
thematica en 1973 vol 130, pages 309 et suivantes. )

— Démontrer que si 1 < p < 4ooetquesiT : (P(N,R) — P(N,R) est
un opérateur compact alors il existe une suite (7,) d’opérateurs de rang
fini qui converge vers T2,

— Lorsque X est un espace métrique compact et k une fonction continue
sur le produit X x X et y une mesure finie sur X alors I’application

32. 1l faudra pour cela reprendre la preuve qui a été faite dans le cas des espaces de Hilbert
séparable. Et démontrer qu’en fait pour chaque ¢ >, il existe y(1),...,y(k) € P(N,R) et
N > 0 tel que I’image par T' de boule unité de 7 (N, R) soit incluse dans la réunion des boules
de centres y; et de rayon /3 et que de plus les suites y(1), . .., y(k) soient nulles a partir du rang
N + 1. 11 faudra alors considérer la projection 7 qui a une suite (uo, U1, Uz, ... ... ) associe la

suite (uo, u1,...,un,0,0,0,...... ).

Trp : CO(X,R) — CY(X,R) définie par
TouF)(e) = [ kla.n) fo)auty)

est une application compacte *°.

8.2.3. Dualité et opérateur compact : Une propriété utile des opérateurs com-
pacts est le théoreme de Schauder :

Théoréme 8.30. Soient (E, ||. ||g) et (F,|. ||p) deux espaces de Banach, si
T : E — F est une application linéaire compacte alors son adjoint est T' :
F' — E.

Démonstration. On sait donc que K = T'(Bg) est un compact de F. On consi-
dere le sous ensemble & des fonctions continues sur K formées par les restric-
tions a K des formes linéaires continues de norme inférieure a 1 :

E={l:K—-R (cF |l <1} CCOK,R).
On vérifie facilement que £ est une famille équicontinue
teé zye K= |l(z)—ly)| <z -yl

et bornée :

te&xe K= |lx)<|T.
D’apres le théoréme d’ Ascoli, € est une partie relativement compacte de C°( K, R).
Ceci implique que 1’image par I’adjoint de T' de la boule unité de F’ est rela-
tivement compacte dans E’. En effet si ({;) est une suite des formes linéaires
continues de norme inférieure a 1. Le résultat sur I’on vient de prouver montre
qu’il existe une sous suite (¢, ) qui converge uniformément sur .

Ve > 0, 3ko,Vp, q > ko, sup [y, (y) — ln, (y)| < e.
yeK

Ceci implique que la suite (77(¢,,)) = (¢n, o T) est de Cauchy dans E’. En
effet
Ve > 073k07vp7 q= kOv

sup [€n,, (T'(x)) = o, (T'())] < sup |€n, (y) = ln, (y)| <&
rEBR yeK

33. Faite la preuve en exercice, il faudra utiliser le théoreme de Heine et le théoréme d’ Ascoli.



Elle converge donc. On a bien démontré que 1’adjoint de 7" est un opérateur
compact. O

8.3. Alternative de Fredholm. Le lemme suivant nous sera tres utile dans la
suite de ce chapitre :

Lemme 8.31. de Riesz. Soit (E, || . ||) un espace vectoriel normé et ¥ C E un
sous espace vectoriel fermé de E. Si F # E alors pour tout ¢ €0, 1], il existe
un x € E tel que

|lz]| =1 et d(z,F)>1—e.

Démonstration. Soitdonc b & F,ilyac € F'tel que
(L—e)b— el <d(b,F) .

On pose alors
b—c

r=-—.
[b— ¢l

Pour z € F, on a alors :

1
e =2l = m—r o —c— b —clz]
16—l

et puisque ¢ — ||[b —¢||z € Fona:
1b—c—lb—=cllz]| = d(b, F) = (1 = ¢g)[b—¢|.
D’ol le résultat énoncé. O

Le but de ce chapitre est de démontrer le théoréme suivant :

Théoreme 8.32. Soit (E, ||. ||) un espace de Banach et T : E — E un opé-
rateur compact. Alors I’opérateur Idg —T est injectif si et seulement si il est
surjectif et donc si et seulement si il est un isomorphisme. De plus il existe un

entier v tel que si k est un entier supérieur ou égal a v alors
ker(Idg —T)"” = ker(Idg —T)* et Im(Idg —T)" = Im(Idg —T)*
de plus on a la décomposition :
E = ker(Idg —7")" @ Im(Idg —T")",

et les projecteurs sur chacuns des facteurs de cette décomposition sont continus

et ils commutent avec T'.

On commence pour cela par démontrer le résultat préliminaire suivant :

Proposition 8.33. Soit (E,||. ||) un espace de Banach et T : E — E un
opérateur compact alors ker(1dg —T') est de dimension finie et Im(Idg, —T') est
un sous espace vectoriel fermé de codimension finie.

Démonstration. Lapremiere assertion est une conséquence du théoreme de Riesz
puisque 7" est compact, ¢’est un opérateur continu et ainsi ker(Idg —7") est un
sous espace vectoriel fermé de E. De plus pour tout € ker(Idg —7') on a
T'(x) = x. Ainsi la boule unité de ker(Idg —7") est relativement compacte car
incluse dans T'(Bg), le théoréme de Riesz implique donc que ker(Idg —7") est
de dimension finie.

Soit (eq,...,ey,) une base de ker(Idg —7'), considérons maintenant la base

duale (A1, . ..,6,) i.e. pour chaque z € ker(Idg —T')
x = Z 0;(x)e;.

L’espace ker(Idg —7") étant de dimension finie, les formes linéaires 0; sont
continues et le théoreme de Hahn-Banach nous permet de trouver une forme
linéaire continue 0; sur E qui étende 6;. 11 est alors facile de démontrer que le
sous espace vectoriel £} = N; ker 0; est un supplémentaire de ker(Idg —7") 3,

On montre alors qu’il y a une constante € > 0 tel que
(29) Vo € By, |lo = T(x)|| = efl«],

en effet si cela n’était pas le cas on trouverait une suite (z,,) de F; telle que
1
VneN [ |lzp) =1 et |z, —T(z,)| < e

Par compacité de I’opérateur 7" on pourrait alors extraire une sous suite ()
telle que la suite (7'(xy, )), converge vers un y € E. Puisque I’on aurait :

1
I, = Tlwn )l < -,
k
on en déduirait :

liin Tpy, =Y

34. L’argumentation faite ici permet de démontrer le lemme suivant

Lemme 8.34. Un sous espace vectoriel de dimension finie d’un espace de Banach admet toujours

un supplémentaire fermé.



etdonc ||y|| = 1; de plus puisque F; est un sous espace vectoriel fermé de E on
aurait y € F et aussi y = T'(y) par continuité de 7', ce qui est impossible car
Ey Nker(Idg —T) = {0}.

A I’aide de I’inégalité (29), il est facile alors de conclure que I'image de Idg —7
est fermé. En effet puisque £ est un supplémentaire de ker(Idg —7") on a

Im(Idg —T) = (Idg —T)(E}).

Et I’inégalité (29) implique que qu’une suite d’éléments de (Idg —7")(E1) qui
converge dans E converge vers un élément de (Idg —7")(E1).
La derniere assertion est alors un corollaire du fait suivant :

Proposition 8.35. Soient (E, ||. ||g) et (F,||. ||g) deux espaces de Banach et
A : E — F est une application linéaire continue alors

Im A = Npeier 4 ker A'.
Ceci est en effet une conséquence de la proposition (6.18) et du fait que
lekerA' <= Lo A=0 < (|, ,=0.

Dans notre cas, grice au théoreme de Schauder, on sait que I’opérateur 7" est
aussi compact et donc que le noyau de I’opérateur Idgy —7" est de dimension
finie. Si on considere une base ({1, ..., ) de ker(Idgs —T"), on obtient :

Im(Idg —T') = {z € E,Vj,¢j(x) = 0}
ce qui montre que I’image de I’opérateur Idg —7" est de codimension finie. [

Exercice : En vous aidant des arguments donnés ci dessus démontrer le résultat
suivant :

Proposition 8.36. Soient (E,|. ||g) et (F,||. ||g) deux espaces de Banach,
on suppose que E est un espace de Banach séparable réflexif et on considere
A : E — F une application linéaire continue. Le noyau de A est de dimension
finie et I'image de A est fermée si et seulement si 'implication suivante est
vraie : "pour toute suite (x,,) de E telle que

— (xy) converge faiblement

— (A(zy,)) converge fortement
alors (xy,) converge fortement."

On commence alors la démonstration de 1’alternative de Fredholm : pour [ € N
on pose

N; = ker(Idg —7T)".
On sait que (/V;) forme une suite croissante de sous-espaces vectoriels de E
chacun de dimension finie.
Supposons que pour tout entier [

N G Nija.
Alors grice au lemme de Riesz, on peut, pour tout entier [, trouver un vecteur
x; € Npyq tel que
ol =1 et d(m, N > 3.
Alors pour z € Nj,on a
T(x;) —T(x) =2, — [z + (Idg —T)(z;) — (Idg —T)(z)] .

Or (Idg —T)(z;) € Ny, z € Nyet (Idg —T)(xz) € N;, donc on a pour tout
Tz € N;:

1T(x1) = T()|| = d(z1, Ni) >

N

On applique ceci a z; pour les entiers j < [, et on obtient pour tous les entiers
j<l:
1T () = T()]| =

DN |

Ce qui implique que la suite (7'(z,,)) n’a pas de valeurs d’adhérences et ceci
est contradictoire avec I’hypothese que 1’opérateur ' est un opérateur compact.
Il existe donc un entier [ tel que N; = N1, ceci implique qu’alors pour tout
entier k > [ : N; = Ng.

De la méme fagon la suite (R; = Im(Idg —7)") est une suite décroissante de
sous espace vectoriel fermé de E de codimension finie. On sait qu’il existe un
entier k tel que pour tout entier j > k :

ker(Idgy —T")7 = ker(Idgy —T")*
et avec la proposition (8.35), on en déduit que pour tout j > k ona R; = Ry.
Notons v le premier entier [ tel que N; = N1, et u le premier entier [ tel que
Ry = Ryy1. Lopérateur (Idg —7) : R, — R, estsurjectif **. Démontrons que
cet opérateur est injectif :

35. notez que (Idg —T')(R,) = Ru+1 = R,..



Soit x € R, vérifiant (Idg —7")(x) = 0. Puisque pour tout entier / > 0 on a
(Idg —T)(R,) = Ry, on trouve y € R,, tel que

z = (Idg =T)" ().
Onaalorsy € Nyy1 = N, etdonc x = (Idg —7)"(y) = 0 et on a bien
démontré que I’opérateur (Idg —7') : R, — R, est injectif. Ainsi I’opérateur
(Idg =T') : R, — R, estun isomorphisme.
Ceci démontre que si Idg —7 est surjectif ** alors il est un isomorphisme.
On en déduit que lorsque x € ker(Idg —T)**! alors y = (Idg —T)¥(z) € R,
et (Idg —T)y = 0 donc y = 0; c’est a dire = € ker(Idg —T")*. Ceci démontre
que ker(Idg —7)**! = ker(Idg —T)* et donc que

v < U

Provons maintenant I’inégalité v > p. Soity € R,,_1 \ R, on peut trouver x €
E tel que y = (Idg —7)*"'(z); ona (Idg —7T)(y) € R,,. Puisque (Idg —T) :
R, — R,, estun isomorphisme, on peut trouver un unique z € R, tel que

(Idg —T)"(2) = (Idg —T)(y) -
On a donc
(Idg —T)"(z — z) = (Idg —T)"(2) — (Idg —T)(Idg —T)" "} (x)
(Idg —T)*(2) — (Idg —T)(y)
0

donc z — x € ker(Idg —7")* mais remarquons alors que z € R,,, donc
(Idg ~T)""*(2) € R,
et alors
(Idg —T)" (2 — x) = (Idg —T)" (2) — y # 0.
Ainsi on a trouvé un élement
2z — 2 € ker(Idg —T)* \ ker(Idg —T)""!.
Ce qui implique que

V> U

36. Cestadiresi = 0: Im(Idg —7T) = Im(Idg —7)° = E.

On a donc démontré que v = . On peut alors conclure que

E = ker(Idg —7)" @ Im(Idg —T")"
En effet il est alors clair que si « € ker(Idg —7")” N Im(Idg —7)" alors x =
(Idg —T)"(z) avec z € ker(Idg —T)? = ker(Idg —7)” donc

x=(Idg -T)"(2) =0 .
Ensuite si « € E, on a (Idg —7)"(z) € R, = ((Idg —7")")(R,). On trouve
donc y € R, tel que
(Idg =T)"(z) = (Idg =T)"(y)-
On a ainsi
r=x—y+yavec (Idg—T)(r—y)=0 et y€R,.

Ce qui montre que

E = ker(Idg —7)" @ Im(Idg —T')",
La construction ci-dessus montre que les projecteurs sur chacuns des facteurs de
cette décomposition commutent avec 7'. La continuité de ces projections vient

du fait que grice au théoreme d’isomorphisme de Banach, 1’application réci-
proque de

(Idg -T)” : R, — R,
est continue, si on note GG cette application réciproque alors le raisonnement ci
dessus montre que la projection sur le facteur R, de cette décomposition est
G o (Idg —T')", il est donc continue. O
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