
ESTIMÉES DU NOYAU DE GREEN ET DE LA CHALEUR SUR LES ESPACES
SYMÉTRIQUES.

GILLES CARRON

RÉSUMÉ. On majore les noyaux de Green et de la chaleur au dehors de la diagonale pour
des opérateurs de type laplacien sur les espaces symétriques.

1. INTRODUCTION

On considère ici un espace symétriqueX = G/K de type non compact. À une repré-
sentation unitaire (ρ, V ) de dimension finie deK, on associe le fibré vectorielG×K V au
dessus deX, dont l’espace des sections lisses s’identifie à

C∞(E) '
{
σ ∈ C∞(G, V ), ∀g ∈ G, ∀k ∈ K : f(gk) = ρ

(
k−1

)
f(g)

}
L’objet de cet article est un opérateur de type laplacienG−invariant agissant sur les sec-
tions deE

L = ∇∗∇+ V

où ∇ est une connexion hermitienneG invariante surE et R un sectionG−invariante
du fibré des endomorphismes hermitiens deE. Nous donnons quelques estimations de la
résolvante et du noyau de la chaleur associé àL. Notre premier résultat est le suivant :

Théorème A. Notonsα0 le bas du spectre de l’opérateurL, e = Id .K ∈ X et Gs(x, y)
le noyau de Schwarz de la résolvante

(
L− α0 + s2

)−1
où s est un nombre complexe de

partie réelle strictement positive. Il y a alors une constanteC telle que pour toutx ∈ X
tel qued(x, o) ≥ 2 alors

|Gs(x, o)| ≤ Ce−ρ(x+)−Re (s)d(x,o) ,

où on a notéx+ la composante suivant̄a+ de x dans la décomposition de CartanG =
Keā+

K etρ ∈ a∗C la demi somme des racines restreintes positives associées à(gC, a).

Notre résultat est sensiblement meilleur que celui obtenu récemment par N. Lohoué et
S. Mehdi à propos du laplacien de Hodge deRham ; dans [7], en utilisant un théorème de
Paley-Wiener de P. Delorme ([5]) et la théorie des représentations deG, ils obtiennent pour
tout ε ∈]0, 1[ l’existence d’une constanteCε telle que pour toutx ∈ X tel qued(x, o) ≥ 1,

|Gs(x, o)| ≤ CΦ0(x) e−(1−ε)Re (s)d(x,o) ,

où Φ0 est la fonction sphérique élémentaire de Harish-Handra deG. On sait qu’il y a une
constante telle queΦ0(x) ≥ C e−ρ(x+

), en fait la fonctionΦ0(x)eρ(x+) croit polynomia-
lement sur̄a+ ([1]).
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Cependant notre estimation n’est pas, en général, optimale. Par exemple pour les fonc-
tions, on sait grâce au travail de J-P. Anker et L. Ji ([2, theorem 4.22 i)]) que pours > 0,
l’on a une estimation de la forme

C−1d(x, o)−βΦ0(x)e−ρ(x+) ≤ Gs(x, o) ≤ C d(x, o)−βΦ0(x)e−sd(x,o)

où si on noteΣ++ les racines positives indivisibles etl le rang deX alorsβ = |Σ++|+ l−1
2 .

En fait, on a l’estimationd(x, o)−βΦ0(x) ≤ Cd(x, o)−
l−1
2 e−ρ(x+). Sur les fonctions,

notre estimation est donc optimale en rang1 et en rang supérieur, elle est optimale à un
facteur polynomiale près ; notons également que grâce à [3, theorem 3.6], notre résultat est
optimal pour le laplacien de Hodge-deRham en rang1.

La preuve de notre estimation n’utilise que deux ingrédients à savoir un argument clas-
sique de propagation à vitesse finie et une estimation du volume deKB(x, 1) ⊂ X. Nous
avons également obtenu une estimation du noyau de Schwarz de l’opérateur de la chaleur
e−tL par la même méthode. Pour énoncer ce résultat, on rappelle quelques notations sur la
structure algèbrique deX. On notek ⊂ g les algèbres de Lie deK etG et

g = k⊕ p

la décomposition en espaces propres de l’involution de Cartan. Sia ⊂ p est une sous-
algèbre abélienne maximale etΣ ⊂ a∗C le système restreint des racines de(g, a). On fixe
alorsa+ ⊂ a une chambre de Weil et on noteΣ+ ⊂ Σ le système des racines restreintes
positives associés. Le rang de l’espace symétriqueX est l = dim a ; la dimension de
l’espace symétriqueX est notéed. L’espacep se décompose en

p = a⊕ n = a⊕
⊕

α∈Σ+

nα.

où poura ∈ a et n ∈ nα, nous avonsad(a)n = α(a)n. On note aussimα = dim nα et
doncρ = 1

2

∑
α∈Σ+ mαα ∈ a∗C. Dans la décomposition de Cartan deG = Keā+

K, si

x = gK ∈ X = G/K , on notex+ un élément dēa+ telle quegK ∈ Kex+
K. Notre

estimation est alors la suivante :

Théorème B. Notonsht(x, y) le noyau de Schwarz de l’opérateur de la chaleure−tL. Il
existe une constanteC telle que pour toutx ∈ X tel qued(x, e) ≥ 2 alors

|ht(x, e)| ≤ C e−α0t−ρ(x+)− d(x,o)2

4t φt(x)

où

φt(x) =


√

t
d(x,o)+

√
t

si d(x, o) ≤ t

d(x,o)
d+l
2 −1

t
d+l−1

2

∏
α∈Σ+

(
1+α(x+)
t

d(x,0)+α(x+)

)mα/2

si d(x, o) ≥ t

Cette majoration n’est également pas optimale. On peut comparer notre estimation avec
celle obtenue par N. Lohoué et S. Mehdi à propos du laplacien de Hodge deRham [7] ; ils
obtiennent pour toutε ∈]0, 1[ des constantesCε etAε telles que sid(x, o) ≥ Aε alors

|ht(x, o)| ≤ CεΦ0(x)e−α0te−(1−ε)
d(x,o)2

4t t−εγ .

Notre estimation est donc meilleure lorsqued(x, o) tend vers l’infini mais bien plus mau-
vaise lorsquet tend vers+∞. Dans le cas de l’espace hyperbolique réel et du laplacien
scalaire, on peut vérifier avec l’estimation de E. Davies et N. Mandouvalos [4] que notre
estimée est optimale dans le régime oùd(x, o) ≥ max{2, t}.
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2. UNE ESTIMÉE DE VOLUME

Nous démontrons ici le résultat suivant :

Proposition 2.1. Il y a des constantes strictement positivesc, C telle que pour toutε ∈
[0, 1[ etx ∈ X alors

ce2ρ(x+) εl
∏

α∈Σ+

(
ε + α(x+)
1 + α(x+)

)mα

≤ volKB(x, ε) ≤ Ce2ρ(x+) εl
∏

α∈Σ+

(
ε + α(x+)
1 + α(x+)

)mα

.

Démonstration.Grâce à [2, lemme 2.1.2], nous savons que

KB(x, ε) ' K exp(B(x+, ε) ∩ ā+)

dans la décomposition de CartanX = Keā+
. Ainsi si J(h)dkdh est la forme volume de

X dans les coordonnées(k, h) 7→ kehK nous avons :

volKB(x, ε) =
∫

B(x+,ε)∩a+
J(h)dh.

Cependant nous avons

J(h) = C
∏

α∈Σ+

sinhmα(α(h)) ≈ e2ρ(h)
∏

α∈Σ+

(
α(h)

1 + α(h)

)mα

.

Grâce au [2, lemme 2.1.6 i)], on en déduit que pourε ∈]0, 1[ eth ∈ B(x+, ε) ∩ a+, on
a

ρ(x+)− |ρ| ≤ ρ(h) ≤ ρ(x+) + |ρ|
et pourα ∈ Σ+,

1
1 + ε

(1 + α(x+)) ≤ 1 + α(h) ≤ (1 + ε)(1 + α(x+))

α(h) ≤ α(x+) + ε

On en déduit aisément la majoration annoncée.
Pour la minoration, on considèreΣ+++ = {α1, ..., αl} un système de racines réduites

qui est une base dea∗C etE1, ..., El la base dea duale àΣ+++, si
∑

α∈Σ+ α =
∑l

i=1 xiαi,
on pose alors

v =
∑

i

xiEi.

Ainsi pourα ∈ Σ+, on aα(v) = 1 On a bien évidemment

B

(
x+ +

ε

10 + 10|v|
v,

ε

20 + 20|v|

)
⊂ B(x+, ε)

or surB
(
x+ + ε

10+10|v|v, ε
20+20|v|

)
, on a pourα ∈ Σ+

α ≥ α(x+) +
ε

10 + 10|v|
α(v)− ε

20 + 20|v|
≥ α(x+) +

ε

20 + 20|v|
.

On obtient ainsi facilement une minoration du volume deKB
(
x+ + ε

10+10|v|v, ε
20+20|v|

)
et donc du volume deKB(x+, ε). �
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3. ESTIMATION DU NOYAU DE GREEN

Ici, on étudie le noyau de Schwarz de l’opérateur(L−α0+s2)−1 au dehors de la diago-
nale oùs est un nombre complexe de partie réelle strictement positive. On commence par
une estimée classique induite par la propriété de propagation à vitesse finie de l’opérateur
cos
(
t
√

L− α0

)
(cf. par exemple [8, appendice D]).

Lemme 3.1.Soitσ ∈ L2(B(o, 1), E) etu := (L−α0+s2)−1σ alors pourA := KB(x, 1)
avecx ∈ X vérifiantd(x, o) ≥ 2, on a

‖u‖L2(A) ≤
1

Re (s)2
e−Re (s)(d(x,o)−2) ‖σ‖L2 .

Démonstration.En effet, on a

u =
∫ ∞

0

esξ

s
cos
(
ξ
√

L− α0

)
σ dξ.

Les hypothèses faites surx etσ et la propriété de propagation à vitesse finie implique que
dès que0 ≤ ξ ≤ d(x, o)− 2 , on a ‖ cos

(
ξ
√

L− α0

)
σ‖L2(A) = 0 . D’où

‖u‖L2(A) ≤
∫ ∞

d(x,o)−2

eRe (s)ξ

|s|

∥∥∥cos
(
ξ
√

L− α0

)
σ
∥∥∥

L2(A)
dξ

≤
∫ ∞

d(x,o)−2

eRe (s)ξ

s

∥∥∥cos
(
ξ
√

L− α0

)
σ
∥∥∥

L2(X)
dξ

≤
∫ ∞

d(x,o)−2

eRe (s)ξ

s
‖σ‖L2(X) dξ

≤ 1
Re (s)2

e−Re (s)(d(x,o)−2)‖σ‖L2 .

�

Lemme 3.2. Il y a une constanteC qui ne dépend que queX ets telle qu’il y a unk ∈ K
tel que

‖u‖L2(B(x, 1
4 )) ≤ Ce−Re (s)d(x,o)−ρ(x+)‖σ‖L2 .

Démonstration.En effet∫
KB(x, 1

4 )

(∫
B(y, 1

2 )

|u|2(z)dz

)
dy =

∫
KB(x,1)

vol (B (z, 1/2) ∩KB (x, 1/4)) |u|2(z)dz

≤ C

∫
KB(x,1)

|u|2(z)dz.

On en déduit donc l’existence d’uny ∈ KB
(
x, 1

4

)
tel que(

volKB

(
x,

1
4

))1/2

‖u‖L2(B(y,1/2)) ≤ Ce−Re (s)d(x,o)‖σ‖L2 .

Il y a donc unk ∈ K telle qued(y, kx) ≤ 1
4 et d’où B(kx, 1

4 ) ⊂ B(y, 1
2 ) et grâce à

l’estimée (2.1) :vol(KB(x, 1
4 ))1/2 ≈ eρ(x+), on obtient bien le résultat annoncé. �

On utilise alors l’estimée elliptique standard suivante :



ESTIMÉES DU NOYAU DE GREEN ET DE LA CHALEUR SUR LES ESPACES SYMÉTRIQUES. 5

Proposition 3.3. Soit λ ∈ C, il y a une constanteC qui dépend deX, λ, L telle que si
r ∈]0, 1] et siv ∈ L2(B(x, r), E) vérifieLv = λv alors

|v(x)| ≤ C

rd/2
‖v‖L2(B(x,r)).

On en déduit donc l’estimation :

|u(kx)| ≤ Ce−Re (s)d(x,o)−ρ(x+)‖σ‖L2 .

Ceci implique que(∫
B(o,1)

|Gs(kx, y)|2dy

)1/2

≤ Ce−Re (s)d(x,o)−ρ(x+).

Les mêmes estimées elliptiques fournissent alors la majoration suivante :

pourd(x, o) ≥ 2 : |Gs(kx, o)| = |Gs(x, o)| ≤ Ce−Re (s)d(x,o)−ρ(x+).

Ce qui démontre le théorème (A).

4. ESTIMATION DU NOYAU DE LA CHALEUR

On étudie maintenant de la même façon le noyau de Schwarz de l’opérateur de la chaleur
e−tL au dehors de la diagonale. Nous commençons par le même type d’estimations :

Lemme 4.1. Soit σ ∈ L2(B(o, ε), E) et ft := e−tLσ alors pourA := KB(x, ε) avec
x ∈ X vérifiantd(x, o) ≥ 2ε, on a

‖u‖L2(A) ≤
e−α0t

√
πt

∫ ∞

d(x,o)−2ε

e−
ξ2

4t dξ ‖σ‖L2 .

Cette estimation se montre de la même façon que l’estimée en partant de la formule :

ft =
e−α0t

√
πt

∫ ∞

0

e−
ξ2

4t cos
(
ξ
√

L− α0

)
σ dξ.

En reprenant la preuve du lemme (3.2), on obtient que si de plusε ∈]0, 1/2] alors on trouve
unk ∈ K tel que

‖ft‖2L2(B(kx, ε
4 )) ≤ C

εd

volKB(x, ε)
‖ft‖2L2(A).

Maintenant, on utilise l’estimation parabolique suivante :

Proposition 4.2. Il y a une constanteC (qui ne dépend que deX, L) telle que sir ∈]0, 1]
et siv ∈ L2([t− r2, t]×B(x, r), E) est une solution de l’équation :

∂

∂t
v + Lv = 0

alors

|v(t, x)|2 ≤ C

rd+2

∫ t

t−r2

(∫
B(x,r)

|v(τ, y)|2dy

)
dτ.

Il y a donc une constanteC tel que pourε ∈]0, 1/2] et t ≥ 2ε2 alors

|ft(kx)|2 ≤ C

εd+2

∫
[t−ε2,t]×B(kx, ε

4 )

|fτ (y)|2dτdy.
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Avec l’estimation∫ ∞

A

e−
ξ2

4t dξ =
√

t

∫ ∞

A2/4t

e−v dv√
v
≤ C

√
t

A√
t
+ 1

e−A2/4t ,

on obtient, pourt ≥ 2ε2 etd(x, o) ≥ 2, l’estimée suivante

|ft(kx)| ≤ C (volKB(x, ε))−1/2

√
t

d(x, o) +
√

t
e−α0t− (d(x,o)−2ε)2

4t .

On en déduit que(∫
B(o,1)

|ht(kx, y)|2dy

)1/2

≤ C (volKB(x, ε))−1/2

√
t

d(x, o) +
√

t
e−α0t− (d(x,o)−2ε)2

4t .

Les mêmes estimées paraboliques donnent alors la majoration suivante : pourε ∈
]0, 1/2], t ≥ 3ε2 etd(x, o) ≥ 2 :

|ht(kx, o)| = |ht(x, o)| ≤ C(εd volKB(x, ε))−1/2

√
t

d(x, o) +
√

t
e−α0t− (d(x,o)−2ε)2

4t .

Or nous avons
(d(x, o)− 2ε)2

4t
=

d(x, o)2

4t
− d(x, o)ε

t
+

ε2

t
.

Donc lorsqued(x, o) ≤ t on choisitε = 1/100 et on obtient la majoration :

|ht(x, o)| ≤ C

√
t

d(x, o) +
√

t
e−α0t− d(x,o)2

4t −ρ(x+)

Lorsqued(x, o) ≥ t on choisitε = t
100d(x,o) et on obtient pourd(x, o) ≥ 2

|ht(x, o)| ≤ C

√
t

d(x, o)

(
d(x, o)

t

) d+l
2 ∏

α∈Σ+

(
1 + α(x+)
t

100d(x,o) + α(x+)

)mα/2

e−α0t− d(x,o)2

4t −ρ(x+)

≤ C
d(x, o)

d+l
2 −1

t
d+l−1

2

∏
α∈Σ+

(
1 + α(x+)
t

d(x,o) + α(x+)

)mα/2

e−α0t− d(x,o)2

4t −ρ(x+)

Ce qui termine la démonstration du théorème (B).

5. APPLICATIONS

Dans [3], une estimation du prolongement analytique de la résolvante avait été obte-
nue ; cependant les méthodes rudimentaires utilisées ici ne permettent pas d’obtenir un
tel résultat. Néanmoins, nos estimées comme celle de N.Lohoué et S. Mehdi permettent
une estimation inférieure du bas du spectre de l’opérateurL sur des espaces localement
symétriquesΓ\G/K oùΓ ⊂ G est un sous-groupe discret sans torsion.
Définition : (cf. [3, theorem 2.7]) SoitΓ ⊂ G est un sous-groupe discret sans torsion,
on noteδ̃(Γ) l’exposant critique modifié deΓ qui est l’exposant critique de la série de
Poincaré : ∑

γ∈Γ

eρ(γ+)−sd(γ(o),o) .
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NotonsG0
s(x, y) le noyau de Green de l’opérateur(∆ − |ρ|2 + s2)−1. Grâce à notre esti-

mation et à l’estimation inférieure deG0 de J-P. Anker et L.Ji ([2, Theorem 4.2.2]), on sait
que pour touts > 0 etη ∈]0, s[, il y a une constanteCs,η tel que pour toutx, y ∈ X,

|Gs(x, y)| ≤ Cs,ηG0
s−η(x, y)

Le même raisonnement que celui utilisé pour démontrer [3, theorem 2.7] montre que :

Théorème 5.1. i) Si δ̃(Γ) > 0 alors le bas du spectre deL surΓ\G/K est minoré
par α0 − (δ̃(Γ))2.

ii) Si δ̃(Γ) ≤ 0 alors le bas du spectre deL surΓ\G/K est minoré parα0.

iii) Si δ̃(Γ) ≤ 0 et si le rayon d’injectivité deΓ\G/K est non-majoré i.e.

sup
x∈X

inf
γ∈Γ

d(x, γ(x)) = ∞

alors le bas du spectre deL estα0.

Remarques5.2. i) Cet exposant critique modifié se compare aisément à l’exposant
critique deΓ, à savoir àδ(Γ) l’exposant critique de la série∑

γ∈Γ

e−sd(γ(o),o).

Si on noteρmin = infH∈a+ ρ(h)/|h| alors

ρmin + δ̃(Γ) ≤ δ(Γ) ≤ |ρ|+ δ̃(Γ)

ce qui permet de ré-obtenir le résultat de N. Lohoué et S. Mehdi [7, theorem 6.1].

ii) Lorsqueδ̃(Γ) <
√

α0, ce résultat implique que le noyauL2 deL surΓ\G/K est
trivial. Il est cependant difficile d’obtenir des calculs explicites deα0. Concernant
le laplacien de Hodge-deRham sur les formes différentielles des calculs explicites
sont fait par H. Donnelly, E. Pedon en rang1 ([6, 9, 10]) et par N. Lohoué et S.
Medhi pour certains espaces hermitiens [7, Appendix A].
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