ESTIMEES DU NOYAU DE GREEN ET DE LA CHALEUR SUR LES ESPACES
SYMETRIQUES.

GILLES CARRON

RESUME. On majore les noyaux de Green et de la chaleur au dehors de la diagonale pour
des opérateurs de type laplacien sur les espaces symétriques.

1. INTRODUCTION

On considére ici un espace symétrigiie= G/ K de type non compact. A une repré-
sentation unitaireq, V) de dimension finie dé&, on associe le fibré vectoriél x x V au
dessus de&X, dont I'espace des sections lisses s’identifie a

C*(E)~{ceC®G,V),Vge G, Vke K : f(gk)=p (k") f(9)}

L'objet de cet article est un opérateur de type laplaciernvariant agissant sur les sec-
tions dekE

L=V'V+V
ou V est une connexion hermitienr& invariante surE’ et R un sectionG—invariante

du fibré des endomorphismes hermitiensileNous donnons quelques estimations de la
résolvante et du noyau de la chaleur assodié ldotre premier résultat est le suivant :

Théoréme A. Notonsay le bas du spectre de I'opératelr, e = Id .K € X etG,(z,y)

le noyau de Schwarz de la résolvalﬁrb— ag + 32)_1 ou s est un nombre complexe de
partie réelle strictement positive. Il y a alors une constafitéelle que pour toutr € X
tel qued(z, 0) > 2 alors

|Gs(x,0)| < Ce_p(fﬁ)_Re (s)d(x,0) ’

ou on a notért la composante suivant™ de z dans la décomposition de Cartai =
at . . . " L. N
Ke* K etp € af la demi somme des racines restreintes positives associges ).

Notre résultat est sensiblement meilleur que celui obtenu récemment par N. Lohoué et
S. Mehdi a propos du laplacien de Hodge deRham ; dans [7], en utilisant un théoréme de
Paley-Wiener de P. Delorme ([5]) et la théorie des représentatiofisitheobtiennent pour
toute €]0, 1] I'existence d'une constantg. telle que pour tout € X tel qued(z, o) > 1,

|GS($,O)| < C‘I’Q(l‘) e—(l—e)Re (s)d(x,0) ;

ou ® est la fonction sphérique élémentaire de Harish-Handr@.den sait qu'il y a une
constante telle quéy(z) > Ce~*"), en fait la fonction® (x)e?") croit polynomia-

lement su@™ ([1]).
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Cependant notre estimation n’est pas, en général, optimale. Par exemple pour les fonc-
tions, on sait grace au travail de J-P. Anker et L. Ji ([2, theorem 4.22 i)]) quespoud,
I'on a une estimation de la forme

C_ld(x,o)_ﬁq)o(x)e_p(ﬁ) < Gy(x,0) < Cd(x,0) Pdy(z)e™ 40

ou sion not&2* les racines positives indivisibleside rang deX alorsg3 = |E++|+l*71.
En fait, on a l'estimationi(z, 0)#®,(z) < Cd(z,0)~ = e~ Sur les fonctions,
notre estimation est donc optimale en rangt en rang supérieur, elle est optimale a un
facteur polynomiale prés ; notons également que grace a [3, theorem 3.6], notre résultat est
optimal pour le laplacien de Hodge-deRham en rang

La preuve de notre estimation n'utilise que deux ingrédients a savoir un argument clas-
sique de propagation a vitesse finie et une estimation du volumi&Rie:, 1) C X. Nous
avons également obtenu une estimation du noyau de Schwarz de I'opérateur de la chaleur
e~tL par la méme méthode. Pour énoncer ce résultat, on rappelle quelques notations sur la
structure algebrique d&. On notet C g les algébres de Lie d& et G et

g=tdp

la décomposition en espaces propres de l'involution de Cartam.Sip est une sous-
algébre abélienne maximale BtC af: le systéme restreint des racines(gea). On fixe
alorsa® C a une chambre de Weil et on nafe™ C X le systéme des racines restreintes
positives associés. Le rang de I'espace symétriuest! = dima; la dimension de
I'espace symétriqu& est notéel. L'espacep se décompose en

p=adn=ad @ N
aext
ou poura € a etn € n,, nous avonad(a)n = a(a)n. On note aussin, = dimn,, et
doncp = £ > css maa € af. Dans la décomposition de Cartan @e= Ke' K, si
z =gK € X = G/K , on notezt un élément deit telle quegK € Ke® K. Notre
estimation est alors la suivante :

Théoréme B. Notonsh,(z,y) le noyau de Schwarz de I'opérateur de la chaleaf”. Il
existe une constante telle que pour tout: € X tel qued(z,e) > 2 alors
—a p,(w+),ﬁﬁﬂﬂi
|ha(,e)] < Cemotr ()
ou
\/{ .
m Sl d(aj, O) S t

¢t(1') = o d+l (et me /2 -
éLjE%?%ﬁ"Ilaez+ <}+4&W2+)> Sld(x,o)zit

d(z,0)

Cette majoration n’est également pas optimale. On peut comparer notre estimation avec
celle obtenue par N. Lohoué et S. Mehdi a propos du laplacien de Hodge deRham [7]; ils
obtiennent pour tout €]0, 1[ des constanteS. et A, telles que sil(x, 0) > A, alors

d(z,0)2

|he(z,0)| < Cedg(z)e @ 0te™ 1) Ta =<7,

Notre estimation est donc meilleure lorsgi(e;, o) tend vers l'infini mais bien plus mau-
vaise lorsqué tend verstoo. Dans le cas de I'espace hyperbolique réel et du laplacien
scalaire, on peut vérifier avec I'estimation de E. Davies et N. Mandouvalos [4] que notre
estimée est optimale dans le régimedu, o) > max{2,¢}.



ESTIMEES DU NOYAU DE GREEN ET DE LA CHALEUR SUR LES ESPACES SYMETRIQUES. 3

2. UNE ESTIMEE DE VOLUME

Nous démontrons ici le résultat suivant :

Proposition 2.1. Il y a des constantes strictement positive€’ telle que pour tout €
[0,1[ etz € X alors

+ Me + Ma
ce2r@) H <6+O‘(x)) <vol KB(z,¢) < Ce?r) ¢l H (HO‘(“T)> .

+ +

v T a?) . \IFa(e)
Démonstration.Grace a [2, lemme 2.1.2], nous savons que
KB(z,¢) ~ Kexp(B(z",e)na™)

dans la décomposition de Cartah= Kc®' . Ainsi si J(h)dkdh est la forme volume de
X dans les coordonnégk, h) +— ke K nous avons :

vol K B(z, €) = / J(h)dh.
B(zt,e)Nat
Cependant nous avons
J(h)y=C H sinh™ (a(h)) ~ 2P H _aolh) "
1+ a(h) '
aext aeXt
Grace au [2, lemme 2.1.6 i)], on en déduit que poat0,1[ eth € B(zT,¢) Na', on
a
p(a™) —|pl < p(h) < p(a™) + Ip|
et poura € =T,

1%6(1 +a(@t) <1+ a(h) < 1+ +a@™)

a(h) <a(z™) +e

On en déduit aisément la majoration annonceée.
Pour la minoration, on consideke™*+ = {1, ..., a;} un systéme de racines réduites

qui est une base dg. et F;, ..., E; la base de duale &7, sy oy a = S0z,
on pose alors
i

Ainsi poura € 1, on aa(v) = 1 On a bien évidemment

€ €
Bzt : C B(z™,
<$ 107 100" 20+20|v|> (@7 €)

+ € €
orsurB (.T + 10+10|U|U, 20+20|U‘), on a pourx € X+

> + ¢ - > + ;
oz (@) + 1577001 ~ 55 0r = ) 205200

: T . . n
On obtient ainsi facilement une minoration du volumedB (a: + 10+§0|v‘ v, 20+§0|v‘)
et donc du volume d& B(z™, ¢). O
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3. ESTIMATION DU NOYAU DE GREEN

Ici, on étudie le noyau de Schwarz de I'opératgur- o+ s2) ~* au dehors de la diago-
nale ous est un nombre complexe de partie réelle strictement positive. On commence par
une estimée classique induite par la propriété de propagation a vitesse finie de I'opérateur

cos (t/L — ag ) (cf. par exemple [8, appendice D]).

Lemme 3.1.Soite € L?(B(o,1), E) etu := (L—ap+s%) Lo alors pourd := K B(z, 1)
avecr € X vérifiantd(z,0) > 2,0na

<
HU||L2(A) = Re(s)2

e~ Re(s)(d(x,0)=2) oLz

Démonstration.En effet, on a

u/ooejcos (@/H)adﬁ.
0

Les hypotheses faites suret o et la propriété de propagation a vitesse finie implique que
des que) < ¢ < d(x,0) —2,0na | cos (/L —ag ) ol|12(a) = 0. D'oul

eRe ()¢

llullz2(a) S/d( P Hcos ({\/L—ao)a‘
o0 eRe(S)f
< / [cos (VZ=a0 ) o]
d(z,0)—2

dg

L2(A)

d
s L2(X) ¢

0 eRe (S)&
< / ol de
d(z,0)—2 $
1

<

= ( )267Re(s)(d(x,o)72)||0_||L2.
(AN

(]

Lemme 3.2. Il y a une constant€’ qui ne dépend que quE ets telle qu'ily aunk € K
tel que

— 3 x,0)—p(xt
HU||L2(B(;1;,§)) < Ce Re (s)d(x,0) —p( )||U||L2-

Démonstration.En effet

/ </ |u|2(z)dz> dy = / vol (B (2,1/2) N KB (x,1/4)) |u|*(2)dz
KB(CE,%) B(y, %) KB(z,1)

2
< O/ lu|?(2)dz.
KB(z,1)
On en déduit donc I'existence d'une K B (z, 1) tel que

1/2
1 — X
(VO]KB (x, 4)) Hu||L2(B(y.,1/2)) < Ce Re (s)d( ’O)||0'||L2-

Il'y a donc unk € K telle qued(y,kz) < 1 et dou B(kz,;) C By, 3) et grace a
+
)

74
I'estimée (2.1) vol(K B(z, 1))/? ~ ¢#(*"), on obtient bien le résultat annoncé. O

On utilise alors I'estimée elliptique standard suivante :
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Proposition 3.3. SoitA € C, il y a une constant€' qui dépend deX, A, L telle que si
r €]0,1] etsiv € L*(B(z,r), E) vérifie Lv = v alors
C
lv(z)] < WHUHH(B(JC,T))-
On en déduit donc I'estimation :
[u(ka)| < CeRe @A =26D g1 5.

Ceci implique que

1/2
[ iGhnPay) < ceremaoo,
B(o,1)

Les mémes estimées elliptiques fournissent alors la majoration suivante :
pourd(z,0) > 2 : |Gy(kx,0)| = |Gs(x,0)| < Ce™Re(AG0)=p(H),
Ce qui démontre le théoreme (A).

4. ESTIMATION DU NOYAU DE LA CHALEUR

On étudie maintenant de la méme fagon le noyau de Schwarz de I'opérateur de la chaleur
e~ au dehors de la diagonale. Nous commencons par le méme type d’estimations :

Lemme 4.1. Soito € L?(B(o,¢),E) et f; := e Lo alors pour A := KB(x,¢) avec
x € X vérifiantd(x, 0) > 2¢, 0n a
6704015 oo 7&
/ e"wdE||o]| L.
d

[ullz2a) € —=
“ mt (z,0)—2¢
Cette estimation se montre de la méme fagon que I'estimée en partant de la formule :
e—()é()t oo

= 77 ) e_%cos(fM)Udf-

En reprenant la preuve du lemme (3.2), on obtient que si de-pl& 1/2] alors on trouve
unk € K tel que

fi

d
2 € 2
I fellZ2(Bka,2)) < CvolKB(x,e) I fell 72 ay-
Maintenant, on utilise I'estimation parabolique suivante :

Proposition 4.2. Il y a une constant€' (qui ne dépend que d¥, L) telle que sir €0, 1]
etsiv € L?([t — r2,t] x B(xz,r), E) est une solution de I'équation :

%’U+L’U:0

C t
o(t,z)|? < / / o(r,y)|?dy | dr.
[o(t, o)l rd+2 t—r2 ( B(I,r)| (v

Il'y a donc une constanté tel que pouk €]0,1/2] ett > 2¢2 alors

alors

C
|[fe(ka)|* < 5 |f+(y)[*drdy.
' ed+2 [t—e2,t]x B(kz,$)
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Avec |'estimation

/ e*%dfzx/i e*”ﬂg Vi e*A2/4t,
A A2 /4t Vv W—H

on obtient, pout > 2¢2 etd(x, o) > 2, I'estimée suivante

_ Vit et A0 —202
kz)| < C (vol KB(z,¢)) /?——Y— _ ¢—aot e .
felko) < O (,€) d(x,0) + V't ‘

On en déduit que

(J;,o)+\/fe

Les mémes estimées paraboliques donnent alors la majoration suivante € gour
10,1/2],t > 3¢ etd(z,0) > 2:

1/2 Ny ,
(/ |ht(kx,y)|2dy> < C (vol KB(x,e))_l/Qd —aot— (HEGE2s
B(o,1)

v% (d(z,0)—2¢)2
hi(kx,0)| = |he(x,0)| < C d ol K B(x, _1/276_0‘0'5_471,.
|he(kz, 0)] = |hi(z,0)] < C(e% (z,€)) o) 1 Vi

Or nous avons
(d(z,0) —26)* d(z,0)®> d(z,0)e €

at “Tw T v
Donc lorsquel(x, 0) < ¢ on choisite = 1/100 et on obtient la majoration :
T,0 2
|ht(£€,0)‘ < C L efaotf d(»4t) —p(z™t)
d(z,o0) + Vi

Lorsqued(z, 0) > t on choisite = et on obtient poud(zx, 0) > 2

t
100d(z,0)

a+l ma /2 )
‘ht($,0)| <C \/7z (d(l‘,O)) 2 H < 1+a(l’+) ) e—aot—%—p(lﬁr)
aext

- d(l’,o) t m +OL(I+)

d arl_ + ma/2 2
<c (J},O) 2 H ( 1+Oé(.13 ) )) e_aot_%_p(aﬁr)

dtl—1 t ¥
Ty o\
172 aESt d(z,0) + (

Ce qui termine la démonstration du théoreme (B).

5. APPLICATIONS

Dans [3], une estimation du prolongement analytique de la résolvante avait été obte-
nue; cependant les méthodes rudimentaires utilisées ici ne permettent pas d'obtenir un
tel résultat. Néanmoins, nos estimées comme celle de N.Lohoué et S. Mehdi permettent
une estimation inférieure du bas du spectre de I'opératesur des espaces localement
symétriqgued™\G/K ouT C G est un sous-groupe discret sans torsion.

Définition : (cf. [3, theorem 2.7]) Soil’ C G est un sous-groupe discret sans torsion,
on noteS(F) I'exposant critique modifié d& qui est I'exposant critique de la série de
Poincaré :

Z eP(1 ) —sd(v(0),0)

yel’
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NotonsG?(z,y) le noyau de Green de I'opérateuk — |p|? + s?)~1. Grace a notre esti-
mation et & I'estimation inférieure de® de J-P. Anker et L.Ji ([2, Theorem 4.2.2]), on sait
que pour tous > 0 etn €]0, s, il y a une constant€’; ,, tel que pour tout:, y € X,

|Gs(z,y)| < CSJ,GS_n(a:,y)
Le méme raisonnement que celui utilisé pour démontrer [3, theorem 2.7] montre que :

Théoreme 5.1. i) Si 46(T") > 0 alors le bas du spectre desurI'\Gi/ K est minoré
parag — (6(I))2.
i) Sid(T") <0 alors le bas du spectre desurI'\G/K est minoré pary.
iii)y Si §(T") < 0 et si le rayon d'injectivité d&\G/K est non-majoré i.e.
sup inf d(z,y(x)) = oo
alors le bas du spectre de estay.

Remarque$.2 i) Cet exposant critique modifié se compare aisément a I'exposant
critique del’, & savoir &(I") 'exposant critique de la série

3 emsdtrio)o),

yel
Sion notepyin = infyeq, p(h)/|h| alors
Pmin +0(I) < 8(T) < [p| + 6(T)
ce qui permet de ré-obtenir le résultat de N. Lohoué et S. Mehdi [7, theorem 6.1].

i) LorsqueS(F) < /ap, ce résultatimplique que le noydd de L surl'\G/ K est
trivial. Il est cependant difficile d’obtenir des calculs explicitessde Concernant
le laplacien de Hodge-deRham sur les formes différentielles des calculs explicites
sont fait par H. Donnelly, E. Pedon en rahd[6, 9, 10]) et par N. Lohoué et S.
Medhi pour certains espaces hermitiens [7, Appendix A].
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