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embre 2000TH�EOR�EMES DE L'INDICE SUR LES VARI�ET�ES NON-COMPACTES.R�esum�e. | Dans 
et arti
le, on 
al
ule l'indi
e �etendu d'un op�erateur detype Dira
 sur une vari�et�e riemannienne 
ompl�ete, non-
ompa
te. Pour 
ela, onmontre que 
et indi
e est 
elui d'une restri
tion �a une partie 
ompa
te ave
 une
ondition au bord. Cette 
ondition provient d'un 
omplexe elliptique naturellementd�e�ni sur le bord du 
ompa
t. Ce r�esultat est une g�en�eralisation du r�esultatd'Atiyah-Patodi-Singer qui 
onsid�erait une vari�et�e �a bout 
ylindrique.Mots-
l�es. | th�eor�eme de l'indi
e, in�egalit�es de Sobolev, probl�eme deDiri
hlet, paire de Fredholm, 
omplexe elliptique, op�erateur pseudo-di��erentiel.Abstra
t. | In this paper, we give a formula for the extended index of aDira
 type operator on a 
omplete non-
ompa
t riemannian manifold. For this, weshow that this index is the index of the restri
tion to a 
ompa
t set together witha boundary 
ondition. This 
ondition 
omes from a natural ellipti
 
omplex on theboundary of the 
ompa
t. This result generalizes a result of Atiyah-Patodi-Singerabout manifolds with 
ylindri
al end.Key-words. | Index theorem, Sobolev inequalities, Diri
hlet problem,Fredholm pair, ellipti
 
omplex, pseudo-di�erential operator.
0. Introdu
tion.Le but de 
et arti
le est de pr�e
iser l'intuition selon laquelle l'indi
e d'unop�erateur de type Dira
 sur une vari�et�e riemannienne non-
ompa
te s'exprime
omme la somme d'une 
ontribution lo
ale donn�ee par le th�eor�eme de l'indi
e deAtiyah-Singer et d'une 
ontribution de "l'in�ni".1



Citons d'abord quelques r�esultats qui justi�ent 
ette intuition : Dans [A-P-S℄, Atiyah, Patodi, Singer �etudient les op�erateurs de type Dira
 sur une vari�et�eriemannienne �a bout 
ylindrique, leur �etude montre qu'on peut se ramener �a
onsid�erer la restri
tion de l'op�erateur sur une partie 
ompa
te si on se donne une
ondition au bord. Grosso modo, un spineur, qui v�eri�e 
ette 
ondition, se prolongeen un spineur harmonique L2 hors du 
ompa
t. Ainsi 
ette 
ondition au bord estla 
ontribution de l'in�ni. Le deuxi�eme r�esultat est 
elui de M. Gromov et H.B.Lawson ([G-L℄) : lorsque (Mn; g) est une vari�et�e spin 
ompl�ete de dimension pairedont la 
ourbure s
alaire est uniform�ement stri
tement positive hors d'un 
ompa
t,alors ils montrent que l'espa
e des spineurs harmoniques L2 est de dimension �nieet même mieux l'op�erateur de Dira
 est Fredholm sur son domaine. Ils montrenten�n le th�eor�eme de l'indi
e relatif :si deux telles vari�et�es sont isom�etriques hors d'un 
ompa
t alors la di��eren
edes indi
es de leurs op�erateurs de Dira
 est la di��eren
e des int�egrales de leursÂ-formes.La preuve du th�eor�eme de l'indi
e relatif fut am�elior�ee et g�en�eralis�ee par Donnelly([Do℄), Borisov-M�uller-S
hrader ([B-M-S℄) , Bunke ([Bu℄), Anghel ([A1℄) et Roe([R1℄). Le dernier r�esultat est 
elui de J. Br�uning qui 
al
ule dans [Br℄ l'indi
eL2 des op�erateurs de type Dira
 sur des vari�et�es qui �a l'in�ni sont des produitstordus, il montre qu'en 
ompa
ti�ant la vari�et�e pour obtenir une vari�et�e 
ompa
te�a singularit�es, la 
ondition L2 se transforme en une 
ondition sur le lieu singulier.Ainsi la 
ontribution de l'in�ni est transform�ee en une 
ontribution des singularit�es.Il utilise alors les te
hniques des op�erateurs r�eguliers singuliers de [Br-S℄ pourexprimer 
et indi
e.Le but de 
et arti
le est d'uni�er 
es trois r�esultats dans un 
adre plusg�en�eral et de justi�er dans 
e 
adre l�a notre intuition, en pr�e
isant même la
ontribution de l'in�ni. La 
lasse d'op�erateurs que nous 
onsid�erons est 
elle desop�erateurs de type Dira
 non-parabolique �a l'in�ni d�e�nie dans [C1℄ ; rappelons
ette d�e�nition :0.1. D�e�nition. | Soit D : C1(E) �! C1(E) un op�erateur de typeDira
 sur une vari�et�e riemannienne (Mn; g), on dira que D est non-parabolique�a l'in�ni s'il existe un 
ompa
t K de M tel que pour tout ouvert U relativement
ompa
t dans M �K, il existe une 
onstante stri
tement positive C(U) telle que(0:2) 8� 2 C10 (M �K;E) ; C(U) k�kL2(U) � kD�kL2(M�K):Commen�
ons par rappeler les prin
ipales propri�et�es des op�erateurs de type Dira
non-parabolique �a l'in�ni , elles ont �et�e d�emontr�ees dans [C1℄.0.3. Th�eor�eme. | Si D : C1(E) �! C1(E) est non-parabolique �al'in�ni alors dimf� 2 L2(E); D� = 0g <1 ;de plus si ~K est un 
ompa
t 
ontenantK dans son int�erieur, et si on d�e�nit l'espa
e2



de Sobolev W (E) 
omme le 
ompl�et�e de C10 (E) muni de la norme� 7!sZ ~K j�j2 + ZM jD�j2alorsW (E) s'inje
te naturellement dansH1lo
, et l'op�erateurD : W (E) �! L2(E)est FredholmEn fait 
ette propri�et�e 
ara
t�erise les op�erateurs non-parabolique �a l'in�ni .Remarquons que nous avons les in
lusions H1(E) �W (E) � H1lo
(E).Exemples. | Les op�erateurs 
onsid�er�es par Gromov et Lawson sont non-parabolique �a l'in�ni ; aussi les op�erateurs de Gauss-Bonnet et de signature surles vari�et�es plates �a l'in�ni sont non-paraboliques �a l'in�ni . Nous verrons dans 
etarti
le que sur 
ertains produits tordus les op�erateurs de Dira
 et de Gauss-Bonnetsont non-paraboliques �a l'in�ni .En�n, nous avions montr�e que les op�erateurs de type Dira
 sur les vari�et�es�a bout 
ylindrique sont non-paraboliques �a l'in�ni . Dans 
e 
as, les solutions �al'�equation D� = 0 qui sont dans l'espa
e W sont exa
tement 
elle que M. Atiyah,V.K. Patodi, I.M. Singer appellent solutions �etendues dans [A-P-S℄. C'est pourquoion appelle indi
e �etendu l'indi
e de D : W (E) �! L2(E) :indeD = dimkerW D � dimkerL2 D:Mais on sait qu'une solution L2 �a l'�equation (D� = 0) est dans W , ainsi l'indi
e�etendu de D est la 
odimension de l'espa
e des solutions L2 dans l'espa
e dessolutions �etendues ; intuitivement, 
'est la dimension des valeurs �a l'in�ni dessolutions de 
ette �equation puisque les solutions L2 sont 
elles qui s'annulent �al'in�ni (en un sens L2). Lorsque E est Z=2Z gradu�e, i.e.E = E+ �E� et D = � 0 D�D+ 0 � ;on note h1(D+) = dim(kerW D+= kerL2 D+), alors on relie les indi
es �etendu etL2 de D+ : C1(E+) �! C1(E�) parindeD+ = h1(D+) + indL2 D+ = h1(D+) + dimkerL2 D+ � dimkerL2 D�:Remarquons qu'il est impropre de parler d'indi
e L2 puisque 
elui 
i ne 
orrespondpas �a l'indi
e d'un op�erateur Fredholm. Dans ([C1℄), nous avions aussi montr�e quele th�eor�eme de l'indi
e relatif avait lieu pour les op�erateurs de type Dira
 non-parabolique �a l'in�ni , mais pour l'indi
e tendu pas pour l'indi
e L2 ; 
e qui montrela n�e
essit�e de 
onsid�erer l'indi
e �etendu plutôt que l'indi
e L2. En parti
ulier, 
e
imontrait que l'indi
e �etendu de D ne d�epend que de la g�eom�etrie �a l'in�ni de D.On va i
i exprimer 
et indi
e en fon
tion d'un 
omplexe elliptique naturellementd�e�ni sur une hypersurfa
e voisine de "l'in�ni ". Ce 
omplexe nous permettra aussid'exprimer l'indi
e �etendu de D+ 
omme l'indi
e de la restri
tion de D+ �a unepartie 
ompa
te pour une 
ondition au bord reli�ee �a 
e 
omplexe.En fait, nous pouvons r�esoudre le probl�eme de Diri
hlet ext�erieur pour lesop�erateurs non-paraboliques �a l'in�ni : si 
 � M est un voisinage de l'in�ni �a3



bord lisse sur lequel on a les estim�ees (0.2) alors pour � 2 C1(�
; E) il existe uneunique solution E(�) aux �equations� D2E(�) = 0E(�) = � sur �
qui, �a l'in�ni, se 
omporte 
omme un �el�ement de W (E). On remarque alors queDE(�) est harmonique sur 
, 
'est l'extension harmonique de DE(�)�����
. Ainsi sion d�e�nit l'op�erateur de Dira
-Neumann T
 : C1(�
; E) �! C1(�
; E) parT
(�) = D(E�)j�
alors on peut �enon
er le r�esultat fondamental suivant :0.4. th�eor�eme. | T
 ÆT
 = 0, et T
 est un op�erateur pseudo-di��erentield'ordre 1 et son symbole prin
ipal est�(T
)(x; �) = �n:j�j+ i�; � 2 T �x (�
) ;o�u n est la normale int�erieure �a �
 en x.Ainsi T
 d�e�nit un 
omplexe elliptique sur �
. Et le quotient kerT
= ImT
est de dimension �nie et il est isomorphe �a kerT
 \ kerT �
. Cet espa
e de
ohomologie d�e�ni par T
 s'interpr�ete ainsi : 
'est l'espa
e des solutions de (D� = 0sur 
) qui sont dans W quotient�e par l'espa
e de 
elles qui sont L2 :kerT
= ImT
 ' f� 2W (
; E) ; D� = 0g=f� 2 L2(
; E) ; D� = 0g:En e�et, le noyau de T
 est form�e des �el�ements de C1(�
; E) qui se prolongenten des solutions de D� = 0 qui sont �a l'in�ni dans W tandis que l'image de T
 estform�ee de 
elles qui se prolongent en une solution L2.La d�e�nition de T
 est similaire �a 
elle de l'op�erateur de Neumann N qui�a une fon
tion lisse, sur le bord d'une vari�et�e riemannienne 
ompa
te �a bord N ,asso
ie la d�eriv�ee normale de son extension harmonique :Nf = ��nE(f); ave
 �E(f) = 0; sur N; et E(f) = f sur �N:Il est bien 
onnu que l'op�erateur de Neumann est un op�erateur pseudodi��erentield'ordre 1 ([H℄,[T℄); la preuve du th�eor�eme (0.4) 
onsistera essentiellement �a seramener au 
as de l'op�erateur de Neumann.Remarquons que si E est Z=2Z gradu�e alors T se d�e
ompose en T
 =� 0 T�
T+
 0 �. L'op�erateur de Dira
-Neumann T
 est aussi li�e aux proje
teursde Calder�on ([Ca℄, [S℄). Un tel op�erateur est employ�e par Atiyah-Patodi-Singerpour 
al
uler la signature d'une vari�et�e 
ompa
te �a bord : soit D : C1(M;E+ �E�) �! C1(M;E+ �E�) un op�erateur de type Dira
 sur une vari�et�e 
ompa
te�a bord K tel qu'un voisinage du bord de K est isom�etrique au produit riemannien℄ � "; 0℄ � �K et que sur 
e voisinage D = n( ��r + A), o�u A est un op�erateurde type Dira
 sur �K. Si P est le proje
teur orthogonal sur le sous-espa
e de4



L2(�K;E+) engendr�e par les ve
teurs propres de A+ asso
i�es aux valeurs propresstri
tement n�egatives, alors P est un proje
teur de Calder�on ; en parti
ulier 
'estun op�erateur pseudodi��erentiel d'ordre 0. Et si on re
olle le 
ylindre [0;1[��K�a K, pour obtenir une vari�et�e �a bout 
ylindrique (M; g) et un op�erateur ~D surM alors le noyau de T = T[0;1[��K n'est autre que le noyau de P , et l'indi
e�etendu de ~D+ est l'indi
e de D+ : H1(K;E+; kerT+) �! L2(K;E�); o�u on anot�e H1(K;E+; kerT+) le sous-espa
e de H1(K;E+) form�e des �el�ements qui enrestri
tion �a �K sont dans le noyau de T+. En fait, nos travaux montrent que
e
i est g�en�eral aux op�erateurs non-paraboliques �a l'in�ni : si D : C1(M;E+ �E�) �! C1(M;E+ � E�) est un op�erateur de type Dira
 non-parabolique �al'in�ni alors si T
 est l'op�erateur de Dira
-Neuman d�e�ni sur �
 alorsindeD+ = ind �D+ : H1(K;E+; kerT+
 ) �! L2(K;E�) � :Nous aurions pu exprimer alors 
et indi
e grâ
e aux travaux de Booss, Woj-
ie
howski ([B-W℄), mais nous pr�ef�erons utiliser une autre appro
he, plus dire
te�a nos yeux, qui est 
elle du th�eor�eme de Bojarski. Ce r�esultat relie l'indi
e d'unop�erateur de type Dira
 sur une vari�et�e 
ompa
te �a l'indi
e d'une paire de Fred-holm. Rappellons qu'un 
ouple (H1; H2) de sous-espa
e ferm�es d'un espa
e deHilbert est une paire de Fredholm si les deux 
onditions suivantes sont v�eri��eesi) dimH1 \H2 <1,ii) H1 +H2 est ferm�e et dimH?1 \H?2 <1.Dans 
e 
as on note ind(H1; H2) = dim (H1 \H2) � dim �H?1 \H?2 � l'indi
e de
ette paire de Fredhlom.Soit D : C1(M;E+ � E�) �! C1(M;E+ � E�) un op�erateur de type Dira
non-parabolique �a l'in�ni et 
 un voisinage de l'in�ni �a bord lisse sur lequel on ales estim�ees (0.2). Il est bien 
onnu que l'on peut r�esoudre le probl�eme de Diri
hletsur le 
ompa
t K = M � 
 
ar les 
onditions de Diri
hlet sont r�eguli�eres pourtout op�erateur fortement elliptique d'ordre 2. Ce
i permet de d�e�nir, de la mêmefa�
on, un op�erateur de Dira
-Neumann TK : C1(�
; E) �! C1(�
; E) d�e�nipar TK(�) = D(E�)j�
, TK est aussi un op�erateur pseudodi��erentiel d'ordre 1 etnous avons le th�eor�eme de Bojarski g�en�eralis�e0.5. Th�eor�eme. | Pour tout r�eel s, (kerHs T+K ; kerHs T+
 ) et(kerHs TK ; kerHs T
)sont des paires de Fredholm et on aindeD = ind(kerHs TK ; kerHs T
);indeD+ = ind(kerHs T+K ; kerHs T+
 ):Dans le 
as des vari�et�es 
ompa
tes, 
e r�esultat fut 
onje
tur�e par Bojarski[Bo℄, et prouv�e par Booss-Woj
ie
howski [B-W℄. A l'aide des propri�et�es des indi
esde paires de Fredholm, il est alors fa
ile de d�emontrer le th�eor�eme de l'indi
e relatif.Nous pouvons aussi en d�eduire le th�eor�eme suivant :0.6.Th�eor�eme. | Si D : C1(E) �! C1(E) est un op�erateur de typeDira
 non-parabolique �a l'in�ni et 
 est un voisinage de l'in�ni �a bord lisse sur5



lequel les estim�ees (0.2) ont lieu alorsindeD = 12 dim kerT
ImT
 = dim kerT+
ImT�
 = dim kerT�
ImT+
 :Ce r�esultat est la g�en�eralisation d'un r�esultat d'Atiyah-Patodi-Singer quiont montr�e que dans le 
as d'un op�erateur sur une vari�et�e riemannienne �a bout
ylindrique, la dimension de l'espa
e des valeurs �a l'in�ni des solutions �etenduesest �egale �a la dimension du noyau de A+ ( la partie paire de la partie tranversalede l'op�erateur, [A-P-S℄); en e�et kerT+
 = ImT�
 s'identi�e �a ker �T+
 + (T�
 )��, etdans 
e 
adre l'op�erateur T+
 +(T�
 )� est pr�e
isement A+. Ave
 la même m�ethode,on d�eduira la formule suivante des travaux de Atiyah-Patodi-Singer [A-P-S℄ :0.7. Th�eor�eme. | Soit D : C1(M;E+�E�) �! C1(M;E+�E�) unop�erateur de type Dira
 non-parabolique �a l'in�ni sur une vari�et�eM ; on supposeque K est un 
ompa
t hors duquel on a les estim�ees (0.2), et qu'un voisinagede �K est isom�etrique au produit riemannien ℄ � "; "[��K et qu'au dessus de 
evoisinage le �br�e E et l'op�erateur D respe
te 
ette g�eom�etrie, en parti
ulier sur 
evoisinage D ' n:( ��r + A), o�u A : C1(�K;E) �! C1(�K;E) est un op�erateurde type Dira
. AlorsindeD+ = ZK �D+ + �A+(0)� dimkerA+2 + ind(H�0; kerT+M�K);o�u a) �D est la forme 
ara
t�eristique d�e�nie par le symbole prin
ipal de D+.b) �A+(0) est la valeur en 0 de l'extension m�eromorphe de�A+(s) = X�2SpA+ sign�j�j�s;en fait, 
ette extension est holomorphe sur le demi-plan Res > �1=2,
) H�0 est le sous-espa
e ve
toriel de L2(�K;E+) engendr�e par les espa
espropres de A+ asso
i�es aux valeurs propres n�egatives ou nulles de A+.Cet arti
le est d�e
oup�e en 
inq parties : dans la premi�ere, on montre
omment r�esoudre le probl�eme de Diri
hlet �a l'ext�erieur d'un 
ompa
t, 
e
i �al'aide de la seule estim�ee (0.2) ; on y introduira les espa
es de Sobolev n�e
essaires.La deuxi�eme partie est 
onsa
r�ee �a l'�etude de l'op�erateur de Dira
-Neumann, dansla troisi�eme, on identi�era le noyau et l'image de l'op�erateur de Dira
-Neumann,grâ
e au travaux de Calder�on-Seeley ([Ca℄, [S℄). Ces r�esultats nous permettront,dans une quatri�eme partie, de d�emontrer le th�eor�eme de Bojarski et les formulesde l'indi
e qui en d�e
oulent. En�n dans la 
inqui�eme partie, on 
al
ulera quelquesindi
es �etendus, 
e
i grâ
e �a nos travaux ; on s'interesse aux op�erateurs de Dira
 etde Gauss-Bonnet sur les produits tordus et on obtiendra par exemple les r�esultatssuivants :0.8. Th�eor�eme. | Si (Mn; g) est une vari�et�e riemannienne dont unvoisinage de l'in�ni est isom�etrique au produit tordu (R+��; dr2+ f2(r)g) o�u lafon
tion f v�erife l'une des deux propri�et�es suivantes6



i) limr!1 f 0(r) = 0,ii) f(r) = ar,alors l'op�erateur de Gauss-Bonnet est non-parabolique �a l'in�ni .De plus, si M est de dimension paire 2k alorssi pour r > 1 on a f(r) = ar, alorsindeD+GB = �(M) + X0�j�k�1(�1)j+1bj(�) + �:o�u si k est impair alors � = bk(�) + bk�1(�) ; et si k est pair alors � estle nombre de valeurs propres non-nulles inf�erieures ou �egales �a a (r�ep�et�eesave
 multipli
it�e) du Lapla
ien agissant sur les (k� 1) formes di��erentielles
oferm�ees de �.Et si f = e�r alorsindL2 D+GB = indeD+GB = �(M) + X0�j�k�1(�1)jbj(�):Si M est de dimension impaire orient�ee et si f(r) = e�r, alors on aindeD+GB = bk(�)2 :Sur 
es vari�et�es N. Anghel ([A2℄) et J. Br�uning ([Br℄) ont obtenu desformules pour l'indi
e L2. Ces formules de l'indi
e L2 
omportent toujours unterme in
al
ulable provenant des solutions �etendues.En�n, nous avons utilis�e les r�esultats de 
et arti
le pour �etudier les espa
esde formes harmoniquesL2 ([C2℄). Et nos r�esultats permettent de r�epondre en partie�a une question de J. Dodziuk ; dans [D℄, L'auteur rappelle que suivant Visentini, onsait que l'espa
e des formes harmoniques L2 d'une vari�et�e riemanienne 
ompl�eteplate �a l'in�ni est de dimension �nie, J. Dodziuk pose alors la question d'�etablirdes liens entre 
es espa
es et la topologie de la vari�et�e. Con
ernant 
ertaines varitsplates l'in�ni, on montre, dans ([C2℄), qu'une suite exa
te lie la 
ohomologie �asupport 
ompa
t et 
es espa
es de formes harmoniques L2 et on donne une formulepour l'indi
e L2 de l'op�erateur de Gauss-Bonnet.Remer
iement : Je tiens �a remer
ier E. Giroux et B. Sevenne
 pour l'attentionqu'ils ont port�es �a mes travaux. Je remer
ie aussi le rapporteur pour m'avoirdonner la 
ourte preuve de la proposition 1.1.Notations. | Soit D : C1(E) �! C1(E) est un op�erateur de typeDira
 sur une vari�et�e riemannienne (M; g), i.e. D est un op�erateur di��erentield'ordre 1 sym�etrique et le symbole prin
ipal de D2 est la m�etrique g�(D2)(x; �) = g(�; �) IdEx ; � 2 T �xM:Ainsi l'op�erateur D2 = � est un Lapla
ien g�en�erali�s�e. Alors le symbole prin
ipalde D induit une a
tion du �br�e de Cli�ord de (M; g) sur E : le symbole prin
ipalde D est alors la multipli
ation de Cli�ord par i�.7



Si U � M on note C10 (U;E) l'espa
e des se
tions de EjU qui sont lisses �asupport 
ompa
t dans U ; ainsi si U est ouvert un �el�ement de C10 (U;E) s'annulesur le bord de U et si U est ferm�e �a bord lisse 
ompa
t, alors un �el�ement deC10 (U;E) est lisse jusqu'au bord de U . On notera aussi Hk(U;E), ou Hk lesse
tions de EjU qui sont elles et leurs images par Dl, l 2 f1; :::; kg dans L2, 
etespa
e est norm�e par� 7!vuut kXl=0 kDl�k2L2(U) + k�1Xl=0 



 �l�nl�



2Hk�1=2�l(�U) ;o�u on a not�e ��n la d�eriv�ee normale int�erieure le long du bord de U .
Dans les trois paragraphes suivant, on suppose que D : C1(E) �! C1(E)est un op�erateur de type Dira
 sur une vari�et�e riemannienne ouverte (
; g) �a bord
ompa
t lisse et de plus on suppose que l'on a les estim�ees suivantes : pour toutouvert U born�e dans 
, il existe une 
onstante stri
tement positive C(U) telle que8� 2 C10 (M �K;E) ; C(U) k�kL2(U) � kD�kL2(
):On notera � le bord de 
.Exemples. |i) Si 
 est 
ompa
t, tout op�erateur de type Dira
 sur 
 v�eri�e 
e
i. En e�et,la premi�ere valeur propre pour le probl�eme de Diri
hletD2� = ��; �j� = 0est stri
tement positive, 
ar une solution de 
es �equations pour la valeurpropre nulle, v�eri�erait D� = 0; �j� = 0 et don
 serait nulle par le prin
ipede prolongement unique pour les op�erateurs de type Dira
. Ainsi il y a une
onstante � > 0, telle que l'on ait l'in�egalit�e de Poin
ar�e8� 2 C10 (
; E) ; �k�k2L2(
) � kD�k2L2(
):ii) Suivant [C1℄, si D : C1(E) �! C1(E) est un op�erateur de type Dira
sur une vari�et�e riemannienne, lorsqu'une restri
tion de D �a un voisinage del'in�ni v�eri�e 
es estim�ees alors on dit que D est non-parabolique �a l'in�ni .1. R�esolution du probl�eme de Diri
hlet.Le but de 
e paragraphe est de montrer que l'on peut r�esoudre le probl�eme deDiri
hlet � �� = 0� = �; sur �8



O�u l'uni
it�e aura lieu pour � et � dans 
ertains espa
es de Sobolev.1.a. Les espa
es de Sobolev. | On d�e�nit 
omme dans [C1℄, deuxespa
es de Sobolev :W0(E) qui est le 
ompl�et�e de C10 (
; E) muni de la norme � 7! kD�kL2(
),etW (E) qui est le 
ompl�et�e de C10 (
; E) muni de la norme� 7!qk�k2H1=2(�
) + k�k2L2(K) + kD�k2L2(
) ;o�uK est un voisinage 
ompa
t de � dans 
. Tout d'abord, nous remarquonsque1.1.Proposition. | L'espa
e W (E) ne d�epend pas du 
ompa
t 
hoisi.Preuve. | En e�et, appellons NK 
ette norme, et soit K 0 un autre voisi-nage 
ompa
t de � qui 
ontienne K en son int�erieur. On a bien surNK � NK0 :Montrons que 
es deux normes sont �equivalentes, il suÆt de montrer que siU = int(K 0)�K, alors il existe une 
onstante C tel que pour tout � 2 C10 (
; E) :k�kL2(U) � C �k�kL2(K) + kD�kL2� :Soit � une fon
tion lisse valant 1 sur 
�K et nulle sur un voisinage de �, d'apr�esl'hypoth�ese faite, il y a une 
onstante C(U) > 0 tel que si � 2 C10 (
; E) alorsC(U)k�kL2(U) � kD��kL2 � kd��kL2 + k�D�kL2 � C �k�kL2(K) + kD�kL2�ave
 C = kd�kL1 + k�kL1 . C'est bien 
e qu'il fallait d�emontrer.Ce r�esultat montre d'abord que l'espa
eW (E) s'inje
te dans H1lo
(
; E), i.eque l'in
lusion de C10 (
; E) dans H1lo
 se prolonge par 
ontinuit�e �a W (E). Ainsiil existe une appli
ation restri
tionW (E) �! H 12 (�; E)et nous avons1.2. Proposition . | Une norme �equivalente sur W (E) est donn�ee parN(�) =sk�k2H1=2(�) + Z
 jD�j2 :Preuve. | D'apr�es 
e qui pr�e
�ede, il suÆt de montrer que l'on ne peuttrouver de suite (�l)l d'�el�ements de C10 (
; E) telle queNK(�l) = 1; liml!1N(�l) = 0 ;dans 
e 
as, la suite (�l) est born�ee dansW , on peut supposer, quitte �a extraire unesous-suite que 
ette suite 
onverge faiblement dans W vers �1. Par 
ontinuit�e de9



D : W �! L2, on a D�1 = 0 et grâ
e �a l'in
lusion 
ontinue W (E) �! H1=2(�)on a �1j� = 0. Ces deux propri�et�es impliquent que �1 est nulle grâ
e �a la propri�et�ede prolongement unique pour les op�erateurs de type Dira
. Ainsi la suite (�l)
onverge faiblement vers 0 dansW , or l'appli
ation restri
tion �a K est 
ontinue deW dans H1(K) et don
 
ompa
te de W dans L2(K), ainsi liml!1 k�lkL2(K) = 0
e qui est 
ontradi
toire ave
 l'hypoth�ese.Ce dernier r�esultat montre que W0(E) est le sous-espa
e ve
toriel ferm�e de W (E)form�e des �el�ements de tra
e nulle.1.b. R�esolution du probl�eme de Diri
hlet. | On peut maintenant�enon
er le th�eor�eme suivant1.3. th�eor�eme. | Si � 2 H 12 (�; E) alors il existe un unique E(�) 2W (E)tel que � �E(�) = 0E(�) = � sur �De plus l'appli
ation E : H 12 (�; E) �! W (E) est 
ontinuePreuve. | Une telle solution est la proje
tion orthogonale de la fon
tionnulle sur le sous-espa
e aÆne de W (E) form�e des �el�ements dont la tra
e sur � est� : Pour l'existen
e, si � 2 H 12 (�; E), alors on peut l'�etendre en une se
tion�� 2 H1(E) qui est �a support 
ompa
t dans 
, de plus on peut le faire de fa�
on �aavoir les estim�ees uniformes suivanteskD��kL2(
;E) � Ck�kH 12 (�):alors on a pour tout � 2 C10 (
; E)< ��; �� >= Z
(D�;D��) =< �; �� >WO�u on a 
hoisit sur W la norme N . Ainsi si h est la proje
tion orthogonale de ��sur W0(E) alors, par le th�eor�eme de Pythagore, on a khk2W + k�� � hk2W = k��k2W ,et on a 8� 2 C10 (
; E) ; Z
(D�;D��) = Z
(D�;Dh) = Z
(��; h);
e qui implique que E(�) = �� � h r�esoud bien le probl�eme de Diri
hlet, puisquela tra
e de h est nulle. L'uni
it�e r�esulte du fait que si � 2 W (E) v�eri�e�� = 0; � = 0 sur � alors on a � 2W0(E) etZ
(��; �) = Z
(D�;D�) = 0
ette �egalit�e �etant valable pour tout � 2 C10 (
; E) et don
 par 
ontinuit�e, elle alieu pour tout �el�ement de W0(E) et don
 on aurait D� = 0 
e qui implique � = 0par hypoth�ese. 10



Ainsi l'espa
e W0(E) est l'orthogonal dans W (E) de l'espa
e des solutions�a l'�equation ��� = 0; � 2 W (E)�. On peut alors introduire d'autres espa
es deSobolev :W k0 (E) qui est le 
ompl�et�e de C10 (
; E) muni de la forme quadratique� 7! k�1Xl=1 
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2Hk�1=2�l(�) + kXl=1 kDl�k2L2 ;W k(E) qui est le 
ompl�et�e de C10 (
; E) muni de la forme quadratique� 7! k�1Xl=0 
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2Hk�1=2�l(�) + k�k2L2(K) + kXl=1 kDl�k2L2 ;o�u K est un voisinage 
ompa
t de � dans 
.On montre 
omme pr�e
�edemment que 
ette norme et don
 
et espa
e ne d�ependpas du 
ompa
t 
hoisi et qu'il s'inje
te dans Hklo
. Don
 l'appli
ation restri
tionW k(E) �! Hk� 12 (�; E) est bien d�e�nie. On en d�eduit le r�esultat suivant1.4. proposition. | Si � 2 Hk� 12 (�; E), alors E(�) 2 W k(E), et plusexa
tement, E : Hk� 12 (�; E) �! W k(E) est 
ontinue. Notamment si � 2C1(�; E) alors E(�) 2 C1(
; E).2. L'op�erateur de Dira
-Neumann.2.a. D�e�nition. | Maintenant, remarquons que si � 2 C1(�; E), alorson a D (DE(�)) = 0, et don
 DE(�) est l'extension harmonique de DE(�)j�. Ainsisi on 
onsid�ere l'op�erateur de Dira
-Neumann T : C1(�; E) �! C1(�; E) d�e�nipar T (�) = (DE(�)) ���alors on a la2.1. Proposition. | T Æ T = 0:De plus, T : Hk+1=2(�; E) �! Hk�1=2(�; E) est 
ontinu.Ce
i est 
lair sauf la 
ontinuit�e de T : H1=2(�; E) �! H�1=2(�; E). Pour
e
i on utilise le r�esultat suivant de Calder�on qui permet de d�e�nir une tra
e sur �pour des �el�ements de Hslo
(
; E) qui v�eri�ent une �equation aux d�eriv�ees partielleselliptique (
f [Ca℄, [P℄, [S℄) :2.2. th�eor�eme. | Soit G une vari�et�e riemannienne 
ompa
te �a bord lisseet D : C1(G;F ) �! C1(G;F ) un op�erateur de type Dira
 ; pour s 2 R on11



d�e�nit Ks = f� 2 Hs(F ); D� = 0g. Soit �G � [0; 1[� G un voisinage tubulairedu bord de G alors pour � 2 Ks la limiteR� = lim"!0�j�G�f"gexiste en norme Hs�1=2(�G; F ). De plus, si on note Hs l'image de R dansHs�1=2(�G; F ) alors H1 est dense dans Hs et il existe un op�erateur 
ontinuP : Hs�1=2(�G; F ) �! Ks tel que R Æ P soit un op�erateur pseudo-di��erentield'ordre 0 qui est une proje
tion sur Hs.La 
ontinuit�e voulue r�esulte alors du fait que si � 2 H1=2(�; E) alors DE(�)est dans L2(
; E) ; il suÆt alors de restreindre DE(�) �a un voisinage 
ompa
t �abord lisse de � � 
 et d'appliquer le th�eor�eme pre
�edent.2.3. Remarque. | En parti
ulier 
e th�eor�eme dit que puisqu'il n' y a pasde solution lisse non nulle sur G aux �equations D� = 0; R� = 0 il n'y en a pasqui soit seulement de 
arr�e sommable.2.b. Propri�et�e de T . | Nous allons montrer i
i la prin
ipale propri�et�ede T : 2.4.Th�eor�eme. | T est un op�erateur pseudo-di��erentiel d'ordre 1 et sonsymbole prin
ipal est �(T )(x; �) = �n:j�j+ i�; � 2 T �x�;o�u n est la normale int�erieure �a � en x.Preuve. | Selon [A-T℄, il existe une 
onnexionr : C1(E) �! C1(T �

E) telle que D = nXi=1 ei:rei o�u feigi est un rep�ere orthonorm�e lo
al.Cependant la 
onnexion n'est pas for
�ement 
ompatible ave
 la multipli
ationde Cli�ord donn�ee par le symbole prin
ipal de D. Si (n; e2; :::; en) est un rep�ereorthonorm�e lo
al autour de x0 2 � et si � 2 C1(�; E) alors DE(�) =n: ��rE(�)(x) +Pni=2 ei:rei�(x) dans un voisinage de x0 ; 
e
i montre queT = N +Ao�u A : C1(�; E) �! C1(�; E) est l'op�erateur de type Dira
 d�e�ni parA =Pni=2 ei:rei et o�u N : C1(�; E) �! C1(�
; E) est d�e�ni parN� = �n ��rE(�)� ���:Il suÆt don
 de montrer que N est un op�erateur pseudo-di��erentiel d'ordre 1.Ce r�esultat est bien 
onnu pour le Lapla
ien d'une vari�et�e 
ompa
te agissantsur les fon
tions, puisque 
'est l'op�erateur de Neumann. On va se ramener �a 
e
adre. Soit �� [0; 2℄ � 
 un voisinage tubulaire de �. On d�e�nit alors l'op�erateur12



N0 : C1(�; E) �! C1(�; E) parN0(�) = �n: ��rE0(�)� j� o�u E0(�) est la solutiondu probl�eme de Diri
hlet8<: �E0(�) = 0 sur ��℄0; 1[E0(�) = � sur �� f0gE0� = 0; sur �� f1gAinsi sur ��℄0; 1[ , � = (E � E0)(�) est solution du probl�eme de Diri
hlet8<: �� = 0 sur ��℄0; 1[� = 0 sur �� f0g� = E(�)j��f1g sur �� f1gMais, si s > 1, on a les estim�eeskE(�)kHs(��[ 12 ;1℄;E) � CtekE(�)kH1(��[0;2℄;E)� Ctek�kH 12 (�):Ce
i 
ar E(�) v�eri�e l'�equation elliptique � (E(�)) = 0. En prenant la restri
tionsur �� f1g, on a l'estim�eekE(�)kHs� 12 (��f1g;E) � Cte k�kH 12 (�) ;et don
 par r�egularit�e elliptique du probl�eme de Diri
hlet, on ak�kHs(��[0;1℄;E) � Ctes k�kH 12 (�):Ce qui montre que 



n ��r �



Hs�1(��[0;1℄;E) � Ctes k�kH 12 (�);et par restri
tion on ak(N �N0)�kHs� 32 (�;E) � Ctes k�kH 12 (�);don
 (N�N0) est un op�erateur d'ordre �1 i.e un op�erateur lissant. Pour montrerle th�eor�eme, il suÆt don
 de prouver que N0 est un op�erateur pseudo-di��erentield'ordre 1. La preuve de 
e fait est la même que pour le Lapla
ien agissant surles fon
tions, il suÆt de reprendre la m�ethode des potentiels de simple et double
ou
hes utilis�ee dans [T℄. Et le 
al
ul fait dans 
e livre montre que�(N0)(x; �) = �n:j�j; � 2 T �x�;
e qui a
h�eve la preuve du th�eor�eme 
ar le symbole de A est la multipli
ation deCli�ord par i�.2.
. Analyse pour l'op�erateur T . | Tout d'abord, nous allons identi�erl'adjoint (formel) de T :2.5. Proposition. | Si �; � 2 C1(�; E) alors on aZ�(nT�; �) = Z
 (DE(�); DE(�)) ;13



ainsi nT = (nT )�, i.e. T est antisym�etrique pour la stru
ture symple
tique deL2(�; E) donn�ee par la multipli
ation de Cli�ord par n.Preuve. | Si � 2 C10 (
; E) et si � 2 C1(�; E) alors on a la formule deGreen Z�(nT�; �) = Z
 (DE(�); D�) ;On en d�eduit la proposition par 
ontinuit�e des deux expressions par rapport �a latopologie de W .D�e
omposition de Hodge. | Le 
al
ul du symbole prin
ipal montre que Td�e�nit un 
omplexe elliptique et don
 on a les d�e
ompositions de Hodge suivantes :2.6. Proposition. |C1(�; E) = (kerT \ kerT �)� T (C1(�; E)) � T �(C1(�; E));et f� 2 C1(�; E); T� = 0g = (kerT \ kerT �)� T (C1(�; E)):De plus on a les d�e
ompositions des espa
es de SobolevHs(�; E) = (kerT \ kerT �)� T (Hs+1(�; E))� T �(Hs+1(�; E)):2.7. Corollaire. | kerT=ImT est de dimension �nie.Remarquons que les solutions au sens des distributions �a l'�equation T� =T �� = 0 sont les solutions �a l'�equation (T + T �)� = 0 et 
es solutions sont don
lisses puisque T + T � est un op�erateur pseudo-di��erentiel elliptique.En fait, on a mieux : il existe des op�erateurs de Green 
ontinus G; H :Hs(�; E) �! Hs+1(�; E) tels que l'image de G soit in
luse dans 
elle de T � etl'image de H soit in
luse dans 
elle de T , et que tout �el�ement � 2 Hs(�; E) s'�e
rive� = h(�) +T (H(�))+T �(G(�)) o�u h(�) est la proje
tion L2 de � sur le noyau deT + T �.De plus, puisque �nTn = T �, on a les �egalit�esC1(�; E) = (kerT \ n kerT )� T (C1(�; E)) � nT (C1(�; E));et f� 2 C1(�; E); T� = 0g = (kerT \ n kerT )� T (C1(�; E)):On a aussi bien sûr les identit�es 
orrespondantes pour les espa
es de Sobolev.3. Interpr�etation de 
et espa
e de 
ohomologie.Une solution �a l'�equation D� = 0 sur 
 qui est dans Hk est dans W k, et enfait l'espa
e de 
ohomologie asso
i�e �a T s'identi�e naturellement, via l'appli
ationtra
e, au quotient de l'espa
e des solutions de 
ette �equation qui sont dans W kpar l'espa
e de 
elles qui sont dans Hk.14



3.1. th�eor�eme. | L'appli
ation tra
e r�ealise des isomorphismes entref� 2W k; D� = 0g et f� 2 Hk� 12 (�; E); T� = 0g pour k � 1 ;f� 2 Hk; D� = 0g et T �Hk� 12 (�; E)� pour k � 0 :Preuve. | Prouvons la premi�ere �egalit�e. On a d'abordRf� 2 W k; D� = 0g � f� 2 Hk+ 12 (�; E); T� = 0g
ar par d�e�nition de l'appli
ation tra
e et de T on a RÆD = T ÆR. Puis montronsque si � 2 H1=2(�) v�eri�e T� = 0 alors DE(�) = 0 : mais � = DE(�) est de 
arr�esommable et � v�eri�e D� = 0 et R� = 0 ainsi � est nulle d'apr�es le th�eor�eme deCalder�on, (
f 2.3). On a montr�e la premi�ere �egalit�e pour k = 1, les autres 
as s'ensuivent imm�ediatement.Montrons maintenant la se
onde �egalit�e, et 
ommen�
ons par montrer queRf� 2 L2(
; E); D� = 0g = T �H1=2(�; E)� :On remarque d'abord que l'on a l'in
lusionT �H1=2(�; E)� � Rf� 2 L2(
; E); D� = 0g;puisqu'on a Df� 2 W; �� = 0g � f� 2 L2; D� = 0g. On va montrer que 
esdeux derniers espa
es sont �egaux, et on en d�eduira l'�egalit�e voulue en prenantla restri
tion sur � de 
es ensembles. Pour 
ela, on montre que l'appli
ationD : f� 2 W; �� = 0g �! f� 2 L2; D� = 0g est surje
tive. On va d'abordmontrer que son image est ferm�ee et ensuite qu'elle est dense.Montrons don
 que l'image de 
ette appli
ation est ferm�ee : soit (�k)k unesuite de f� 2W; �� = 0g tel que D�k 
onverge dans L2 vers � ; on a don
 � 2 L2et � v�eri�e D� = 0, on veut don
 trouver �1 2 W telle que D�1 = � . Grâ
e auth�eor�eme de Calder�on, TR(�k) 
onverge vers R(�) dans H�1=2(�). Or l'espa
e deSobolev H1=2(�; E) a la d�e
omposition suivanteH1=2(�; E) = f� 2 H 12 (�; E); T� = 0g � T �(H 32 (�; E));et il existe un op�erateur de Green 
ontinu G : H 12 (�; E) �! H 32 (�; E) telque l'image de G soit 
ontenue dans l'image de T et que si � 2 H 12 (�; E)on ait la d�e
omposition � = h + T �G� o�u Th = 0. Ainsi pour tout k, on aR�k = hk + T �GR�k et don
limk!1(TT � + T �T )GR�k = �; dans H�1=2(�):Ainsi par r�egularit�e elliptique, la suite (GR�k)k 
onverge dans H3=2(�) don
la suite (T �(GR�k))k 
onverge dans H1=2 et don
 la suite (E (T �(GR�k)))k
onverge dans W vers un �el�ement �1 de W ; on a don
 ��1 = 0 et R(�1) =limk!1 T �GR�k, ainsi TR�1 = R� et don
 D�1 = � . Ce qui montre que l'imageest ferm�ee. 15



Montrons maintenant que l'image est dense : soit � 2 L2(
; E) qui v�eri�eD� = 0 et qui est orthogonal �a Df� 2 W; �� = 0g ; ainsi on aZ
(D�; �) = 0; pour tout � 2W; tel que �� = 0:Soit alors " > 0 et 
" = fx 2 
; dist(x;�) > "g, alors pour " assez petit, 
" estun ouvert �a bord lisse sur lequel � est lisse et de 
arr�e sommable. Par 
ontinuit�edes expressions par rapport �a la topologie de W , on a don
Z
"(D�; �)� (�;D�) = Z
"(D�; �) = Z�
"(n�; �)Cette expression tend don
 vers z�ero lorsque " tend vers z�ero. Mais la formesesquilin�eaire ( ; �) 2 H1=2�H�1=2 7! R�(n ; �) est 
ontinue, ainsi 
ette limite estR�(nR�;R�). On a don
 R�(n�;R(�)) = 0 
e
i pour tout �el�ement � 2 H1=2(�; E),
e qui montre que R� est nulle, puisque 
ette forme sesquilin�eaire est non-d�eg�en�er�ee. Don
 � = 0 par la remarque (2.3).On a don
 montr�e l'�egalit�e Rf� 2 L2(
; E); D� = 0g = T �H1=2(�; E)� ;les autre 
as s'en d�eduisent de la fa�
on suivante : tout d'abord pour la mêmeraison, on a l'in
lusionT �Hk+1=2(�; E)� � Rf� 2 Hk(
; E); D� = 0g;et si � est un �el�ement de Hk qui v�eri�e D� = 0 alors par 
e qui pr�e
�ede ontrouve � 2 W qui v�eri�e D� = �. Ainsi en restri
tion �a � on a TR� = R� o�uR� 2 H1=2(�) et R� 2 Hk�1=2(�), et on 
on
lut grâ
e �a la d�e
omposition (2.6)qui permet de trouver � 0 2 Hk+1=2(�) qui v�eri�e T� 0 = R�.3.2. Remarque. | Remarquons que si 
 est 
ompa
t ou que si on al'in�egalit�e de Poin
ar�e8� 2 C10 (
; E) ; �k�k2L2(
) � kD�k2L2(
);alors l'espa
e W est simplement �egal �a l'espa
e H1(
; E) et don
 on a kerT =ImT .4. L'indi
e des op�erateurs de type Dira
 non-paraboliques �a l'in�ni .Le but de 
e paragraphe est d'�etablir plusieurs formules pour l'indi
e(�etendu) des op�erateurs de type Dira
 non-paraboliques �a l'in�ni ; on suppose dans
ette partie que D : C1(M;E+ � E�) �! C1(M;E+ � E�) est un op�erateurde type Dira
 Z=2Z gradu�e, qui est non-parabolique �a l'in�ni , 
'est �a dire qu'ilexiste un 
ompa
t K deM tel que pour tout ouvert U born�e dansM�K, il existeune 
onstante stri
tement positive C(U) telle que(4:1) 8� 2 C10 (M �K;E) ; C(U) k�kL2(U) � kD�kL2(M�K):Dans [C1℄, on a montr�e que si ~K est un 
ompa
t 
ontenant K dans son int�erieuret si on d�e�nit l'espa
e de Sobolev W (M;E) 
omme le 
ompl�et�e de l'espa
eC10 (M;E) muni de la norme� 7!qk�k2L2( ~K) + kD�k2L2(M) ;16



alors 
et espa
e ne d�epend pas du 
ompa
t ~K 
hoisi et il s'inje
te 
ontinûment dansH1lo
 ; et de plus les op�erateursD : W (E) �! L2(E) etD+ : W (E+) �! L2(E�)sont Fredholm. On a vu que les solutions L2 de l'�equation D� = 0 sont dansl'espa
e W , et don
 l'indi
e de D est h1(D) = dim (kerW D= kerL2 D) : 
'estla 
odimension de l'espa
e des solutions L2 �a l'�equation D� = 0 dans l'espa
edes solutions qui sont dans W . Nous avions aussi �etudi�e les op�erateurs de typeDira
 sur une vari�et�e riemannienne �a bout 
ylindrique. Un tel op�erateur est non-parabolique �a l'in�ni et les solutions �a l'�equation D� = 0 qui sont dans l'espa
eW sont exa
tement 
elles que M. Atiyah, V.K. Patodi, I.M. Singer appellentsolutions �etendues dans [A-P-S℄. C'est pourquoi on appelle indi
e �etendu l'indi
e deD+ : W (E+) �! L2(E�) ; ainsi si on note h1(D+) = dim (kerW D+= kerL2 D+)alors on relie l'indi
e L2 et l'indi
e �etendu par la formuleindeD+ = h1(D+) + indL2 D+:I
i, nous 
ommen�
ons par montrer que les indi
es �etendus s'expriment 
omme desindi
es de paire de Fredholm ; 
omme le montre dans le 
as 
ompa
t le th�eor�emede Bojarski [B-W℄.4.a. Un th�eor�eme de Bojarski. | Soit don
 K un 
ompa
t �a bord lissede M hors duquel nous avons les estim�ees suivantes : pour tout ouvert U born�edans M �K, il existe une 
onstante stri
tement positive C(U) telle que8� 2 C10 (M �K;E) ; C(U) k�kL2(U) � kD�kL2(M�K):De plus on notera � le bord de K et 
 le 
ompl�ementaire de K. L'analysefaite pr�e
�edement nous fournit deux op�erateurs pseudodi��erentiels d'ordre 1 :TK ; T
 : C1(�; E) �! C1(�; E) induits respe
tivement par les restri
tionsde D �a K et �a 
. Ces op�erateurs se d�e
omposent suivant la graduation de E enT+K + T�K et en T+
 + T�
 . Nous pouvons exprimer les noyaux �etendus et L2 de D�a l'aide de 
es op�erateurs :4.2.Proposition. | L'appli
ation tra
e r�ealise des isomorphismes entref� 2W; D� = 0g et f� 2 C1(�; E); TK� = T
� = 0g;f� 2 L2; D� = 0g et T
 �Hk� 12 (�; E)� \ TK �Hk� 12 (�; E)� ; k 2 N:Preuve. | Ce
i r�esulte du th�eor�eme 3.1 et du fait qu'une se
tion de E quiest lo
alement dans H1 v�eri�e l'�equation D� = 0 si et seulement si elle la v�eri�esur K et sur 
. Pour la se
onde identit�e il faut remarquer que les solutions L2 �a
ette �equation sont en fait lisses.Remarquons que le symbole prin
ipal de l'op�erateur TK + T
 est la mul-tipli
ation de Cli�ord par i� ; ainsi 
'est un op�erateur pseudodi��erentiel ellip-tique et son noyau est form�e de se
tion lisses de E. Ce
i montre que les espa
esf� 2 Hs(�; E); TK� = T
� = 0g sont en fait ind�ependants du r�eel s et don
�egaux �a f� 2 C1(�; E); TK� = T
� = 0g. Et puisqueT
 �Hs+1(�; E)� \ TK �Hs+1(�; E)� � f� 2 Hs(�; E); TK� = T
� = 0g;17




ette interse
tion ne d�epend pas non plus de s. C'est pourquoi on notera 
es espa
esKerTK\KerT
 et ImTK\ImT
. On a don
 les formules suivantes pour les indi
es�etendus de D et D+.indeD = dim�kerTK \KerT
�� dim�ImTK \ ImT
�et indeD+ = dim�kerT+K \KerT+
 �� dim�ImT+K \ ImT+
 �:Or nous savons que la multipli
ation de Cli�ord par la normale n : E �! E estun isomorphisme don
dim�ImT+K \ ImT+
 � = dim�ImnTK \ ImnT
�:Mais les op�erateurs nTK et nT
 sont auto-adjoints don
ImnTK = Im(nTK)� = (ker(nTK))? = (kerTK)? :On a les mêmes identit�es pour les op�erateurs T
 et T+K et T+
 , d'o�u la proposition4.3. Corollaire. | On a les expressions suivantes pour les indi
es desop�erateurs D et D+ :indeD = dim�kerTK \KerT
�� dim�(kerTK)? \ (KerT
)?�et indeD = dim�kerT+K \KerT+
 �� dim��kerT+K�? \ �KerT+
 �?�:Ce
i peut s'exprimer en termes de paire de Fredholm. Rappellons qu'un
ouple (H1; H2) de sous-espa
es ferm�es d'un espa
e de Hilbert est une paire deFredholm si et seulement si les deux 
onditions suivantes sont v�eri��eesi) dimH1 \H2 <1,ii) H1 +H2 est ferm�e et dimH?1 \H?2 <1.Dans 
e 
as on note ind(H1; H2) = dim (H1 \H2) � dim �H?1 \H?2 � l'indi
e de
ette paire de Fredhlom.4.4. Lemme. | Pour tout r�eel s, (kerHs TK ; kerHs T
) et (kerHs T+K ; kerHs T+
 )forment des paires de Fredholm.Preuve. | On montre uniquement le r�esultat pour la premi�ere paire. Ona v�eri��e plus haut la �nitude des dimensions, il suÆt don
 de montrer quekerHs TK + kerHs T
 est ferm�e dans Hs. Rappellons que si n est la normaleint�erieure �a 
 le long de �, alors les symboles prin
ipaux de TK et T
 sont�(TK)(x; �) = n:j�j+ i�; � 2 T �x��(T
)(x; �) = �n:j�j+ i�; � 2 T �x�:Soit don
 (�k)k et (�k)k deux suites de Hs(�; E) telle que TK�k = 0 = T
�k etsupposons que la suite (�k + �k)k 
onverge dans Hs vers un �el�ement '. Il s'agit demontrer que ' peut s'�e
rire ' = �1 + �1 o�u �1 et �1 sont des �el�ements de Hsqui v�eri�ent TK�1 = 0 = T
�1. 18



Soit A l'op�erateur pseudodi��erentiel elliptique d'ordre deux d�e�ni parA = T �
T
 + T �KTK , son symbole prin
ipal est�(A)(x; �) = 4 j�j2; � 2 T �x�:Le noyau de A est kerT
 \ kerTK 
ar si  2 C1(�; E) alors on a la formuleZ�(A ; ) = Z� jTK j2 + jT
 j2:Or dans Hs�2 on a limk A�k = T �
T
' et limk A�k = T �KTK'. Ainsi il existe dessuites (hk)k; (h0k)k form�ees d'�el�ements de kerT
 \ kerTK telles que dans Hs, lessuites (�k+hk)k et (�k+h0k)k 
onvergent vers �1 et vers �1 respe
tivement. Alorsfor
�ement la suite (hk+h0k)k 
onverge dansHs vers un �el�ement ~' de kerT
\kerTK .Et on a don
 �1 + �1 � ~' = '.Ainsi nous avons les th�eor�emes de Bojarski4.5. th�eor�eme. |indeD = ind(kerHs TK ; kerHs T
)et indeD+ = ind(kerHs T+K ; kerHs T+
 ):4.6. Remarque. | Remarquons que le proje
teur orthogonal P+ sur kerT+
est un op�erateur pseudo-di��erentiel et que 
'est un proje
teur de Calder�on puisqueson symbole prin
ipal est�(P+)(x; �)u = 12 �1� ni �j�j� :u; � 2 T �x�; u 2 E+x :4.b. Th�eor�eme de l'indi
e relatif. | Ces formules nous permettent ded�emontrer tr�es rapidement le th�eor�eme de l'indi
e relatif :4.7. Th�eor�eme. | Soient deux op�erateurs de type Dira
 non-paraboliques�a l'in�niD1 : C1(M1; E1) �! C1(M1; E1); D2 : C1(M2; E2) �! C1(M2; E2)Z=2Z gradu�es et isom�etriques �a l'in�ni, 
'est �a dire qu'il existe deux 
ompa
tsK1 �M1 et K2 �M2 et une isom�etrie � : (M1�K1; g1) �! (M2�K2; g2) qui serel�eve en une isom�etrie gradu�ee entre les �br�es, telle queD1 Æ �� = �� ÆD2; au dessus de M2 �K2:alors on a indeD+1 � indeD+2 = ZK1 �D+1 � ZK2 �D+2 ;o�u on a not�e �D+i est la forme 
ara
t�eristique 
onstruite �a l'aide du symboleprin
ipal de D+i . 19



Preuve. | Elle repose sur les propri�et�es suivantes de l'indi
e des paires deFredholm ([B-W℄, [A-S-S℄) : Si (H1; H2) est une paire de Fredholm d'un espa
e deHilbert H alorsi) ind(H1; H2) = � ind(H?1 ; H?2 ),ii) Si Pi est la proje
tion orthogonale sur Hi, i = 1; 2 alors l'op�erateur(1 � P2)P1 : H1 �! H?2 est Fredholm et son indi
e est l'indi
e de lapaire (H1; H2)iii) Si de plus H3 est sous-espa
e ve
toriel ferm�e de H et si P3 est le proje
teurorthogonal sur H3, lorsque les op�erateurs Id � P1 � P2 et P2 � P3 sont
ompa
ts alors ind(H1; H2) = ind(H1; H3) + ind(H?3 ; H2):Dans la situation du th�eor�eme, on peut supposer que les 
ompa
ts K1 etK2 sont �a bord lisse et on identi�e leurs bords que l'on note �. De la même fa�
on,on identi�e les vari�et�es Mi � Ki; i = 1; 2, que l'on note 
. Alors l'analyse faitedans les paragraphes pr�e
�edents nous fournit des op�erateurs T+K1 ; T+K2 ; et T+
 etl'on aindeD+1 � indeD+2 = ind(kerT+K1 ; kerT+
 )� ind(kerT+K2 ; kerT+
 )= ind(kerT+K1 ; kerT+
 ) + ind��kerT+K2�? ; �kerT+
 �?�= ind�kerT+K1 ; �kerT+K2�?� :Mais K2 est 
ompa
t ainsi il y a �egalit�e entre le noyau et l'image de TK2 , et si nest le 
hamp normal �a � int�erieur �a 
, on a�kerT+K2�? = �kernT+K2�?= n ImT+K2= n kerT�K2 :Ainsi, on a indeD+1 � indeD+2 = ind(kerT+K1 ; n kerT�K2):Notons que nous avons pu employer la propri�et�e iii) 
i-dessus des paires deFredholm 
ar d'apr�es la remarque (4.6), 
es proje
teurs sont des op�erateurs pseudo-di��erentiels d'ordre z�ero qui ont même symbole prin
ipal don
 ils di��erent d'unop�rateur 
ompa
t.On a don
 montr�e que 
et indi
e relatif ne d�epend pas de la g�eom�etrie �al'in�ni. Soient don
~D+i : C1( ~Mi; E+i ) �! C1( ~Mi; E�i ); i 2 f1; 2gdes op�erateurs de type Dira
 sur des vari�et�es 
ompa
tes, telles que pour des
ompa
ts ~Ki � ~Mi, l'op�erateur ~Di sur ~Ki et l'op�erateur Di sur Ki soientisom�etriques, alors on a l'�egalit�eindeD+1 � indeD+2 = ind ~D+1 � ind ~D+2 :20



Le th�eor�eme de l'indi
e d'Atiyah-Singer permet alors de 
on
lure.4.
. Th�eor�emes de l'indi
e. | Soit D : C1(M;E+ � E�) �!C1(M;E+ � E�) un op�erateur de type Dira
 Z=2Z gradu�e non-parabolique �al'in�ni , et soit 
 un voisinage de l'in�ni de M sur lequel on a les estim�ees (4:1).On note h1(
) la dimension de l'espa
e de 
ohomologie asso
i�e �a l'op�erateur T
induit par D : C1(
; E) �! C1(
; E), et on d�e�nit de même h�1(
). On a don
h1(
) = dim (kerT
 \ n kerT
).4.8. Th�eor�eme. | L'indi
e �etendu deD est donn�e par la formule suivanteindeD = 12h1(
) = h+1(
) = h�1(
):Preuve. | C'est un 
orollaire des travaux pr�e
�edents, en e�et si on noteK le 
ompl�ementaire de 
 alors2h1(
) = ind (kerTK ; kerT
) + ind (n kerTK ; n kerT
)= ind (kerTK ; kerT
) + ind �(kerTK)? ; n kerT
�= ind (kerT
; n kerT
)= dim (kerT
 \ n kerT
) :Ce
i 
ar, 
omme K est 
ompa
t, on a n kerTK = (ImnTK) = (kernTK)?.Pour les autres �egalit�es, on peut les montrer de trois fa�
ons di��erentes, lapremi�ere 
onsiste �a reprendre la preuve pr�e
�edente ; la deuxi�eme est de remarquerque la multipli
ation de Cli�ord par n 
onserve l'espa
e (kerT
 \ n kerT
) etqu'elle �e
hange les parit�es ainsi h+1(
) = h�1(
) ; en�n la troisi�eme 
onsiste�a remarquer que h+1(
) � h�1(
) est l'indi
e de l'op�erateur pseudodi��erentielT+
 + �T�
 �� ; or le symbole de 
et op�erateur est la multipli
ation de Cli�ordpar i� ; ainsi l'indi
e de 
et op�erateur est 
elui de l'op�erateur de Dira
 induit parD+ : C1(K;E+) �! C1(K;E�), et 
et indi
e est nul d'apr�es l'invarian
e del'indi
e par 
obordisme (
f. [P℄).Si de plus, on suppose qu'il existe un isomorphisme de �br�es � : E+ �! E�tel que �D� = �D+��1. C'est par exemple le 
as de l'op�erateur de Gauss-Bonnetsur une vari�et�e de dimension impaire orient�ee. Dans 
e 
as, l'op�erateur � r�ealiseun isomorphisme entre kerL2 D+ et kerL2 D� et entre kerW D+ et kerW D� ; ainsil'indi
e L2 de l'op�erateur D+ est nul et l'indi
e �etendu de D+ est h1(D+). On ales �egalit�es h1(D+) = h1(D�) = h1(D)=2. Et don
, on a4.9. Corollaire. | Si D : C1(M;E+ � E�) �! C1(M;E+ � E�)est un op�erateur de type Dira
 non-parabolique �a l'in�ni qui v�eri�e les 
onditions
i-dessus alors indeD+ = 12h+1(
):Ainsi dans les deux 
as pr�e
�edents, on a montr�e que l'indi
e �etendu d'unop�erateur de type Dira
 non-parabolique �a l'in�ni pouvait s'exprimer en fon
tion21



d'un "nombre de Betti" d'un 
omplexe elliptique sur une hypersurfa
e "pro
he "de l'in�ni.Toute notre th�eorie nous permet de donner une formule g�enerale pourl'indi
e �etendu4.10. Th�eor�eme. | SoitD : C1(M;E+�E�) �! C1(M;E+�E�) unop�erateur de type Dira
 non-parabolique �a l'in�ni sur une vari�et�e M ; on supposeque K est un 
ompa
t hors duquel on a les estim�ees (4.1) et qu'un voisinage de�K est isom�etrique au produit riemannien ℄ � "; "[��K, et qu'au dessus de 
evoisinage le �br�e E et l'op�erateur D respe
te 
ette g�eom�etrie. En parti
ulier sur 
evoisinage D ' n:( ��r + A), o�u A : C1(�K;E) �! C1(�K;E) est un op�erateurde type Dira
. AlorsindeD+ = ZK �D+ + �A+(0)� dimkerA+2 + ind(H�0; kerT+M�K);o�u a) �D est la forme 
ara
t�eristique d�e�nie par le symbole prin
ipal de D+.b) �A+(0) est la valeur en 0 de l'extension m�eromorphe de�A+(s) = X�2SpA+ sign�j�j�s;(en fait, 
ette extension est holomorphe sur le demi-plan Res > �1=2),
) H�0 est le sous-espa
e ve
toriel de L2(�K;E+) engendr�e par les espa
espropres de A+ asso
i�es aux valeurs propres n�egatives ou nulles de A+.Preuve. | On peut la faire de deux fa�
ons : la premi�ere est d'appliquer leth�eor�eme de l'indi
e relatif ou de fa�
on �equivalente d'�e
rire queindeD+ = ind(kerT+K ;H?�0) + ind(H�0; kerT+M�K):Or on sait que ind(kerT+K ;H?�0) est l'indi
e de l'op�erateurD+ : H1(K;E+;H?�0) �! L2(K;E�);o�u on a not�e H1(K;E+;H?�0) l'espa
e des se
tions H1 de EjK dont la tra
e sur�K est dans H?�0. Et suivant [A-P-S℄, 
et indi
e vautZK �D � dimKerA+ � �A+(0)2 :La se
onde m�ethode 
onsiste �a se servir des travaux de [B-W℄ en remarquantque dans notre 
as l'indi
e �etendu est simplement l'indi
e de l'op�erateurD+ : H1(K;E+; kerT+M�K) �! L2(K;E�);et notre formule est exa
tement 
elle que donne Booss et Woj
ie
howski pourl'indi
e de 
et op�erateur. L'avantage de la premi�ere preuve est qu'elle n'utilise queles m�ethodes d�evelopp�ees dans 
et arti
le.22



5. Quelques 
al
uls d'indi
es.Ce dernier r�esultat montre que si un voisinage de l'in�ni a une g�eom�etrie quipermet de r�esoudre expli
itement le probl�eme de Diri
hlet, alors on peut 
al
ulerl'indi
e �etendu. Dans 
e paragraphe, nous allons 
onsid�erer le 
as o�u un voisinagede l'in�ni est un produit tordu :5.a. Cas de l'op�erateur de Dira
. | Soit (M; g) une vari�et�e riemanni-enne spin dont un voisinage de l'in�ni est un produit tordu sur R+, i.e. il existeun 
ompa
t �a bord lisse K deM telle que (M �K; g) soit isom�etrique �a R+��Kmuni de la m�etrique riemannienne dr2 + f2(r)h o�u r est la fon
tion radiale deR+ � �K , o�u h est une m�etrique riemannienne sur �K et o�u f est une fon
tionlisse et stri
tement positive sur R+. On notera � le bord de K et S le �br�e desspineurs sur M . nous avons la proposition5.1. proposition . | L'op�erateur de Dira
 est non-parabolique �a l'in�nidans les deux 
as suivant :premier 
as : limr!1 f 0(r) = 0;se
ond 
as : pour r > 1; f(r) = ar; (a > 0):Preuve. | Soit I l'appli
ation qui �a � 2 S(r;�) asso
ie f n�12 (r)�. Alorsselon [A2℄, [Ch℄, 
ette appli
ation r�ealise une isom�etrie entre les espa
es de HilbertL2(R+ � �; S) et L2 �R+; L2(�; S)�, 
'est �a dire que si � 2 L2(R+ � �; S) alorsk�k2L2(R+��;S) = Z 10 kI(�)(r; :)k2L2(�;S)dr:Et de plus toujours suivant ([A2℄, [Ch℄), si � 2 C1(R+ � �; S), alors �� =I�1DI� = n� ��r + Af(r)� � , o�u A est deux fois l'op�erateur de Dira
 de �, Ene�et le �br�e des spineurs de M au-dessus de � se s
inde en S � nS o�u S est le�br�e des spineurs de �. L'op�erateur A est elliptique autoadjoint ; soit don
L2(�; E) = M�2SpAC'�;une d�e
omposition spe
trale de A, o�uD'� = �'�;Z� j'�j2 = 1:Alors toute se
tion � 2 C10 (R�+ � �; S) se d�e
ompose en :�(r; �) = X�2SpA ��(r)'�(�);23



o�u �� 2 C10 (℄0;1[): Ainsi on ak��k2L2 = Z 10  X� ����� 0� + �f ������2! dr=X� Z 10 �j� 0�j2 + �2 + �f 0f2 j��j2� dr:Pla�
ons-nous dans le premier 
as. Soit don
 � = dist (SpA� f0g; 0), si on ajf 0(r)j < �=2 alors �2 + �f 0 � �2=2, 
e
i pour toute valeur propre � de A. Soitdon
 R telle que jf 0(r)j < �=2 pour tout r > R. Pour � 2 C10 (℄R;1[��; S) on a(5:2) k��k2L2 �X� Z 1R �j� 0�j2 + �22f2 j��j2� dr� 14 Z 1R k�k2L2(�;S)r2 dr + 12 



A�f 



2L2 :Ce
i d'apr�es l'in�egalit�e de Hardy qui aÆrme que si  est une fon
tion lisse�a support 
ompa
t dans ℄0;1[, alors R10 j 0j2dr � R10 (j j2=4r2)dr, 
f [Da℄. Ce
imontre don
 que dans le premier 
as l'op�erateur de Dira
 est non-parabolique �al'in�ni . Remarquons que l'on a le même r�esultat si on suppose simplement quelim sup1 jf 0j < �.Pla�
ons nous maintenant dans le se
ond 
as, si � 2 C10 (℄1;1[��; S), on ak��k2L2 =X� Z 11 �j� 0�j2 + �2 + �a(ar)2 j��j2� dr=X� Z 11  j� 0�j2 � 14r2 j��j2 + (�a + 12 )2r2 j��j2! dr:Mais si on pose �� = ��pr alors R11 �j� 0�j2 � 14r2 j��j2� dr = R11 j�0�j2 rdr ; oron a l'in�egalit�e de Hardy (qui s'obtient de la pr�e
�edente par un 
hangement devariables)(5:3) Z 11 j�0�j2rdr � Z 11 (j��j2=4r ln2 r)dr:On obtient don
k��kL2 �X� Z 11  (�a + 12 )2r2 j��j2 + j��j24r2 ln2 r ! dr:Remarque. | La même preuve nous montre que si f est 
on
ave alorsl'op�erateur de Dira
 est non-parabolique �a l'in�ni ; mais dans le 
as o�u lim f 0 =a 6= 0 et o�u on suppose de plus que f 00 = O � 1r2 ln2 r� alors les op�erateurs de Dira
,pour les "warping fun
tions" f et ar, ont même indi
e.Nous pouvons alors �enon
er nos formules de l'indi
e dans 
e 
adre l�a24



5.4. Th�eor�eme . | Si D est l'op�erateur de Dira
 d'une vari�et�e rieman-nienne spin de dimension paire dont un voisinage de l'in�ni est isom�etrique �a(R+ � �; dr2 + f2(r)h) o�u f est une fon
tion 
onstante pr�es de 0 et si A+ estl'op�erateur de Dira
 sur � on a :1) si lim1 f 0 = 0, alorsindeD+ = ZK Â+ dimKerA+ + �A+(0)2 :2) Et si pour r > 1, f(r) = ar, alorsindeD+ = ZK Â+ dimKerA+ + �A+(0)2+ 
ardf� 2 SpA+; �1=2 � �=a � 0g:Preuve. | D'abord on remarque que dans 
e 
as A+ est justementl'op�erateur de Dira
 de �. Il suÆt d'appliquer le th�eor�eme (4.10), et pour 
elail faut d�eterminier le noyau de T+R+��. Pour 
ela, on 
ommen
e par r�esoudre leprobl�eme de Diri
hlet sur R+ � � qui est� �� = 0� = �; sur �En d�e
omposant par rapport �a la d�e
omposition spe
trale de A+, on a� =X� ��(r)'�(�)� =X� ��'�(�);ave
 �� ddr + �f �� ddr + �f � �� = 0��(0) = ��;��'� 2 W:Les solutions de l'�equation di��erentielle sont de la forme�A�(r) + �B�(r)o�u A�(r) = e�� R r0 f�1(t)dtB�(r) = e��R r0 f�1(t)dt Z r0 e2�R t0 f�1(s)dsdt:Pla�
ons nous dans le 
as o�u lim1 f 0(r) = 0 ; alors on a lim f(r)=r = 0 etdon
 si " > 0 alors on a pour r assez grand f(r) < "r. Ainsi si � � 0 on a, pourr � R : A�(r) � C";R;� r��" ;25




e qui montre que dans 
as A�(r)'�(r) 2W et que si � > 0 alors A�(r)'�(r) 2 L2.Puis si � < 0, on a exp(2� R t0 f�1(s)ds) � Ct2�=" et don
B�(r) = C�e��R r0 f�1(t)dt Z 1r e2� R t0 f�1(s)dsdt;don
 pour r assez grandB�(r) = C� Z 1r e�R r0 f�1(t)dt e� R tr f�1(s)dsdt� C Z 1r t�=" (t=r)�� dt� C 0r ��+1:Ainsi en prenant " assez petit, on a B� 2 L2. Ainsi la solution au prob�eme deDiri
hlet est��(r) = ��A�(r); si � � 0��(r) = �� �Z 10 e2�R t0 f�1(s)dsdt��1 e��R r0 f�1(t)dt Z 1r e2�R t0 f�1(s)dsdt; si � < 0;Ainsi le noyau de T+R+�� est le sous-espa
e engendr�e par les espa
es propres deA+ qui sont asso
i�es aux valeurs propres positives ou nulles de A+.Pla�
ons-nous maintenant dans le 
as o�u f(r) = ar ; dans 
e 
as les solutions�a l'�equation di��erentielle sont de la forme�r��=a + �r(�=a)+1; si � 6= �a=2(� ln r + �)r�1=2; si � = �a=2:L'analyse faite pr�e
�edement montre que la solution du probl�eme de Diri
hlet est��(r) = ��r��=a; si �=a � �1=2��(r) = ��r(�=a)+1; si �=a < �1=2:Ainsi dans 
e 
as on a kerT+R+�� = M���a=2C'�:Et don
 si on note H��a=2 (resp. H<�a=2) le sous-espa
e ve
toriel de L2(�K;E+)engendr�e par les espa
es propres de A+ asso
i�es aux valeurs propres sup�erieuresou �egales (resp. stri
tement inf�erieures) �a �a=2, alorsind(H�0; kerT+R+��) = dim �H�0 \ H��a=2�� dim �H>0 \ H<�a=2� :5.b. L'op�erateur de Gauss-Bonnet. | Soit (M; g) une vari�et�e rieman-nienne de dimension n, dont un voisinage de l'in�ni est isom�etrique au produittordu (R+ � �; dr2 + f2(r)h). Toute forme di��erentielle � 2 �T �(R+ � �) sed�e
ompose en � = dr ^ �1 + �226



o�u �1; �2 2 �T ��. Ainsi, on r�ealise un isomorphisme entre �2�T �(R+ � �)et �T ��. Suivant [Br-S℄ et [B-M-S℄, on 
onsid�ere alors l'appli
ation I qui �a� = dr ^ �1 + �2 2 C10 (�2�T �(R+ � �)) asso
ieI(�) = fP�n�12 �1 � fP�n�12 �2 2 C10 (R+; C1(�T ��));o�u P est l'endomorphisme qui vaut p Id sur C1(�pT ��). Alors I est une bije
tionqui r�ealise une isom�etrie de L2(�2�T �(R+ � �)) sur L2(R+; L2(�T ��)) i.e.k�k2L2(�2�T�(R+��)) = Z 10 kI(�)(r; :)k2L2(�T��)dr:De plus toujours suivant ([Br-S℄ et [B-M-S℄), si � 2 C10 (R+; C1(�T ��)) alorsD� = I(d+ Æ)I�1� = �� ��r + A+ f 0Lf ��;o�uA est l'op�erateur de Gauss-Bonnet sur �, �� = (�1)P� et L est l'endomorphismede �T �� d�e�ni par L = (�1)P (P � n�12 ). Cette r�edu
tion nous permet d'�enon
erla 5.5. Proposition. | Si limr!1 f 0(r) = 0 ou si f(r) = ar, alorsl'op�erateur de Gauss-Bonnet sur (M; g) est non-parabolique �a l'in�ni .Preuve. | Dans le se
ond 
as, on a D = � � ��r + Bar � ; o�u B est l'op�erateurelliptique autoadjoint A + aL, 
'est don
 une 
ons�equen
e de l'analyse faitepr�e
�edement.Pla�
ons nous dans le premier 
as : on a la d�e
ompositionC1(R+; C1(�T ��)) = C1(R+;H)� C1(R+;L1);o�u H est l'espa
e des formes di��erentielles harmoniques sur � et o�u on note Lsl'orthogonal de H dans Hs(�T ��). De plus L et A respe
tent 
ette d�e
omposition,don
 par rapport �a 
elle 
i, D se d�e
ompose en0�� � ��r + f 0f L� 00 � � ��r + Bf �1APour � 2 C10 (R+;H), on a la minorationkD�kL2 = 



f�L ��r fL�



L2 � CTT k�kL2([0;T ℄;H):Ce qui montre que la premi�ere partie de l'op�erateurD est non-parabolique �a l'in�ni. Puis pour la se
onde, l'in�egalit�e (5.2) nous montre que pour R assez grand, si� 2 C10 (℄R;1[;L1) alors(5:6) 



�� ��r + Af ��



2L2 � Cte 



�f 



2L2 :Soit E : C1(�2�T �M) �! C1(�2�+1T �M) l'op�erateur d�e�ni parE� = (d+Æ)'�+I�1�� ��r + Af � (1�P )I(1�')�+I�1�� ��r + f 0f L�PI(1�')�27



o�u ' est une fon
tion lisse �a support 
ompa
t valant 1 sur K et o�u P est laproje
tion orthogonale de L2(�T ��) sur H . Soit W (�2�T �M) le 
ompl�et�e deC10 (�2�T �M) muni de la norme� 7!qk�k2L2(K) + kE�k2L2(M) :L'analyse, faite dans [C1℄, montre que 
et espa
e de Sobolev s'inje
te 
ontinûmentdans H1lo
, et que de plus l'op�erateur E : W �! L2 est Fredholm. Mais lesop�erateurs E et D di��erent d'un op�erateur 
ompa
t de W dans L2 : en e�etD � E est isom�etrique �a l'op�erateur (f 0=f)L(1� ') agissant sur W0(R+;L1) quiest le 
ompl�et�e de l'espa
e C10 (R+;L1) muni de la norme� 7! 



�� ��r + Af ��



L2 :Si g est une fon
tion born�ee sur R+, alors (g=f)L : W0(R+;L1) �! L2(R+;L0)est 
ontinue et d'apr�es (5.6) on ak(g=f)LkW0!L2 � CkgkL1;De plus si g est une fon
tion C1 �a support 
ompa
t alors (g=f)L : W0 �! L2est 
ompa
t, 
e qui montre que si g est une fon
tion C1 qui tend vers 0 �a l'in�ni,alors (g=f)L est 
ompa
t deW0 dans L2. Ce qui montre que l'op�erateur de Gauss-Bonnet est Fredholm de W (�2�T �M) dans L2(�2�+1T �M), et d'apr�es [C1℄, 
ela�equivaut au fait d'être non-parabolique �a l'in�ni .Indi
e en dimension paire. | Nous allons maintenant 
al
uler l'indi
e del'op�erateur de Gauss-Bonnet en dimension paire, i.e dimM = n = 2k. Puisque 
etindi
e ne 
hange pas si on 
hange la fon
tion f sur un 
ompa
t, on suppose quela fon
tion f est 
onstante pr�es de 0, alors en appliquant le th�eor�eme (4.10), nousavons inde(d+ Æ) = ZK 
g + 12�(0)� 12h+ io�u i) �(0) est l'invariant eta de l'op�erateur de Gauss-Bonnet, il est bien 
onnuqu'il est nul,(ii) puis h est la dimension du noyau de l'op�erateur de Gauss-Bonnet sur � i.e
'est la somme des nombres de Betti de � :h = 2k�1Xl=0 bl(�);iii) en�n i est l'indi
e de l'op�erateur de Gauss-Bonnet sur la vari�et�e (R��; dr2+�2g) o�u � est une fon
tion positive valant f sur [1;1[ et valant 1 sur R�.Comme le bord de K est suppos�e totalement g�eod�esique, d'apr�es la formule deChern, on a RK 
g = �(K) = �(M) . Cal
ulons don
 i.Pla�
ons nous dans le 
as o�u � = ar pour r > 1 :28



Nous e�e
tuons une premi�ere r�edu
tion : l'op�erateur de Gauss-Bonnet estisom�etrique �a l'op�erateur D = �� ��r + A+ f 0Lf �agissant sur C1(R; C1(�T ��)). Soit alors ('l(r; �))l une base orthonormale deL2(�T ��) qui diagonalise l'op�erateur Br = A + f 0(r)L ; on a don
 Br'l(r; :) =�l(r)'l(r; :). De plus on peut le faire de telle sorte que, pour 
haque l, lafon
tion r 7! 'l(r; :) soit 
ontinue. On 
onsid�ere alors l'op�erateur lin�eaire F :C1(R; C1(�T ��)) �! C1(R; C1(�T ��)) d�e�ni parF  Xl xl(r)'l(r; �)! =Xl � _xl(r) + �l(r)f(r) xl(r)� �'l(r; �):Alors F : W �! L2 est 
ontinue et D � F est un op�erateur 
ompa
t de W dansL2, en e�et (D � L) (Pxl(r)'l(r; :)) = Pxl(r)� _'l(r; :) et les 
al
uls des ('l)let des (�l(r))l fait dans [Br-S℄, montre que _'l = 0 si r < 0 ou si r > 1 et quek _'lkH1 = O(��1l ), 
e qui permet de montrer que l'op�erateur (D � F ) est 
ontinude W dans H1([0; 1℄; H1(�T ��)) et il est don
 
ompa
t de W dans L2. Il suÆtdon
 
al
uler l'indi
e de F .Maintenant l'�etude faite au paragraphe pr�e
�edent montre quei = #fl; tel que �l(0) � 0; �l(1) � �1=2g�#fl; tel que �l(0) > 0; �l(1) < �1=2gSelon [Br-S℄, les valeurs propres r�ep�et�ees ave
 multipli
it�es de A+ f 0(r)L sont :les (�1)p+12 f 0(r)�q�p;j + (p� k + 1)2f 02(r)o�u �p;j sont les valeurs propres non nulles (r�ep�et�ees ave
 multipli
it�e) duLapla
ien agissant sur les p formes di��erentielles 
oferm�ees sur �;et les (�1)p�p� k + 12� f 0(r)de multipli
it�e �egale �a bp(�). Ainsi on ai =#(�p;j ; (�1)p+12 �r�p;ja + (p� k + 1)2 � �1=2)+ X(�1)p(p�k+ 12 )��1=2bp(�)�#(�p;j ; (�1)p+12 +r�p;ja + (p� k + 1)2 < �1=2) :Don
 i = X2j�1�k b2j�1 + X2j�k�1 b2j + b29



o�u b = 0 si k est impaire etb = #f�k�1;j ; �k�1;j � agsi k est paire. En 
e servant du fait que la 
ara
t�eristique d'Euler de � estnulle, on peut don
 �enon
er5.7. Proposition. | Si (M2k; g) est une vari�et�e riemannienne dont unvoisinage de l'in�ni est isom�etrique au produit tordu (R+��; dr2 + (ar)2g) alorsl'op�erateur de Gauss-Bonnet est non-parabolique �a l'in�ni etindeD+GB = �(M) + X0�j�k�1(�1)j+1bj(�) + �o�u � = bk(�) + bk�1(�) si k est impaire et o�u � = #f�k�1;j ; �k�1;j � ag si k estpair. Pla�
ons maintenant dans le 
as o�u limr!1 f 0(r) = 0 :L'analyse faite au paragraphe pr�e
�edent montre qu'il suÆt de 
al
uler l'indi
e de0�� � ��r + f 0f L� 00 � � ��r + Af �1AW (R;H)�W (R;L1) �! L2(R;H)�L2(R;L0);or, l'indi
e de � � ��r + Af � : W (R;L1) �! L2(R;L0); est nul, il suÆt don
 de
al
uler l'indi
e de� � ��r + f 0f L� : W (R;H) �! L2(R;H): Celui 
i vautXp2I bp(�)o�u I est l'ensemble des indi
es p 2 f0; 1; ::; 2k�1g tels que si 
p = (�1)p �p� k + 12�la fon
tion f�
p soit dans le 
ompl�et�e de C10 (℄0;1[;R) muni de la normeg 7! 



f�
p ddt (f
pg)



L2 + jg(0)j:Grâ
e �a un 
hangement de variable et �a l'in�egalit�e de Hardy, on peut montrer que
ette 
ondition �equivaut �a Z 10 f2
p(t)dts2 <1o�u ds = f2
pdt. On d�etermine I uniquement dans les deux 
as suivants :i) lorsque f(r) = e�r, alors I = f2j; 2j � k � 1=2g[f2j�1; 2j�1 � k�1=2get on a indeD+GB = �(M) + X0�j�k�1(�1)jbj :On remarque que, dans 
e 
as l�a, une forme harmonique de degr�e paire sur(R+ � �; dr2 + e�2rg) qui est dans W est dans L2 ; en e�et 
elles dont la valeur30



au bord est dans L sont dans L2, 
e
i r�esulte des 
al
uls faits pour l'op�erateur deDira
, puis 
elle dont la valeur au bord est dans H sont des 
ombinaisons lin�eairesdes r 7! exp ((�1)p(p� k + 1=2) r) h;o�u h 2 H est de degr�e p et o�u (�1)p(p � k + 1=2) � 0. Ainsi l'indi
e �etendu estl'indi
e L2 ; 
ette formule pour l'indi
e L2 avait �et�e obtenue par Br�uning dans[Br℄. Notons aussi que nous obtenons le même r�esultat si on suppose simplementque limr!1 f 0(r) = 0 et que pour tout � � 1, on a R10 f� <1.ii) Et lorsque f(r) = r�a, a > 0, alors on a I = fp; 2a
p � 1g ainsi on obtientindeD+GB = �(M)+ X0�j�k�1(�1)jbj+ Xk� 12� 12a�2j�k�1 b2j + Xk�2j+1�k� 12+ 12a b2j+1:Ce
i permet d'�enon
er le th�eor�eme5.8. Proposition. | Soit (M2k; g) une vari�et�e riemannienne dont unvoisinage de l'in�ni est isom�etrique au produit tordu (R+ ��; dr2 + f2(r)g) ave
limr!1 f 0(r) = 0, alors l'op�erator de Gauss-Bonnet est non-parabolique �a l'in�niet si f = e�r ou si f(r) = r�a alorsindeD+GB = �(M) + X0�j�k�1(�1)jbj(�) + �;o�u si f = e�r alors � = 0 et l'indi
e �etendu est l'indi
e L2 ; et si f(r) = r�a alors� = Xk� 12� 12a�2j�k�1 b2j(�) + Xk�2j+1�k� 12+ 12a b2j+1(�):Indi
e en dimension impaire. | Nous supposons maintenant que M estune vari�et�e riemannienne orient�ee de dimension impairedimM = 2k + 1 ;et nous supposons toujours qu'un voisinage de l'in�ni 
 est isom�etrique au produittordu (R+��; dr2+f2(r)g). Nous savons que indeD+GB = 12 dim �kerT+
 = ImT�
 �.En fait kerT+
 est engendr�e par les formes di��erentielles sur � qui s'�etendent enune forme harmonique de W sur 
 alors que ImT�
 est l'espa
e de 
elles quis'�etendent en une forme harmonique L2. Ainsi lorsque f(r) = ar, les 
al
uls faitpr�e
�edement montre quekerT+
 est engendr�e par les ve
teurs propres de A+aL asso
i�es aux valeurspropres sup�erieures ou �egales �a �a=2.ImT�
 est engendr�e par les ve
teurs propres de A+ aL asso
i�es aux valeurspropres stri
tement sup�erieures �a a=2.31



Don
 indeD+GB = 12# f�; � 2 Sp(A+ aL); j�j � a=2 gOr les valeurs propres de A+ aL sont les(�1)p(p� k) de multipli
it�e bp(�).Et les (�1)p+12 a�p�p;j + (p� k + 1=2)2a2 o�u �p;j sont les valeurs propresnon-nulles (r�ep�et�ees ave
 multipli
it�e) du Lapla
ien agissant sur les p-formesdi��erentielles 
oferm�ees.On trouve don
indeD+GB = 12 (bk(�) + #f�k;j ; �k;j � 3a=4g+#f�k�1;j ; �k�1;j � 3a=4g) ;Or le spe
tre du Lapla
ien sur les k-formes sur � est la r�eunion de 0 ave
 lamultipli
it�e bk(�), et du spe
tre du Lapla
ien sur les k-formes 
oferm�ees et duspe
tre du lapla
ien sur les (k � 1)-formes 
oferm�ees. Don
 si Ek[0; �℄ d�esigne leproje
teur spe
tral du lapla
ien sur les k-formes di��erentielles sur � alorsindeD+GB = 12 dimEk[0; 3a4 ℄:Pla�
ons nous maintenant dans le 
as o�u lim f 0 = 0, l'analyse pr�e
�edentenous montre que indeD+GB = 12Xp2J bp(�)o�u I est l'ensemble des indi
es p 2 f0; 1; ::; 2k�1g tel que si 
p = (�1)p �p� k + 12�alors Z 10 f2
p(t)dts2 <1; ave
 ds = f2
pdt;mais que Z 10 f�2
p(t)dt =1:On obtient ainsi J = fkg si f(r) = e�r et J = [k � 1=2a; k + 1=2a℄ si f(r) = r�aet on peut �enon
er la5.9. Proposition. | Si (M2k+1; g) est une vari�et�e riemannienne orient�eede dimension 2k+1 dont un voisinage de l'in�ni est isom�etrique au produit tordu(R+ � �; dr2 + f2(r)g).Si pour r > 1 on a f(r) = ar alorsindeD+GB = 12 dimEk[0; 3a4 ℄;o�u Ek[0; �℄ d�esigne le proje
teur spe
tral du lapla
ien sur les k-formesdi��erentielles sur �.Si f = e�r, alors indeD+GB = bk(�)2 :32



Et si f(r) = r�a, alorsindeD+GB = 12 Xk� 12a�j�k+ 12a bj :6. Bibliographie.[A-T℄ T. A
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