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THEOREMES DE L’INDICE SUR LES VARIETES NON-COMPACTES.

Résumeé. Dans cet article, on calcule I'indice étendu d’un opérateur de
type Dirac sur une variété riemannienne complete, non-compacte. Pour cela, on
montre que cet indice est celui d’une restriction & une partie compacte avec une
condition au bord. Cette condition provient d’un complexe elliptique naturellement
défini sur le bord du compact. Ce résultat est une généralisation du résultat
d’Atiyah-Patodi-Singer qui considérait une variété a bout cylindrique.

Mots-clés. théoreme de l'indice, inégalités de Sobolev, probleme de
Dirichlet, paire de Fredholm, complexe elliptique, opérateur pseudo-différentiel.

Abstract. In this paper, we give a formula for the extended index of a
Dirac type operator on a complete non-compact riemannian manifold. For this, we
show that this index is the index of the restriction to a compact set together with
a boundary condition. This condition comes from a natural elliptic complex on the
boundary of the compact. This result generalizes a result of Atiyah-Patodi-Singer
about manifolds with cylindrical end.

Key-words. Index theorem, Sobolev inequalities, Dirichlet problem,
Fredholm pair, elliptic complex, pseudo-differential operator.

0. Introduction.

Le but de cet article est de préciser I'intuition selon laquelle 'indice d’un
opérateur de type Dirac sur une variété riemannienne non-compacte s’exprime
comme la somme d’une contribution locale donnée par le théoreme de ’indice de
Atiyah-Singer et d’une contribution de ”Iinfini”.
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Citons d’abord quelques résultats qui justifient cette intuition : Dans [A-P-
S], Atiyah, Patodi, Singer étudient les opérateurs de type Dirac sur une variété
riemannienne a bout cylindrique, leur étude montre qu’on peut se ramener a
considérer la restriction de I'opérateur sur une partie compacte si on se donne une
condition au bord. Grosso modo, un spineur, qui vérifie cette condition, se prolonge
en un spineur harmonique L? hors du compact. Ainsi cette condition au bord est
la contribution de l'infini. Le deuxiéme résultat est celui de M. Gromov et H.B.
Lawson ([G-L]) : lorsque (M™, g) est une variété spin complete de dimension paire
dont la courbure scalaire est uniformément strictement positive hors d’un compact,
alors ils montrent que ’espace des spineurs harmoniques L? est de dimension finie
et méme mieux l'opérateur de Dirac est Fredholm sur son domaine. Ils montrent
enfin le théoreme de l'indice relatif :

si deuz telles variétés sont isométriques hors d’un compact alors la différence
des indices de leurs opérateurs de Dirac est la différence des intégrales de leurs
A-formes.

La preuve du théoreme de l'indice relatif fut améliorée et généralisée par Donnelly
([Do]), Borisov-Miiller-Schrader ([B-M-S]) , Bunke ([Bu]), Anghel ([A1]) et Roe
([R1]). Le dernier résultat est celui de J. Briining qui calcule dans [Br] l'indice
L? des opérateurs de type Dirac sur des variétés qui a 'infini sont des produits
tordus, il montre qu’en compactifiant la variété pour obtenir une variété compacte
& singularités, la condition L? se transforme en une condition sur le lieu singulier.
Ainsi la contribution de I'infini est transformée en une contribution des singularités.
Il utilise alors les techniques des opérateurs réguliers singuliers de [Br-S] pour
exprimer cet indice.

Le but de cet article est d’unifier ces trois résultats dans un cadre plus
général et de justifier dans ce cadre la notre intuition, en précisant méme la
contribution de l’infini. La classe d’opérateurs que nous considerons est celle des
opérateurs de type Dirac non-parabolique & l'infini définie dans [C1] ; rappelons
cette définition :

0.1. Définition. — Soit D : C*®°(E) — C°°(E) un opérateur de type
Dirac sur une variété riemannienne (M"™, g), on dira que D est non-parabolique
a l’infini ¢’il existe un compact K de M tel que pour tout ouvert U relativement
compact dans M — K, il existe une constante strictement positive C'(U) telle que

(0.2) Vo € C°(M — K,E) , C(U) |lollr2w) < Dol r2(m—rc)-

Commencons par rappeler les principales propriétés des opérateurs de type Dirac
non-parabolique a l'infini , elles ont été démontrées dans [C1].

0.3. THEOREME. Si D : C®(E) — C>(E) est non-parabolique a
linfini alors

dim{o € L*(E), Do =0} < oc ;
de plus si K est un compact contenant K dans son intérieur, et si on définit I'espace
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de Sobolev W (E) comme le complété de C§°(FE) muni de la norme

o~ / |0\2—|—/ |Dol?
K M

alors W (E) s’injecte naturellement dans H} ., et I'opérateur D : W (E) — L*(E)
est Fredholm

En fait cette propriété caractérise les opérateurs non-parabolique a l'infini .

Remarquons que nous avons les inclusions H'(E) C W(E) C H. .(E).
Exemples. Les opérateurs considérés par Gromov et Lawson sont non-

parabolique a l'infini ; aussi les opérateurs de Gauss-Bonnet et de signature sur
les variétés plates a ’'infini sont non-paraboliques a I'infini . Nous verrons dans cet
article que sur certains produits tordus les opérateurs de Dirac et de Gauss-Bonnet
sont non-paraboliques a l'infini .

Enfin, nous avions montré que les opérateurs de type Dirac sur les variétés
a bout cylindrique sont non-paraboliques a l'infini . Dans ce cas, les solutions a
I’équation Do = 0 qui sont dans 'espace W sont exactement celle que M. Atiyah,
V.K. Patodi, I.M. Singer appellent solutions étendues dans [A-P-S]. C’est pourquoi
on appelle indice étendu l'indice de D : W(E) — L%*(E)

ind, D = dim kery D — dimker;2 D.

Mais on sait qu'une solution L? & I’équation (Do = 0) est dans W, ainsi I'indice
étendu de D est la codimension de l'espace des solutions L? dans l'espace des
solutions étendues ; intuitivement, c’est la dimension des valeurs a l'infini des
solutions de cette équation puisque les solutions L2 sont celles qui s’annulent a
Iinfini (en un sens L?). Lorsque E est Z/2Z gradué, i.e.

_ 0 D~
— gt -
E=E*®E et D= <D+ . )
on note he (DT) = dim(kery D+ /kery2 DT), alors on relie les indices étendu et
L? de DT : C*(E*) — C>~(E~) par
ind, D = hoo(D") +indy2 D = hoo (D1) + dimker> D — dimkery2 D™ .

Remarquons qu’il est impropre de parler d’indice L? puisque celui ci ne correspond
pas a l'indice d’un opérateur Fredholm. Dans ([C1]), nous avions aussi montré que
le théoreme de l'indice relatif avait lieu pour les opérateurs de type Dirac non-
parabolique & 'infini , mais pour 'indice tendu pas pour l'indice L? ; ce qui montre
la nécessité de considérer 'indice étendu plutot que l'indice L2. En particulier, ceci
montrait que l'indice étendu de D ne dépend que de la géométrie a U'infini de D.
On va ici exprimer cet indice en fonction d’un complexe elliptique naturellement
défini sur une hypersurface voisine de ”I’infini 7. Ce complexe nous permettra aussi
d’exprimer l'indice étendu de DT comme l'indice de la restriction de D¥ & une
partie compacte pour une condition au bord reliée a ce complexe.

En fait, nous pouvons résoudre le probleme de Dirichlet extérieur pour les
opérateurs non-paraboliques a l'infini : si £ C M est un voisinage de l'infini a
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bord lisse sur lequel on a les estimées (0.2) alors pour o € C*° (91, F) il existe une
unique solution &£(o) aux équations

D2£(o) =0
{ E(o) =0  sur 9N

qui, a l'infini, se comporte comme un élément de W (E). On remarque alors que

DE&(o) est harmonique sur €2, c’est Pextension harmonique de DE(o)| . Ainsi si

on définit I'opérateur de Dirac-Neumann Tq : C*(0Q, E) — C*° (8?29 E) par
Ta(o) = D(Eo)|sn

alors on peut énoncer le résultat fondamental suivant :

0.4. THEOREME. TqoTqo =0, et Tg est un opérateur pseudo-différentiel
d’ordre 1 et son symbole principal est

ol n est la normale intérieure a 90 en x.

Ainsi Tq définit un complexe elliptique sur 992. Et le quotient ker T, / Im Tq
est de dimension finie et il est isomorphe & kerTq N kerTy. Cet espace de
cohomologie défini par Ty, s’interpréte ainsi : ¢’est I’espace des solutions de (Do = 0
sur §2) qui sont dans W quotienté par l'espace de celles qui sont L? :

ker To/ImTq ~ {0 € W(, E) , Do =0}/{o € L*(Q,E) , Do = 0}.
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En effet, le noyau de T est formé des éléments de C*° (912, E) qui se prolongent
en des solutions de Do = 0 qui sont a l'infini dans W tandis que 'image de Tq est
formée de celles qui se prolongent en une solution L.

La définition de Tq est similaire & celle de I'opérateur de Neumann N qui
a une fonction lisse, sur le bord d’une variété riemannienne compacte & bord NV,
associe la dérivée normale de son extension harmonique :

Nf= %E(fL avec AE(f) =0, sur N, et E£(f) = f sur N.

Il est bien connu que 'opérateur de Neumann est un opérateur pseudodifférentiel
d’ordre 1 ([H],[T]); la preuve du théoréme (0.4) consistera essentiellement a se

ramener au cas de I'opérateur de Neumann.

Remarquons que si E est Z/2Z gradué alors T' se décompose en T =
0 T5 . . . .

(T;{ 62 > L’opérateur de Dirac-Neumann Tq est aussi lié aux projecteurs
de Calderon ([Ca], [S]). Un tel opérateur est employé par Atiyah-Patodi-Singer
pour calculer la signature d’une variété compacte a bord : soit D : C®(M, ET &
E™) — C®(M,E* ® E™) un opérateur de type Dirac sur une variété compacte
a bord K tel qu'un voisinage du bord de K est isométrique au produit riemannien
] —&,0] x 0K et que sur ce voisinage D = n(% + A), ou A est un opérateur

de type Dirac sur K. Si P est le projecteur orthogonal sur le sous-espace de
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L%(0K, E*) engendré par les vecteurs propres de AT associés aux valeurs propres
strictement négatives, alors P est un projecteur de Calderon ; en particulier c’est
un opérateur pseudodifférentiel d’ordre 0. Et si on recolle le cylindre [0, co[x 0K
a K, pour obtenir une variété a bout cylindrique (M, g) et un opérateur D sur
M alors le noyau de T' = Tjg |xarx n'est autre que le noyau de P, et I'indice
étendu de Dt est l'indice de DT : HY(K,Et kerTt) — L2(K,E~), ot on a
noté H'(K,E*,ker Tt) le sous-espace de H'(K, Et) formé des éléments qui en
restriction & OK sont dans le noyau de TT. En fait, nos travaux montrent que
ceci est général aux opérateurs non-paraboliques a U'infini : si D : C°(M,E* &
E™) — C®(M,E*™ ® E7) est un opérateur de type Dirac non-parabolique a
Iinfini alors si Tq est I'opérateur de Dirac-Neuman défini sur 92 alors

ind, DT =ind (Dt : H'(K,E* kerTd) — L*(K,E7) ).

Nous aurions pu exprimer alors cet indice grace aux travaux de Booss, Woj-
ciechowski ([B-W]), mais nous préférons utiliser une autre approche, plus directe
a nos yeux, qui est celle du théoreme de Bojarski. Ce résultat relie I'indice d’un
opérateur de type Dirac sur une variété compacte a I'indice d’une paire de Fred-
holm. Rappellons qu'un couple (Hy, Hy) de sous-espace fermés d’un espace de
Hilbert est une paire de Fredholm si les deux conditions suivantes sont vérifiées

i) dim H; N Hy < oo,

ii) Hy + H; est fermé et dim Hi* N Hi- < oo.
Dans ce cas on note ind(Hy, H») = dim (Hy N H,) — dim (H{- N Hy") l'indice de
cette paire de Fredhlom.
Soit D : C*°(M,ET @ E~) — C*(M,E* & E~) un opérateur de type Dirac
non-parabolique a l'infini et {2 un voisinage de l'infini a bord lisse sur lequel on a
les estimées (0.2). Il est bien connu que ’on peut résoudre le probleme de Dirichlet
sur le compact K = M — Q car les conditions de Dirichlet sont régulieres pour
tout opérateur fortement elliptique d’ordre 2. Ceci permet de définir, de la méme
facon, un opérateur de Dirac-Neumann Tk : C*°(9Q, E) — C*° (99, E) défini
par Tk (o) = D(E0)|aq, Tk est aussi un opérateur pseudodifférentiel d’ordre 1 et
nous avons le théoreme de Bojarski généralisé

0.5. THEOREME. Pour tout réel s, (kergs Ty kergs T ) et(kergs T, kerps Tq)
sont des paires de Fredholm et on a
ind, D = ind(kerys Tk, kergs Tq),
ind, DV = ind(ker- T kerg. Td).

Dans le cas des variétés compactes, ce résultat fut conjecturé par Bojarski
[Bo], et prouvé par Booss-Wojciechowski [B-W]. A I’aide des propriétés des indices
de paires de Fredholm, il est alors facile de démontrer le théoréme de ’indice relatif.
Nous pouvons aussi en déduire le théoreme suivant :

0.6. THEOREME. — Si D : C®(E) — C*(E) est un opérateur de type
Dirac non-parabolique a l'infini et () est un voisinage de l'infini a bord lisse sur
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lequel les estimées (0.2) ont lieu alors

ker Tq g ker Ta' g ker Ty
= 1 = .

Im To Im Ty Im T

1
ind, D = 3 dim

Ce résultat est la généralisation d’un résultat d’Atiyah-Patodi-Singer qui
ont montré que dans le cas d’'un opérateur sur une variété riemannienne a bout
cylindrique, la dimension de I’espace des valeurs a l'infini des solutions étendues
est égale & la dimension du noyau de AT ( la partie paire de la partie tranversale
de D'opérateur, [A-P-9]); en effet ker Ty / Im T, s’identifie & ker (T + (T(,)*), et
dans ce cadre 'opérateur Ty + (T, )* est précisement A*. Avec la méme méthode,
on déduira la formule suivante des travaux de Atiyah-Patodi-Singer [A-P-S] :

0.7. THEOREME. Soit D : C*(M,E*&E ") — C*(M,E*®E ") un
opérateur de type Dirac non-parabolique a I'infini sur une variété M ; on suppose
que K est un compact hors duquel on a les estimées (0.2), et qu’'un voisinage
de 0K est isométrique au produit riemannien | — €,e[x0K et qu’au dessus de ce
voisinage le fibré E et I'opérateur D respecte cette géométrie, en particulier sur ce
voisinage D ~ n.(% +A),oun A : C*(0K,E) — C>®(JK, E) est un opérateur
de type Dirac. Alors

ind, D" = / ap+ + na+(0) - (Qiim ker AT
JK

+ ind(H<o, ker Ty; ),
ot
a) ap est la forme caractéristique définie par le symbole principal de D+ .
b) na+(0) est la valeur en 0 de I'extension méromorphe de
na+(s) = D sign A7,
AeSpA+
en fait, cette extension est holomorphe sur le demi-plan Res > —1/2,

¢) H<o est le sous-espace vectoriel de L?(0K, ET) engendré par les espaces
propres de AT associés aux valeurs propres négatives ou nulles de A™.

Cet article est découpé en cinq parties : dans la premiere, on montre
comment résoudre le probleme de Dirichlet a I'extérieur d’un compact, ceci a
l'aide de la seule estimée (0.2) ; on y introduira les espaces de Sobolev nécessaires.
La deuxieme partie est consacrée a I’étude de 'opérateur de Dirac-Neumann, dans
la troisieme, on identifiera le noyau et I'image de 'opérateur de Dirac-Neumann,
grace au travaux de Calderon-Seeley ([Ca], [S]). Ces résultats nous permettront,
dans une quatrieme partie, de démontrer le théoreme de Bojarski et les formules
de l'indice qui en découlent. Enfin dans la cinquieme partie, on calculera quelques
indices étendus, ceci grace & nos travaux ; on s’interesse aux opérateurs de Dirac et
de Gauss-Bonnet sur les produits tordus et on obtiendra par exemple les résultats
suivants :

0.8. THEOREME. — Si (M™,g) est une variété riemannienne dont un
voisinage de I'infini est isométrique au produit tordu (R, x X, dr? + f%(r)g) ot la
fonction f vérife I'une des deux propriétés suivantes
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i) Tim, e f1(r) =0,
ii) f(r) = ar,
alors 'opérateur de Gauss-Bonnet est non-parabolique a I'infini .
De plus, si M est de dimension paire 2k alors
si pour r > 1 on a f(r) = ar, alors
inde D&y = x(M)+ > (=1)7T'b;(%) + 8.
0<j<k—1

ou si k est impair alors 8 = b(X) + bp_1(X) ; et si k est pair alors (3 est
le nombre de valeurs propres non-nulles inférieures ou égales a a (répétées
avec multiplicité) du Laplacien agissant sur les (k — 1) formes différentielles
cofermées de 3.

Et si f =e™" alors
indp- DgB = ind, DgB =x(M) + Z (—1)-7b'7'(2).
0<j<k—1
Si M est de dimension impaire orientée et si f(r) = e~ ", alors on a

by (3
ind, D3 = 22

Sur ces variétés N. Anghel ([A2]) et J. Briining ([Br]) ont obtenu des
formules pour Iindice L2. Ces formules de l'indice L? comportent toujours un
terme incalculable provenant des solutions étendues.

Enfin, nous avons utilisé les résultats de cet article pour étudier les espaces
de formes harmoniques L? ([C2]). Et nos résultats permettent de répondre en partie
a une question de J. Dodziuk ; dans [D], L’auteur rappelle que suivant Visentini, on
sait que ’espace des formes harmoniques L? d’une variété riemanienne complete
plate a l'infini est de dimension finie, J. Dodziuk pose alors la question d’établir
des liens entre ces espaces et la topologie de la variété. Concernant certaines varits
plates linfini, on montre, dans ([C2]), qu’une suite exacte lie la cohomologie a
support compact et ces espaces de formes harmoniques L? et on donne une formule
pour l'indice L? de 'opérateur de Gauss-Bonnet.

Remerciement : Je tiens a remercier E. Giroux et B. Sevennec pour attention
qu’ils ont portés a mes travauz. Je remercie aussi le rapporteur pour m’avoir
donner la courte preuve de la proposition 1.1.

Notations. — Soit D : C®(E) — C°(E) est un opérateur de type
Dirac sur une variété riemannienne (M, g), i.e. D est un opérateur différentiel
d’ordre 1 symétrique et le symbole principal de D? est la métrique g

Ainsi I'opérateur D? = A est un Laplacien générali$é. Alors le symbole principal
de D induit une action du fibré de Clifford de (M, g) sur E : le symbole principal
de D est alors la multiplication de Clifford par €.
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Si U C M on note C§°(U, E) I'espace des sections de E|y qui sont lisses a
support compact dans U ; ainsi si U est ouvert un élément de C§° (U, E) s’annule
sur le bord de U et si U est fermé a bord lisse compact, alors un élément de
Cs (U, E) est lisse jusqu’'au bord de U. On notera aussi H*(U, E), ou H* les
sections de E|y; qui sont elles et leurs images par D!, I € {1,...,k} dans L?, cet
espace est normé par

k k—1 2
1 2
o | DDl 2o + Y 570 ,
=0 =0 n Hk=1/2-1(81))

oll on a noté % la dérivée normale intérieure le long du bord de U.

Dans les trois paragraphes suivant, on suppose que D : C*®(E) — C*(E)
est un opérateur de type Dirac sur une variété riemannienne ouverte (£, g) a bord
compact lisse et de plus on suppose que l'on a les estimées suivantes : pour tout
ouvert U borné dans {2, il existe une constante strictement positive C(U) telle que

Vo e C°(M — K, E) , CU) |lo|lz2@) < I1Dollpz2(q)-
On notera X le bord de .

Exemples. —

i) Si Q est compact, tout opérateur de type Dirac sur Q vérifie ceci. En effet,
la premiere valeur propre pour le probleme de Dirichlet

D%c = \o, oz =0

est strictement positive, car une solution de ces équations pour la valeur
propre nulle, vérifierait Do = 0, ]y = 0 et donc serait nulle par le principe
de prolongement unique pour les opérateurs de type Dirac. Ainsi il y a une
constante A > 0, telle que 'on ait I'inégalité de Poincaré

Vo € C3° (U E) , Allol|7aq) < 1Doll72(q)-

ii) Suivant [C1], si D : C®(E) — C*(E) est un opérateur de type Dirac

sur une variété riemannienne, lorsqu’une restriction de D & un voisinage de
I’infini vérifie ces estimées alors on dit que D est non-parabolique a I'infini .

1. Résolution du probleme de Dirichlet.

Le but de ce paragraphe est de montrer que l'on peut résoudre le probleme de

Dirichlet
Ao =0
o=7T, Ssurx
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Ou l'unicité aura lieu pour o et 7 dans certains espaces de Sobolev.

l.a. Les espaces de Sobolev. On définit comme dans [C1], deux
espaces de Sobolev :

Wo(E) qui est le complété de Cg° (€2, E) muni de la norme o = || Do||z2(q),
et

W (E) qui est le complété de C§°(2, E) muni de la norme

7 S0 200) + 171320 + 107170 -

ot K est un voisinage compact de ¥ dans Q. Tout d’abord, nous remarquons
que

1.1.PROPOSITION. — L’espace W (E) ne dépend pas du compact choisi.

Preuve. — En effet, appellons Ng cette norme, et soit K’ un autre voisi-
nage compact de ¥ qui contienne K en son intérieur. On a bien sur

NK SNK’-

Montrons que ces deux normes sont équivalentes, il suffit de montrer que si
U = int(K') — K, alors il existe une constante C' tel que pour tout o € C§°(Q, E) :

llollz2@y < C (||U||L2(K) + | Dol|>) .

Soit p une fonction lisse valant 1 sur 2 — K et nulle sur un voisinage de ¥, d’apres
I'hypothese faite, il y a une constante C'(U) > 0 tel que si o € C§°(12, E) alors

CO)llollrzw) < IDpollrz < Nldpallrz +lpDallre < C (llollL2(x) + 1Dl 12)
avec C' = ||dp||r,~ + ||p||r=. C’est bien ce qu’il fallait démontrer. ]

Ce résultat montre d’abord que lespace W (E) s’injecte dans H} (Q, E), i.e
que linclusion de C§°(Q, E) dans H, . se prolonge par continuité & W (E). Ainsi
il existe une application restriction

W(E) — H? (X, E)

et nous avons

1.2. PROPOSITION . — Une norme équivalente sur W (E) est donnée par
M@=%M&WB+LDH-
Preuve. D’apres ce qui précede, il suffit de montrer que 'on ne peut

trouver de suite (o7); d’éléments de C5°(Q, E) telle que

Nk(oy) =1, lim N(oy) =0
=00

dans ce cas, la suite (0;) est bornée dans W, on peut supposer, quitte & extraire une
sous-suite que cette suite converge faiblement dans W vers o.,. Par continuité de
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D : W — L? ona Doy = 0 et grace a l'inclusion continue W(E) — H'/?(X)
on a oy = 0. Ces deux propriétés impliquent que o, est nulle grace a la propriété
de prolongement unique pour les opérateurs de type Dirac. Ainsi la suite (o;)
converge faiblement vers 0 dans W, or l'application restriction & K est continue de
W dans H'(K) et donc compacte de W dans L*(K), ainsi limy_c [|o7]|12(x) = 0
ce qui est contradictoire avec ’hypothese. [ ]

Ce dernier résultat montre que Wy (E) est le sous-espace vectoriel fermé de W (E)
formé des éléments de trace nulle.

1.b. Résolution du probleme de Dirichlet. — On peut maintenant
énoncer le théoreme suivant

1.3. THEOREME. Sio € H2 (X, E) alors il existe un unique & (c') € W (E)

tel que
Af(g) =0
E(o)=0 surX

De plus lapplication & : H> (3, E) — W (E) est continue

Preuve. Une telle solution est la projection orthogonale de la fonction
nulle sur le sous-espace affine de W (FE) formé des éléments dont la trace sur ¥ est
o:

Pour P’existence, si o € H%(E,E)7 alors on peut I’étendre en une section
o € H'(F) qui est & support compact dans 2, de plus on peut le faire de facon a
avoir les estimées uniformes suivantes

||D6||[/2(Q,E) S CHUHH%(Z)

alors on a pour tout ¢ € C§°(Q, E)

< A¢, 0 >= /(D¢,Df7) =< 9,0 >w
JQ

Ou on a choisit sur W la norme N. Ainsi si h est la projection orthogonale de &
sur Wy (E) alors, par le théoreme de Pythagore, on a ||h||}, + |0 — |3, = 1o},
et on a

Vo e CF@.B) . [ (D6.07) = [ (D6.0m) = [ (a0.h),

ce qui implique que £(o) = & — h résoud bien le probléeme de Dirichlet, puisque
la trace de h est nulle. L’unicité résulte du fait que si 0 € W(E) vérifie
Ao =0, o =0sur X alorson a o € Wy(FE) et

[ 86.0)= [ (06.09) 0

cette égalité étant valable pour tout ¢ € C5°(Q2, E) et donc par continuité, elle a
lieu pour tout élément de Wy (E) et donc on aurait Do = 0 ce qui implique o = 0
par hypothese. [ |
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Ainsi 'espace Wy(E) est 'orthogonal dans W (E) de I’espace des solutions
a l'équation | Ac =0, 0 € W(E) |. On peut alors introduire d’autres espaces de

Sobolev :
WE(E) qui est le complété de C5° (2, E) muni de la forme quadratique
k—1 2

=D

=1

8l
onl”

k
+ Z ||DZU||%2:
HE-1/221(T) o

WE(E) qui est le complété de C5°(Q, E) muni de la forme quadratique

k—1 8l 2 k
o= |l50 +llolzz () + Y 11D o113z,
=0 n Hk-1/2-1(x) =

ou K est un voisinage compact de X dans ().

On montre comme précédemment que cette norme et donc cet espace ne dépend
pas du compact choisi et qu’il s'injecte dans HF .. Donc Papplication restriction

W*(E) — H* 2 (X, E) est bien définie. On en déduit le résultat suivant

1.4. PROPOSITION.  Si o € H* 3(X,E), alors £(c) € WH(E), et plus
exactement, £ : H’“’%(Z,_E) — WH(E) est continue. Notamment si o €
C>® (X, E) alors E(0) € C*(), E).

2. L’opérateur de Dirac-Neumann.

2.a. Définition. — Maintenant, remarquons que si 0 € C™ (%, E), alors
ona D (DE(0)) =0, et donc DE(o) est 'extension harmonique de DE(0)|s. Ainsi
si on considere 'opérateur de Dirac-Neumann T : C®(X, E) — C*° (X, E) défini
par

T(0) = (DE(0)) |y,
alors on a la
2.1. PROPOSITION.
ToT =0.

De plus, T : H*'/2(%, E) — H*'/2(%, E) est continu.

Ceci est clair sauf la continuité de T : H'/?(X,E) — H~'/?(X, E). Pour
ceci on utilise le résultat suivant de Calderén qui permet de définir une trace sur X
pour des éléments de H (2, E) qui vérifient une équation aux dérivées partielles
elliptique (cf [Ca], [P], [S]) :

2.2. THEOREME. — Soit G une variété riemannienne compacte & bord lisse
et D : C®(G,F) — C*(G,F) un opérateur de type Dirac ; pour s € R on

11



définit K, = {0 € H*(F), Do = 0}. Soit G x [0,1[C G un voisinage tubulaire
du bord de G alors pour o € K la limite

Ro = lim olpax (e

existe en norme H* '/?(dG,F). De plus, si on note H, Iimage de R dans
H*'/?(8G, F) alors H,, est dense dans H, et il existe un opérateur continu
P : H*'Y?*0G,F) — K, tel que R o P soit un opérateur pseudo-différentiel
d’ordre 0 qui est une projection sur H.

La continuité voulue résulte alors du fait que si ¢ € H'/?(X, E) alors DE(0)
est dans L?(Q, E) ; il suffit alors de restreindre DE (o) & un voisinage compact a
bord lisse de ¥ C Q et d’appliquer le théoreme precédent.

2.3. Remarque. — FEn particulier ce théoreme dit que puisqu’il n’ y a pas
de solution lisse non nulle sur G aux équations Do = 0, Ro = 0 il n’y en a pas
qui soit seulement de carré sommable.

2.b. Propriété de T. Nous allons montrer ici la principale propriété
de T :

2.4. THEOREME. T est un opérateur pseudo-différentiel d’ordre 1 et son
symbole principal est

ot n est la normale intérieure 4 ¥ en .

Preuve. Selon [A-T], il existe une connexion V : C*(E) — C>®(T*Q®

E) telle que

n

D = Z €;.-Ve,; ou {e;}; est un repere orthonormé local.

i=1
Cependant la connexion n’est pas forcément compatible avec la multiplication
de Clifford donnée par le symbole principal de D. Si (n,es,...,e,) est un repeére
orthonormé local autour de zy € ¥ et si 0 € C™®(X,E) alors DE(o) =
n.2-E(o)(z) + Y1, €;.Ve,o(z) dans un voisinage de zy ; ceci montre que

T=N+A

on A : C®(X,E) — C®(X,E) est lopérateur de type Dirac défini par
A=%" €.V etou N : C®(X,E) — C®(Q,E) est défini par

No = (n%5(0)> -

Il suffit donc de montrer que N est un opérateur pseudo-différentiel d’ordre 1.
Ce résultat est bien connu pour le Laplacien d’une variété compacte agissant
sur les fonctions, puisque c’est I'opérateur de Neumann. On va se ramener a ce
cadre. Soit ¥ x [0,2] C © un voisinage tubulaire de X. On définit alors I'opérateur

12



Ny : C®(X,FE) — C*(X, E) par Ny(o) = (n.%gg(a)) |5 ott &y (o) est la solution
du probleme de Dirichlet

A&y(o) =0 sur £x]0,1]
(o) =0 sur ¥ x {0}
Eo =0, sur X x {1}

Ainsi sur £x]0,1[, 7 = (£ — &)(0) est solution du probléme de Dirichlet

AT =0 sur £x]0, 1]
T=0 sur ¥ x {0}
T=E(0)lnxpy  sur ¥ x {1}

Mais, si s > 1, on a les estimées
IE @)1 rs 2 x217,8) < CTNE@) 1 (2x[0,21, 1)
te
Ceci car £(o) vérifie I'équation elliptique A (£(o)) = 0. En prenant la restriction
sur ¥ x {1}, on a l'estimée

1£() S ol

HH“%(zxu},E
et donc par régularité elliptique du probleme de Dirichlet, on a
Tl ks (2 j0,1),8) < C£e||0||g%(z)'

Ce qui montre que

nl <C¥loll,
O g1 (2x[0.11.5) (%)

et par restriction on a
[N = No)ol e 5y < Cilllol g3

donc (N — Np) est un opérateur d’ordre —oo i.e un opérateur lissant. Pour montrer
le théoreme, il suffit donc de prouver que Ny est un opérateur pseudo-différentiel
d’ordre 1. La preuve de ce fait est la méme que pour le Laplacien agissant sur
les fonctions, il suffit de reprendre la méthode des potentiels de simple et double
couches utilisée dans [T]. Et le calcul fait dans ce livre montre que

U(NO)(xf) = _n'|€‘7 f € T;Z7

ce qui acheve la preuve du théoréme car le symbole de A est la multiplication de
Clifford par i&. [ |

2.c. Analyse pour 'opérateur 7. — Tout d’abord, nous allons identifier
l'adjoint (formel) de T :

2.5. PROPOSITION. — Sig, 7 € C*(X%, E) alors on a
[ a0 = [ (Do), DEW) 5
Jy JQ

13



ainsi nT = (nT)*, i.e. T est antisymétrique pour la structure symplectique de
L2(%, E) donnée par la multiplication de Clifford par n.

Preuve. SiTe CP(N,E)etsioe C®(X,E) alors on a la formule de

Green
/E(RTU',T) :/Q(DE(U)7DT) ;

On en déduit la proposition par continuité des deux expressions par rapport a la
topologie de W. ]

Décomposition de Hodge. — Le calcul du symbole principal montre que T
définit un complexe elliptique et donc on a les décompositions de Hodge suivantes :

2.6. PROPOSITION. —
C®(X,E) = (kerTNkerT*) @ T(C(X,E)) @ T*(C* (X, E)),

et
{0 € C®(3,E), To =0} = (ker T Nker T*) & T(C™ (X, E)).

De plus on a les décompositions des espaces de Sobolev

H¥X,E) = (ker TNker T*) © T(H*"' (X, E)) & T*(H*T' (X, E)).

2.7. COROLLAIRE. kerT/Im T est de dimension finie.

Remarquons que les solutions au sens des distributions a ’équation T'o =
T*o = 0 sont les solutions a I’équation (T + T*)o = 0 et ces solutions sont donc
lisses puisque T+ T™* est un opérateur pseudo-différentiel elliptique.

En fait, on a mieux : il existe des opérateurs de Green continus G, H :
H3(%,E) — HTY(X, E) tels que I'image de G soit incluse dans celle de T* et
I'image de H soit incluse dans celle de T', et que tout élément o € H*(X, F) s’écrive
o =h(c)+T(H(c))+T*(G(c)) ou h(o) est la projection L? de o sur le noyau de
T+ T*.

De plus, puisque —nTn = T*, on a les égalités
C®(X,E)=(kerTNnkerT) & T(C®(X,E)) & nT(C>®(X, E)),

et {o € C°(X,E), To =0} =(kerTNnkerT) ® T(C™®(X,E)).

3

On a aussi bien sur les identités correspondantes pour les espaces de Sobolev.

3. Interprétation de cet espace de cohomologie.

Une solution & I’équation Do = 0 sur Q qui est dans H” est dans W¥, et en
fait '’espace de cohomologie associé a T' s’identifie naturellement, via 'application
trace, au quotient de Iespace des solutions de cette équation qui sont dans W*
par I’espace de celles qui sont dans H¥.
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3.1. THREOREME. — L’application trace réalise des isomorphismes entre

{o e Wk, Do =0} et {o€ H’“*%(Z,E) To =0} pour k > 1;

{0 € H* Do =0} et T (H’“*%(Z,E)) pour k>0 .

Preuve. — Prouvons la premiere égalité. On a d’abord
R{c € W* Do =0}C {0 € H*3(3,E), To = 0}

car par définition de ’application trace et de T'on a Ro D = T o R. Puis montrons
que si 0 € H'/?(X) vérifie To = 0 alors DE(0) = 0 : mais 7 = DE(0) est de carré
sommable et 7 vérifie D7 = 0 et R7 = 0 ainsi 7 est nulle d’apres le théoreme de
Calderdn, (cf 2.3). On a montré la premiére égalité pour k = 1, les autres cas s’en
suivent immédiatement.

Montrons maintenant la seconde égalité, et commencons par montrer que
R{oc € L* (0, E), Do =0} =T (H]/Q(E,E)) .
On remarque d’abord que I’on a l'inclusion
T (HW(E,E)) C R{o € L*(, E), Do = 0},

puisqu'on a D{o € W, Ao = 0} C {0 € L?, Do = 0}. On va montrer que ces
deux derniers espaces sont égaux, et on en déduira l’égalité voulue en prenant
la restriction sur ¥ de ces ensembles. Pour cela, on montre que l'application
D : {0 € W,Ac = 0} — {0 € L?, Do = 0} est surjective. On va d’abord
montrer que son image est fermée et ensuite qu’elle est dense.

Montrons donc que I'image de cette application est fermée : soit (oy ) une
suite de {0 € W, Ao = 0} tel que Doy, converge dans L? vers 7 ; on a donc 7 € L?
et 7 vérifie D7 = 0, on veut donc trouver o, € W telle que Do, = 7. Grace au
théoreme de Calderén, T R(o) converge vers R(r) dans H'/2(X). Or l'espace de
Sobolev H'/?(X, E) a la décomposition suivante
H'*(X,E)={oc € H*(3,E), To =0} ® T*(H? (%, E))

3 3

et il existe un opérateur de Green continu G : H2(X,E) — H? (X, E) tel
que l'image de G soit contenue dans l'image de T et que si o € H%(E,E)
on ait la décomposition ¢ = h + T*Go ou Th = 0. Ainsi pour tout k, on a
Roy, = hy + T*GRoy, et donc

Jim (TT* + T*T)GRoy = 7, dans H'/2(%).

— 00
Ainsi par régularité elliptique, la suite (GRoy); converge dans H?/2(¥) donc
la suite (T*(GRoy)), converge dans H'/? et donc la suite (€ (T*(GRoy))),
converge dans W vers un élément oo, de W ; on a donc Aoy = 0 et R(os) =
limy_,oo T*GRoy,, ainsi T Ro, = R7 et donc Doy, = 7. Ce qui montre que 'image
est fermée.
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Montrons maintenant que l'image est dense : soit o € L?(Q, E) qui vérifie
Do = 0 et qui est orthogonal & D{o € W, Ag = 0} ; ainsi on a

/(DQS,U) = 0, pour tout ¢ € W, tel que A¢p = 0.
Q

Soit alors € > 0 et Q. = {z € Q, dist(z,X) > £}, alors pour ¢ assez petit, ). est
un ouvert, a bord lisse sur lequel o est lisse et de carré sommable. Par continuité
des expressions par rapport a la topologie de W, on a donc

/ (D6.0) = (6.D0) = / (Do.0) = /6 _(n9.0)

Cette expression tend donc vers zéro lorsque € tend vers zéro. Mais la forme
sesquilinéaire (1, 7) € H'/2x H='/? s [ (ny, T) est continue, ainsi cette limite est
[s,(nR¢, Ro). On a donc [i.(ng, R(c)) = 0 ceci pour tout élément ¢ € H/?(X, E),
ce qui montre que Ro est nulle, puisque cette forme sesquilinéaire est non-
dégénérée. Donc o = 0 par la remarque (2.3).

On a donc montré I'égalité R{oc € L*(Q, E), Do = 0} = T (H'/?(%,E)) ;
les autre cas s’en déduisent de la facon suivante : tout d’abord pour la méme
raison, on a l’inclusion

T (H’““/Q(E,E)) C R{o € H*(Q, E), Do = 0},

et si o est un élément de H* qui vérifie Do = 0 alors par ce qui précéde on
trouve 7 € W qui vérifie D7 = o. Ainsi en restriction a ¥ on a TRT = Ro ou
Rt € H'?(X) et Ro € H*~'/2(X), et on conclut grace & la décomposition (2.6)
qui permet de trouver 7' € H¥t1/2(%) qui vérifie Tt = Ro. [ ]

3.2. Remarque. — Remarquons que si 2 est compact ou que si on a
I'inégalité de Poincaré
2 2
Vo € C° (L E) , Allollzaq) < 1Dollz2(q),

alors I'espace W est simplement égal & 'espace H'(), E) et donc on a kerT =
ImT.

4. L’indice des opérateurs de type Dirac non-paraboliques a ’infini .

Le but de ce paragraphe est d’établir plusieurs formules pour l’indice
(étendu) des opérateurs de type Dirac non-paraboliques & I'infini ; on suppose dans
cette partie que D : C®(M,ET @ E7) — C®(M,E* & E™) est un opérateur
de type Dirac Z/2Z gradué, qui est non-parabolique a l'infini , c’est & dire qu’il
existe un compact K de M tel que pour tout ouvert U borné dans M — K, il existe
une constante strictement positive C(U) telle que

(41) Vo S CSO(M - K, E) 5 C(U) ||(7||L?(U) S ||D(7||L2(M7K)-

Dans [C1], on a montré que si K est un compact contenant K dans son intérieur

et si on définit 'espace de Sobolev W (M, E) comme le complété de l'espace
C§° (M, E) muni de la norme

o = ol ) + 1Dl -
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alors cet espace ne dépend pas du compact K choisi et il s’injecte continiment dans
H} . ;et de plus les opérateurs D : W (E) — L*(E)et D : W(ET) — L*(E")
sont Fredholm. On a vu que les solutions L? de l’équation Do = 0 sont dans
l'espace W, et donc lindice de D est hoo(D) = dim (kerw D/ker2 D) : clest
la codimension de l'espace des solutions L? & l’équation Do = 0 dans l’espace
des solutions qui sont dans W. Nous avions aussi étudié les opérateurs de type
Dirac sur une variété riemannienne a bout cylindrique. Un tel opérateur est non-
parabolique a l'infini et les solutions a I’équation Do = 0 qui sont dans l’espace
W sont exactement celles que M. Atiyah, V.K. Patodi, I.M. Singer appellent
solutions étendues dans [A-P-S]. C’est pourquoi on appelle indice étendu I'indice de
DT : W(E*T) — L*(E™) ; ainsi si on note ho,(DT) = dim (kery D¥/kery= D)
alors on relie I'indice L? et l'indice étendu par la formule

ind, D = hoo (D) +indy2 DY.

Ici, nous commencons par montrer que les indices étendus s’expriment comme des
indices de paire de Fredholm ; comme le montre dans le cas compact le théoreme
de Bojarski [B-W].

4.a. Un théoréme de Bojarski. Soit donc K un compact a bord lisse
de M hors duquel nous avons les estimées suivantes : pour tout ouvert U borné
dans M — K, il existe une constante strictement positive C(U) telle que

Vo € C°(M — K, E) , C(U) |lolle2w) < |1Dollp2(ar— k) -

De plus on notera ¥ le bord de K et Q le complémentaire de K. L’analyse
faite précédement nous fournit deux opérateurs pseudodifférentiels d’ordre 1 :
Tk, Tq : C®(X,E) — C>(X, E) induits respectivement par les restrictions
de D a K et a Q. Ces opérateurs se décomposent suivant la graduation de E en
T; + Ty et en TQ+ + T, . Nous pouvons exprimer les noyaux étendus et L? de D
a 'aide de ces opérateurs :

4.2.PROPOSITION. L’application trace réalise des isomorphismes entre
{o €W, Do =0} et {od € C*(%,E), Tko = Tqo = 0};
{0 € L? Do=0}et To (H’“*%(E,E)) N Tx (H’“*]E(E,E)) , keN.

Preuve. Ceci résulte du théoreme 3.1 et du fait qu’'une section de E qui
est localement dans H! vérifie 'équation Do = 0 si et seulement si elle la vérifie
sur K et sur €. Pour la seconde identité il faut remarquer que les solutions L? &
cette équation sont en fait lisses. [ |

Remarquons que le symbole principal de l'opérateur Tk + T est la mul-
tiplication de Clifford par £ ; ainsi c’est un opérateur pseudodifférentiel ellip-
tique et son noyau est formé de section lisses de E. Ceci montre que les espaces
{0 € H*(X,E), Tko = Tqo = 0} sont en fait indépendants du réel s et donc
égaux a {0 € C*°(X,E), Tko = Tqo = 0}. Et puisque

To (HTY(S,E)) N Tk (H*Y(S,E)) C {0 € H*(%,E), Tko = Too = 0},
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cette intersection ne dépend pas non plus de s. C’est pourquoi on notera ces espaces
Ker Tk NKer T et Im T NIm T. On a donc les formules suivantes pour les indices
étendus de D et DT,

ind, D = dim(ker Tk NKer TQ) — dim (Im Tk NIm TQ)
et ind, Dt = dim(ker T;(" N Ker Ta') — dim (Im T;(" N Im Ta')

Or nous savons que la multiplication de Clifford par la normale n : E — FE est
un isomorphisme donc

dim (Im TI'{" N Im Ta') = dim (Im nTr NIm nTQ).
Mais les opérateurs nTk et nTq sont auto-adjoints donc
ImnTx = Im(nTx)* = (ker(nTk))" = (ker Tk )" .
On a les mémes identités pour les opérateurs T et TI'{" et Ta', d’ou la proposition

4.3. COROLLAIRE. On a les expressions suivantes pour les indices des
opérateurs D et DT :

ind, D = dim (ker T N Ker To) — dim((ker T )" N (Ker To) ™)

et ind, D = dim(kerT; N KerTg) - dim((kerT;(r)J' N (KerT;{)L).

Ceci peut s’exprimer en termes de paire de Fredholm. Rappellons qu’un
couple (H;, Hy) de sous-espaces fermés d’un espace de Hilbert est une paire de
Fredholm si et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées

i) dim H; N Hy < oo,

ii) Hy + Hy est fermé et dim Hi* N Hy- < oo.
Dans ce cas on note ind(Hy, Hy) = dim (Hy N Hy) — dim (H{- N Hy") lindice de
cette paire de Fredhlom.

4.4. LEMME. — Pour tout réel s, (kergs Tk, kerys Tq) et (kerpys T;(F,kergs Tg)
forment des paires de Fredholm.

Preuve. — On montre uniquement le résultat pour la premiere paire. On
a vérifié plus haut la finitude des dimensions, il suffit donc de montrer que
kergs T + kerpgs T est fermé dans H?®. Rappellons que si m est la normale
intérieure a 2 le long de X, alors les symboles principaux de Tk et Tq sont

o(Tg)(x, &) =n.l¢| +1i§, £ € T;X
Soit donc (og)x et (7x)r deux suites de H*(X, F) telle que Tkor = 0 = Ty, et
supposons que la suite (o + 7% ) converge dans H* vers un élément . Il s’agit de

montrer que ¢ peut s’écrire ¢ = 0o + Too OU Oy €t Too sont des éléments de H?
qui vérifient Tgose = 0 = TTeo-

18



Soit A lopérateur pseudodifférentiel elliptique d’ordre deux défini par
A =T3Tq + Ty Tk, son symbole principal est
o(A)(z, ) = 4¢P, €€ T, 5.
Le noyau de A est ker T Nker Tk car si ¢ € C°(X, E) alors on a la formule

/ (A, ) = / TR ? + [Tt 2.
JyY JY

Or dans H*"2 on a limy Aoy, = TgToe et limy, Aty = Ty Trp. Ainsi il existe des
suites (hg)r, (h},)r formées d’éléments de ker T N ker Tk telles que dans H?, les
suites (o +h)r et (1 +hj, ) convergent vers oo et vers 7o, respectivement. Alors
forcément la suite (hy+h}, ) converge dans H?® vers un élément ¢ de ker ToNker Tk .
Et on a donc 04 + Too — @ = . [ ]

Ainsi nous avons les théoréemes de Bojarski
4.5. THEOREME. —
ind, D = ind(kerp: Tk, kerg= Tq)

et
ind, D = ind(kery Tj, kerp= TY).

4.6. Remarque. — Remarquons que le projecteur orthogonal PT sur ker TQ+
est un opérateur pseudo-différentiel et que c’est un projecteur de Calderon puisque
son symbole principal est

1
o(PT)(z,8u = 3 <1 — mé) u, EETEY, ue Ef.
4.b. Théoréme de I’indice relatif. — Ces formules nous permettent de

démontrer tres rapidement le théoreme de l'indice relatif :

4.7. THEOREME. Soient deux opérateurs de type Dirac non-paraboliques
a linfini

D1 : COO(Ml,El) —)COO(Ml,El), D2 : COO(MQ,EQ) —)COO(MQ,EQ)

Z /27 gradués et isométriques a infini, c’est a dire qu'il existe deux compacts
K, C My et Ko C M et une isométrie v : (My — K1,g1) — (My — Ko, g2) qui se
reléve en une isométrie graduée entre les fibrés, telle que

Dy o1* =1%o D5, au dessus de My — Ko.

alors on a
indefoindeD;:/ ap+ f/ p+,
1 2
J K, JKy

ot on a noté o+ est la forme caractéristique construite a l'aide du symbole
;

principal de D;“ .
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Preuve. — Elle repose sur les propriétés suivantes de I'indice des paires de
Fredholm ([B-W], [A-S-S]) : Si (H:, H2) est une paire de Fredholm d’un espace de
Hilbert H alors

i) ind(H,, Hy) = —ind(Hj", H3")
ii) Si P; est la projection orthogonale sur H;, i = 1,2 alors l'opérateur

(1 — P)P, : Hy — Hj est Fredholm et son indice est I'indice de la

paire (H] s Hz)

iii) Si de plus Hj est sous-espace vectoriel fermé de H et si P est le projecteur
orthogonal sur Hs, lorsque les opérateurs Id — P, — P> et P, — P53 sont
compacts alors

ind(H,, Hy) = ind(H,, H3) + ind(H3", Hy).

Dans la situation du théoréeme, on peut supposer que les compacts K; et
K> sont a bord lisse et on identifie leurs bords que ’on note X. De la méme facon,
on identifie les variétés M; — K;, i = 1,2, que 'on note Q. Alors I'analyse faite
dans les paragraphes précédents nous fournit des opérateurs TI_<|—17TI_<|—27 et Ta' et
I'on a
ind, DY —ind, D3 = ind(ker T, ker Ty ) — ind(ker Tjf  ker T})

= ind(ker T}, ker T} ) + ind ((ker Tit,) + (ker Tg) J')

=ind (ker TI'("I, (ker TI}:)L) .
Mais Ks est compact ainsi il y a égalité entre le noyau et l'image de Tk,, et sin
est le champ normal & ¥ intérieur a €2, on a
(ker T} )" = (kernTy )™
=nlm T;Q
=nkerTyg, .
Ainsi, on a

ind, D" —ind, D = ind(ker T} ,nker Ty ).

Notons que nous avons pu employer la propriété iii) ci-dessus des paires de
Fredholm car d’apres la remarque (4.6), ces projecteurs sont des opérateurs pseudo-
différentiels d’ordre zéro qui ont méme symbole principal donc ils différent d’un
oprateur compact.

On a donc montré que cet indice relatif ne dépend pas de la géométrie a
I'infini. Soient donc

Df : C®(M;, Ef) — O™ (M;,E; ), i € {1,2}

des opérateurs de type Dirac sur des variétés compactes, telles que pour des

compacts K; C M;, Uopérateur D; sur K; et opérateur D; sur K; soient
isométriques, alors on a I’égalité

ind, D} — ind, Df =ind D} —ind D .
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Le théoreme de I'indice d’Atiyah-Singer permet alors de conclure. [ |

4.c. Théoremes de I’indice. Soit D : C*(M,E* & E7) —
C>®(M,E* & E~) un opérateur de type Dirac Z/2Z gradué non-parabolique &
I'infini , et soit 2 un voisinage de 'infini de M sur lequel on a les estimées (4.1).
On note hyo () la dimension de I'espace de cohomologie associé & 'opérateur T
induit par D : C®(Q, E) — (9, E), et on définit de méme hE (Q). On a donc
hoo () = dim (ker Tg N nker Tg).

4.8. THEOREME. — L’indice étendu de D est donné par la formule suivante

ind, D = %h,oo(ﬂ) = hL () = h ().

Preuve. C’est un corollaire des travaux précédents, en effet si on note
K le complémentaire de € alors

2hoo () = ind (ker Tk, ker Tg) + ind (n ker Tk, n ker T)
= ind (ker Tk, ker Tg) + ind ((ker Ty)™ ,nkerTQ)

= ind (ker Tq, n ker Tq)

= dim (ker Tq N nker Tg) .
Ceci car, comme K est compact, on a nker Tx = (ImnTx) = (kernTx)".

Pour les autres égalités, on peut les montrer de trois fagons différentes, la
premiere consiste a reprendre la preuve précédente ; la deuxieme est de remarquer
que la multiplication de Clifford par n conserve ’espace (ker T NnkerTq) et
qu'elle échange les parités ainsi hl () = h_ () ; enfin la troisitme consiste
a remarquer que hT_ (Q) — h () est Iindice de I'opérateur pseudodifférentiel
Ta' + (Tg)* ; or le symbole de cet opérateur est la multiplication de Clifford
par £ ; ainsi 'indice de cet opérateur est celui de 'opérateur de Dirac induit par
Dt . C*(K,E*) — C*®(K,E™), et cet indice est nul d’aprés 'invariance de
I'indice par cobordisme (cf. [P]). [ |

Si de plus, on suppose qu’il existe un isomorphisme de fibrés 7 : ET — E~
tel que 7D~ = £D* 7!, C’est par exemple le cas de I'opérateur de Gauss-Bonnet
sur une variété de dimension impaire orientée. Dans ce cas, 'opérateur 7 réalise
un isomorphisme entre ker;> DT et ker;» D~ et entre keryy DV et keryy D~ ; ainsi
l'indice L? de l'opérateur Dt est nul et I'indice étendu de DT est hoo(DT). On a
les égalités hoo (D7) = hoo (D7) = heo(D)/2. Et donc, on a

4.9. COROLLAIRE. — Si D : C®*(M,Et @ E~) — C®(M,E* & E™)
est un opérateur de type Dirac non-parabolique a 'infini qui vérifie les conditions
ci-dessus alors 1

ind, Dt = Eh;(Q).

Ainsi dans les deux cas précédents, on a montré que l'indice étendu d’un

opérateur de type Dirac non-parabolique & I'infini pouvait s’exprimer en fonction

21



d’un "nombre de Betti” d’un complexe elliptique sur une hypersurface ”proche ”
de infini.

Toute notre théorie nous permet de donner une formule génerale pour
I’indice étendu

4.10. THEOREME. — Soit D : O®°(M,ET®E~) — C®(M,ET®E~) un
opérateur de type Dirac non-parabolique a 'infini sur une variété M ; on suppose
que K est un compact hors duquel on a les estimées (4.1) et qu’un voisinage de
OK est isométrique au produit riemannien | — ¢,e[x0K, et qu’au dessus de ce
voisinage le fibré E et I'opérateur D respecte cette géométrie. En particulier sur ce
voisinage D ~ n(% + A),ou A : C®(0K,E) — C*(0K, E) est un opérateur
de type Dirac. Alors
na+(0) — dimker A+

2

ind, DT = /K ap+ + +ind(H<o, ker Ty, g),

ou
a) ap est la forme caractéristique définie par le symbole principal de D+ .
b) na+(0) est la valeur en 0 de I'extension méromorphe de
mas(5) = 0 signA
AeSpAt
(en fait, cette extension est holomorphe sur le demi-plan Res > —1/2),
c) H<o est le sous-espace vectoriel de L?(0K,E™) engendré par les espaces
propres de AT associés aux valeurs propres négatives ou nulles de A™.
Preuve. On peut la faire de deux facons : la premiere est d’appliquer le
théoreme de I'indice relatif ou de facon équivalente d’écrire que
ind, D* = ind(ker T}f, HZ,) + ind(H<o, ker T}, _ ).
Or on sait que ind(ker T}, "HJS‘O) est I'indice de 'opérateur
Dt HY(K,E*, HE,)) — L*(K,E™),

ot on a noté H' (K, E* ,HZ,) lespace des sections H! de E|x dont la trace sur
OK est dans HZ,. Et suivant [A-P-S], cet indice vaut

/ dim Ker At — n4+(0)
ap — .
K 2

La seconde méthode consiste & se servir des travaux de [B-W] en remarquant
que dans notre cas 'indice étendu est simplement l’indice de I'opérateur

Dt . HYK,Et ker T}, ) — L*(K,E"),

et notre formule est exactement celle que donne Booss et Wojciechowski pour
I'indice de cet opérateur. L’avantage de la premiere preuve est qu’elle n’utilise que
les méthodes développées dans cet article. [ |
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5. Quelques calculs d’indices.

Ce dernier résultat montre que si un voisinage de I'infini a une géométrie qui
permet, de résoudre explicitement le probleme de Dirichlet, alors on peut calculer
I’indice étendu. Dans ce paragraphe, nous allons considérer le cas ol un voisinage
de l’infini est un produit tordu :

5.a. Cas de l'opérateur de Dirac. — Soit (M, g) une variété riemanni-
enne spin dont un voisinage de l'infini est un produit tordu sur Ry, i.e. il existe
un compact a bord lisse K de M telle que (M — K, g) soit isométrique & Ry x 0K
muni de la métrique riemannienne dr? + f2(r)h ou r est la fonction radiale de
R, x OK , ou h est une métrique riemannienne sur 0K et ou f est une fonction
lisse et strictement positive sur R;. On notera ¥ le bord de K et S le fibré des
spineurs sur M. nous avons la proposition

5.1. PROPOSITION . — L’opérateur de Dirac est non-parabolique a l'infini
dans les deux cas suivant :

premier cas : lim f'(r) =0,
r—00

second cas : pour r > 1, f(r) =ar, (a > 0).

Preuve. Soit I l'application qui & o € S, 4) associe f%(r)a. Alors
selon [A2], [Ch], cette application réalise une isométrie entre les espaces de Hilbert

3

L*(Ry x ¥,9) et L? (R4, L*(%, S)), c’est a dire que si 0 € L?(R4 x X, .5) alors

o172(R x3,9) :/0 11(o)(r, L2 (52,5

Et de plus toujours suivant ([A2], [Ch]), si 7 € C®(R4 x X,S5), alors 01 =

I"'DIoc =n (% + %) 7, ou A est deux fois I'opérateur de Dirac de X, En

effet le fibré des spineurs de M au-dessus de ¥ se scinde en S @& nS ou S est le
fibré des spineurs de X. L’opérateur A est elliptique autoadjoint ; soit donc

L*(2,E) = P Cer
AESPA

une décomposition spectrale de A, ou

Dpy = gy,

/w -1
)

Alors toute section 7 € C§°(R% x X, S) se décompose en :

T(r,0) = Y ma(r)ea(®),

AESPA
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ou 7y € C§°(]0,00[). Ainsi on a

o0 2
||87'||2,12 :/ (Z T i\ )dr
0 A

[ee} . /\z by !
:Z/O <|T;2 7}‘ LA |2> dr.
.

Plagons-nous dans le premier cas. Soit donc u = dist (SpA — {0},0), si on a
|f'(r)| < p/2 alors A* + M\f' > A?/2, ceci pour toute valeur propre A de A. Soit
donc R telle que | f'(r)| < /2 pour tout r > R. Pour 7 € C§°(]R,o0[xX,S) on a

fortie 2 3 [+ Hzmﬂdr

L[,
— 4 R ’I“

Ceci d’apres l'inégalité de Hardy qui affirme que si ¢ est une fonction lisse
A support compact dans ]0, co[, alors [ [¢'|2dr > [°(||?/4r?)dr, cf [Da]. Ceci
montre donc que dans le premier cas 'opérateur de Dirac est non-parabolique a
I'infini . Remarquons que 'on a le méme résultat si on suppose simplement que

lim sup,, [f'] < p.
Placons nous maintenant dans le second cas, si 7 € C§°(]1,00[x %, S), on a

. o0 . A+ da
2 _ ! 2 2
|Wﬂp§;f (nl 7;T—n)dr
< 1 (2 4+ 1)
:Z[ (T;\|2m|T)\2+T2T)\2 dT.
>

Mais si on pose 7 = ox/T alors [[* (|74]? — s=|ma[?) dr = ["|o4|*rdr ; or
on a l'inégalité de Hardy (qui s’obtient de la précédente par un changement de
variables)

(5.3) / o) [Prdr > / (|oal? /47 In® r)dr.
Ji Ja

On obtient donc

(2 + 2
otz > ¢ o’ + " dr
el 2 3 ( Pin + 20

Remarque. — La méme preuve nous montre que si f est concave alors
lopérateur de Dirac est non-parabolique & 'infini ; mais dans le cas ou lim f' =
. n __ 1 z .
a#0 et Ol on suppose fle pl.us que f"=0 (Am) ‘alors les opérateurs de Dirac,
pour les "warping functions” f et ar, ont méme indice.

(5.2)

Nous pouvons alors énoncer nos formules de I’indice dans ce cadre 1a
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5.4. THEOREME . — Si D est I'opérateur de Dirac d’une variété rieman-
nienne spin de dimension paire dont un voisinage de l'infini est isométrique a
(R4 x X,dr? + f%(r)h) ot f est une fonction constante prés de 0 et si A* est
Popérateur de Dirac sur ¥ on a :

1) silime, f' =0, alors

- im Ker AT
indeD+:/A+dlm er —|—17A+(0)-
K 2
2) Et si pour r > 1, f(r) = ar, alors
- im Ker A
indem:/ j 4 dmEer 2+”A+(0)
K

+ card{\ € SpA*, ~1/2 < \/a < 0}.

Preuve. D’abord on remarque que dans ce cas AT est justement
Popérateur de Dirac de X. 1l suffit d’appliquer le théoreme (4.10), et pour cela

il faut déterminier le noyau de T:{erz- Pour cela, on commence par résoudre le

probléme de Dirichlet sur RT x ¥ qui est

Ao =0
o=T, Ssurx

En décomposant par rapport & la décomposition spectrale de AT, on a
o= m(r)ea(d)
A
=Y nea),
A

d A\ (d A\ _,
(W?)(Wﬂ“—

T)\(O) = TX,
AP € w.

avec

Les solutions de ’équation différentielle sont de la forme
aAx(r) + BBx(r)
ou

PRSPV R

Ba(r) :e*AfJf”@)dt/ A s g
0

Plagons nous dans le cas ol limy f'(r) = 0 ; alors on a lim f(r)/r = 0 et
donc si € > 0 alors on a pour r assez grand f(r) < er. Ainsi si A > 0 on a, pour
r>R:

Ry

Ax(r) < Copy 177,

25



ce qui montre que dans cas Ay (1) (r) € W et quesi A > 0 alors Ay (r)pa(r) € L2
Puis si A < 0, on a exp(?)\fot f1(s)ds) < Ct? ¢ et donc

Ba(r) = Ckef)‘for £yt / 62’\f0'f’1(s)’isdt

Jr

)

donc pour r assez grand

By(r) = C}\/ e*fo F(t)at exfr f*l(s)dsdt

< C/ e (t)r) < dt

< Clpe
Ainsi en prenant € assez petit, on a By € L2. Ainsi la solution au probeme de
Dirichlet est
TA(r) = T Ax(r), stA >0

IS . -1 .o oo .
™ (r) = 72 </ e”‘fo ! 1(S)dsdt> ef)‘fo OL / e”‘fo ! 1(s)dsdt, si A <0,
Jo

Jr
Ainsi le noyau de Trt+x2 est le sous-espace engendré par les espaces propres de
AT qui sont associés aux valeurs propres positives ou nulles de AT,

Plagons-nous maintenant dans le cas ot f(r) = ar ; dans ce cas les solutions
a I’équation différentielle sont de la forme

ar Mae 4 grA/att g\ £ —a/2
(alnr + B)r~ 12 si A = —a/2.
[’analyse faite précédement montre que la solution du probleme de Dirichlet est
n(r) =M si Aa > —1/2
n(r) = MO i N a < —1/2.

Ainsi dans ce cas on a

kerTI'{JrXx: 69 Copa.
A>—a/2

Et donc si on note Hxs_, /s (resp. He_q/2) le sous-espace vectoriel de L? (0K, ET)
engendré par les espaces propres de A™ associés aux valeurs propres supérieures
ou égales (resp. strictement inférieures) a —a/2, alors

ind(H<o, ker TE ) = dim (Hgo N 7—[2,@/2) — dim (7—[>0 N ’H<,a/2) )

+><Z
|

5.b. L’opérateur de Gauss-Bonnet. Soit (M, g) une variété rieman-
nienne de dimension n, dont un voisinage de l'infini est isométrique au produit
tordu (R4 x X,dr? + f2(r)h). Toute forme différentielle o € AT*(R; x X) se
décompose en

a=dr A\a; + as
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ot @, as € AT*Y. Ainsi, on réalise un isomorphisme entre A?*T*(Ry x )
et AT*X. Suivant [Br-S] et [B-M-S], on considére alors 'application I qui a

a=drAa;+az € CP(A?*T*(R; x X)) associe
I(a) = fP " ay — fF " ay € C°(Ry, C(AT*S))

ou P est ’endomorphisme qui vaut pId sur C°°(APT*X). Alors I est une bijection
qui réalise une isométrie de L2(A**T*(R,y x X)) sur L?(Ry, L2 (AT*Y)) i.e.

[ / (@) (r, I agesy dr

De plus toujours suivant ([Br-S] et [B-M-S]), si a € C§° (R4, C>®°(AT*Y)) alors

0 A+ [f'L
Da=1(d+686)I 'a=0 —++7f o
or f
oit A est opérateur de Gauss-Bonnet sur ¥, ca = (—1)Pa et L est ’endomorphisme
de AT*Y défini par L = (—1)P(P — 251). Cette réduction nous permet d’énoncer
la

5.5. PROPOSITION. Si lim, o f'(r) = 0 ou si f(r) = ar, alors
lopérateur de Gauss-Bonnet sur (M, g) est non-parabolique a infini .
Preuve. Dans le second cas,ona D = o (% + a—’i) , ou B est 'opérateur

elliptique autoadjoint A + aL, c’est donc une conséquence de l'analyse faite
précédement.

Plagons nous dans le premier cas : on a la décomposition
C* Ry, CF(AT™Y)) = CF (R4, H) & CF (R4, L),
ou H est ’espace des formes différentielles harmoniques sur ¥ et o on note L
Porthogonal de ‘H dans H*(AT*Y). De plus L et A respectent cette décomposition,
donc par rapport a celle ci, D se décompose en
o(&+4L) 0
0 o (% + ?)

Pour a € C§°(R4,H), on a la minoration

0

~-L L

—fra
Iy
Ce qui montre que la premiere partie de 'opérateur D est non-parabolique a 'infini

. Puis pour la seconde, I'inégalité (5.2) nous montre que pour R assez grand, si
a € CP ()R, ], L) alors
> Cte g

(+7)
g\ — — |«
a’l“ f 1.2 f L2

Soit E : C®(A**T*M) — C®(A?*+1T* M) opérateur défini par

Ea = (d+68)pa+I to (% + ?) (1-P)I(1—p)a+T 'o <% + '%L) PI(1-¢)a

[Dallrz =

T
> 2 .
LT lleell £z (jo,7,20)

2 2

(5.6)

27



ou ¢ est une fonction lisse a support compact valant 1 sur K et ou P est la
projection orthogonale de L2(AT*Y) sur H . Soit W(A2*T*M) le complété de
C§°(A?*T* M) muni de la norme

a =\ Mlalla + 1Bl ) -

L’analyse, faite dans [C1], montre que cet espace de Sobolev s’injecte continiment
dans H} ., et que de plus Popérateur E : W — L? est Fredholm. Mais les
opérateurs E et D different d'un opérateur compact de W dans L? : en effet
D — E est isométrique a Vopérateur (f'/f)L(1 — ¢) agissant sur Wo(R4, £1) qui

est le complété de Pespace C§° (R4, £1) muni de la norme

6. 4
“\ar " 7)Y -

Si g est une fonction bornée sur Ry, alors (g/f)L : Wo(Ry, £1) — L*(R4, Lo)
est continue et d’apres (5.6) on a

g/ ) Lllwy—r2 < Cllg|lree;

De plus si g est une fonction C! & support compact alors (g/f)L : Wy — L2
est compact, ce qui montre que si g est une fonction C! qui tend vers 0 & I'infini,
alors (g/f)L est compact de Wy dans L2. Ce qui montre que I'opérateur de Gauss-
Bonnet est Fredholm de W (A?*T*M) dans L?(A***'T*M), et d’apres [C1], cela

équivaut au fait d’étre non-parabolique a l'infini . [ |

o —

Indice en dimension paire. — Nous allons maintenant calculer I'indice de
I'opérateur de Gauss-Bonnet en dimension paire, i.e dim M = n = 2k. Puisque cet
indice ne change pas si on change la fonction f sur un compact, on suppose que
la fonction f est constante pres de 0, alors en appliquant le théoréme (4.10), nous
avons .

inde(d +6) = / Q9+ -n0)—=h+i
K 2
ou
i) n(0) est l'invariant eta de l'opérateur de Gauss-Bonnet, il est bien connu
qu’il est nul,

(ii) puis h est la dimension du noyau de l'opérateur de Gauss-Bonnet sur ¥ i.e
c’est la somme des nombres de Betti de X :
21

h="Y h(%),
=0

iii) enfin i est I'indice de 'opérateur de Gauss-Bonnet sur la variété (R x %, dr?+
p*g) ol p est une fonction positive valant f sur [1,oc[ et valant 1 sur R_.

Comme le bord de K est supposé totalement géodésique, d’apres la formule de
Chern, on a [, Q9 = x(K) = x(M) . Calculons donc i.

Placons nous dans le cas ou p = ar pour r > 1 :
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Nous effectuons une premiére réduction : 'opérateur de Gauss-Bonnet est

isométrique a 'opérateur
0 A+ fL
D=0 L2012
’ <8r T
agissant sur C*° (R, C*(AT*Y)). Soit alors (¢;(r,6)); une base orthonormale de
L?(AT*Y) qui diagonalise 'opérateur B, = A + f'(r)L ; on a donc B,p(r,.) =
A(P)g(r,.). De plus on peut le faire de telle sorte que, pour chaque I, la

fonction r — (r,.) soit continue. On consideére alors I'opérateur linéaire F :
C*®(R,C*®(AT*Y)) — C>*(R,C*>®(AT*Y)) défini par

F (Z x1 (1) (r,0)> = Z (’I‘l (r) + )J‘[’((:)) T,(T)> opi(r,6).

l 1

Alors F : W — L? est continue et D — F est un opérateur compact de W dans
L?) en effet (D — L) (Y. xi(r)pi(r,.)) = Y.z (r)op(r,.) et les calculs des (¢;);
et des (A (r)); fait dans [Br-S], montre que ¢, = 0sir < O ousir > 1 et que

@il g = O(/\,*])7 ce qui permet de montrer que 'opérateur (D — F') est continu

de W dans H'([0,1], H'(AT*%)) et il est donc compact de W dans L2. 1l suffit
donc calculer 'indice de F'.

Maintenant 1’étude faite au paragraphe précédent montre que
i = #{l,tel que N;(0) <0, N\ (1) > —1/2} — #{I,tel que N (0) > 0, N (1) < —1/2}

Selon [Br-S], les valeurs propres répétées avec multiplicités de A + f'(r)L sont :

(=1t
2

ou A, ; sont les valeurs propres non nulles (répétées avec multiplicité) du
Laplacien agissant sur les p formes différentielles cofermées sur ¥;

P2 A + (0 — b+ 1)2£72(r)

les

et les (—1)7 (p -k+ %) fi(r)

de multiplicité égale a4 b,(X). Ainsi on a

iz#{xp,j, O Pk > 1/2}

+ > bp(%)

(—1)P(p—k+5)>-1/2

)Pt )
#{/\p,j, (i 12)p+ +\/%+(pk+1)2 <1/2}.

1= Z baj_1 + Z baj + b

2j—1<k 2j>k—1

Donc
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ou b =0 si k est impaire et
=#{ M1, A1 < a}
si k est paire. En ce servant du fait que la caractéristique d’Euler de ¥ est

nulle, on peut donc énoncer

5.7. PROPOSITION. Si (M?* g) est une variété riemannienne dont un
voisinage de l'infini est isométrique au produit tordu (R4 x X, dr? + (ar)?g) alors
lPopérateur de Gauss-Bonnet est non-parabolique & 'infini et

ind, Dfp = x(M)+ > (=1)/T'b;(%) + 8
0<j<k-—1
ou 3 =by(X) + bp_1(X) si k est impaire et ou 8 = #{ x—1,j, Ap—1,; < a} sik est

pair.

Placons maintenant dans le cas ou lim, o f'(r) =0 :

L’analyse faite au paragraphe précédent montre qu’il suffit de calculer I'indice de
o (ai + fTL) 0

o ()

or, l'indice de o (% + ?) W(R, L) — L*(R,Lg), est nul, il suffit donc de

calculer I'indice de
g (% + fTIL) : W(R,H) — L*(R,H). Celui ci vaut

> bp(

pel

ot I est 'ensemble des indices p € {0, 1, ..,2k—1} tels quesic, = (—1)? (p — k + %)
la fonction f~¢ soit dans le complété de C§°(]0, oo, R) muni de la norme

for = (f"’” )
L2

Grace a un changement de variable et a 'inégalité de Hardy, on peut montrer que
cette condition équivaut a

WR,H)aW (R, L) — L2(R,H)® LR, Lo),

+ 1g(0)].

/ P ()% < oo

ol ds = f2»dt. On détermine I uniquement dans les deux cas suivants :
i) lorsque f(r) = e " alors I = {25, 2j <k —1/2}U{2j-1, 2j-1>k—-1/2}

et on a

ind, D = x(M)+ Y (=1)7b;.
0<j<h—1

On remarque que, dans ce cas la, une forme harmonique de degré paire sur
(Ry x X,dr? + e %"g) qui est dans W est dans L? ; en effet celles dont la valeur
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au bord est dans £ sont dans L2, ceci résulte des calculs faits pour I'opérateur de
Dirac, puis celle dont la valeur au bord est dans H sont des combinaisons linéaires
des

r—exp((—1)’(p—k+1/2)r) h,

ol h € H est de degré p et ot (—1)P?(p — k + 1/2) < 0. Ainsi l'indice étendu est
l'indice L? ; cette formule pour Iindice L? avait été obtenue par Briining dans
[Br]. Notons aussi que nous obtenons le méme résultat si on suppose simplement
que lim, o, f'(r) = 0 et que pour tout a > 1, on a fooo e < oo.

ii) Et lorsque f(r) =r~%,a >0, alors on a I = {p, 2ac, < 1} ainsi on obtient

ind, D = x(M)+ Y (=1)b;

0<j<k—1
+ E byj + E bojt1.
k-l <2<k k<2j+1<k— 3451

Ceci permet d’énoncer le théoreme

5.8. PROPOSITION. — Soit (M?* g) une variété riemannienne dont un
voisinage de l'infini est isométrique au produit tordu (R4 x X, dr? + f2(r)g) avec
lim,_, o f'(r) = 0, alors I'opérator de Gauss-Bonnet est non-parabolique & l'infini
et sif=e"ousi f(r)=r"2 alors

ind. D&y = x(M)+ > (=1)7b;(%) + 8,
0<j<k—1
o si f =e " alors 8 = 0 et 'indice étendu est I'indice L* ; et si f(r) = r—@ alors

B= > byt Y byl

B—1 L <2j<k-1 E<2j+1<k—i+

Indice en dimension impaire. Nous supposons maintenant que M est
une variété riemannienne orientée de dimension impaire

dim M =2k +1;
et nous supposons toujours qu’un voisinage de l'infini () est isométrique au produit
tordu (R4 x X, dr?+ f2(r)g). Nous savons que ind, D, = 3 dim (ker Ty / Im T, ).
En fait ker T est engendré par les formes différentielles sur ¥ qui s’étendent en
une forme harmonique de W sur Q alors que Im7,, est I’espace de celles qui

s’étendent en une forme harmonique L2. Ainsi lorsque f(r) = ar, les calculs fait
précédement montre que

ker T3 est engendré par les vecteurs propres de A + aL associés aux valeurs
Q
propres supérieures ou égales a —a/2.

Im T, est engendré par les vecteurs propres de A + al. associés aux valeurs
propres strictement supérieures a a/2.
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Donc 1
ind, Dy = 5#{u,u € Sp(A+al),|ul <a/2}

Or les valeurs propres de A + alL sont les
(—1)?(p — k) de multiplicité b, (X).

_1\pt+1
Et les { 1; at+/A,; + (p— k+1/2)2a> oun A, sont les valeurs propres
non-nulles (répétées avec multiplicité) du Laplacien agissant sur les p-formes

différentielles cofermées.

On trouve donc
. 1
inde D¢ = 5 (Or(E) +# Ak, Ay < 3a/4}+ #{ k15, Ak-15 < 3a/4});

Or le spectre du Laplacien sur les k-formes sur ¥ est la réunion de 0 avec la
multiplicité bg(X), et du spectre du Laplacien sur les k-formes cofermées et du
spectre du laplacien sur les (k — 1)-formes cofermées. Donc si E*[0, A] désigne le
projecteur spectral du laplacien sur les k-formes différentielles sur ¥ alors

1 3
ind, D, = = dim E*[0, 2= ].
2 4
Placons nous maintenant dans le cas ou lim f' = 0, 'analyse précédente

nous montre que

1
; + _
ind, D = 5 > bp(%)
peJ
ol I est I'ensemble des indices p € {0, 1, ..,2k—1} tel que si ¢y, = (—1)P (p —k+ %)
alors

e dt
/ f2er (t)— < oo, avec ds = ferdt,
Jo S

mais que

/Oo 2 (t)dt = oo.

0
On obtient ainsi J = {k} si f(r) =e " et J=[k—1/2a,k+1/2a] si f(r) =r"¢
et on peut énoncer la

5.9. PROPOSITION. — Si (M2F*1 g) est une variété riemannienne orientée
de dimension 2k + 1 dont un voisinage de I'infini est isométrique au produit tordu
(R, x 3,dr2 + f2(r)g).

Si pour r > 1 on a f(r) = ar alors

1 3a
ind, D} p = 5 dim E*0, =)

ot E¥[0,)] désigne le projecteur spectral du laplacien sur les k-formes

différentielles sur Y.

Si f =e™", alors

b (%
ind, D}, = be(®)
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Et si f(r) =72, alors

1
ind, Dy = 5 > b,
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