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Chapitre 1

Les séries :

1.1 Sur la convergence des suites de Cauchy

Définition 1.1.1. Soir (uy,) une suite de nombres complexes, on dit que (uy,) est
une suite de CauchyE]sipour tout € > 0, il existe ng € N tel que

n,m > ng = |[u, —um| <e.

Quelques exercices
1) Démontrer qu’une suite convergente est une suite de Cauchy.

ii) Soit (u,) une suite de nombres complexes, on définit x,, = Re(u,) et y, =
Zm(uy,) afin que u,, = x,, + 1y, alors montrer les deux propositions suivantes
sont équivalentes :

— La suite (uy,) converge si et seulement si les suites (x,) et (y,) sont
convergentes.

— (uy,) est une suite de Cauchy si et seulement si (x,,) et (y,,) sont des suites
de Cauchy.

Théoreme 1.1.2. Toute suite de Cauchy converge.

Démonstration. On se contente de démontrer cela pour des suites a valeurs réelles,
le cas général s’en suit a I’aide des exercices proposées plus haut. On considere
donc une suite de Cauchy (uy,) :

Fait 1 : la suite (u,,) est bornée.

En effet, on sait que 3 > 0, il y a donc un rang ng tel que n, m > ng = |y —up| <
3. En particulier pour n > ng, nous avons

|un| = ’un—uno +Uno‘ < ’Un_uno| + \un0| <3+ \un0|

Si on pose M = max{|ug|, [u1], .., [tng], [tng| + 3}, on montre aisément 1’im-
plication n € N = |u,| < M. La suite (u,) est bien bornée.

1. Mathématicien frangais (1789-1857)
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Pour chaque entier n € N, on considere I’ensemble des valeurs prises par la
suite (uy,) a partir du rang n :

Ap ={up; €Net £ >0} = {Un, Upg1y Ung2y e e oeneneeee e

C’est une partie non vide majorée par M et minorée par — M, elle admet donc une
borne inférieure et une borne supérieure :

an, = inf A, et b, = sup A,.

Remarquons que A,+1 C A, donc a, est également un minorant de A, et
puisque par définition a, 11 = inf A, 11 est le plus grand des minorants de A, 1,
nous en déduisons

an < Qpt1-

De la méme fagon, b,, est un majorant de A, et puisque par définition b, =
sup Ay, 11 est le plus petit des majorants de A,, 11, nous en déduisons

bn-‘,—l < bn
Il est par ailleurs évident que a,, < b,,. Nous avons donc obtenu
ap<ay < < ap < app1 Sbppr Sby . by <o

La suite (ay,) est donc croissante majorée par by, elle est donc convergente, on pose
a = limy, 4 a,. De méme, la suite (b,,) est donc décroissante minorée par a,
elle est donc convergente, on pose 3 = lim,_, o by.

Nous avons également pour tout entier n : u,, € A,, C [an, b,| donc

an < up < by (1.1.1)

Par ailleurs si ’on a une inclusion A,, C [m, M| nous en déduisons que [an, by] C
[m, M].
Fait2: o =limy 1 an = limp 100 by =5
On concluera alors avec I’inégalité [T.1.1|C’est ici, dans la preuve de ce fait 2, que
I’on utilise le critere de Cauchy. Nous avons :

— soitf—a=0

— soit § —a > 0.
Si la seconde propriété est vérifiée alors € = 1%68‘0 > ( etil y aun entier ng tel que
pour tout

n,m > mng = |u, — Up| <e.

Ainsi pour tout entier { > n > ng, nous avonsEI Up € [Uny — €, Un, + €] et donc
Ay, C [upy — €, up, + €], on a donc

[ana bn] - [uno — &, Ung + 5]'

2. car alors M est un majorant de A,, et m est un minorant de A,,.
3. Car V4 > n:ug € [Ung — €, Ung + €.
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Ce qui équivaut a
Ung _ggan Sbn §7un0+5
Inégalités dont on déduit

n>ng= b, —a, < 2.

En passant a la limite dans cette inégalité large, on en déduit

b — «
5000

0<pf—-—a<2=

Ce qui n’est pas possible donc forcément 5 = a.

1.2 Définitions

1.2.1 Définitions et notations

Si (un)nen est une suite de nombres réels ou complexes, on note pour p < ¢ :

q
g Up = Up + Upt1 + ... + Uqg
n=p

et lorsque p > ¢, on convient que

On remarque que si p < r < g alors

q r q
E Uy = E Uy, + g Uny -
n=p n=p

n=r+1

Etdelaméme faconsip=ro+1<r; <rog <+ <1y < g =1p41, alors

q 0 Tit1
D=, >, un
n=p i=0 n=r;+1

On associe a cette suite une nouvelle suite (.S;,)nen définie par

n
Sn:ZUkZUO—i-ul—I-...—i-un,
k=0

cette suite est la suite définie par la relation de récurrence :

Sn = Sn—1+un, et Sp = up.
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Symboliquement, cette suite est aussi parfois notée ) u,, mais on essayera ici
d’éviter le recours a cette notation que vous pourrez néanmoins trouver dans cer-
tains ouvrages.

On appelle série associée a la suite (uy)nen la suite (Sy,)nen ainsi définie;
alors S,, est la n’*™¢ somme partielle de cette série et u,, est le terme général de
la série. On dira aussi que (S, )nen est la série de terme général u,,.

On remarquera alors la formule suivante : si p < g alors

q
Sq—Sp=Y_ un.

n=p+1

Lorsque la suite (.S, ),en converge vers s € C on dira que la série de terme général
uy, converge et que s est la somme de cette série ; on notera alors

s= lim S :E Uy -
n—-+o0o
n=

Et également

+o0o
Zuk:Zuk: lim Zuk— lim Sy —S,-1=s5—5S,1
NFﬁ+oo N—+o00
k>n k=n

Lorsque la série de terme général u,, ne converge pas, on parlera de série di-
vergente.

1.2.2 Quelques exemples

i) La série de terme général n > 1est convergente En effet nous étu-

n(n+1) +1)
dions la suite (.S,,) définie par S, = > ;_, A0 +1) Grace a la décomposition
en éléments simples :

11 1

k=1 k=1 k=1
B n 1 n+1 1 . 1
P k P k n+1
La série de terme général AT +1) ,n > 1 converge donc et
+oo 1
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La série de terme general ~3, n > 1 est convergente. En effet la suite (S )
définie par S, = Zk:l 7z est croissante et de plus pour tout k = 2,...,n

nous avons
1 1 1 1

— << —
- k(k—1) k-1

On en déduit :

Sh —1+Zk2 §1+Zk +Zk—kz;:1+1—;§2
=2

Ainsi la suite (.S,,) est croissante majorée par 2, elle est donc convergente.
Vous verrez plus tard, au moins en L3, que

72—7.
=n 6

La série harmonique : il s’agit de la série de terme général %, n > 1. Cest
une série divergente. En effet, posons

n
1 11 1
Hn—Z%_1+§+§+m+E

Il est évident que la suite (H,,) est croissante.
Fait1: Hy, — H, > 3.
En effet on a

2n
1.1 1 1 1 1 1
Hyp =1 — ot —=Hpy+—— - +— =0, —
k=n+1
soit
2n 1
HZn - Hn = Z E
k=n+1
Mais Zk il ,1€ = = +1 -+ 2 est une somme de n termes chacun plus

1
grand que 5~ ainsi

o 11
HQn_Hn: Z*anizf
k:n—l—lk 2n 2

On peut alors en déduire que la suite ( H,,) ne converge pas et cela de plusieurs
fagons.

Premiere facon Par 1’absurde, on suppose que la suite (H,,) converge vers £.
Puisque % > 0 il y a un entier ng telle que pour tout n > ng : |H, — | < i
Puisque la suite (H,,) est croissante, on a en fait :

1
n2n0:>€—Z<Hn§€
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En particulier on a

g—i<Hn0 < Hppy </
ce qui implique que
Hopy — Hp,y < i
ce qui est en contradiction avec le fait 1.

Seconde fagon : on montre que Hy» > 5 + 1

On a

1

HQn—lei
+1+1
3 4
+1+1+1 1
5 6 7 8
+1+ +1
9 16
+ L + —i—l
2n-1 41 2n

C’est a dire
Hon — H =Hy — H
+ Hy — Ho
+ Hg — Hy
+ Hig — Hs

+ Hon — Hzn—l
Oou encore

n
Hon = Hi + Z (H2k — HQk—l)
k=1

Puisque pour tout entier k : Hox — Hor—1 > % et 1 = 1, nous obtenonsﬂ

> -+ 1

N |
|3

n
Hon > Hy + Z
k=1

4. Une autre fagon de démontrer cette inégalité est de considerer la suite (V},) définie par
Vi = Hon — (g+1).
On calcule Vy = 0 puis on calcule
Vit1 — Vo = Hont1 — Hon — % = Haxon — Han — % > 0.

La suite (V) est donc croissante et Vo = 0, elle est donc toujours positive.
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I1 est alors facile de conclure que la suite (H,,) n’est pas majoréeE] donc elle
ne peut pas converger.
1.2.3 Une remarque générale

Proposition 1.2.1. Soit (u,,) une suite de nombre complexe. On suppose que la
série de terme général (u,,) converge, alors

lim u, =0.
n—-+o00

Démonstration. On considere donc une suite (u,) et on suppose que la série de
terme général (uy,,) converge. La suite (,S,,) définie par

n
S, = Z Uy
£=0

est convergente donc de Cauchy.
Soit e > 0 il y a alors un entier ng(e) € N telle que

n,m > ng(e) = |S, — S| < e.
Alors sin > ng(e) + 1 nous avons n — 1 > ng(e) et
|un| = |Sn — Sn—1] < e.

Pour chaque réel strictement positif €, nous avons un rang N (¢) = ng(e) + 1
tel que
n>N(e) = |up| <e.

Nous avons bien montré que la suite (u,,) converge vers 0. O

Corollaire 1.2.2. Si la suite (u,,) ne converge pas vers 0, alors la série de terme
général uy, diverge.

Par exemple la série de terme général (—1)™ est divergente.

1.2.4 Opération sur les séries

Proposition 1.2.3. Soient (u,,) et (v,) deux suites de nombres complexes, on sup-
pose que les séries de termes généraux u,, et v, convergent alors

i) La série de terme général u,, + v, converge et

+oo +oo +oo
Z(un +up) = Zun + ZU”'
n=0 n=0 n=0

5. Si M > 0en posant no = E(2M) + 1000, on a Hano > %2 + 1 > M + 1, donc M n’est
pas un majorant de la suite (H,,). Donc aucun réel ne peut étre un majorant de la suite (Ho,).
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ii) Si A € C alors la série de terme général \u,, converge et

Z Auy,) f)\Zun
n=0

La preuve de ces résultats est une conséquence directe des résultats correspon-
dants sur les limites de sommes de suites.

1.3 Quelques séries de références

1.3.1 Les séries géométriques

Proposition 1.3.1. Soit z € C un nombre complexe tel que |z| < 1 alors la série
de terme général 2™ converge.

Démonstration. En effet, on sait que
> =
z
1z

et puisque |z| < 1, nous avons lim,, ;. 2" = 0 donc la suite (>}, zk)neN
converge et

+oo
>
n=0

On remarquera ici la formule valable pour £ € N :

+oo
I
n=>~¢

Remarque 1.3.2.
Si |z| > 1 alors pour tout entier naturel n nous avons
2" > 1

et la suite (2™) ne converge pas vers 0, donc la série de terme général 2" est alors
divergente.
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1.3.2 Les séries de Riemann

Proposition 1.3.3. Soit o € R, alors la série de terme général n% n > 1 converge

si et seulement si o > 1.

Démonstration. Nous avons

Cette expression est donc décroissante avec a.

e Si o < 1: nous avons alors pour tout entier k£ > 1 :

1
< —.
_]Ca

IS

Et si on en déduit

n

3

1

=1

<

S

On a vu un peu plus haut que (H,,) est une suite croissante non majorée
qui tend vers 4oo et donc la suite (S,) définie par S, = > j_; 7= tend
également vers +-o00. La série de terme général n% est donc divergente.

e Si > 1: On introduit alors la fonction ¢(x) = =% définie sur |0, +o0]
par

p(r) =2z

Puisque « est positif, on sait que la fonction ¢ est décroissante en particu-
lier, nous avons pour k > 2 :

v e [k—1,k}:»kia:¢(k)g¢(x).

Nous pouvons alors intégrer cette inégalité :

1 ko k
— = —dx < / z)dx.
ke /k—l ke k—1 #(@)
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En sommant, nous obtenons :

n

—a+1 —a+1

Remarquons que puisque o > 1, nous savons que 7211 < 0 et nous
obtenons )
«
S, <1-— = .
—a+1 a—1

La suite (S,,) est donc croissante majorée par —%7, elle est donc conver-
gente.
O

1.4 Séries a termes généraux positifs

1.4.1 Une remarque générale

Lorsque (uy) est une suite de réel positifs alors la suite (.S,,) définie par

n
Sp = Z U,
k=0
est croissante et on obtient :

Proposition 1.4.1. Soit (uy,),, une suite de réels positifs. La série de terme général
Uy, converge si et seulement si la suite de ces sommes partielles est majorée.

C’est a dire La série de terme général u,, converge si et seulement si on peut
trouver un réel M tel que pour tout entier n : Y _, up < M.
HY"

Un exemple : On €tudie la série de terme général (5) " . On pose

sy (07

k=0
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Puisque pour tout entier n nous avons n < n?, nous en déduisons que

Sn < 5,2.
Posons V,, = 5,2 = ZZZZO (%)\/E On a donc pour tout entier n : S, < V;,. Et
(n+1)? 1\ VE
Vn+1 - Vn = Z <2>
k=n2+1

est une somme de (n+1)? — (n? +1) +1 = 2n + 1 termes dont le plus grandlﬂast

(2)Y

1 Vvn2+41 1 Vn2 1\

On en déduit

n—1 n—1 1 k
V, = (ZVk+1 —Vk> +V < (Z(%Jrl) x <2) ) +1.

k=0 k=0

nous avons donc

On calcule maintenant la somme ci dessus en se servant du fait que
1 k B 1 k-1 . 1 B 1 k—1 1 k
2) \2 2) \2 2
n—1 k n—1 k—1 k
1 1 1
> (2K +1). <2> > (2 +1). <<2> — <2) )
k=0 k=
n—

~ S 2k 4+ 1), (;)H - ni(% ). (;)k .

k=0 k=0

D’ou

=]

Mais si (wy,) est une suite de nombre complexe, on a

n—1 n
D Wk =D W,
k=0 k=1

ainsi la seconde somme peut se réécrire :

nzl(zk +1). (;)k _ Zn:(Zk ~ ). (;)kl

k=0 k=1

6. Pensez au fait que la suite n — () V™ est décroissante.
NG

7. Encore une fois pour la derniere inégalité, pensez au fait n (%) est décroissante.
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Et on obtient ainsi :

Sk ) () S k). <>k_1—f:(2k—1).<;>k_l

k=0 k=0 k=1

—2+4 kzl(% +1). (;)kl - nzl(% —1). <;

k=1

N —

k=1

S () e ()

— 942 (1 1(9”_1) —(2n—-1) (;)n_l

N

)’“_@n_l)(
1)”‘1

_2+§((2k+1)_(2k_1)). <>k_1—(2n—1) <2

o )) e

On obtient donc que pour tout entier 7 :

Sp <V <T.
. . ‘o (2 1\Vn
La suite des sommes partielles de la série de terme général (§)

z. z. 7 n
la série de terme général (%) vn converge donc.

est donc majorée,

Un second exemple : Pour A > 0, on pose u,(\) = % Le cas ou A = 0 est

facile. On suppose donc A > 0. Nous avons facilement :

Un+1()\) A

un(A)  n+1

Posons N = E(2\) + 1, on sait que N > 2. Et alors pour n > NN, nous avons :

UnJrl()‘)

n(\)

N

soit .
2 un(A) 1.
2%up(N) T

Ceci montre que la suite (v,(\)) définie par v, (\) = 2"u,(\) est décroissante a

partir du rang N. En conséquence on a pour toutn > N :
Up(A) = 2"up(A) < oy (N)

ou encore
un(A) < 27N ()

1

2

.
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et en sommant (toujours pour n > N) :

n

n N N n
D unN) =) un N+ D ua(MN) <D un(N)+ Y 27 ()
k=0 k=0

k=N-+1 k=0 k=N-+1
Puisque
n n
> 2 o) =on(d) D 27F <2un(N).
k=N+1 k=N+1

Onapourn > N :

n N

D un(A) £ un(A) + 208 (N).

La suite des sommes partielles de la série terme général u,,(\) est donc majorée

par
N

D un(A) + 20n(N).

k=0

La série de terme général u,, (\) est donc convergente.
Remarque 1.4.2. On verra un peu plus loin, dans le cours sur ’intégrale, que

+oo A

S
n!

n=0

1.4.2 Comparaison et convergence

Proposition 1.4.3. Soient (u,,) et (vy,) deux suites de nombres positifs, on suppose
qu’a partir d’un certain rang :
Up < Uy,

alors

i) Si la série de terme général v, converge alors la série de terme général u,,
converge.

ii) Si la série de terme général u,, diverge alors la série de terme général v,
diverge.

Démonstration. Définissons S,, = Y, _,uk et T, = Y ,_, vg. Par hypothese, il
y aun entier N tel que kK > N = ug < vg. On en déduit que sin > N alors

n n
Sn_SN:ZUkS ka:Tn—TN.
k=N k=N
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Si on suppose la série de terme général v,, convergente alors la suite (7,) est ma-
jorée et il y a un réel M telle que pour tout entier n : 7, < M. On en déduit que
pour tout entier n > N :

Spn <SN+T, —ITn < SN+ M —Th.

Ceci montre que la suite des sommes partielles de la série terme général u,, est
donc majorée par Sy + M — Ty, donc la série de terme général u,, converge.
Lorsque la série de terme général u,, diverge, on sait que

lim S, = +o0

n—-+00

et puisque pour n > N ,on a
Sn — Sy + TN <T,.
on a également lim,,_, ;o T;, = +00; la série de terme général v,, diverge. ]

Corollaire 1.4.4. Soient (uy,) et (vy,) deux suites de nombres positifs, on suppose
de plus que pour tout n assez grand v, > 0 et que la suite (’;—:) converge. Si la

série de terme général vy, converge alors la série de terme général u,, converge.

Démonstration. En effet, une suite convergente est bornée donc majorée, il y a
donc un entier IV et un réel C' tel que pour tout entier n > N

u
JSC
Un

Puisque v,, > 0, on en déduit :
Up < Cop,.

Or si la série de terme général v,, converge alors la série de terme général C'vy,
converge et le critere précédent i) implique que la série de terme général u,, converge.
O

Une application : On pose u,, = (%)‘/ﬁ etv, = m ; pour n > 1, ce sont des

suites de réels strictement positifs. De plus

\/ﬁ n(n n(n
ul _ n(n + 1) (;) _ eln(n)+ln(n+l)f\/ﬁln2 _ e*“ﬂ%ﬁ@*%*i}gﬁ?)

Un

) ) B . In(n) In(n+1) . X
Puisque ngrfoo —In(2)y/n = —oo, ngrfoo 1_\/ﬁln2_ NGTCER let X1_1>r£1006 =

0, on déduit que

On a vu que la série de terme général v,, était convergente donc la série de terme

général (%) vn converge.
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1.4.3 Critere de convergence
Critére de D’Alembert

§

Proposition 1.4.5. Soit (uy,),, une suite de nombres strictement positifs.
— S’il existe un réel k € [0, 1] tel que a partir d’un certain rang :
Un+1
Unp,

<K

alors la série de terme général u,, converge.

. Un+1
— Supposons que la suite ( -

) soit convergente :
n

. Un+1
lim L — ¢
n—00 Uy

Si £ < 1 alors la série de terme général u,, converge et si £ > 1, alors la
série de terme général u,, diverge.

Démonstration. Plagons nous dans le premier cas : on considére donc une suite de
réels strictement positifs (uy, ), et on suppose qu’ily ax € [0,1] et N € N tels que

Un+41
Un,

n>N=

<K

Nous en déduisons que

La suite (£~ "uy,),, est donc décroissante a partir du rang V. Elle est donc majorée :
ily aunréel M > 0 tel que pour tout entier n : k~ "u, < M, c’est a dire :

0<u, <Mrg"

Puisque x € [0, 1], 1a série de terme général M k" converge et ceci implique que la
série de terme général u,, converge.

Plagons nous maintenant dans le cas ol lim,, o, 2 = fet £ € [0, 1[. Posons

Un
alors k = 1+£, nous avons 0 < ¢ <  donc nous savonsﬂqu’é partir d’un certain

2 9
rang, % < k. Nous pouvons alors appliquer le résultat que nous venons de
n
démontrer et conclure que la série de terme général u,, converge.

Placons nous maintenant dans le cas ot lim,,—, “Zzl = /let{ > 1. En posant

L= 1T+Z, nous avons 1 < L < £. Donc de la méme facon, nous savons qu’a partir
d’un certain rang NV :

U L—(n+1)u
L < "1 done 1 < - nfl
Unp, L="u,

8. Jean Rond D’ Alembert : (1717-1783) il a participé a la rédaction de I’Encyclopédie de Diderot.
9. On utilise ici un résultat d’ Analyse 1 selon lequel si une suite de nombre réel (vy,) converge
vers un réel a et que a < b, alors a partir d’un certain rang u,, < b.
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Ainsi la suite (L™ "uy,),, est croissante a partir d’un certain rang N et donc :
n>N= L "u,>L Nun,

soit
n>N = u, > L NuyL™

On en déduit que lim,,—, o, 4, = 400 et donc la série de terme général u,, ne peut
pas converger. O

Critere de Cauchy

Proposition 1.4.6. Soit (uy,),, une suite de nombres positifs.
— S’il existe un réel k € |0, 1] tel que a partir d’un certain rang :

Yup < K

alors la série de terme général u,, converge.
Supposons que la suite (\ /un)n soit convergente :

S, Vi =

Si £ < 1 alors la série de terme général u.,, converge et si £ > 1, alors la
série de terme général u,, diverge.

Démonstration. Dans le premier cas, nous avons un réel £ € [0, 1 et un entier NV
tel que sin > N alors

0< /u, < k.

Puisque la fonction z — =" est croissante sur R, nous en déduisons :

0<u, <rg™
Puisque x € [0, 1], la série de terme général k" converge et ceci implique que la
série de terme général u,, converge.

Dans le cas ol lim,, o {/u, = £ et € [0,1] alors en posant de méme ~ =
ITH, nous avons 0 < £ < x donc nous savons qu’a partir d’un certain rang {/u,, <
k. On peut alors utiliser ce que 1’on vient de démontrer et conclure que la série de
terme général u,, converge.

Supposons maintenant que lim,, o {/u, = { et que £ > 1, posons alors
L= ITM, nous avons 1 < L < £. Donc de la méme fagon, nous savons qu’a partir
d’un certain rang N : {/u, > L. Puisque la fonction = +— ™ est croissante sur
R, on en déduit que si n > N alors u,, > L™ mais lim,,_, o, L™ = +00, on en
conclut donc que limy,_, 4 oo 4, = 400 et donc la série de terme général u,, ne peut
pas converger. 0

Exemples
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AP
nl>

Donc lim;, 4+ o % = 0. On conclut avec le critere de
n

i) Pour A > 0, on considere la suite (u,(\)),,cy définie par u,(\) =

Un+1 A
avons—;;:—-— P

D’ Alembert que la série de terme général % converge. Notez que dans ce cas

nous

YVun(N) = ?}E ; il n’est facile, a priori d’estimer la limite de cette suite et
donc d’utiliser le critere de Cauchy@

ii) Si (uy) est la suite définie par

27" sinest pair

Un = . . .
5™ sin est impair
alors
—n— n . .
Un+1 5n—lgn — % (%) si n est pair
- —n—1en _ 1 (5\7 . . st
Un 2 5" = 3 (2) si n est impair

Le critere de d’ Alembert ne permet de conclure mais puisque pour tout entier
n: u, < 27", nous savons que la série de terme général u,, converge

Critere de comparaison aux séries de Riemann

Proposition 1.4.7. Soit (uy,), une suite de nombres réels positifs.
— Si pour un réel o > 1 la suite

(n“ un)n

est majorée alors la série de terme général u,, converge.
— Si pour un réel o > 1 la suite (n® uy,)y, est convergente alors la série de
terme général u,, converge.
— Sipour un réel la suite (n® uy,),, est convergente et si|limy, oo n%uy, = £ # 0 ‘
alors la série de terme général u,, est divergente.

Démonstration. Dans le premier cas, nous savons qu’il y a un réel M > 0 tel que
M
0 < n%u, <M donc Up < —
n

et puisque o > 1, nous savons que la série de terme général nMa converge, ainsi la
la série de terme général wu,, converge. Le second cas est une conséquence directe
du premier cas. Notons que nous aurions aussi pu utiliser le corollaire (I.4.4).
Placons nous dans le dernier cas. On sait que pour tout entier n : n%u, > 0
ainsi par passage a la limite dans les inégalités larges, nous savons que ¢ > 0.

10. On a en fait

11. Saurez vous montrer que » '~/
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Puisqu’on suppose que ¢ # 0 alorsona ¢ > 0 et £ > £/2. Nous savons donc qu’a
partir d’un certain rang :

Uy, > il it >
n-u — soit u —.
"2 "= ope
Mais puisque o < 1 et £/2 # 0, nous savons que la série de terme général Qnia
diverge et I’on en déduit que la série de terme général u,, diverge également. [

Un exemple la série de terme général sin ( \lf) converge car on sait que

et que pour tout entiern > 1:0 < 1 < § et donc puisque la fonction sin

i
n_l}_}I_loon 2 gin <nf>
—= <

n
est croissante sur [0, 7/2] : 0 < sin (

1.4.4 Avertissement

Dans le corollaire (I.4.4), il est important de vérifier que les séries soient a
termes positifs. Par exemple si 1’on considere les suites (uy,)n>1 et (vp)n>1 définies

par
-n" 1 -1"
(=1 + et v, = 7( )

n n(ln(n) + 1) n
Alors on sait que la série de termes général v,, converge. On sait que la série de
terme général u, — vy, diverge De plus

Up =

—1)"
un _ g, (21
Up, (In(n) + 1)
donc u
lim =2 =1
n—+o0 Up,
mais

— La série de terme général v,, converge.
— La série de terme général u,, diverge.

12. En effet, puisque u, — v, = et que la fonction x — est décroissante

-1 -1
n(In(n)+1) z(In(z)+1)

sur [1, +oo], on en déduit que si k > 1 alors

1 k+1 1
k(In(k) + 1) Z/k 2@ + D

On en déduit
Z 1 il 1 el
; k(In(k) + 1) 2 /1 mdw = [In (In(z) + 1)]1+ =In(ln(n+1)).

On en déduit que limp 400 Y 1 m = 400.
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1.5 Séries absolument convergentes

1.5.1 Définition

Théoréme 1.5.1. Soit (uy,) une suite de nombres complexes. On suppose que la
série de terme général |u,| converge alors la série de terme général u,, converge

etl’ona:
“+o00 400
n=0 n=0

Dans ce cas, on dit que la série de terme général u.,, converge absolument.

Démonstration. On donne deux preuves de ce résultat. Dans la premiére preuve ,
on suppose que la suite (u,,) est a valeurs réelles. On définit alors deux suites (v;,)
et (wy,) par

U+ |up|  Jup siug >0
0 siu, <0

et

— —Uu, Siu, <0
Wy = max{—un, 0} = [un| — un :{ n n <

2 0 siup >0
Nous avons u,, = v, — w,, et puisque pour tout entier n : 0 < v, < |u,| et
0 < wy, < |uy|, nous savons que les séries de termes généraux vy, et wy, convergent.
Nous en déduisons que la série de terme général u,, converge.

La seconde preuve est valide si (uy,) est une suite de nombres complexes. On
se sert du critere de Cauchy. On pose donc :

n n
Sn:Zuk et T, :Z\uk\
k=0 k=0

On sait que pour tout entiers n > m :

n

>

k=m+1

n

< Y fugl =Tn—Tn.
k=m+1

‘Sn— m‘ =

Soit e > 0. Puisque la suite (7},) converge, elle est de Cauchy ; il y a donc un entier
ng tel que
n,m >ng= T, — Tl < e

On en déduit que
n,m >mng = |Sp, — Sm| <e

La suite (S),) est donc de Cauchy, elle converge : la série de terme général u,,
converge donc.
Il reste a démontrer I"inégalité |35 w, | < 3227 Jun|.
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On remarque d’abord que pour tout nombres complexes x, i, nous avons

x| = [yl| < |z —yl,

ainsi si (z,,) est une suite de nombres complexes qui converge vers £ alors pour tout
entier n :
znl = €] < lun — €.
On en déduit que la suite (|z,|) converge vers |/|.
Grace a I’inégalité triangulaire, nous savons alors que pour tout entier n :

n

n
S e <3
k=0 k=0

Or par définition lim,, 4o Y o |ug| = I:a [ty et limy—syoo Y p g Uk =

:i% Up, le point précédent nous informe alors que

n +o0
i [ =[S
k=0 n=0
par passage a la limite dans les inégalités larges, on en déduit le résultat voulu. [

1.5.2 Quelques criteres

Ainsi si (uy,) est une suite de nombres complexes et que la série de terme
général |uy,| vérifie I'un des critéres obtenus dans le chapitre précédent, nous en
déduisons que la série de terme général u,, converge absolument donc converge.

i) Soient (u,)nen une suite de nombres complexes et (v,)nen une suite de
nombres réels positifs. On suppose que a partir d’un certain rang

[un| < vp ;

Si la série de terme général v,, converge alors la série de terme général u,,
converge absolument donc converge.
),

Un+1
n

ii) Soit (u,,) est une suite de nombres complexes non nuls. Si la suite (
est convergente et si
Un+1
Unp,

lim

n—o0

=(e0,1]

alors la série de terme général u,, converge absolument donc converge[ﬂ

13. C’est a dire : il existe un entier ng tel que

n>mng = |un| < vn.

14. Avec la remarque faite plus haut selon laquelle

lim z,=0= lim |z|=¢,
n—-+oo n——+oo
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iii) Soit (u,) est une suite de nombres complexes. Si la suite (\”/ |un|> est
n

convergente et que lim,,_, .~ V/|u,| € [0,1] alors la série de terme général
uy, converge absolument donc converge.

iv) Soit (u,) est une suite de nombres complexes. Si la suite (n® |uy,|),, est conver-
gente et si & > 1 alors la série de terme général u,, converge absolument donc

converge E}

1.5.3 Exemples

. s’ . z P n
a) Si z € C alors la série de terme général Z; converge absolument. Vous
verrez en Analyse 3 que c’est ainsi que 1’on doit définir I’exponentiel com-

plexe[lfl :

“+00
P
e = —.
n!
n=0

B) Sia > 1etf € R alors les séries de termes généraux

cos(nf)  sin(nf) ™

)

n® ne ne

sont absolument convergentes
~) Attention, une série convergente n’est pas forcément absolument conver-

_1)yn—1
gente : par exemple la série de terme général %, n > 1.

1.6 Les séries alternées

1.6.1 Critere de convergence

Théoréme 1.6.1. Si (a,,), est une suite décroissante de réels positifs convergent
vers 0 :

lim a,=0
n—-+oo

nous savons aussi que si (u,, ) est une suite de nombres complexes non nuls tel que la suite (—uz“ )
n

n
convergente vers £ et que et que || € [0, 1] alors la série de terme général u,, converge absolument

donc converge.

15. On peut faire ici la méme remarque et conclure que si la suite (n%u,, ),, est convergente et que
si a > 1 alors la série de terme général u,, converge absolument donc converge.

16. Rappelons qu’au cours de Mathématiques 1,vous avez défini

"t = "™ = & (cos(y) + isin(y)) .

17. En effet on a toujours les inégalités

)

ne ne

sin(n) ‘ 1

cos(n&)‘< 1

nae

. ‘o o4 1
Et puisque a > 1, la série de terme général = converge.



28 CHAPITRE 1. LES SERIES :

alors la série de terme général
(~1)"an

est convergente.

Démonstration. On considere donc (a,),une suite décroissante de réels positifs
tel que limy, s+ a, = 0. Et on pose

On a donc
Sont2 = Son — Qont1 + a2p42

et puisque la suite (ay,),, est décroissante : —agy,+1 + azn+2 < 0. On en déduit que
la suite (Say,) est décroissante. De la méme fagon

Son+3 = Son+1 + A2nt2 — A2n43

et puisque la suite (a, ), est décroissante : +agy, 12 — a2,+3 > 0, on en déduit que
la suite (S2,,41) est croissante. Par ailleurs, puisque agy,+1 > 0 :

Son+1 = Sop — aznt1 < Sop.
On en déduit donc que pour tout entier n :
S1 <83 <+ < Sopg1 < S2n < S22 < oo <52 < 5.

La suite (S2,) est décroissante, minorée par Si, elle est donc convergente. De
méme, la suite (Sa,+1) est croissante, majorée par Sy, elle est donc convergente.
Par ailleurs So,, 11 = S2;, — a2p+1 €t on a supposé lim,,_, o asp+1 = 0 donc

lim Sgn: lim Szn+1,
n——+o0o n—-+00

ce qui implique que la suite (.S,,) est convergente[]ﬂ la série de terme général
(—1)™a,, est donc convergente. O

Remarque 1.6.2. Notons que si on poursuit avec les notations de la preuve précé-
dente, nous avons pour

—+o00
g = Z(—l)nan = sup{SQn+1, n e N} = inf{{Szm ne N}
n=0

et pour tout entier n :

Sont+1 <8 < Sop etSopp1 <5 < Sopyo

18. 1l s’agit d’un exercice d’Analyse 1 : Si (uy) est une suite de nombres complexes tel que les
suites (uzn) ef (uznt1) converge et limy i oo Uz, = liMy—s 400 Uont1 = £ alors la suite (uy)
converge vers L.
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On en déduit que pour tout entier n, la somme s est comprise entre Sy, et S, 11 et

puisque |Sn i1 — Sl = ansa

, on en déduit I’encadrement :

1Sy — 5| < [ant1].

C’est a dire que ’écart de la somme partielle de la série a sa somme est toujours
inférieur au terme suivant.

1.6.2

a)

5)

)

Quelques exemples

La suite

on

est bien une suite décroissante de réels positif qui converge vers 0, on sait

donc que la série de terme général # converge. On a vu que
—+o00 _
(_1)n 1
1 —
wm =3 Y
n=1
On en déduit les encadrements :
37 1 1 1 1 1 1 1 1 1 47
—=1l-——-—+-—-——-4+-—-—-<In@2)<1l -4+ =-——-4+-=—
60 st3 1t S sl-5r3-1+5-w

Soit a > 0, la suite

()
n /) >1

est bien une suite décroissante de réels positif qui converge vers 0, on en

(-

déduit que la série de terme général ~—_5— converge.

Montrons que la suite (u,, = n + sin(n)),,~ est croissante. En effet, 1’éga-
lité des accroissements finis implique que si z, y sont deux réels alors il y
a un réel c dans I’intervalle ouvert délimité par x et y tel que

sin(x) — sin(y) = cos(c)(z — y) ;
on en déduit que pour tout réels x, y alors
jsin(z) — sin(y)| < |v — yl.
Ainsi pour tout entier n :
|sin(n +1) —sin(n)| <1 et —1 <sin(n+1)—sin(n) < 1.
On en déduit :

Upt1 — Up = 1 +sin(n + 1) —sin(n) > 0.
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Ce qui montre que la suite (u,, = n + sin(n)),,~ est croissante. Par ailleurs
0 < 1 < /2 et la fonction sinus est strictement croissante sur 1’intervalle
[0,7/2] donc 0 < sin(1) < 1etwu; > 0. On en déduit que la suite (ay,)n>1
définie par .

=t sin(n)

est une suite décroissante de réels strictement positif et pour n > 2 :

1

0<a, < .

On en déduit que la suite (a,, ) est décroissante, positive et converge vers 0 :
le critere des séries alternées permet alors d’affirmer que la série de terme
général
( -1 ) n—1
n + sin(n)

converge.

1.7 Comportement asymptotique des séries de termes gé-
néraux positifs

Proposition 1.7.1. Soient (u,) et (vy,) deux suites de réels strictement positifs, on
suppose que

Alors les séries de termes généraux u,, et v,, sont de méme nature.

i) Siles séries de termes généraux u,, et v, convergent, notons s = :{i% Unp,
et s = :{:8 Un, ON introduit les restes de séries a savoir les suites définies
par

n—1 “+o00 n—1 —+o00
R,=s— E U = E up et R, = § — E v = E Ve
k=0 k=n k=0 k=n
alors R
n—o00 Rn

ii) Siles séries de termes généraux u,, et v, divergent, alors

lim 22k=0 Yk _
n—oo ZZ:O Uk

Si cette proposition est intéressante, mais elle ne donne pas dans le premier cas
n

une estimation de 1I’écart entre E uy et s.
k=0
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Démonstration. Pour £ = 1/2, il existe un entier n tel que

soit

Ce qui permet de conclure que les séries de termes généraux u,, et v,, sont de méme
nature.

Placons d’abord dans le premier cas : Soit £ €]0, 1], on sait qu’il existe un
entier ng () tel que

“"1' <e/2.

Un

(n>mno(e)) =

Pour n > no(s),onadonc@:
(1—¢/2)vp, <up < (1+€/2)vp.

Notons S, = S"7_ up et Sy, = 33 vg. Soit N > n > ng(e) alors on a

N N
(1-— 5/2)(§N — S’n,l) = Z(l —e/2)y < Zuk =Sy — Sn—1
k=n k=n

N
<D (1+e/2ve = (1+¢/2)(Sy — Sn1) -
k=n

On fait maintenant tendre [V vers +o0o dans ces inégalités larges@ on obtient pour
n > mno(e) R .
(1-¢/2)R, <R, <(1+4+¢/2)R,,

puisque R,, > 0, nous avons pour n > ng(c) :

R,
‘~—1’ <eg/2<ce.
R,

19. On utilise ici que v, > 0.
20. On utilise encore ici que v, > 0.
21. Remarquons que par définition :

lim (SN — Snfl) =R, et lim (SN — Snfl) =R,.
N—+oco

N—+oco
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On a bien démontré le résultat voulu.

Placons nous maintenant dans le cas ot les suites (.S,,) et (S,,) convergent vers
+-00.

Soit € €]0, 1], on sait qu’il existe un entier ng(¢) tel que

Un

(n>no(e)) =

—1’ <eg/2.

Un
Pour n > ng(e), onadonc@:
€
[ty — vy | < JUn-

Pour n > ng(e), on a donc :

no(e)—1 n
Z Ug — Uk) Z (u — vg)-
k=0 k= no(E)
no(e)—1 SR TP s
Posons M, = |>°,2" " (ux — vx)|, on a donc, avec I’inégalité triangulaire :

n

‘Sn_§n| < M. + Z (Uk:_vk)
k=ng(e)

n
<M+ ) Jugp— v

k*no( )
< M, 5 Z Uk
k=no(g)
£ ~
< M b
< 25

Ot on a utilisé que
> ns=Yud
k=no(g)

Or S,, > 0, on en déduit donc que pour 1. > ng(e), on a

|Sn_Sn| Mz—:
e
S,

| ™

Mais lim, 1 o ]gf = 0 car limy,_, o0 Sy, = +00. Il y a donc un ni(e) € N que

I’on peut choisir prllus grand que ng(e) : ny(e) > no(e) tel que

(n>ni(e)) = ]gg <e/2.

n

22. On utilise encore ici que v, > 0.
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Alors pour n > nj(g) on a bien

|Sn — Sn’
Sh

<e.
Applications

.. . a+l_ a+1
— Considérons o > —1, et les suites (u, = n®), et (vn = %) .
n

Ona
Ul_n(1+%)a+l—1
U, a+1
et puisque (1 4+ h)*T =1+ (a+1)h + he(h) ot limy,_,q €(h) = 0, on en
déduit que
lim % =1,
n—+00 Uy,

De plus , on calcule aisément la somme télescopique :
n + 1 a-+1

on en déduit que la série de terme général v,, diverge et donc la série de
terme général u,, diverge. Et nous savons que :

> ko 1"
lim =%=——=1.
n——+o00 (nt1)ett
a+1

Exercice presque corrigé : Soit a €]0, 1], on définit une suite (u,,) par la re-
lation de récurrence :

3
Un+1 = Up — Uy , U) = G

1. Démontrer que la suite (u,,) est positive décroissante.
On introduit la fonction f définie par f(x) = v — 2% = x(1 — 22), on a pour
x €]0,1]
0<(l-z)<letO<z<l

€]0,1][= f(x) €]0,1[.

Ceci garantit par une récurrence immédiate que pour tout entier n : u,, €]0,1]
et donc que

Upt1 — Up = fuf’l <0
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2. Démontrer que limy,_, oo Uy, = 0.

La suite (uy,) est décroissante,minoré par O donc converge vers un réel £. De

plus la fonction f est continue donc

£= tm v = i flun) = 10
et donc
L=0—103
on en déduit que ¢ = 0.
3. Démontrer que lim,,_, 4+ )
un+1 Up
Ona
2
11 1 1wl —(up—ul)”  2ub—u
g U (=) U (wn - ud) R (I}
1
4. En conclure que u,, >~ NoTR
On introduit la suite (v,,) définie par
1 1
Up = S T T3 n 2 1.
Un, Up—1

n

C’est une suite de réel strictement positif et puisque la série de terme général
2 diverge, on sait que la série de terme général v,, diverge et que si (S,,) est

la suite définie par

1 1 1—a 2u?
Snzzvk:*—*:M

2
k=1 n Un

alors
STL

lim — =1.
n—+4o0 2n

. . 1 . Lqo
Puisque la fonction x — 7z st continue en 1, on en déduit que
. Vanu
lim ——— =1.
n—too (/1 —a=2u2
1l est alors facile de conclure avec I’égalité :

V2nu
Vonu, = ———— x /1 —a"2u2
1—a2u2

et le fait que la suite (u,,) converge vers 0.

1.8 Appendice I : Le critére d’Abel

1.8.1 Une formule

On commence par démontrer la formule suivante que 1’on peut interpréter

comme une formule d’intégration par partie discrete :
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Lemme 1.8.1. Soient (uy,)y, et (ay)n deux suites de nombres complexes, on définit

k=0
alors
n n
Z apuy = Ap_1Un — Z Ap—1 (ug, — ug—1) -
k=1 k=1
Démonstration.

n n n
> Ao (g —up1) =Y Apqur — > Agqup
k=1 k=1 k=1
n

n—1
Ap_yup — > Apug
k=0

k=1
n—1 n—1
= Ap_qup + Aprun — Y Agug — Ao
k=1 k=1
n—1
= (Ap1 — Ag) up + An1un — Agug
k=1
n—1
=) (—ak) uk + Ap—1upn — aguo
k=1
n—1
= - apuy + Ap_1un
k=0

1.8.2 Critére d’Abel

Théoreme 1.8.2. Soient (ay,)y, une suite de nombres complexes et (uy,),, une suite
réelle décroissante positive. On suppose de plus que

lim wu, =0
n—-+o0o

et que la suite (A, = Y_}'_ a), est bornée alors la série de terme général
Qp Un
est convergente.

Démonstration. On va démontrer que la suite

(Sn = i akuk>
k=0 n
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est de Cauchy. Le formule précédente implique que pour n > m on a
n n
Sn - Sm = Z apur = Anflun - Amflum - Z Ak—l (uk’ - uk’—l) .

Puisque la suite (A, ), est bornée il y a un réel R > 0 tel que
Vn e N, |A,| < R.

On en déduit pour n > m :

1S = Sl < R(Jun| + [um]) + R > fug — upa].
k=m+1

La suite (uy,), est décroissante positive donc pour n > m on a

et
n

n
E |up — ug—1| = § Up—1 — U = Up, — Up < Up.

k=m+1 k=m+1

On a donc démontrer que pour n. > m alors
|Sn — Sm| < 3Rup,

Or limy, 4 o0 4, = 0 donc si € > 0, il y a un entier ng tel que

€

n>ng = Uy =up, < ——.
= 10 | n| n > 3R 1
Alors pour n > m > ng, nous avons :

€
3R+1

|Sn — Sm| < 3Ruy, < 3R < e.

Ce qui montre que la suite (.5, ),, est de Cauchy, elle converge donc. O

1.8.3 Critere des séries alternées

Ce critere est un cas particulier du critere d’Abel :

Théoréme 1.8.3. Si (uy,), est une suite décroissante de réels positifs convergent
vers 0 :

lim wu, =0
n—-+o0o

alors la série de terme général
(—=1)"un

est convergente.
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En effet avec la suite (ay, ), définie par

an = (—1)"
ona
0 si n est impair
Ay =Y (-1)F = . P
oD 1 si n est pair

est bien une suite bornée.

Un exemple classique d’utilisation du critere d’ Abel : Pour tout § € R alors la
série de terme général

converge.

En effet c est clair si 6 est un multiple de ﬂ@ar alors on aura pour tout entier

sin(n#d) = 0.

Supposons donc sin(#) # 0. La suite

est bien une suite décroissante de réels positif qui converge vers 0. posons a,, =
sin(nf) et démontrons que la suite

(An = z": sin(k&))
k=1 n

est bornée. En reconnaissant dans la troisieme ligne la somme d’une suite géomé-

23. C’est adire sisin(g) = 0.
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trique, on calcule :

i0/2 (6—i9/2 _ 61'9/2)
o0 i(n=1)0/2 2isin(nd/2)
2isin(0/2)
pi(n+1)6/2 sin(nf/2)
sin(6/2)
sin(n#/2)
sin(6/2)

. (ew 1_— ez’@) . <€i9 eind/2 (e—me/z _ 6im9/2)>

=sin((n +1)60/2)

Puisque la fonction sinus ne prend que des valeurs dans [—1, 1], on en déduit que

n

Z sin(k0)

k=1

1

[Anl = < [sm(072)]

Lasuite (A, = Y j_, sin(k#)), estdonc bornée et le critere d’ Abel implique donc
que la série de terme général :

converge.

1.8.4 Appendice II : un autre critere de Cauchy

On a alors la proposition suivante qui est du a Cauchy :

Proposition 1.8.4. Soit (v,,),, une suite décroissante de réels positifs . Alors la
série de terme général v,, converge si et seulement la série de terme général

2“@271
converge.

Démonstration. La suite croissante (S, ), définie par

n
Sn = Z Vi
k=0
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converge si et seulement si la suite (S, ), est converge. Or on a

Soe =19
+ v1 + v2
+ v3 + vy
+ vs + v + v7 + Ug

Vge—-141 + Vot—149 +...+ (%1
C’est a dire

ng =vg + V1

Sy — 51
Sy — S
Sg — Sy
SQE - SQl—l
ou encore ,
Soe = v +v1 + Z (Sor — Sor—1)
k=1
Ona
ok
SQk — Szk—l = Ugk—141 + VUgk—149 + ... + Vok = Z Un.
n=2k—-141
Et puisque la suite (v,,) est décroissante, on a
2k*1+1§n§2k:>v2k <o, <
Puisqu’il y a 2"~ ! entiers entre 2¥~1 + 1 et 2 on en déduit :
2k
2k71fl)2k’ S S2k: - Sgk—l = Z Un S Qkil
n=2k—141
On a donc
4 l
Vg + v + Z 2k71’U2k < Sy <vg 41+ Z 2k71U2k—1+1
k=1 k=1
Or
1 ¢

1
Vg + U1 + E 2k71’l)2k =g+ U1 + 3 E 2kU2k
k=1 k=1
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et puisque la suite (v,,) est décroissante :

l l
k—1 _ k—1
Uo+vl—|—z2 1)21@71_‘_1—1}04—1}1—}—’02—{—22 Ugk—141
k=1 k=2
4

<wy+ v+ v+ Z 2]‘3_1@2;@71
k=2

On a donc les estimations :

J4 4 -1
1
U0+U1+§ ; 2k02k < Sy < vo+v1+vg+; 2k71112k—1 = U()—Hll—l-vg—l-; 2k1}2k

qui permettent d’en déduire facilement le résultat.
Si la série de terme général 2™ von converge alors la suite

/—1
k
?)0+’U1+1)2+22 VUok
k=1 Y

est majorée donc la suite croissante (S, )¢ est majorée donc convergente.
Vice versa si la suite la suite (S5¢), est majorée, alors la suite (Zi,l 2kv2k)
- 4

est majorée donc la série de terme général 2"v9n converge.

Une application aux séries de Riemann : Soit p € R, la série de terme général

1
—, n>1
npb
converge si et seulement si
p>1.

En effet, on rappelle que le terme général d’une série convergente converge vers 0.
Orpourp < 0Oona

. 1 400 si p<O
lim — =
n—+oo NP 1 sip=20

Donc si p < 0, la série de terme général #, n > 1 diverge.
Supposons donc que p > 0, alors la suite (vn = nip} est positive décroissante.

n>1
On peut utiliser le critere de Cauchy (I.8.4); or on a

2€ 2€ Vi
26212( _ (24)1) = 0 = o(1=p)t _ (2(1—27))
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La série de terme général (2(1_1’))8 >0 converge si et seulement si
‘2(1—13)‘ —9(-p) -1

c’est a dire si et seulement si
p>1.

1.9 Ce que I’on attend de vous

On se pose les questions suivantes
Le terme général de la série est-il positif ?
— Sic’estle cas :

i) peut on appliquer les criteres d’ Alembert, de Cauchy, de Riemann ?

ii) peut on majorer/minorer de facon élémentaire le terme général par le
terme général d’une série de référence (géométrique, Riemman) ?

iii) Ai-je déja majoré le terme général par le terme général d’une série de
référence (géométrique, Riemman) ?

— sicen’est pas le cas :

-Est ce que la série converge absolument ? C’est a dire on se repose les

mémes questions mais concernant la série de terme général |u,|.

- Est ce une série alternée ? i.e. est ce que le terme général de la série est

de la forme (—1)"a,, ot (ay)nen est une suite décroissante de réels positifs
et convergeant vers z€ro.

24. On utilise que lorsque ¢ € C alors la série de terme général (™ converge si et seulement si
|| < 1 et dans ce cas elle converge absolument et

oo - 1
> =g

n=0
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Chapitre 2

L’intégrale :

Avant Propos

On va ici définir rigoureusement ’intégrale d’une fonction continue sur un seg-
ment. Vous avez aprecu au lycée que si f: [a,b] — R était une fonction continue
positive alors fab f(z)dz était une mesure de 1’aire du domaine plan délimité par
I’axe des x, le graphe de f et les droites verticales d’équations x = a et z = b.

Lorsque f: [a,b] — R changeait de signe, on vous a expliqué que dans ce cas, il
fallait compter négativement I’aire des portions contenues en dessous de 1’axe des
x.

43



44 CHAPITRE 2. L’INTEGRALE :

105

0 025 05 075 1
X

Cependant une fonction continue peut changer de signe une infinité de fois sur un
segment. C’est par exemple le cas de la fonction f: [0, 1] — R définie par

f(m)_{ 0 " siz=0

wsin (1) si z €]0,1]

40,75

40,5

40,25

0,75 1

Néanmoins dans la pratique, vous n’avez utilisé que le théoreme fondamental de
I’analyse suivant lequel :

Théoreme : Si f: [a,b] — R est une fonction continue et si F' est une primitiveEl
de f alors

b
F(b) — F(a) = / f(z)dx.

1. C’est a dire F est dérivable et I/ = f.
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Ce que I’on propose de faire ici est de définir I’intégrale a partir de la notion
d’aire et de vérifier le théoreme fondamental de 1’analyse qui établit ce lien entre
intégrale et primitive. Pour savoir pourquoi on nomme ce théoréme théoreme fon-
damental de I’analyse, il faut se souvenir qu’avant I’'invention du calcul intégral et
différentiel par Newton et Leibniz, le moindre calcul d’aire, de volume était d’une
complexité qui pouvait faire valoir a son auteur la célébrité; et apres la découverte
de ce théoreme fondamental de I’analyse, ces calculs d’aires et de volume deve-
naient accessible au plus grand nombre d’étudiants. Je vous invite a lire les pages
du beau livre de D. Guedj "Le théoréeme du perroquet”EI, en voici un extrait :

Cest la qu’intervinrent les deux véritables fondateurs de
I’Analyse. N et L, Newton et Leibniz, les péres ennemis qui se
déchirérent pour que leur paternité soit reconnue ! On leur doit
deux découvertes essentielles.

La premiére : Ils découvrirent que les deux directions différentes
dans lesquelles les mathématiciens avaient travaillé jusqu’alors,
détermination des tangentes et calcul d’aires, constituaient en fait
les deux faces d’'un méme phénomeéne et que I'on pouvait passer de
l'une a l'autre. On pouvait a partir des tangentes remonter a la
courbe, on pouvait de la fonction dérivée remonter a la fonction
dont elle était la dérivée. Une rectification avait été ramenée a une
quadrature ! Si les Grecs voyaient ¢a !

Ce fut une révélation dans le monde des mathématiciens. Le
méme outil était capable d’effectuer des actions aussi différentes
que calculer la longueur d'une courbe, déterminer l'aire d’une
figure, calculer le volume d’un solide, positionner le centre de
gravité d’'une figure, localiser les minima et les maxima d’une
courbe, déterminer les tangentes, exprimer des vitesses et des
accélérations ! Une sorte d’outil universel qui enthousiasma ceux
qui se préoccupaient de physique. Les variations de toutes sortes de
phénomeénes pourraient a lavenir étre étudiées avec cette
technique. La porte s’ouvrait toute grande a la connaissance des
phénomeénes physiques. La physique et la mécanique avaient trouvé
leur outil ! Et cet outil était mathématique.

Conséquence : le « mouvement », exclu le plus souvent des
mathématiques, faisait une entrée en force. A la fin du xvi® siécle, le

2. Denis Guedj, Le Théoréme du Perroquet, Paris, Editions du Seuil, coll. « Points roman », ?
2000 (1re éd. 1998), 654 p
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monde figé des figures de la Gréce antique s’anima. On passa de la
photographie au cinéma.

La deuxiéme : « N et L » firent de ce nouveau champ un
« calcul », muni de régles, le calcul infinitésimal. La dérivation devint
une opération. Opération d’un nouveau genre qui agissait non pas
sur des nombres mais sur des quantités variables liées a des courbes.
Opération que l'on pouvait effectuer a l'aide d'un algorithme
systématique.

Apres des siécles ol, pour seules opérations, le monde disposait
des quatre de I'arithmétique et de I’extraction des racines, surgirent
en quelques années la différentiation et l'intégration. De la méme
fagon que les premieres allaient par couples d’inverses
addition/soustraction,  multiplication/division,  élévation  au
carré/racine carrée, le nouveau duo fonctionnait semblablement,
différentiation et intégration étaient inverses I'une de l'autre. Mais
la premiére avait priorité sur la seconde.

2.1 Uniforme continuité

2.1.1 Fonction continue

On rappelle qu’une fonction f: I — C est dite continue en un point zg € [
si : pour tout £ > 0, il existe § > 0 tel que

(x €I & |o— | < 8) = |f(2) — flxo)| <e.

On dit qu’une fonction définie sur un intervalle y est continue si elle est conti-
nue en chacun des points de cet intervalle.
Un exemple : On considere la fonction f définie sur |0, +oo[ par

o) =sin (1)

C’est une fonction continue car f = sinowu ol u: |0, +oo[— R est la fonction
définie par u(x) = % et les fonctions w et sin sont continues.
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On peut montrer cela directement. Soit 2y > 0 et > 0. On veut trouver § > 0
tel que siz > 0 & |z — o] < 0 alors

[f(z) = fzo)| <e.

Puisque la dérivée de la fonction sin est bornée par 1, on sait, grace a I'inégalité
des accroissements finis, que pour tout a,b € R :

|sin(a) — sin(b)| < |a — b).
On en déduit que si = > 0 alors

1 1

x i)

_ | — 20|

[f (@) = flzo)| <

X0

On veut donc trouver § > O tel que siz > 0 & |z — xy| < J alors % < e.0n
doit assurer que le dénominateur n’est pas trop petit :

. |z—20] 2|z—x0] ez 73
Siz > zo/2alors =% < 2 On pose alors § = min{%, 3*c}, on a
alors
2
(x>0 & |z —20| <0) = <x>x0/2& |z — xo| < 205>.
Ainsi :

(x>0 & |z —x| <0) = [f(2) - f(zo)] <e.

2.1.2 Définition

On dit qu’une fonction f: I — C est uniformément continue si pour tout
e > (il existe & > 0 tel que

(xyel & |z —yl<d)=|f(z) - fly)l<e.

Remarques 2.1.1. a) Il faut réfléchir a la définition assez longtemps pour qu’il
soit évident qu’une fonction uniformément continue est continue.

b) Une fois ceci compris, il faut bien comprendre d’ou vient le qualificatif uni-
forme : c’est le fait que I’on puisse choisir le § indépendamment de x.

¢) La fonction f définie sur 0, +oo[ par f(z) = sin (%) . n’est pas uniformément
continue.
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Pour démontrer que f n’est pas uniformément continue, nous devons trouver
un réel € > 0 tel que pour tout &6 > 0, il y a deux réels xs,ys > 0 tels que

|25 — ys| < & mais | f(zs) — fys)| = e
Alors pour k € N*, nous définissons

Tk Yk

Ty 2kt — T+ 2kn

Nous avons
f(og) = 1et f(yr) = -1,
de plus 0 < z, < yg donc

12
—Z+2kr  w(dk—1)

|z — yi| <

Considérons le réel e = 1 > 0. Si 6 > 0, on trouve un entier non nul k tel
que Yy < 0§ (par exemple k = FE (7%) + 12345. On a alors |xy, — yi| < § et
If(ye) — f(zg)| =22>1=¢
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2.1.3 Module de continuité

Remarquons que si f: I — C vérifie qu’il existe une fonction €: R} — Ry
telle que

Jim €(d) =0et (z,y €1 = [f(x) = FW)| < e(lz—l)),

alors f est uniformément continue. On en conclut que :

a) s’il existe une constante positive  telle que

vy el = |f(x) = fy)l < rle—yl,

alors f est uniformément continue. On dit dans ce cas que la fonction f est
k-lipschitzienne ou simplement lipschitziennelﬂ si on ne veut pas spécifiée la
valeur de la constante «.

b) En particulier, I étant un intervalle; si f est dérivable sur [ et s’il existe M > 0
tel que pour tout = € I : |f'(z)] < M. Alors I'inégalité des accroissements
ﬁnislﬂ : nous apprend que f est M-lipschitzienne donc f est uniformément
continue.

¢) s’il existe une constante positive x et « €]0, 1] telle que

vy el =|[f(x) - fyl <wle—yl*

3. Du nom de Rudolf Lipschitz (1832-1902) Mathématicien allemand.
4. 11y a une subtilité ici, car 1’égalité des accroissements finis n’est pas vrai pour des fonctions a
valeurs complexes mais I’'inégalité des accroissements finis est elle valide :

Proposition 2.1.2. Si f: [a,b] — C est une fonction continue, dérivable sur l'intervalle |a, b et si
M > 0 est tel que
pour tout x €]a, b[, |f'(z)] < M

alors

£ (0) = f(a)] < M(b— a).

Démonstration. Ce résultat se déduit de 1’inégalité des accroissements finis pour les fonctions a
valeurs réelles. le cas ou f(b) = f(a) est facile, on suppose donc que f(b) # f(a) et on considere
le module p et une détermination 6 de I’argument de f(b) — f(a) :

J(b) = f(a) = pe™.

On étudie alors la fonction u: [a, b] — R définie par

Cette fonction est continue sur [a, b] et dérivable sur I'intervalle |a, b[. De plus si z €]a, b[ alors
' (@) = [ (£ (@)e)| <1 @) ]

On en déduit que |u(b) — u(a)| < M(b — a). Mais un calcul facile donne u(b) — u(a) = p
£ (6) = f(a)l.

= |f'(z)| < M.

0ol
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alors f est uniformément continue. On dit dans ce cas que la fonction f est
a—HﬁlderienneE] ou Holderienne d’exposant o ou simplement Hﬁlderiennelﬂ

d) Si f: I — C est uniformément continue, nous pouvons introduire son module
de continuité w: R} — R, défini par

w(0) =sup{|f(z) = fW)|; z,y el & |z —y| <0} =sup As
ou As = {|f(x) = f(y)|; z,yel & |v—y| < }.Sid <nalors A; C A,

et donc w(d) < w(n). La fonction w est croissante et I’'uniforme continuité de
f s’exprime par le fait que la fonction w a pour limite 0 en O :

lim w(d) = 0.
0—0+

2.1.4 Théoréme de Heine

IZ}S'oit f: [a,b] = C une fonction continue alors f est uniformément continue.
Nous admettrons ce résultat dont la preuve est donnée dans le premier appen-
dice de cette lecon.

2.2 Somme de Riemann (a pas uniforme) et intégrale

2.2.1 Définition et notation

Soit f: I — C une fonction définie sur un intervalle [ et a,b € I. On définit

n

I?i_(f7avb): b—a i:f(a"i'kb;a) )
k=1

et

b n—1 b
I7(f,a,b) = a2f<a+k: a).

5. Dunom de Ludwig Otto Holder (1859 -1937) Mathématicien allemand.

6. Démontrer que si f est Holderienne d’exposant « out o > 1 alors f est constante (I étant un
intervalle).

7. Heinrich Heine (1821-1881) mathématicien allemand, il semblerait que ce théoréme se trouve
déja dans des cours de Dirichlet en 1862 (ces cours ont été publiés en 1904) alors que H. Heine a
publié la preuve en 1872. Avant ces travaux, la différence entre fonction continue et uniformément
continue n’était pas clarifiée.



2.2. SOMME DE RIEMANN (A PAS UNIFORME) ET INTEGRALE 51

I[—] ( JE, Ql |’&3 = dedhd bl A cme {"rbwua—
A éé e ([,zu\: 4.:,
r |l

/1

|
|

I

73 “‘3 L’L,

t P
6 s} 4! 0..,) A'y,[, b 7 {

’Ln [{. o )J = aine | duldevaime \-X”L\Dx }\u,\,

[/ \u, (J(,n
J;/

-

i

T T

=11
a @ riq. A i =
W N N S I R T b=q,

Posons ay, = a+ kb ¢, Lintervalle [a, b] est découpé en n sous intervalle de méme
longueurs

[a,b] = Ug;é [ak, agt1]-

Si f est a valeurs positives alors I,/ (f,a,b) est I'aire d’'un domaine plan formé de
la réunion des rectangles [ay, ag+1] % [0, f(ak+1)] alors que I, (f, a,b) est I'aire
d’un domaine plan formé de la réunion des rectangles [ag, ax+1] X [0, f(ag)].

Remarque 2.2.1. Ona

P21 ) - sta)

‘I,,—:—(f,(l,b) _In_(fva)b” -
. + _ — —
Donc nll)rfoo I7(f,a,b) — I, (f,a,b)=0.
Remarque 2.2.2. On a

I;f(fvaab) = 7I7EL‘:(f7b7a)'
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2.2.2 Exemples
i) On commence avec I’exemple d’Archiméde pour la fonction f(z) = 22 sur

I'intervalle [0, 1], nous avons alors
L n (k) 1
+ — E — E 2
I (£,0,1) = n P <n> - nd k—1k '

Ici on peut procéder de deux facons, la premiere est de se souvenir d’un exer-
cice de Mathématiques 1 selon lequel

n

ZkQ _ (2n + 1)n(n + 1).

k=1 6
etdonc[ﬁ(f,o,l):mﬂﬁ)%:%(n+%)(l—i-%)etona
lim I (f,0,1) = >
RS =3

La seconde est d’introduire les suites (uy,) et (v,

~—

définies par

un:nQetvn:%((n+1)3—n3) :§(3n2—|—3n+1) :n2+n—|—é.

Ces suites sont a valeurs strictement positives et lim;, 1 ;* = 1. De plus

les séries de termes généraux wu,, et v,, divergent, on sait donc que les suites
(Sp) et (S},) définies par

Sn:iukzzn:k:QetS' ka—
k=1 k=1

sont équivalentes

(n+1)*-1)

w\»—‘

S,
g =1

Mais

s Sy (n+1)3 -1
f’Ol 3Zk 351 n3 ’

Donc ce calcul meéne également a la conclusion :
1
lim I,7(f,0,1) = -.

n—-+o0o

ii) Consideérons maintenant la fonction f(z) = sin(x) et unréel b :

S(£,0.5) = Zn:sn<kb>:zkz:sm<’:’>_ <Zn:e>
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On calcule alors la somme des termes consécutifs de la suite géométrique de
. ;b
raison ( = e'n.

1— <n+1 1— ei(n—l—l)% ei(n—i—l)% e—i(n-i—l)% o ei(n—l—l)%

i kb
> el = Zc’“ = = . .
=0 1—ein eizn e~i3n — eiam
Soit
;b et 2; —2isin (n+1)L) ei3eizn sin (n+1)L) oosin(n+ 1))
€ n = Zi _2 - i = ,LL - L — e 2 —b
k=0 e 2n isin (57) e sin (3;) sin (35)

Ceci permet d’obtenir 1’égalité :

- un (3 ) () (00 )

2n

Compte tenu du fait que lim;_,q = 1, on obtient :

sm(z)

b

2n -1

nEIJPoo sin (%)

et par continuité de la fonction sinus en b/2, nous obtenons

im sin (0t )2 ) = fim sin (24 2 —sin (8
e AT T gy ) T AR 2 T 2 ) T 2)
Au final, nous obtenons[ﬂ:

lim I, (f,0,b) = 2sin? <;)> =1 —cos(b).

n—-+00

iii) Soit ¢ € R. On considere la fonction f définie par

f(fC):{O e

1 sixz>c

Soient a < b deux réels, on a alors :
— sic<aalors IV (f,a,b) =1,
— sic>balors LY (f,a,b) =0

— sia < ¢ <balors
b—a

L (f.a,b) =

ol N(n) est le nombre d’entiers k dans I'intervalle [1, n] vérifiant :

N(n)

h—
atk—2>e
n

1—cos(6)

8. Avec la formule sin®(6) = =2
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Donc
N(n) = card A,, avec A,, = {k: € {1,...,n};a—|—kb_Ta > c}.

Donc

b—a

Rappelons ici que si x est un nombre réel alors sa partie entiere F(z) est
I’unique entier relatif tel que

An:{ke{l,...,n};k>nca}.

E(z)<z< E(x)+1

Donc
k>nc_a:>k:2E nc—a +1,
b—a b—a
ainsi
An—{E<nC a)—i—l,E(nC_a)—i-Z, ,n}
—a b—a
et

en se servant de I’encadrement :
x—1< E(z) <z,

Nous en déduisons :

b—c c—a c—a b—c
=n— <N <n—-n——+1= 1.
nb—a n T (n)<n nb—a+ nb—a+

A I’aide du théoréme des gendarmes, on en déduit donc :

lim I (f a,b)=b—c.

n—-+00
Une extension facile de ces arguments montrent :

Proposition 2.2.3. Soient A € C et ¢ € [a, b], on définit quatres fonctions

f(x):{o siz<e¢ ’g(x):{o siz<ec

A siz>e A sich’
A osiz < A si
h(:z:):{ S?x—cete(x):{ e
0 sixz>c 0 six>c
Alors
. + _ . + _ .
nll}l_iI_loo I7(f,a,b) = nll)&r_loo I7(g,a,b) = A(b—c¢)
et

lim I (h,a,b) = lim I (¢,a,b) = \c—a).

n—-+o0o n—-+o0o
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2.2.3 Cas des fonctions monotones

Proposition 2.2.4. Si f: I — R une fonction monotone et a,b € I alors les suites
(L} (f,a,b)), et (I, (f, a,b)), sont des suites de Cauchy et convergent vers la
méme limite. Cette limite est notée

[

et elle est appelée l'intégrale de f entre a et b.

Démonstration. On fait la preuve pour une fonction croissante et pour a < b. On
effectue au préalable quelques remarques qui nous seront utiles : Soit n € N*
et k € {0,1,...,n}, on note a, = a + k:bfT“. Puisque f est croissante, on a
f(ag) < f(agy1) et en sommant de k = 0 an — 1 ces inégalités, nous obtenons :

n—1 n—1
(e = "0 fe) < P03 flaen) = I (F.a0).
k=0 k=0

Ensuite on a aussi pour tout & € {0,1,...,n}: f(a) < f(ar) < f(b). Ainsi :

(@) f(a)(b_a) = Il_(f7a>b) S I’r:(fv a, b) S I;_(faaab) S If_(fa a, b) = f(b)(b_a)

Soit maintenant n, m € N*, nous allons comparer I, (f,a,b) et I, (f,a,b).
Ona

n—1 n—1
Ir?(f7a7b) = Zjl_(fa akyakJrl) < ZIr;(fa akaakJrl) = I;m(.ﬂaab)
k=0 k=0

L’inégalité provenant de I’inégalité () et la derniere égalité du fait que pour divi-

ser I'intervalle [a, b] en mn sous intervalle de méme longueur, on peut le diviser en

les n sous intervalles de méme longueur : [ag, a1] U [a1, a2] U -+ U [apn—1,ay,] et

ensuite diviser chacun de ces intervalles en m sous intervalles de méme longueur.
De la méme fagon, nous obtenons

I?’—i_LTL(f’ a’ b) S IT—Z_(f7 a” b)’
D’ou
I, (f,a,0) < I,.(f,a,0) < 17, (f,a,0) < I} (f,a,b).
et on obtient

b—a

n

0 SIT?m(.ﬂavb)_I;(f?avb) < I,J[(f,a,b)—fg(f,a,b) = (f(b) _f(G’))

Ainsi si n,m € N*, on obtient :
11, (f,a,b0) — I, (f,a,b)| < |I; (f,a,b) = I (fa,0)| + |1 (fra,b) = I, (f, a, b))
<0-a) (0~ f@) (1 +).

n m
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Soit € > 0. Et posons

2(b—a)(f(b) — fa))

€

N0:E< )+100.

Sin,m > Ny alors
=) () - f@) (5 + o) <55 =<

et on en déduit :
(n,m > No) = | I; (f,a,b) — I (f,a,b)| < e

La suite (I, (f, a,b)),, est donc de Cauchy donc converge. L’égalité obtenue a la
remarque garantit que le suite (1,7 (f,a,b)),, est aussi convergente (donc de
Cauchy) et converge vers la méme limite :

lim I,(f,a,b)= lim IL'(f, a,b).

n—-+o00 n—-+o0o

Remarque 2.2.5. Démontrer dans le cadre de la preuve ci dessus que

b
/ f(z)dz = sup{I, (f,a,b);n € N*} = inf{[] (f,a,b);n € N*}.

Remarque 2.2.6. Une conséquence est que pour une fonction f qui est la somme
d’une fonction croissante et d’une fonction décroissante alors les suites (I7 (f, a,b)),,
et (I, (f,a,b)), sont des suites de Cauchy et convergent vers la méme limite que

I’on note aussi f; f(x)dx.

2.2.4 Cas des fonctions continues

Proposition 2.2.7. Si f: I — C une fonction continue et a,b € I alors les suites
(LF(f,a,b)), et (I, (f,a,b)), sont des suites de Cauchy et convergent vers la
méme limite. Cette limite est notée

[ s

et appelée l'intégrale de f entre a et b.

Démonstration. Soit f: I — C une fonction continue. On fait la preuve unique-
ment pour a < b. On va estimer également la différence I, (f,a,b) — I, (f,a,b).

La restriction a ’intervalle [a, b] de la fonction f est continue et donc d’apres
le théoréme de Heine, elle est uniformément continue. On introduit alors le module
de continuité de la fonction f: [a,b] — C:

w(8) = sup{|f(z) — fF(W)|; =,y € la,b] & v —y| <d}.
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Soient n,m € N*, pour k € {0,1,...,n}, on note toujours a; = a + kb_T“ Ona
n—1
I’r?m(fu a, b) = Z I';L(fv g, ak+1>
k=0
et
n—1
L (f.a,0) =) (ape1 — ax) fax)
k=0

Par ailleurs

m—1
_ 1 — @ 1 — @
1 (fs ay aps1) — (aps1 — ag) f(ap)| = % f <ak: AL k> flag)
£=0
m—1
< Zhrl = Ok / <ak 4t ak) flak)
m
/=0
Qo1 — A e b—a
< k+1 k w <€ >
m nm
£=0
b—a = ( b—a b—a (b—a>
< w|m = mw
nm nm nm n
=0
On en déduit donc
n—1
‘I;m(.ﬂ a, b) - Irj(fa a, b)‘ < Z ‘I;L(f7 G, akJrl) - (ak+1 - ak)f(ak)‘
k=0

énb;aw <b;a> o) (b;a)

Soit ¢ > 0. Alors puisque f: [a,b] — C est uniformément continue, il y a
6 > 0 tel que

v €)0,0] = w(d) < 5 : (b —a)w(d) < (b—a)g(b_gm

_ <
(b—a)—i—lz> -

| ™

Posons alors Ny = F (I’TT“) + 10000. Si n,m > Ny alors (b —a)/n < ¢ et
(b—a)/m < 6 donc

’I;(fa a, b) - I;z(faaab)’ < |In_(f’avb) - In_q,n(f7aab)’ + |I77m(fa a, b) - I;z(fa a, b)‘

< (b—aw <b;“) +(b—a)w (b;a>

< +§—E
5 =&

| ™
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La suite (1, (f, a,b)),, est donc de Cauchy donc converge. L’égalité obtenue a la
remarque garantie que le suite (I, (f,a,b)),, est aussi convergente (donc de
Cauchy) et converge vers la méme limite :

lim I, (f,a,b) = lim I, (f, a,b).

n—-+400 n—-4o0o

2.2.5 Cas des fonctions continues par morceaux

Définition 2.2.8. On dit qu’une fonction f: |a,b] — C est continue par morceaux
s’il existe un ensemble fini de points a; < az < --- < aq de Uintervalle [a, D]
tel que f soit continue en chaque point x € [a,b] \ {a1,a2,...,aq} et admet une
limite a droite et a gauche (si cela a un sens) en a1, as, . . ., aq. La restriction de f
a chaque intervalle |a, a1[, |a1, as], laz, a3, ..., |ag—1, aql, Jaq, b[ est continue et
peut étre prolongé en une fonction continue sur la fermeture de ces intervalles.

Remarques 2.2.9. i) Si f: I — C est une fonction a valeurs complexes, on dira
que f est continue par morceaux si pour tout segment |a,b| C I, la restriction
de la fonction f a Uintervalle [a, b] est continue par morceaux.

ii) Question : La composée de fonction continue par morceaux est elle continue
par morceauxﬂ ?

iit) Soit u: I — R une fonction continue et f: [a,b] — R une fonction continue
par morceaux telle que

x € |a,b] = u(z) € I.

Montrer que la fonction w o f: [a,b] — R est une fonction continue par mor-
ceaux.

Proposition 2.2.10. Si f: [a,b] — C une fonction continue par morceaux alors
les suites (LY (f,a,b)),, et (I, (f,a,b)), sont des suites de Cauchy et convergent

9. Laréponse est non : on considere la fonction H : [—1, 1] — R définie par

Hix) 0 siz<O0
xr) =
1 siz>0.

etwu: [0,1] — R définie par

xsin( ) six > 0.

0 sizx=0
u(w)z{ N

Puisque
z €[0,1] = u(z) € [-1,1],
la fonction H o w est bien définie sur [0, 1] mais elle est discontinue en chaque réel de la forme ﬁ

ol k € N*; elle a une nombre infini de points de discontinuités, elle n’est donc pas continue par
morceaux.
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vers la méme limite. Cette limite est notée

/a ' fla)de,

et appelée l'intégrale de f entre a et b.

Démonstration. On consideére donc une fonction f: [a, b] — C continue par mor-
ceaux, par définition, f n’a qu’un nombre fini de points de discontinuité

ar < ag < ---<aqg.

On note f(a;—) = limg_yq,— f(z) et f(a;+) = limy_yq,+ f(x). Si a; = a, on
posera f(a1—) = f(a) etsi ag = b on posera f(aq+) = f(b).

Pour chaque ¢ € {1,2,...,d}, onintroduit une fonction de saut h;: [a,b] — R
qui capture la discontinuité de f en a; :

fla;i—) siz<ay
h,(w) = f(al) siz = a;
flai+) siz>a
On définit alors la fonction g = f — E‘ijzl h;. C’est une fonction continue sur

[a,b]\{a1,aq,...,aq}. Soiti € {1,2,...,d}, on examine maintenant la continuité
de g en a;. Puisque

(f —hi)(a;) =0= lim f(z)—hi(z) = lim f(z) = hi(z),

r—ra;— r—ra;+
la fonction f — h; est continue en a;. De plus si j € {1,2,...,d} et j # i alors la
fonction /; est continuem en a;. Donc
i—1 d
g=Ff—hi=Y hj— > I
j=1 j=j+1

est bien continue en a;.

On a donc démontré que g est continue sur [a, b], on sait donc que la suite
(I¥(g,a,b)),, est de Cauchy. En se servant de la proposition on peut fa-
cilement démontrer que pour chaque i € {1,2,...,d}, la suite (I,} (h;,a,b))

n

10. Elle est constante sur un intervalle ouvert contenant a.
11. Eneffetonah; = h; + h} + h ou

h_( ) f(a/z_) Siq}<ai h,+( ) O Sixﬁai
i \X) = . s i (T) = .
0 siz > a; flai+) siz>ay
0 six < a;
et R(z) = ¢ f(a:) siz=a;.
0 siz > a;

On a I} (hs;a,b) = I (hi;a,b) + LT (k] ;a,b) + LT (hY; a,b). La proposition assure que
les suites (I,'f (h; ,aq, b))n et (I,'f (hf,a, b))n convergent. Par ailleurs, il est facile de montrer que

Li(hy,a,b) = 0ou LT (h;,a,b) = =2 f(a;), la suite (I, (h7,a, b))n converge donc vers 0.

i 70 n
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converge vers (a; —a) f(a;—)+(b—a;) f(a;+) donc cette suite est aussi de Cauchy.
Puisque pour chaque n > 0 :

d
LI (f,a,b) = L (g,a,b) + Y If (hi, a,b)
i=1

on peut en conclure que la suite (I, (f, a,b)),, est de Cauchy donc converge. [

2.3 Propriétés de I’intégrale ainsi définie
2.3.1 Linéarité

Proposition 2.3.1. Soient u,v: I — C des fonctions continues par morceaux,
A€ Ceta,be Ialors

/ab(u+)\v)(x)dm: /abu(:n)dx+/\/abv 2)dz

Démonstration. Pour n € N*, posons k = 0,...,n:ar = a+ k , alors nous
avons :

n—1 n—1 _
b b
I, (u+Av,a,b) = naz (ar) + Av(ag)) G(Zuak —i—)\z v(ay

k=0 0
on a donc
I (u+ M,a,b) = I (w,a,b) + M, (v,a,b),
on conclut alors en passant a la limite dans ces égalités. O

2.3.2 Changements de variables linéaires

Proposition 2.3.2. Soient u: I — C une fonction continues par morceaux et a, b €
I alors

i) fabu(x)dw =— [} u(z)dx

ii) Pourk e R*eta € R :

)
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Démonstration. La premiere identité provient de 1’égalité

n—1 n—
_ b—a a—2>b b
I, (u,b,a) = - E < - >: - u(

2 -)

nbzu<nb+ka k:b) - ":u<na+ k)(b—a))

k

_a;bkou(ﬁ nk?z(b—a)) _ _a;bézn;u<a+£(b;a)>
—IF(u,a,b).

On conclut alors en passant a la limite dans ces égalités.
Pour la seconde identité, on suppose a < b et on définit f: [“;O‘, b‘—a] —C
par

f(t) = u(kt + ).
Notons h = 2=@ 2= — b=a ¢t remarquons que f (%= + kh) = u (a + k=2);

ainsi
In<f’a;a’b—ma>:n<b a a-— >Zf< )

S RICE

k=0

1
=1 b).
T (,0,)

n

On conclut alors en passant a la limite dans ces égalités. 0

2.3.3 Comparaison

Proposition 2.3.3. Soient u,v: [a,b] — R deux fonctions continues par morceaux
a valeurs réelles. On suppose

Va € [a,b], u(z) <v(x),

/abu(a:)da: < /abv(:z:)dx.

Si de plus il y a un point xo € [a,b] tel que u — v est continue en xq et u(rg) <

v(xo) alors . .
/(Lu(m)dx</a v(x)d.

Par contraposition, on en déduit que

alors
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Corollaire 2.3.4. Soient h: [a,b] — R une fonction continue par morceaux a
valeurs réelles. On suppose

Va € [a,b], h(x) >0,
alors f; h(z)dx > 0 et
b
/ h(z)dx =0

si et seulement si il y a un ensemble fini ay, . ..,aq C [a,b] tel que
Vz € [a,b]\ {a1,...,aq4}, h(xz) =0.

Démonstration. On considere donc deux fonctions continues par morceaux u, v : [a, b] —
R telles que
Va € la, b, u(z) <v(z),

On pose h(z) = v(x) — u(x). On sait que pour tout = € [a,b], h(x) > 0. On en
déduit que si n € N* alors

n—1
I7(h,a,b) = b_a2h<a+kb_na> > 0.

n
k=0

On en déduit par passage a la limite dans ces inégalités larges que

/abh(a:)dx = /abv(m)dx - /abu(x)dx -0

On suppose de plus que h = u — v est continue en xq et h(xg) > 0. Par continuité
de h en xo, on sait qu’il existe un intervalle[?] [a, w] C [a, b] tel que

h(@o)

z € [a,w] = h(z) > 5

On introduit alors la fonction £: [a, b] — R définie par

£(w) = {?L(mo) siz & [a,w]

=52 siz € [o,w].

h(zg)

12. En effet puisque —5% > 0, il y aunréel 6 > O tel que
h
(o € [a,b] & |o — 0] < 8) = [h(a) — h(xo)| < 22,
donc
@ € [a,b]N]z0 — 6,20 + 5[ = h(;vo) = h(wo) — h(;o) < h(x) < h(zo) + h(§0) - 3h(2x°).

11 suffit de poser v = max (a,zo — $) et w = min (b, zo + 3) car on aura [a,w] C [a, bjN]zo —
(5, xo + 5[ .
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Nous avons
Vz € [a,b], h(z) > E(x).

/a ' h()de > / ' ¢ (@)

Maisona& =&~ —ET ou

_ 0 siz < « 0 six <w
E (z) = {h(xo) et £F(x) = {h(wo)

=5 siz > « 5 siz > w

Ainsi

Donc avec la proposition[2.2.3] nous en déduisons :

b x
/ E(x)dr = h(zo)(w —a) > 0.

Ainsi on a bien démontré que

2.3.4 Inégalité triangulaire

Proposition 2.3.5. Soit u: I — C une fonction continue par morceaux et a,b € I

alors
/ab u(x)dx /ab |u(x)|dx

Démonstration. En effet si u: I — C est une fonction continue par morceaux
alors la fonction |u|: I — R, définie par |u|(z) = |u(x)| est également continue
par morceaux. Soit n € N* et posons a; = a + k(b — a)/n. Nous avons grice a
I’inégalité triangulaire :

<

b n—1 b n—1
1 a) = P03 ()| < P2 () = |17 (ul 0]
k=0 k=0

Nous pouvons alors conclure par passage a la limite n — +oco dans ces inégalités
larges. O

2.3.5 Relation de Chasles

Proposition 2.3.6. Soit u: I — C une fonction continue par morceaux et a, b, ¢ €

I alors
/ab u(z)dr = /acu(a;)dx + /cb u(z)dz.
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Démonstration. On se contente de le montrer pour une fonction continue g: I —
C et pour le cas ou @ < ¢ < b. En effet le cas général s’en déduira par linéarité
car on sait que u = g + Zle h; ou g est continue sur [a, b] et chaque h; est une
fonction de saut pour laquelle on geut appliquer la proposition et conclure
que ff hi(z)dz = [7 hi(z)dz + [ hi(x)dz. On décompose

g=g +g"

g_(x):{g(as) siz <c ot g+(az):{0 siz <c

0 siz > c¢ g(z) siz>c

Ainsi g~ et g7 sont des fonctions continues par morceaux et par linéarité on a

/abg(x)da: = /ab g (z)dz + /ab gt (x)dz.

Nous allons démontrer que

/ab g (z)dx = /acg(a:)dx

’ gt (z)dr = bg(:v)d;v.
[ o= |

On aura alors démontré la relation de Chasles. On ne démontre que la premiere
identité. On a

et

n—-+o00

b
[ o @de= tim 1767 at)

ol en posant toujours ay = a + (b —a)/n :

b—ad b—aK(n)_l
(g7 ab) = —=% g (a) =—— > glar)
k=0 k=0

ou K (n) est I’entier défini par

AR (n)—1 < €= A (n)s

car g~ (z) = 0 < x > c¢; donc K (n) est le plus petit entier k tel que a;, > c. En
utilisant la formule définissant a () on en déduit que si on introduit

_c—a
T= b—a
alors
yn < K(n) <~vyn+ 1.
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On en déduit que
lim

n—-+4oo n

On compare alors I, (g~,a,b) et Ty (97 ,a,¢c) = Ty (g,a,c) Posons oy =

a+ kﬁ on a donc

K(n)—1
_ _ _ CcC—a
IK(n)(g ,CL,C)— K(n)(g>aac):K(n) k;o g(Oék)
K(n)—-1 K(n)—1
., _ K(n) _ b—a b—a
foman) - S0 g = 0 Y gl =0 Y gl
k=0 k=0

<

Or g est continue sur le segment [a,b] donc uniformément continue et on peut
considérer son module de continuité

w(0) = sup{|g(z) — g(y)|; =,y € [a,b], |z —y| <},
Et puisque pour k = 0,...,K(n) — 1:

b—a c—a
_ S My M
|k — o] n K(n)

_ k(b—a) a7,

~ nK(n) <K< ) b—a )

_ k(b—a)

= M) () = m)
k(b—a) b—a

~ nK(n) = n

Ou on a utilisé dans la derniere inégalité k < K (n), et dans I’inégalité précédente
yn < K(n) < ~n + 1. On en déduit que

K(n)—-1 <b B a>
w
n
k=0

. b—aK(n)w<b—a> Sb;a(mﬂ)w<

yn

b—a

I 0,0) = =2 I (9,0,0)| <
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Ce qui permet d’en déduire

) o K(n) _
nLl\rJPooIn (g ) @, b) - ,YinIK(n)(gaaﬂc) =0
et puisque
im0 g
n—-+oo yn

on en déduit

b c
/g_(x)dx: lim I, (g ,a,b) = lim IK(n)(g,a,c):/ g(z)dx.

n——+oo n—-+00

2.3.6 Théoreme fondamental de I’analyse

Proposition 2.3.7. Soit f: I — C une fonction continue et a € 1, on définit
F: I — Cpar

F(x) = / f(t)dt.
Alors F est dérivable sur Uintervalle I et F' = f.

Démonstration. On consideére donc xg € I eth € Rtel que g+ h € I, on a alors,
avec la relation Chasles :

zo+h 0
F(xg+h)—F(:c0):/ ’ f(t)dt—/ F(t)dt

a

_ / " fydt + / :Mf(t)dt— / o
_ /m .

0

Puis f (z) = [2°*" f(o)dt, d’ol

zo+h
Plaw 1)~ Flaw) = bfGaoll =| [ (70 = rlaw)ar

0

<

/mylﬂw—fm@wﬂ.

zo

Soit € > 0; par continuité de f en x, il existe un réel § > 0, tel que

x € IN]zg — 0, x0 + [ = |f(z) — f(zo)| < e.



2.3. PROPRIETES DE L'INTEGRALE AINSI DEFINIE 67

Soit maintenant & € R tel que |h| < ¢ et zg + h € I, on en déduit que si ¢
appartient a I'intervalle délimité par g et xo + h alors [t — 29| < |h| < & donc
|f(t) — f(z0)| < &. On en conclut donc que

|F'(wo + h) = F(w0) = hf(zo)| < |hle.

On a démontré que pour tout € > 0, il existe un réel § > 0, tel que pour tout réel
h € R vérifiant 0 < |h| < 6 et g + h € I alors

F h)—F
Flon B ZFE) )| <
On a bien démontré que F est dérivable en xg et que F'(xg) = f(zo). O

Remarque 2.3.8. La méme preuve montre que Si f: I — C est une fonction
continue par morceaux et a € I, alors la fonction F: I — C définie par

X
Fo)= [ s
a
est dérivable a droite et a gauche en tout point de I et

Vz eI, F'(zy) = f(z+) et F'(z-) = f(z—).

2.3.7 Applications aux calculs de certaines limites

i) Onalim, s o Yo" 1 = In(2), en effet

2n n n n
1 1 11 no 1 1 1
D ey A TR D Drrw At D D

7
— /=0 n
Donc )
n
1 1
—=—+41; 1
Z k 2n _I_ n (f707 )
k=n
ou f(x) = 14%@ = % In(1 + z). Puisque f est continue, on a donc
2n 1 1
. _ _ 1 _
nll&look 5= 0+ /0 f(z)dx = [In(1 + x)], = In(2).
=n

i) Onalimy, 400 Y oy o = peeneffetona

n n—1
n n 1 1 1 1
Zn2+kzzzn2+k2+2n:; nZ o,
k=0 k=0 im0 1+ (%)
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donc .
kZ:OnQ:L—kZ — I, (9,0,1) + %
ou g(x) = H% = % arctan(z). Donc
. = n ! 1 T
nEI—POO;O R /0 g(z)dx 4+ 0 = [arctan(z)], = arctan(1) = T

iii) Onalimy 4o = V/nl =1,

En effet

n

In (:L v n!> = —In(n)+In (W) = —ln(n)—i—% In(n!) = —ln(n)—{—% Zln(k).

k=1

On a donc

k=1
= 3 (n(k) ~ In(n))
k=1
1 — k
=S In (%) = r(n,0,1).
()

Nous avons ici un probleme car la fonction In n’est pas continue sur [0, 1],
néanmoins en utilisant la fait que cette fonction est croissante sur |0, 1], nous
obtenons facilement :

k
n 1 k e
/ In(z)dr < —In <> < / In(z)dz,
k=1 n n k

n
on en déduit I’encadrement :

n+1

T <1> + /11 In(z)dz < I+ (In,0,1) < /" In(z)dz

n n

M

n

En utilisant In(z) = % (rln(z) —x),ona

n

/11 In(z)dz = [z1n(z) — a:]l% =—-1+ %ln(n) + !

n
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On peut alors conclure, avec le théoréme des gendarmes, que

L,
lim In ( n!) = -1,
n—-+o00 n

Le résultat anoncé est alors un corollaire de la continuité de la fonction exp en
—1.

lim 1 Vn! = lim (5 Vnl) — plimno oo In(5 Val) _ -1
n—+oo N n—-+oo
Il existe en fait un résultat plus précis concernant I’asymptotique de la suite
(n!). Il s’agit de la formule de Stirling :

n n
n! ~ptoo (g) 2mn.

2.4 Formule de Taylor-Lagrange et quelques applications

On rappelle ici I’égalité des accroissements finis :
Soit f: [a,b] — R une fonction continue, on suppse f dérivable sur]a, b| alors
il existe un réel c €la, b| tel que

fb) = f(a) = f'(c)(b - a).
La formule de Taylor-Lagrange est une extension de ce résultat

Théoreme 2.4.1. Soit f: [a,b] — R une fonction que I’on suppose n fois dérivable
sur [a, b] tel que ™) est continue sur [a, b] et dérivable sur|a, b[ alors il existe un
réel c €|a, b| tel que

(b— a)*

(b—a)"
2 T

n!

5 ()4 OO )

f"(a)+ CES

fb) = fa)+f'(a)(b—a)+

Démonstration. Soit donc f: [a,b] — R une telle fonction on introduit alors la
fonction

_ ~(b—a)" (b — )t
q’(x)—f($)—f(a)+£:1 Tf (x)+AW~
Ou le réel A est choisi afin que ®(a) = ®(b). C’est a dire :
B B n (Z (b o a>n+1

La fonction ® est continue sur [a, b] et dérivable sur |a, b[ alors il existe un réel
¢ €la, b| tel que
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Calculons maintenant la dérivée de la fonction ®. On a

b _ x)n—&-l

O(x) = —l—ng D)

En particulier

vj(x) = <(b ;!:LM)' (f(g)(m) . ((b _g!x)e> (f(f)($)>/

— _%f(ﬁ) (z) + (b—mx)éf(@rl)(x)

= —w—1(z) + ug(z),

avec uy(z) = (b%!x)ef(”l)(:c). De plus

d(b-—z)"t  (b-z)*  (b—a)"
dr (n+1)!  (ntD! Al
Ainsi
¥(0) = P @Y (urw) e @)~ AL~ D = ey ) ()4
(=1 '
compte tenu du fait que u1(x) = f/(x) et que un(x) = (b_;f) f@*D(z), on en
déduit

Ainsi ¢ vérifie I’équation ®'(¢) = 0 et puisque b — ¢ # 0, nous en déduisons :
fr(e) = A
ce qui, compte tenu de la définition de A :

+Z

(b — a)”+1
(n+ 1) 7

f“

montre le résultat voulu. OJ
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2.4.1 Formule et inégalité de Taylor-Lagrange
On en déduit I’inégalité de Taylor-Lagrange :

Théoreme 2.4.2. Soit f: [a,b] — C une fonction que I’on suppose n fois dérivable
sur [a, b] tel que f™) est continue sur [a, b] et dérivable sur]a,b|. On suppose que
pour tout réel ¢ €]a, b :

|f (@) < M

alors
(b _ a)n+1
(n+ 1)~

-
—
<
S—
|
~
—~
S
S~—
|
(]
=
=
&
—~
S
~—~"

(=1
A priori la formule de Taylor-Lagrange ne donne le résultat que pour les fonc-

tions a valeurs réelles. Pour obtenir cette inégalité pour une fonction a valeurs
complexes, on procede comme dans la note en bas de la page 7.

2.4.2 Formule de Taylor avec reste intégrale ou formule de Taylor-
Mac Laurin

Théoreme 2.4.3. Soit f: [a,b] — R une fonction que I’on suppose n + 1 fois
dérivable sur [a, b] tel que f"1) est continue sur [a, b]. Alors

(b —a)?

f(b) = f(a)+f(a)(b-a)+—;

7" (a)+ - .+(b_a)nf(n)(a)+/b Mf(nﬂ) (z)da

n! n!

Démonstration. On introduit la fonction :

Cette fonction est dérivable et le calcul précédent montre que

w(z) = C= 0 )

n!
Ainsi ¥ est continue et le théoréme fondamental de I’analyse nous apprend que

b (b—.i?)n

' £ (2)d.
n!

U(b) — U(a) = /ab U (z)dx :/a

Or

(=1

Ces deux dernieres identités montrent la formule de Taylor avec reste intégral. [J
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2.4.3 Un encadrement de /2 (d’apres L. Euler)

On considere la fonction f: | — oo, 1[— R définie par

fla) = = (1-2)72.

C’est une fonction C* (c’est a dire infiniment dérivable). Et un calcul facileﬁ
montre que

/ 1 _3 7 13 _5
f(x)zi(l—af) 2, f(x)—§§(1—x) 2
() = goo -2y,
@) =50 Py

Soit z € [0, 1], pour ¢ € [0, ], nous avons

13 2n+1 _2nt3 I X3x--x(2n+1) _
(n+1) (n+1) _ _
0< () < f0 (@) = 25 T (1) T < o (1-2)
Pour x = %, nous avons
49\"F  /50\: /52x2\? 5 V2
50 49 7 7 1.
Posons
13 2n —1 1 1
(n) = . . ————— =1%X3X---x2n—-1)—.
tn = ()”n‘f 0 =33 2 Gopal LB X el ieGg

La formule de Taylor-Lagrange montre donc qu’il existe un réel ¢ € } 0, & il [ tel que

1 V2 = 1 _2n43

Ceci montre que la série de terme général u,, converge car pour tout entier 7 :

0<ZW—14

De plus

_ 2n+43
2

A%

n
- u <1><3><---><(2n+1)# -
par e n! 1007 50

13. basésur L (1 —2) *=a(l—z) " .
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_2n+43
Sion définite, =1 x3 x -+ x (2n+ 1)+ (1 — 55) 2 , cela définit une

50
suite de réels strictement positif et alors on calcule

€n _2n—|—11(1 1>_1:2n—|—1 150 _ 1

en1  n 100\~ 50 n 10049 — 25°

Ceci garantit que la suite (e, ) converge vers 0 et donc

1.
n=0
Pour n = 1, nous avons 1’estimation
e V2 o 1V2
-1 — 491
On en déduit
v2_1v2
1 4914 —
D’ou 3
2 1
1< —<14+ —
— 14— + 48

2.4.4 D’exponentielle

On sait que exp est une fonction C* sur R et que exp’ = exp . Sur I'intervalle
] — 00, R, la dérivée n’*™¢ de la fonction exp est borné par ef? :

mn

——exp(z)

R
dzn sen

Va €] — oo, R,

Ainsi, on en déduit que si x €] — 0o, R] alors

n—1
= 'l |z g
e < e
= 2! n!
Puisque
n
lim @ =0
n—oo n!

z . Zz.. 7z 7 7
on en déduit que la série de terme général 7 converge et

“+o00

¢
Z%:ex.

=0

Ceci étant valide pour tout R > 0 et tout z < R. On en déduit que 1’identité est
valide pour tout z € R.
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2.4.5 Une estimation de (1 + z)".

Démontrer que si z € }0, P { alors

1

2.5 Calcul approché des intégrales

Vous avez vu et appris en L1 plusieurs méthodes exactes pour déterminer la
valeur d’une intégrale. Il y a en fait trés peu de fonctions dont on peut déterminer
de facon exacte I'intégrale sur un segment et méme dans les cas ol si cela est
possible il peut €tre étre tres long de mener a terme le calcul. Le calcul de I’intégrale
d’une fonction a parfois besoin d’étre fait trés rapidement et pour cela il convient
d’implémenter dans un ordinateur des méthodes de calcul approché.

2.5.1 Méthode des rectangles

Proposition 2.5.1. Soit f: [a,b] — C une fonction de classe C* et

My = sup{|f'(z)| ; z € [a; b]}.

Alors
n—1
b— b— M
x)dr — a f<a+k a) S—l(b—a)2.
n n 2n
k=0
Démonstration. Pour k € {0,...,n}, on définit ap = a + kb_T“.
b a ak+1 n—l rapiy
x)dr — —— x)dx — d
| rwyis nzfak kz/ z/ f ax) da

- Z / @)~ fan) da

14. Solution : On utilise juste I’égalité des accroissements finis : si z > 0 il y a un réel ¢ €]0, x|
tel que

R‘

A+z)" =14nz(14c)" "

On en déduit (1 + z)" > 1 + nx. Et aussi

A+z)" <l4+nz(l42)" "= 1+nm(11—:_12 .
D’ou a ) )
n + )" nl+x—nx
1 — = (1 — <1
(1+2) NS (1+=x) 1z S
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Avec I’inégalité triangulaire, nous en déduisons :

b b anfl n—1 ap1
fayde =03 f e | < 30| [ (@) - Flan) da
@ k=0 k=0 'V %
n—1 agi1
< f(z) — f(ax)| dz.
k:O/“k '

Mais grice a I’inégalité des accroissements finis, nous savons que | f(x) — f(ax)| <
M|z — ai| d’ou

Q1 k41
[ 15w~ st de < o [ anfe — aglas
a

ax,
o 27 0k+1 o 2
<M [(33 26%) } Y (ak+12 ay)

ay,
< M1 (b — (1)2 .
- 2n?

En sommant ces inégalités, nous obtenons :

b b—a e A M(b—a)?  M(b—a)?
/af(m)dm_ n kzzﬂf(a’“) Sk:o mz  on

2.5.2 Méthodes des trapezes

L’idée est ici d’approximmer l’intégrale de f sur I'intervalle [ay,axt1] par
I’aire du trapéze de base le segment [ag, ai+1] et de sommets les points (ag, f(ar))
et (ax+1, f(ags1)), ce trapeze a une aire égale a

flags1) + f(ak)
5 .

(Gk+1 - ak)

HELERRNNNY
111110V
11V VAN
I HERNNRNNY
1118 VNN
1111V RN

)
N
&
o
3
o
o
S
el
N
3
o
3
o
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Soit n € N*, eton pose pour k = 0,1,...,n:ar = a+ kb_T“ On veut comparer
f: f(x)dx a
n—1
a + f(a 1, -
Z(ak—i-l - ak)f( k+1)2 f( k) = 5 (In (f7a7b) + I;Lr(fa a, b)) .
k=0

Proposition 2.5.2. Soit f: [a,b] — C une fonction de classe C* et

My = sup{|f"(2)[ ; = € [a; b]}.

b —a a nl —a
f(a:)da:—bn (f( );f(b) —Zf(aJrkb ))‘gé{;(b—a)?’.

n
k=1
, . ag41 5 N Sflakt1)+f(ak)
Démonstration. On commence par comparer fak f(x)dx a(ags1—ak) 5 .

Pour cela on introduit les fonctions

o(r)=x— % et ¥(z) = / o(t)dt.
ag

On a en particulier ¥(ax) = ¥(ag41) = 0 et p(ag) = —@(apt1) = =% En
intégrant deux fois par parties, nous obtenons :

/ " F@)de = (o) f () / " @) ()

_ (ak+1 _ ak) f(ak+1)2+ f(ak) _ /ak+1 \I’/(IE)f/(ﬂf)diL'
= (o — ag) LI o) prag)oen s+ [ wa) oy
_ (ak+1 _ ak) f(ak+1)2+ f(ak) + /ak+1 \I/(l')f”(l')dl' (*)
On en déduit
flag+1) + flax)

/ " F)dr — (apa — ar)

ag

< [ i

ag

2

Ak+1
< M2/ |U(z)|dx.

ag

Il reste a faire le calcul de f;:“ |W(x)|dx; on trouvelﬂ
ap41 b— 3
/ () |de = L=V
ag

15. Le plus simple est de remarquer la fonction W est négative et si on applique I’identité (x)
obtenu plus haut 2 la fonction f(z) = (z — ax)?/2, nous obtenons :

B 3 a1 _ 3 Ap41
(ar1 —ar)” _ / F(@)dn = (anss — ap) D=0 +/ b (a)de.
ay Gk

6 4
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On en déduit donc

flagy1) + flag)
2

(b—a)®
< M
=72 9p3

/ak+1 f(z)dr — (ag41 — ag)

ag

Le résultat est alors une conséquence de 1’inégalité triangulaire :

[ s =Pt s - g (a0 h20))

k=1 "

n—1
B Apt1 e — (q C flags+1) + flak)
B -t )

n—1

Akt flagr) + flag)

< f(z)dz — (ag+1 — ak)

2 /ak k+1 k 9
< nhy (b~ a) 2 U

Autres méthodes

Il existe d’autres méthodes, par exemple la méthode dite du point milieu qui
consiste 2 approximmer faik“ f(z)dz par (ag+1 — ak)f (%) . Cette mé-
thode est du méme ordre que celle des trapeze.

2.6 Longueur des courbes planes

2.6.1 Vocabulaire
Une application

v: I — R?
t—= (x(t),y(t))
est dite de continue (resp. de classe C") si les fonctions z,y: I — R sont continues

(resp. de classe C¥). On dit que y est un arc paramétré ou une courbe continu(e)
(resp. de classe C¥).

Remarque 2.6.1. 1l faut distinguer ’arc paramétré ou la courbe de son image,
par exemple si My = (xg,y0) et M1 = (x1,y1) sont deux points du plan on peut
paramétrer le segment [Mg, My par ~: [0,1] — R? définie par

—_
Y(t) = Mo + tMoM; = ((zo + t(x1 — 20),y0 + t(y1 — %0)) ,
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ou par par ¥ : [0,1] — R? définie par

~ —_—

() = Mo + t*MoMy = ((wo + t*(x1 — 20), Yo + t*(y1 — %0)) -

Mais on pourrait aussi faire N -aller-retour sur ce segment, a I’aide de ¢ : [0,1] —
R? défini par
—
en(t) = Mo + sin? (N7 t) MoM;
= (@ +sin® (Nmt) (z1 — 20), yo + sin® (N7 t) (y1 — %0) ) -

2.6.2 Définition

Soit v: [a,b] — R? un arc paramétré et o C [a, b] une subdivision de I’inter-
valle [a, b] : C’est a dire 0 = {tg,t1,...,tq}ola =1ty <t; < -+ < tg_1 < tq.
On lui associe la longueur de la ligne polygonale joignant les points y(¢;) :

U

-1

LP(0,7) = Hv(ti_l)v(ti3

d—1
= Zd(’y(ti—ﬂ, V() -
=0

<
Il
o

Ousi @ = (a,b) onanoté ||@|| = va? + b%. Grace a I'inégalité triangulaire,il n’est
pas difﬁcilelfl de démontrer que si o’ D o est une subdivision plus fine que o alors

LP(o,7) < LP(d",7).

16. C’est juste pénible a écrire !
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Définition 2.6.2. On dira qu’une courbe v: [a,b] — R? est rectifiable si I’en-
semble

{LP(o,7), o subdivision de [a, b]}

est majoré. Dans ce cas on appelle longueur de 7 :
L(y) = sup{LP(o,7), o subdivision de [a, b]} .

Remarques 2.6.3. i) Avec cette définition, il est clair que le chemin le plus court
pour aller d’un point A & un point B est la ligne droite. Car siy: [a,b] — R?
est une courbe joignant A a B :

7(a) = Actr(b) = B
alors o = {a, b} est une subdivision de |a,b] et donc nécessairement :

IAB| = LP(0,7) < L(%).

ii) Exercice : Si ¢: [c,d] — [a,b] est une bijection continue, montrer que
v: [a,b] — R? est rectifiable si et seulement si vy o @: [c,d] — R? est rec-
tiﬁableElet

L(v) = L(y o ).

2.6.3 Formule pour une courbe plane de classe C'

Théoreme 2.6.4. Soit v: [a,b] — R? une courbe de classe C* alors ~y est recti-
fiable et

b
sz/nvmwt

17. En fait, on peut démontrer qu’il suffit pour cela que ¢: [c, d] — [a, b] soit continue, monotone
et surjective.
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Cette derniere formule doit étre intuitivement évidente, puisque +/(¢) repré-
sente le vecteur vitesse et ||y/(¢)|| son intensité, c’est a dire la vitesse instantanée
qui est égale a la dérivée par rapport a ¢ de la longueur parcourue :

WOl = 52 (Gliag)-

Démonstration. Soit donc v: [a,b] — R? une courbe de classe C'. Montrons
d’abord que ~y est rectifiable.
Soit [, 5] C [a, b], alors

Fen@)| < [ woia

Ceci est en effet un corollaire du fait que le module de I’intégrale est inférieure a
I’intégrale du module lorsqu’on identifie le plan R? a C et que ’on voit que

8
7(607(53—/ y'(t) dt

On peut aussi redémontrer cela d’une autre fagon : si y(«) = () le résultat est
évident. Supposons donc que y(«) # (/) et posons

Y()y(B) = pu

a0 = R par

@ est de classe C! et

Ainsi
@) < 1O < IV Ol = I @-

Et en intégrant nous trouvons

o)~ pla) = o) = p = [ < [ W@l

18. Sivy(t) = (z(t),y(t)) l’intégraleff ~'(t) dt est calculé composante par composante :

/j v (t)dt = (/j z'(t) dt, /j y'(t) dt> )

19. On note ¥4 le produit scalaire d’un vecteur ¥ et d’un vecteur .
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Cette seconde preuve a I’avantage de fournir le cas d’égalité : on a Hy(a)y(ﬂ DH =

I A |7/ (t)]] dt si et seulement si il y a une fonction ¢: [a, 3] — [0, 1] continue
surjective croissante[] tel que

V() = (@) + ¥ (t) v(a)v(B).

Revenons maintenant a notre probleme et démontrons que ~y est rectifiable.
Soit o = {t¢,t1,...,tqs} une subdivision de [a,b]; on a démontré que pour tout

i€ {0,1,...,d—1}:
|5 <[ o

Ainsi en sommant ces inégalités et avec la relation de Chasles, nous obtenons :

tzl

d—1 b
[pn@| < [
=0 a
Ainsi le réel f |7/ (t)|| dt est un majorant de 1’ensemble

{LP(0,7), o subdivision de [a, b]} .

b
L)< [ Il

Il s’agit maintenant de démontrer 1’inégalité inverse. Pour cela on utilise le
fait que ¥': [a,b] — R? est continue et donc d’apres le théoréme de Heine ~/ est
uniformément continue. On introduit alors son module de continuité :

Donc ~y est rectifiable et

w(d) = sup {d(7/(t),7'(s)), s,t € [a,b] & |s — | < b} .

Soit n € N* et 0, la subdivision réguliere de pas (b — a)/n :

h—
O'n:{ = a,k::(),l,...,n—l,n}
n

Onapourk=0,1,....,n—1:

Har) v (anes) — (ke — ax)y (ax) = / " ) — A a)) .

ag

20. iciu(t) = 1 f 1 (s)]] ds.
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Et donc
e = @ - an@] = | [ 66 - ) ]
< [~ ) a

Ak41 Ak+1
</ w(\t—ak\)dt</ W(apss — ap)dt

Ak41

ag ag
b—a <b — a>
< w .
n n
Mais —|[al| + [|v]] < [[a]| — H17||| < ||@ — @] on en déduit
b—a (b—a
‘ (ar)y(ak+1 )< w :
n n
Posons v(t) = ||7/(t)||. En sommant ces inégalités, nous obtenons alors :

—LP(0y,7) + I, (v,a,b) < (b— a)w (b;a>

D’ou

I (v,a,b) < (b—a)w (b_

n n

a) + LP(0n,7) < (b—a)w < - a> +L(v).

Or +/ est uniformément continue donc lim,,_, 1 o0 (b — a)w (b_T“) = 0 et en passant
a la limite dans ces inégalités larges, nous obtenons :

b
/ o . _
[ I @lde= tim 1 .ab) < ).

2.6.4 Quelques calculs de longueur

a) Unsegment : si A et B sont deux points du plan et si on parametre le segment
[A, B] par
V(t) = A+ tAB, t € [0,1]

ona~/(t) = AB et donc L(~) = || AB|| = d(A, B).

b) Unarc de cercle : On parametre un arc de cercle de rayon R par
c(t) = (zo + Rcos(t),yo + Rsin(t)), t € [0, ¢]

ol (o, yo) sont les coordonnées du centre du cercle. Ona ¢ (t) = (—Rsin(t), R cos(t))
donc ||¢(¢)|| = R et donc

L(c) = R(p —0).
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¢) un bout de chainette : On parameétre un bout du graphe de la fonction cosh
par
F(£) = (¢, cosh(t)). t € [~a,d]

alors f'(t) = (1,sinh(t)) et || f'()||?> = 1 + sinh?(t) = cosh?(t) donc

L(f) = /a cosh(t)dt = 2sinh(a).

—a
d) Un bout de cycloide : La cycloide est la courbe décrite par la valve d’une roue
de vélo.
g(t) = (Rt — Rsin(t), R(1 — cos(t))) ,t € [0, 7]

(o)
P-4
1

Onag'(t) = (R(1 — cos(t)), Rsin(t)) donc
I/ Ol = B2 (1 cos(t))? + sin?(t)
= R? (1 — 2cos(t) + cos’(t) + sin®(t))
= 2R?*(1 — cos(t))

:4R2$n2(%).
a(4)
(

mais sur I'intervalle [0, 27] la fonction ¢ — sin (%) est positive donc [|¢/(¢)|| =
2R sin (%) et

vt o [ an (£) = an s ()] = s

En conclusion lorsque la roue de vélo fait un tour sur la route et donc le vélo
avance de 27 R, la valve parcourt 8R.

Donc
lg' ()]l = 2R

)
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Appendice 1 : Preuve du théoreme de Heine

On considere donc f: [a,b] — C une fonction continue. On raisonne par I’ab-
surde en supposant que f n’est pas uniformément continue. Il y a alors un réel
e > 0 tel que pour tout § > 0, on trouve x5, ys5 € [a, b] tel que |x5 — ys| < 6 mais
f(z5) = (ys5)| = e

Pour n € N, on trouve donc u,, = x9—n et v, = To—n tel que |u, —v,| < 27"
mais |f(un) — f(vn)| > €.

On reprend alors une partie du schéma de la preuve du théoréme de Cauchy.
Pour chaque entier n € N, on considere I’ensemble des valeurs prises par la suite
(uy,) a partir du rang n :

Ap ={ug; £ €Net £ > n} = {Un, Untd, Unt2y e oveeeeea e
C’est une partie non vide majorée par b, elle admet donc une borne supérieure :
b, = sup A,.

Remarquons que A,; C A,, ainsi b, est un majorant de A, et puisque par
définition b,,11 = sup A, 1 est le plus petit des majorants de A, 1, nous en dé-
duisons

bn+1 < bn

La suite (b,) est donc décroissante minorée par a, elle est donc convergente, on
pose 8 = limy_s 1 o0 by

Soit n € N. Par caractérisation de la borne supérieure, il y a un entier k(n) > n
tel que

1
bn = 57 < Ungn) < b
Posons wy, = Uy (p) et 2, = Vg(,). On a donc pour tout entier n

1
Et le théoréme des gendarmes assure que la suite (w,,) converge vers /3 :

6= lim w,.
n—+oo

De plus k(n) > n, et donc nous avons

1
9k(n)

1
|wp, — 2| < o0
On en déduit également :

6= lim z,.
n—-+00

Par continuité de f en 3, nous en déduisons

lim |f(wn) — f(2n)| =0;

n—-+o0o
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ce qui est en contradiction avec 1’hypothese faite
|f(uk(n)) - f(vk(n))’ = ’f(wn) - f(zn)’ > €.
et le passage a la limite dans les inégalités larges qui impliquerait

lm | f(wn) = f(zn)] = €.

n—-+0o
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Chapitre 3

Espaces vectoriels Normés

Avant propos

Vous avez étudié de facon extensive les limites de suites a valeurs réelles ou
complexes. On va étudier ici les suites a valeurs dans R? R3, ... R*. Et la fin
de cette lecon, nous allons démontré un résultat analogue a celui que vous avez
découvert en Analyse 1 :

Une fonction continue sur un intervalle fermé borné y est bornée et atteint ses
bornes.

pour les fonctions définies sur des parties fermées bornées de R¥. Ceci nous per-
mettra de démontrer que si A, B, C sont trois points du plan R? non alignés alors
il existe un unique point F' tel que

VM € R? d(M, A)+ d(M,B) 4+ d(M,C) > d(F, A) + d(F, B) + d(F,C).
Ou on rappelle que si My = (zo, yo) et M1 = (x1,y;) alors

d(Mo, M) = /(o1 = 20)? + (31 — w0)? = |[ Mol ).

Si (uy,) est une suite & valeurs dans R3, avec 4, = (Zn, Yn, 2n). Il est naturel
de dire que la suite (u,,) converge vers £ = ({1, {2, {3) si et seulement si les suites
(zn)s (yn) et (zp) convergent et

lim z, =41, lim y,=4{et lim z,=/3.
n—-400 n—+400 n—-4o00

On peut montrer que cela équivaut au fait que la suite

lim _d(un, () = lim V(@ —01)%+ (yn — £2)2 + (2 — £3)2 = 0.

n—-+o0o

Le bon concept qui permet d’étudier la convergence de suites a valeurs vecto-
rielLEs est la notion de norme. Une norme joue le role de la valeur absolue sur R
ou du module sur C.

1. terme que nous définirons
2. appelé point de Fermat du triable ABC'.

87
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3.1 Normes et distances

3.1.1 Définition

Soit £ un R espace vectoriel, on dit qu’une application N: E — R est une
norme si elle vérifie les trois conditions suivantes :
i) Nx) =0z =0.
i) Ve € E;VA € R, N(Ax) = |\|N(z).
iii) Yo,y € E, N(x +y) < N(x) + N(y).
Un espace vectoriel normé (E, N) est un R-espace vectoriel E équipé d’une norme
N.
Si (E, N) est un espace vectoriel normé , on définit une distance sur E par

d(z,y) = N(z,y).
Cette distance dépend bien évidement de la norme N. Cette fonction distance vé-
rifie les trois propriétés suivantes :
) dz,y)=0=z=uy.
ii) symétrie : Vx,y € E, d(z,y) = d(y,x).

~_ T

iii) inégalité triangulaire : Vz,y,z € E, d(x, z) < d(x, z) + d(z,y).
L’inégalité triangulaire est une conséquence de la troisieme propriété de la norme
Nicarsiz,y,z € I alors
d(z,z) = N(z—2) = N(x—y+y—2) < N(z—y)+N(y—=2) = d(z,y)+d(y, 2).
Remarque 3.1.1. Si E est un C-espace vectoriel, une norme sur E serait une
application N : E = R vérifiant

i) Nx)=0& 2z =0.

ii) Ve € E,VA € C, N(A\x) = |A\|N(x).

iii) Vz,y € E, N(z +y) < N(z)+ N(y).
Notons qu’un C-espace vectoriel est naturellement un R-espace vectoriel et donc

qu’une norme sur un C-espace vectoriel E est toujours une norme pour la structure
e R-espace vectoriel sous jacente.
de R t l t

3.1.2 Quelques exemples

a) La valeur absolue sur R ou le module sur C sont des normes.
b) Sur R on introduit N7, N, Noo : RF — R définis par

Nl((xl,...,mk)) = ‘

No((x1,...,2)) =

et Noo((z1,...,71)) = max{|1:1|, |zal, ..., |zk] }
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Proposition 3.1.2. Ny, Na, N, sont des normes sur RE.

On ne démontre que I’inégalité triangulaire pour Na et que N, est une norme.
Les autres assertions sont laissées a titre d’exercices.

Lemme 3.1.3. Inégalité de Cauchy-Schwartz : Si x = (x1,...,2%), y =
(y1,---,yx) € R¥ alors

|z.y| = i| < No(x)Na(y).

Démonstration de 'inégalité de Cauchy-Schwartz : Pour tout A € R, nous
avons

k k
OSNQ(x+>\y)2=sz+)\yz Z x? + 23y + A’y7)
i=1 i=1

Ainsi le trindme du second degré

T(X\) = No(z+Ay)? Z 2242 Z i+ A2 Z Y = 24202y +A2 Na(y) 2.

est de signe constant son discriminant est donc négatif :
(2(2.9))* — 4Na(2)*Na(y)* < 0.
Soit
(2.9)* < Na(z)*Na(y)
et donc puisque la fonction ,/~ est croissante et que \/(2.y)* = [2.y| :
2.y < |yl < No(2)Na(y)-

O
Démonstration de I'inégalité triangulaire pour No : On en déduit alors 1’inéga-

lité triangulaire car, en utilisant I’inégalité de Cauchy-Schwartz pour obtenir la
premiere inégalité :
T(1 ) No(z +y)* = No(2)* + 22.y + Na(y)?
Na(@)? 4 2Na () No(y) + Na(y)®
< (Nz(l’) + Na(y))?

et car la fonction . /— est croissante. O

Concernant la norme N, : Nous avons évidement N, (0) = 0 et puisque
pourtouti € {1,2,...,k}:

0 <|zi| < Noo((x1,...,2))
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nous en déduisons que si Noo ((21, ..., x)) = Oalors pourtouti € {1,2,... k}:
Siz = (x1,...,7zx) et A € R, nous avons
Noo(Az) = max {[Az1], [Az2l, ..., [Azn|} = max {|A[ [z1], [Al [@2], ..., [A] |zn]} = [A|No(z).

Maintenantsiz = (z1,...,2%), ¥y = (y1,...,yx) € RFetsii € {1,2,...,k}:
alors
|zi + yi| < |zs| + |yi] £ Noo(z) + Noo(y)

donc
Noo(z +y) = max {|z1 + y1, [z2 + 12|, - -, |26 + Yk| } < Noo(2) + Neo(y)-
Sur R,,[X], on définit .
1Pl =Y 1PG)-
j=0

Proposition 3.1.4. || e || est une norme sur R, [X],

Démonstration : L’inégalité triangulaire est facile a vérifier car si P, Q) € R,,[X]
alors

1P+ QI =>_IP3G) + Q)

§=0
<Y (PGDI+1QUIN =D IPH)+ D 1M = 1P+ QI
j=0 Jj=0 Jj=0

On démontre de méme la deuxiéme propriété : si P € R,,[X] et A € R alors

n n n
IAPII =Y AP =Y INIPG) = 1A IPG)] = AP
j=0 j=0 =0
Il est évident que ||0|| = 0. Considérons maintenant un polynéme P de degré
inférieur a n tel que ||P|| = 0, celui ci s’annule en 0, 1, 2,..., n, il a donc

n + 1 racines : c’est le polyndme nul.

Un R-espace vectoriel de dimension finie peut étre équipé d’une norme. En effet
soit £ un R-espace vectoriel de dimension finie k. Considerons (€7, . . ., €;) une
base de E. Cette base fournit un isomorphisme ¥: R¥ — E donné par

k
WA, A2y Ag) :ZA]@-.
j=1

Ainsi si ¥ € FE alors V=1 (%) = (A1, \a,..., ;) sont les coordonnées du
vecteur & dans la base (€1, .. ., k).
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On peut définir alors plusieurs normes sur F. Par exemple
2] = N (T (D)),

c’est a dire

k k
S oNE| =Dl
=1 j=1

1
On pourrait aussi définir

c’est a dire

Et aussi

c’est a dire

k
D N | =max {|Ail, [ Aol [ Ail} -
j:l 2

En général si N est une norme sur R*. Alors on peut associer une norme sur F
par
I17] = N (27(2)) -
Par exemple dans I’exemple précédent, on dispose d’un isomorphisme
®: R,[X] — R
donné par
o(P) = (P(0), P(1), ... P(n).

L’isomorphisme ¥ = ®~! est associé a la base des polydmes d’interpolation
de Lagrange au points 0,1,2,...,n:

[Lig;(X 1)

Hi;ﬁj (j —1)
On a alors pour P € R, [X] :

P(X) =Y P()L;(X),
=0

(Ao, Aoy oy An) = D N Li(X).
j=0
et la norme précédente était définie par

I1P]| = Ni(®(P)).
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e) Exercice : Sur I’espace des fonctions continues sur [0, 1] et a valeurs complexes
que I’on note C°([0, 1], C) , on définit

1
11l = /0 (1)t
et

1
17112 = /0 ()2t

Montrer que ce sont deux normesﬂ
f) Exercice : Démontrer que si (E1, N1), (F2, N2), ..., (Ek, Ni) sont des es-

paces vectoriels normés alors N: Fy X Ey X --- X Ep — R, défini par

k

N(a:l)wa"axk) = ZN](J:J)
j=1

est une norme.

3.2 Convergence de suites dans les espaces vectoriels nor-
més

3.2.1 Définition

Soit (E, N) un espace vectoriel normé et (u,,) une suite a valeurs dans F et
¢ € E. On dit que la suite (uy,) converge vers ¢ si la suite (N (uy, — 6))n converge
vers z€ro :

lim N(u, —¥¢)=0.

n—-+0o0o

On note alors lim,,_, 1~ Uy, = £. On peut aussi donner une définition équivalente
en termes de "epsilon" : on a lim,,_, 1 o u, = £ si et seulement si :

Pour tout € > 0, il existe un entier ng tel que :

(n>mno) = N(u, —0) < e.

3. Indication : la seule difficulté est I’inégalité triangulaire pour || @ ||2. Mais ce se démontre de
méme fagon que pour la norme No sur R¥ 2 I’aide de I’inégalité de Cauchy-Schwartz : si f et g sont
deux fonctions continues sur Iintervalle [0, 1] alors

re( [ 1 FO50) < 1712 gl
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3.2.2 Propriétés
Unicité de la limite

Proposition 3.2.1. Une suite dans un espace vectoriel normé ne converge que pour
une seule valeur limite.

Démonstration. En effet si lim,,_, oo 4, = £ et limy, oo u, = £ alors pour tout
entier n nous avons, grace a I’inégalité triangulaire :

0 NU—-0)<NU—uy)+ N(u, — )= N(up —£) + N(uy, — )
et par passage dans ces inégalités larges, nous obtenons 0 < N (£ —¢') < 0 et donc

N —1t)=0cestadire { =/ O

Norme de la limite

Proposition 3.2.2. Soit (E, N) un espace vectoriel normé et (u,,) une suite a va-
leurs dans E qui converge vers {, alors

lim N(u,) = N(0).

n—-+o0o

C’est en fait un corollaire de I'inégalité suivante

Ve,y € E,

N(z) = N(y)| < N(z —y).
Que I’on déduit de I’inégalité triangulaire ; car si x,y € E alors
N(z)=N(@—y+y) <N(@@-y)+N(y)

et donc
N(z) = N(y) < N(z —y).

On en déduit de la mé&me facon :
N(y) = N(z) < N(z —y).
D’ot le résultat car |a| = max{a, —a} et donc
[N(x) = N(y)| = max{N(z) — N(y), N(y) — N(2)}.
La proposition est alors une conséquence de 1’inégalité
0 < |N(un) — N(0)| < N(un — )

et du théoreme des gendarmes.
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Linéarité

Proposition 3.2.3. Soit (E, N) un espace vectoriel normé et (up)nen et (Upn)nen
deux suites a valeurs dans E que [’on suppose convergentes :

lim u,=/et lim v, =7/
n—-+00 n—-+o0o

et soit A € R alors la suite (un + /\vn) converge vers { + \l'.

neN

Démonstration. Soit n € N, nous avons, avec 1’inégalité triangulaire :
N ((un4+Avp)—=(4+M)) = N ((un—0)+A(vn—')) < N(up—)+N (A(v,—1")),
mais N (A(vn, — ¢')) = |AIN (v, — £') et on en déduit
0 < N((un + Avy) — (€ + X)) < N(up —£) + AN (v, — ')
et puisqu’on suppose

lim N(un—ﬁ):Oet lim N(vn—él):(),

n—-+oo n—-+oo
nous pouvons conclure. O
Exercice : Soit (F, || .||) un espace vectoriel normé. On considére (uy,)nen

une suite a valeurs dans E' qui converge vers ¢ € E et (a,,)ncn une suite réelle qui
converge vers A € R.
Montrer que la suite (a,uy),,cy converge vers )\Eﬂ

3.2.3 Exemples
Proposition 3.2.4. Soit (u,,) une suite a valeurs dans R¥. On note u,, = (1,m, T2,
et { = (01,0s,...,0). Alors les quatres propriétés suivantes sont équivalentes

i) limy, 1 o0 tup = £ dans (R¥, Ny), c’est a dire lim,,_, 4 oo N1(uy, —£) =0,

ii) limy, o0 Uy = £ dans (R¥, Ny), ¢’est a dire lim,,_, 1 oo No(u,, — £) = 0,

4. Solution : On a
aAnUn — M= (an - )\)é + an (Un — E)

et I’inégalité triangulaire implique que
0 < N(anun — M) < N((an —A)€)+ N(an(un —£)) = |an — AIN() + |an| N (un — £).
Or nous avons par hypothese :

lim |a, —A|=0et lim [ay|=|Aet lim N(u,—£) =0
n—-+oo n—-+oo

n——+oo

ainsi le théoreme des gendarmes implique que

lim N(anun, — M) =0.

n——+oo

ey Thn)
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iii) 1imy, sy oo up = £ dans (R¥, Ny), c’est a dire lim,, s oo Noo (i, — £) = 0,

iv) Pourtout j € {1,2,...,k} la suite a valeurs réelles (z;,)nen converge vers
l;:
J

lim z;,=4¢;.
ntoo " J

Démonstration. On commence par comparer les normes Ny, No, Ny :

Soit # = (z1,...,7%) € R alors pour tout i € {1,2,...,k} : |2;] <
Noo(x); et donc Ny(z) = Z§:1 |zi| < kNso(x). On a également pour chaque
i€{1,2,...,k}:|x;| < Ni(z)etdonc Noo(x) < Ni(z).On a donc démontré

Q) Noo(z) < Ni(x) < ENgo(2).
On démontre avec les mémes arguments que
() Neo() < Na(z) < Vk Noo ().
De I’inégalité (©) et du théoréme des gendarmes, on déduit 1’équivalence i) < ii7)
et méme de ’inégalité () et du théoréme des gendarmes, on déduit I’équivalence

i1) < 1i1). Il reste une équivalence a démontrer par exemple i) < iv). Supposons
que limy, oo Ni(u, — £) = 0 et considérons j € {1,2,...,k}. Nous avons

0 S ’xjﬁ — Kj‘ § Nl(un — E)

et on conclut alors que lim,, . « |z, — ¢;| = 0. Réciproquement si pour chaque
j€1{1,2,...,k}, nous avons limy,_, y |z, — £;| = 0 alors puisque

Nl(un — ﬁ) = |£C17n —51’ + |x27n —52’ + -+ ‘l’km —Ek‘

on en déduitP|lim, o N1 (u, — £) = 0. O

3.2.4 Normes équivalentes

Définition 3.2.5. Soit E un R-espace vectoriel et N, || .||: E — R deux normes
sur E. On dit que ces deux normes sont équivalentes s’il existe deux constantes
¢, C strictement positives telles que

Ve € E, c||lz|| < N(z) < C||z||.

Exercice : Démontrer que deux normes N, ||.||: E — R, sont équivalentes si et
seulement si I’une des deux conditions suivantes est vérifiées :

i) Il existe des constantes ¢, C' > 0 telle que

{(zeE&|z| <1)= N(@)<Clet{(z € E&N(z) <1)= ||lz]| < c}

5. Une somme finie de suites réelles qui convergent vers zéro, converge vers zéro.
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i) Il existe des constantes ¢, C' > 0 telle que
{(zeE&|z|=1)=N(@z)<C}let{(z€ E&N(z)=1) = |z[| < c}

Ainsi, nous avons dans la sous-section précédente démontré que sur R¥, les
normes N1, No, N, sont équivalentes. Il est clair que des normes équivalentes
sur un R-espace vectoriel induisent les mémes suites convergentes. Nous avons en
fait

Proposition 3.2.6. Soient deux normes N, || .||: E — Ry sur un R-espace vecto-
riel E. Ces deux normes sont équivalentes si et seulement si :
Pour toute suite (uy,) a valeurs dans E et { € E nous avons

lim w, ={dans (E,N) < lim u, =/dans (E,|.|).;

n—+oo n—4o0o
C’est a dire

lim N(up—0) =0 < lim [u,— ] =0.
n—+o0o n—+0o00

Démonstration. Le sens direct est une conséquence du théoréme des gendarmes.
Pour montrer le sens réciproque, nous montrons la contraposée du sens réciproque.
Nous supposons donc que les deux normes N, ||.||: £ — R, ne sont pas équi-
valentes et nous devons trouver une suite qui converge dans un des deux espaces
vectoriels normés et par dans 1’autre. Nous avons deux cas : soit il n’existe pas de
constante réelle strictement positive c telle que

Vo € B, oo < N(2)
soit il n’existe pas de constante réelle strictement positive C' telle que
Vr € E, N(z) < Clz|.

Plagons nous dans le second cas, le premier cas se traiterait de la méme fagonlﬂ
Soit n € N*, il existe donc un vecteur x,, € F tel que

Ainsi N(zy) > 0 et nous pouvons définir :

Nous avons

N(un) = N (N(lxn)‘”"> _ N(lxn)zv(xn) 1

6. C’est a dire : vous devez adapter la preuve a ce cas la.
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et par hypothése nous avons :

Juall = | 7 —flanll < -
up|| = || = x —.
" N(z,)™ " N(z,) """ n
Ainsi limy,_,4 o0 ||un|| = 0 et la suite (uy) converge vers 0 dans (E, || .||) mais
puisque pour tout n > 0 :
N(up) =1,
la suite (u,,) ne converge pas vers 0 dans (E, N). O

Remarque 3.2.7. 1l est facile de démontrer que sur R toute les normes sont propor-
tionnelles et donc équivalentes. Sur R, on peut démontrer que toutes les normes
sont équivalentes a la norme Ny et donc que toutes les normes sont équivalentes
entre elles. Ceci peut se démontrer avec les outils d’analyse 1. Et un des objectifs
de cette legon est de démontrer que ce résultat vaut sur tout les R-espace vectoriel
de dimension finie.

3.2.5 En dimension 2, toutes les normes sont équivalentes

Soit donc N : R? — R une norme sur R2. On va démontrer qu’elle est équi-
valente a N. On note () = (cos(6),sin(6)).
a) Démontrons que la fonction 0 — N (y(6)) est continue.

Notons (Z, j) la base canonique de R?. Si 6, ¢ € R nous avons

IN(v(0)) = N(v())| < N(v(0) —~(p))
=N ((005(9) — cos(¢))i + (sin() — sin(g@))j) .

Et avec 'inégalité triangulaire et le fait que les fonctions cos et sin sont 1-
Lipschitzienne. On en déduit :

[N(7(8)) = N(5(¢))| < |cos(8) — cos(p)|N (i) + | sin(8) —sin()|N(j)

-,

<10l (NG + NG)) -

Ainsi la fonction 0 — N(7(0)) est lipschitzienne donc continue.

b) On en déduit que la restriction de cette fonction a lintervalle |0, 27 est aussi
continue donc elle y est bornée et atteint ces bornes : il y a donc deux constantes
c,Cetf_,04 €10,2n] telles que

V0 € [0,27], ¢ = N(y(6-)) < N(v(0) < C = N(7(64)).

Puisque Na(v(0+)) = 1, nous savons que y(01) # 0 et donc c = N(y(0_)) >
0 et de méme C = N(vy(64)) > 0.

c) Orsix € R? vérifie No(x) = L alorsil y aun 0 € [0,27] tel que x = v(0) et
donc on sait que ¢ < N(x) < C.
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d) Ceci permet de démontrer que
Vo € E, cNa(x) < N(z) < CNa(z).

Les normes N et Ny sont donc bien équivalentes.

e) La relation d’étre équivalente pour les normes est une relation d’équivalence.
En particulier si || .|, N,N: E — Ry sont trois normes sur un R-espace
vectoriel E et si || .||, N sont équivalentes et si N, N sont équivalentes alors
| .||, V sont équivalentes.

3.3 Boules, ouverts, fermés

3.3.1 Boules

Définition 3.3.1. Soit (E, N) un espace vectoriel normé et x € E et r > 0, on
appelle boule ouverte de centre x et de rayon r :

B(z,r)={2€ E, N(z—z) <r}.
Des exemples :
i) Par exemple dans (R, |.|), B(z,€) =]z — €,z + €.
ii) Pour (R2, N) les boules ouvertes correspondent aux disques ouverts : Si ) =
(a,b) alors

B(Q,R) = {(z,y) €R% (x—a)* + (y—b)* < R*}.

iii) Pour (R?, Nu). On examine la boule unité B(0,1). On a
(z,y) € B(0,1) & Noo((2,y)) = max {|a], [y} <1 (|| <let|yl <1).

On remarque que 1’ensemble des points (z,y) € R? vérifiant || < 1 est le
produit cartésien | — 1, 1[xR. et I’ensemble des points (z,y) € R? vérifiant
ly| < 1 est le produit cartésien Rx] — 1, 1[. Et la boule unité de (R?, N,) est
le carré | — 1, 1[x] — 1, 1].
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iv) Pour (R2, V7). On examine la boule unité B(0,1). On a
(z,y) € B(0,1) & Ni((z,y)) = |z| + [y| < L.
Cette boule est donc la réunion de quatre domaines du plan
{(w,y)ERz; xZO,yZO,x+y<1}, {(x,y)eRQ; z<0,y>0, —1‘+y<1}

{(ﬂf,y)eR27l‘§0ay§07—l’—y<1}’{(xay)€R27$207y§0;1’_y<1}

Le premier est délimité par le triangle de sommets (0, 0), (1,0), et (0,1), le
deuxieme est délimité par le triangle de sommets (0,0), (—1,0), et (0,1), le
troisieme est délimité par le triangle de sommets (0,0), (—1,0), et (0,—1) et
le dernier est délimité par le triangle de sommets (0, 0), (1,0), et (0, —1).

Bbule uri pour T4 Horme

On parle parfois aussi de boules fermées; si z € E et r > 0, la boule fermée de
centre x et de rayon r est I’ensemble

B(z,r)={z€ E, N(z—xz) <r}.



100 CHAPITRE 3. ESPACES VECTORIELS NORMES

3.3.2 Parties ouvertes

Définition 3.3.2. Soit (E, N) un espace vectoriel normé . On dit qu’une partie
U C E est ouverte, ou que U est un ouvert de I’espace vectoriel normé (E, N) si
pourtoutx € U, il yaun e > 0 tel que

B(z,e) C U .

Si (E, N) est un espace vectoriel normé alors :

i) Démontrer que si / C R est un intervalle ouvert alors I est un ouvert de
(R, [.1)
ii) (et E sont des ouverts de (F, N).

iii) Siz € Eetr > 0, alors la boule ouverte B(x,r) est un ouvertde (£, N). En
effet si z € B(xz,r) alors N(z — z) < rdonc p = r — N(z — z) > 0. Soit
maintenant y € B(z, p) alors

Ny—z)=N{y—z+z—2) < Ny—2)+N(z—z)<p+N(z—z)=r
On a donc démontré
z € B(z,p) = z € B(z,r),

c’est a dire
B(z,p) C B(x,r).
On a donc bien démontré que B(z,r) est un ouvert de (E, N).

iv) Exercice : Démontrer que si z € E et r > 0 alors démontrer que le complé-
mentaire dans F de la boule fermée de centre x et de rayon r :

{zreE,N(z—z)>r}

est un ouvert de (E, N).

Proposition 3.3.3. Soit E un R-espace vectoriel et N, ||.|: E — R, deux
normes sur E. Si ces deux normes sont équivalentes alors les espaces vectoriels
normés (E,N) et (E,|| . ||) ont les mémes parties ouvertes.

Démonstration. On se place donc dans les hypotheses de la proposition. Il y a donc
deux constantes strictement positives ¢, C telles que

Ve € E, cllz|]| < N(z) < Cllz||.

On va noter By (w,r) les boules pour lanorme N et B | (x,r) les boules pour la
norme || . ||. On a facilement

z € By(z,7) = N(z —z) <r=|z—z| <£$z€BH.” (x,%)



3.3. BOULES, OUVERTS, FERMES 101

et
ZEB”.”(JI,T‘) = |z—z|| <r=N(x—-2)<Cr=z¢€ Byn(z,Cr).
On a donc les inclusions

By (z,7) C B|||| (m, g) et BHH(I‘,T) C Bn(z,Cr).

On démontre alors facilement que si U est un ouvert pour (E, N) alors U est un
ouvert pour (E, || . ||) : En effet, si x € U alors on sait par définition qu’ily ar > 0
tel que By (x,r) C U. Alors

By (J:‘, 1) C By(z,r) C U.

C
et r
— > 0.
C
On a bien démontré que U est un ouvert de (E, || . ||).
Les mémes arguments montrent que si U est un ouvert pour (E, || . ||) alors U
est un ouvert pour (E, N). O

Proposition 3.3.4. Soit (E, N) un espace vectoriel normé , alors :

i) Soit Uy, € A des ouverts de (E,N) alors U = Unc AU, est un ouvert de
(E,N).

ii) Soit Uy, Us, ..., Uy un nombre fini d’ouverts de (E, N) alors Q = Uy N U N
-+ N Uy, est un ouvert de (E, N).

Démonstration. Soit U, o € A des ouverts de (E, N) et
T EU=UnqepUy={z€ E,Jac A,z U,}.

Il'y a donc un indice o € A tel que x € U, mais U, est un ouvert de (£, N), il
y a donc un réel strictement positif > 0 tel que B(x,r) C U, or par définition
Uy C U donc B(z,7) C U. On a bien démontré que U est un ouvert de (E, N).
Soit Uy, Us, ..., Uy un nombre fini d’ouverts de (E, N) etx € Q = U; N
UsN---NUg.Soiti € {1,2,...,k}, on sait z € U; et que U; est ouvert, il
y a donc un réel strictement positif r; > 0 tel que B(z,r;) C U;. Posons r =
min{ry,re,...,7t}, on abien r > 0. Sii € {1,2,...,k} alorsonar < r;
et donc B(z,r) C B(z,r;) C U; Ces inclusions impliquent B(x,r) C Q =
Ui NUz;N---NUyg. On abien démontré que Uy N Uz N - - - N Uy, est un ouvert de
(E,N). O

Proposition 3.3.5. Soit (E, N') un espace vectoriel normé etU un ouvertde (E, N).
Soit (uy,) une suite a valeurs dans E. On suppose que la suite (uy,) converge vers
L et que £ € U. Alors a partir d’un certain rang

Un, €EU.
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Ce résultat est ’analogue du résultat du cours d’analyse 1 selon lequel si une
suite de nombres réels (v, ) converge vers un réel £ et que ¢ < b, alors a partir d’un
certain rang u,, < ¢. En effet I'intervalle I =] — oo, £[ est un ouvert de (R, |.|)
et ce résultat d’analyse 1 est donc un cas particulier de cette proposition. Nous
vous invitons a relire la preuve de ce résultat d’analyse 1 et de la comparer avec la
preuve ci-dessous.

Démonstration. On considere donc (E, N) un espace vectoriel normé , I/ un ou-
vert de (E, N) et (uy,) une suite a valeurs dans £ qui converge vers ¢ € U. Alors
puisque U est un ouvert de (E, N), il y a un réel ¢ > 0 tel que B(¢,¢) C U. Or
limy, 400 NV (u,, — £) = 0, il y a donc un entier ng tel que

(n>mng) = N(up, —¥¢) <e.
C’est a dire
(n>mno) = u, € B(f,e) CU.

On a bien démontré qu’a partir du rang ng : u, € U. O

3.3.3 Parties fermées

Définition 3.3.6. Soit (E, N) un espace vectoriel normé . On dit qu’une partie
F' C E est une partie fermée, ou que F' est un fermé de I’espace vectoriel normé
(E,N)si E\ F, le complémentaire de F dans E, est un ouvert de (F, N)

Quelques exemples :
i) Des intervalles fermés de R sont des fermés de (R, |.|).

ii) Une boule fermée d’un espace vectoriel normé est une partie fermée de celui
ci.

On déduit facilement des propriétés des ouverts les propriétés suivantes pour les
fermés :

i) Soit F,,,a € A des fermés d’un espace vectoriel normé (F, N) alors F =
NaeaFy estun fermé d’un espace vectoriel normé (E, N).

ii) Soit Fy, F, ..., Fj un nombre fini de fermés de (E, N) alors Q = F; U Fy U
-+-U Fj estun fermé de (E, N).

iii) Soit £ un R-espace vectoriel et N, ||.||: £ — Ry deux normes sur E. Si ces
deux normes sont équivalentes alors les espaces vectoriels normés (E, N) et
(E,||.||) ont les mémes parties fermées.

On dispose également de la caractérisation séquentielle des parties fermés d’un
espace vectoriel normé .

Proposition 3.3.7. Soit (E, N) un espace vectoriel normé et F C E alors : F est
une partie fermée de (E, N) si et seulement si
"Si (uy) est une suite a valeurs dans F qui converge vers { alors { € F".
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Démonstration. Le sens direct est une conséquence de la proposition [3.3.5] En
effet si F est un fermé de (E, N) alors E'\ F est un ouvert de E et si (uy,) est une
suite a valeurs dans E qui converge vers £ et que £ ¢ F alors £ € U ainsi a partir
d’un certain rang u,, € U et donc la suite (u,,) ne peut étre a valeurs dans F.
Concernant le sens réciproque, on le démontre par contraposée. On suppose
que F n’est pas un fermé de (F, N) ainsi la partie / = E \ F n’est pas ouverte.
Il'y adonc ¢ € U tel que pour tout n € N, la boule ouverte B(¢,27") n’est pas
incluse dans ¢ : il y a donc u,, un vecteur de E tel que u,, € B(¢,27") N F On a
donc trouvé une suite (u,,) a valeurs dans F qui vérifie N (u, — ¢) < 27" ainsi

lim w, =/
n—-+oo

mais ¢ &€ F. O

Ceci permet de démontrer que si f: R — R est une fonction continue et que si
t € R alors la partie
F={z€R, f(x) <t}

est un fermé de (R, |.|). On utilise pour cela la caractérisation séquentielle des
parties fermées. On considere une suite (uy,,) a valeurs dans F qui converge vers £.
Par continuité de f en ¢, on sait que

lim  f(u,) = f(0).

n——+oo

On a, par définition, que pour tout entier n :

fluy) <t.

Et par passage a la limite dans ces inégalités larges, on en déduit :

0 <t.

C’estadire ¢ € F.
Il faut comprendre que la notion de parties fermées est celle qui permet de
généraliser ce qu’on appelle le passage a la limite dans les inégalités larges.

3.4 Parties compactes

3.4.1 Définition

Définition 3.4.1. Soitr (E, N) un espace vectoriel normé . On dit qu’une partie
K C E est compacte ou que K est un compact de (E,N) si pour toute suite
(Un)nen a valeurs dans K, on peut trouver une application strictement croissante
¢: N — Netl € K tel que la suite (u@(”))neN converge vers £.

lim u
n—-+o0o

) =1

e(n
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Remarques 3.4.2. — Si (uy,) est une suite a valeurs dans E, les suites de la
forme (ug,ny) ot ¢: N — N est strictement croissante, sont dites sous-
suite ou suite extraites de la suite (uy,).

— Soit (uy,) une suite. Si A C N est une partie infinie, on peut lui associer
une suite extraite dont les valeurs sont les {u,,n € A}. En effet on peut
énumérer A :

A={np<ni<ng<...... }

et définir ©(j) = n;. Par construction (j) sera le (j + 1)1°™ entier de A
et @ est bien strictement croissante et A = p(N).

— On remarquera que si ¢: N — N est strictement croissante alors pour tout
entier n :

o(n) > n.

— Si (uy,) est une suite a valeurs dans un espace vectoriel normé (E, N) qui
converge vers (. Alors les suites extraites de (uy) converge également vers
L. 1l s’agit d’un exercice analogue a l’exercice d’analyse 1 ot on démontre
que si (vy,) est une suite a valeurs réelles qui converge vers { alors on a
limy, 4 o0 Vo, = £.

— On peut démontrer que si (uy,) est une suite a valeurs dans un espace vec-
toriel normé (E, N) et { € E alors il existe une suite extraite de (uy,) qui
converge vers U si et seulement si pour tout € > 0, il y a une infinité d’en-
tiers tel que u, € B({,¢), c’est a dire si et seulement si pour tout ¢ > 0,
I’ensemble

A ={neN,N(u, —0) <e}

est infini’|

— Soit E un R-espace vectoriel et N, ||.||: E — Ry deux normes sur E.
Si ces deux normes sont équivalentes alors les espaces vectoriels normés
(E,N) et (E,| .|) ont les mémes parties compactes.

3.4.2 Propriétés

Proposition 3.4.3. Soit (E, N) un espace vectoriel normé et K un compact de
(E, N) alors K est une partie

— fermée,
— bornée, c’est adire qu’il y a un réel M tel que K C B(0, M]ie x € K =
N(z) < M.

7. Vous devez vous convaincre que le sens direct est facile. Pour le sens réciproque : on suppose
que pour tout € > 0, ’ensemble A, est infini alors pour chaque n € N, on peut trouver un entier
k(n) > n tel que N (upn) —¥€) < 27™. Puisque lim,_, 4o k(n) = +oo, on peut construire
par récurrence une suite strictement croissante ¢: N = N par ©(0) = k(0) et pour n > 0 :
p(n+1) = min{k(m),m > n+1let k(m) > ¢(n)}. Par construction, on a ¢(n) > k(n) et donc
pour cette suite extraite :

N (U,(P<n) — é) <27".
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Démonstration. On montre d’abord qu’une partie compacte K est fermé. Soit donc
(uy,) un suite convergente a valeurs dans K :

lim w, = /.
n——+0o0

Puisque K est compact, il existe une sous suite (u,(,)) qui converge vers un €éle-
ment ¢ € K. Or on sait déja que

=/

lim wu

n—-+o00 Lp(n)

donc par unicité de la limite,ona ¢ = ¢’ € K.

Soit K C E une partie non bornée. Démontrons que celle ci n’est pas compact.
Soitn € Nil y a donc u,, € K tel que N(uy) > n.Si ¢: N — N est strictement
croissante alors on a

N(ugmny) = p(n) >n
on a

lim N(u@(n)) =40

n—-+o0o

et la suite (u,(,,)) ne peut pas convergerﬂ Aucune suite extraite de la suite (u,,) ne
converge. K n’est donc pas compact. O

On peut méme démontrer

Proposition 3.4.4. Soit (E, N) un espace vectoriel normé et K un compact de
(E,N)alorsilyaunxy € K tel que

N(zp) =sup{ N(z), x € K}

ie.
x € K= N(z) < N(x).

Démonstration. En effet, on sait que la partie
{N(z), z € K}
est majorée non vide, on peut donc considérer :
R =sup{N(z), z € K }.
Soit n € N par caractérisation de la borne supérieure, on trouve u,, € K tel que
R—-27" < N(up) <R.

Puisque la suite (uy,) est a valeurs dans K et que K est compact, il existe zg € K
et une application strictement croissante ¢: N — N tel que

lim u = x0.
n—-4o0o <,o(n) 0

8. on rappelle que si la suite (u,(,)) converge alors la suite (N (uy(,))) converge.
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On sait par ailleurs que

lim N (ugyem)) = N(x0).

n—-+o00

et que pour tout entier 7 :
R—2""<R-2°M" < N(uyy,) <R,

et par passage a la limite dans les inégalités larges, nous en déduisons N (xp) =
R. O

Exercice : Démontrer que si X C R est une partie compacte non vide de R alors
ilyadesréels a < wtel que a;w € K et

K C [o,w].

Il y a une autre propriété des parties compactes qui est tres utile :

Proposition 3.4.5. Soit (E, N) un espace vectoriel normé et K C E une partie
compacte. Alors si F' C K est une partie fermée alors F' est compacte.

Nous ne faisons pas la preuve de ce résultat mais en utilisant la caractérisation
séquentielle des fermés, vous devez vous convaincre que ce résultat est juste la
conséquence d’une loi universerselle : Qui peut le plus, peut le moins.

3.4.3 Exemples

a) Soit [a,b] un intervalle fermé borné alors [a, b] est une partie compacte de R.
Démonstration : Nous devons démontrer que si (uy,) est une suite a valeurs
dans I'intervalle [a, b] alors une sous suite de cette suite converge vers une li-
mite, limite qui appartient a I’intervalle [a, b]. On reprend ici les arguments déja
présentés dans la preuve du théoréme de Heine : Soit (u,,) une suite a valeurs
dans lintervalle [a, b]. Pour chaque entier n € N, on consideére I’ensemble des
valeurs prises par la suite (u,,) a partir du rang n :

Ap ={up; L eNet £>n} = {Un, Unt1, Unt2yevevenenenennnnnnnn.. }
C’est une partie non vide majorée par b, elle admet donc une borne supérieure :
b, = sup A,,.

Remarquons que A, +; C A, ainsi b, est un majorant de A, et puisque par
définition b,,+1 = sup A, 41 est le plus petit des majorants de A, 1, nous en
déduisons

bn+1 < bn

La suite (b,,) est donc décroissante minorée par a, elle est donc convergente, on
pose 8 = limy 400 b
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b)

c)

Soit n € N. Par caractérisation de la borne supérieure, il y a un entier k(n) > n
tel que

1
bn - 27 < Uk(n) < bn

Posons wy, = (). On a donc pour tout entier n

1

Et le théoreme des gendarmes assure que la suite (w,,) converge vers 3 :

6= lim w,.
n——+0o0o
La fonction n — k(n) n’est peut étre pas strictement croissante, pour remédier
a cela on remarque que puisque k(n) > n, la partie

{k(n), n € N}

est infinie. Il y a donc une application strictement croissante ¢: N — N tel que
¢(N) = {k(n), n € N}. En particulier, nous avons pour tout entier n, il y a
un entier m,, > n tel que p(n) = k(m,,). Et on a bien lim,,_, ; Ugp(n) = B
Remarquons que le passage a la limite dans les inégalités larges a < uy(,) < b
garantit que 5 € [a, b]. 0.
De ceci, on en déduit que les parties compactes de R sont les parties fermées
bornées de R.

Démonstration : En effet, on sait déja que les parties compactes de R sont fer-
més bornés. Il faut donc montrer que si ' C R est une partie fermée , bornée
alors c’est une partie compacte. Puisqu’une telle partie est borné, il y a un réel
R > 0tel que

F C [-R,R],

mais on sait que Iintervalle [— R, R| est compact donc F' est une partie fermée
d’un compact donc F' est compact. .

Soit R > 0 alors [~ R, R) x [~ R, R] est une partie compacte de R>.
On a vu que sur R? toutes les normes étaient équivalentes, c’est pourquoi on ne
précise pas ici la norme employée.

Démonstration : On considere donc une suite ( (2, Yn) ),y Vérifiant

N

Vn eN, |z, < Ret |y, < R.

On va extraire de cette suite une sous-suite convergente. La suite (x,),,c est a
valeurs dans l’intervalle [— R, R] qui est une partie compacte de R. Il y a donc
une application strictement croissante ¢1: N — Net £ € [—R, R] telle que
=/

lim =z

n—-+oo w1 (n)
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Ensuite la suite (Y, (n)), .y €St @ valeurs dans I'intervalle [~R, R] qui est
une partie compacte de R. Il y a donc une application strictement croissante
p2: N — Netk € [-R, R] telle que

DM Yo, (pa(n)) = K-

La fonction ¢ = p10p9: N — Nest strictement croissante et on a lim,,—, 1 Tap(n) =

£ car la suite (x¢(n))n oy est extraite de la suite (xWI(”))n oN- On a donc

lim (Zyn), Yy(n) ) = (6 K).

n—-+o0o

Et ((,k) € [~R,R] x [~R, R]. On a bien extrait de la suite ((zn,y»)) une
sous-suite convergente vers (¢,x) € [—R, R] X [-R, R]. On a bien démontré
que [ R, R] x [~ R, R] est une partie compacte de R2. 0.

d) Ce dernier résultat montre de la méme facon que les parties compactes de R?
sont les fermés bornés.

e) Il est facile mais fastidieux d’adapter ces arguments pour démontrer que si
R > 0 alors [~ R, R]* est une partie compacte de (R, N..) et que les par-
ties compactes de (R¥, No.) sont les parties fermées bornées.

3.4.4 Equivalence des normes en dimension finie

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer un résultat rassurant :

Théoreme 3.4.6. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie alors sur F
toutes les normes sont équivalentes.

Démonstration. On considere (eq, ..., ey) une base de E et on introduit la norme
| .|| o définie par

k
Z)\j@j :max{])q],...,\)\k]}:Noo(()\l,...,)\k)).

o0

On considere
k
K= Z)\jej, (Al,...,)\k) S [—1,1]k
j=1

la boule unité de (E, | .|| ). Les arguments précédents nous montrent que K est
une partie compacte de (F, || .||oo). Soit N: E — R une autre norme. Soit x =
Z?:l Ajej € E. En utilisant I’inégalité triangulaire, nous obtenons

k k
(©) ) < Z (Ajej) < Z (AN (e)) < Cllaf|oo
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N k
oucC = Zj:l N (ej) .
Il nous reste donc a trouver une constante ¢ > 0 telle que
Vr € E, c||z||e < N(x).

On raisonne par 1’absurde : Si une telle constante n’existait pas, il y aurait pour
chaque entier n un z,, € E telle que

27" [#nlloc > N(zn)-

Ainsi en posant u,, = ———,,, on aurait une suite (up,) telle que

llznlloo
[0 = 1 et N (up) < 27"

Ce qui impliquerait que

lim N(u,)=0
n—+oo
et que
vn, up, € K
Puisque K est une partie compacte de (E, || .||« ) il y aurait une application stric-

tement croissante p: N — Net £ € K telles que
Erfoo Hu@(n) - EHOO =0.

Ainsi

i Jtgyloe = 1= 1]

Donc ¢ # 0 L’inégalité précédente (©) impliquerait alors

nEIBOON(U<P(n) —/0)=0.
Or on sait déja que limy, 1 N(uy@,)) = 0 donc par unicité de la limite on a
£ = 0. Ce qui est absurde.
On vient de démontrer qu’une norme N sur E est forcément équivalente a la

norme || . || Ceci permet montre que toutes les normes sur E sont équivalentes.
O

Ceci a la conséquence suivante.

Corollaire 3.4.7. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie et (€1,. .., €y)
une base de E et x1,...,x: E — R les fonctions coordonnées associées a cette
base :

k
Vi€ E, i=Y ()&
j=1
Si N: E — Ry est une norme sur E et (i) une suite de E et ('€ E alors

= =

lim N(d,—-¢)=0&Vje{l,....k}, lim z;(d,) =x;¢).

n—-+o0o n—-+oo
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3.4.5 Caractérisation des parties compactes dans un espace vectoriel
normé de dimension finie

Puisqu’en dimension finie, toutes les normes sont équivalentes la notion de
compact est indépendante du choix d’une norme. Notre étude des compacts de
(R¥, N ) permet alors d’afﬁrmerﬂ que

Théoréme 3.4.8. Soit (E, N) un espace vectoriel normé de dimension finie. Alors
les parties compactes de (E, N) sont les parties fermées bornées.

3.5 Fonctions continues

3.5.1 Image directe/réciproque d’une partie

Définition 3.5.1. Soient E et F' deux ensembles et f: EE — F une fonction. Si
A C E, on définit l'image directe de A par f :

f(A)={f(a), a € A}.
Et si B C F, on définit I'image réciproque de B par f :
f7Y(B)={x € E, f(z) € B}.

Des exemples :

i) On considere GL,(R) = {M € M,(R),det M # 0} I’ensemble des ma-
trices carrées de taille n inversible. C’est I'image réciproque de R\ {0} par la
fonction det: M, (R) — R.

ii) On considere SL,(R) = {M € M,(R),det M = 1} I’ensemble des ma-
trices carrées de taille n de déterminant 1. C’est I’image réciproque de {1}
par la fonction det: M,,(R) — R.

iii) On considere le cercle unité
S'={(z,y) eR? 2 +y* =1}

c’est I’image réciproque de {1} par la fonction (x,y) € R? s 22 + 32

iv) Soit f: R — R une fonction alors le graphe de f :

{(z,f(x)), z € R}

est I'image directe de R par 1’application : R — R? définie par y(x) =
(z, f(x)). C’est aussi I'image réciproque de {0} par la fonction F: R? — R
définie par E(z,y) =y — f(x).

9. L assertion qui suit repose sur le fait que des normes équivalentes ont les mémes parties bor-
nées : vous devez étre capable de démontrer ce résultat.
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v) Soit (E, N) un espace vectoriel normé et 7,,: £ — F la translation de vec-
teurs x :

T (y) == + .
Alors 7,,(B(0,7)) = B(z,r) et 7, 1(B(0,7)) = B(—z,7).
vi) B(:U7T) = f;1<] - OO,T’D ou f:c(y) = N(z - y)'

Quelques propriétés (a titre d’exercices) : Soient E et F' deux ensembles et
f: E — F une fonction.

a) Si B,C C F alors démontrer que f~}(BUC) = f~Y(B)U f~1(C), f~1(Bn
C)=f1B)NfHO) et fFHEN\B)=E\ f7(B).

b) Les propriétés analogues sont elles vraies pour I’image directe ?

¢) Démontrer que si A C E alors A C f~1(f(A)). A-t-on égalité ?

d) Démontrer que si B C E alors BN f(E) = f(f~1(B)).

e) Soit A C B C FE alors démontrer que f(A) C f(B).

3.5.2 Définition

Définition 3.5.2. Soient (E, N) et (F, || . ||) deux espaces vectoriels normés et A C
E une partie de E et f: A — F. On dit que f est continue en un point a € A si
pour tout € > 0, il existe un § > 0 tel que

(N(z —a) <detzecA)=|[f(z) - fla)| <e,

f(B(a,6) N A) C By (f(a),e).

On dira que [ est continue sur A si [ est continue en chaque point a de A.
Si A C A On dira que f est continue sur A si la restriction de fa A est
continue.

Remarques 3.5.3. i) Il doit étre clair que si f: A — F est continue et si A C A
alors f est continue sur A.

ii) On pourrait définir comme en analyse 1 la notion de limite.

3.5.3 Caractérisation séquentielle de la continuité
Comme en analyse 1, nous disposons d’un critére commode :

Proposition 3.5.4. Soient (E,N) et (F,|.||) deux espaces vectoriels normés et
A C Funepartiede E,a € Aet f: A— F.

f est continue en a si et seulement si

"Pour toute suite (uy,) a valeurs dans A qui converge vers a alors la suite

(f(un)) converge vers f(a)n.
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Démonstration. Le sens direct est laissé en exercice. On démontre le sens réci-
proque par contraposée. On suppose donc f: A — F non continue en a. Il y a
donc un e > 0 tel que pour tout réel § > 0, on trouve x5 € Atel que N(z5—a) < ¢
mais || f(zs) — f(a)|| > ¢. Posons alors u, = x9-~. Nous avons N (u, —a) < 27"
et || f(un) — f(a)|| > €. Ainsilimy_, ;o0 u, = a mais la suite (f(u,)) ne converge
pas vers f(a). O

3.5.4 Addition et composition

Proposition 3.5.5. Soient (E,N) et (F,||.||) deux espaces vectoriels normés et
A C FE une partiede E, f,g: A — F deux fonctions continues sur A. Alors pour
tout A € R, la fonction f + A\g est continue sur A.

Proposition 3.5.6. Soient (E, N), (F, || .||) et (G, N) trois espaces vectoriels nor-
més et A C E une partie de E et B C F une partie de F. On considére f: A — F
et g: B — G deux fonctions continues telle que f(A) C B. Alors la fonction
go f: A— G est continue.

Nous pouvons faire deux preuves : Démonstration avec les € : Soit a € A. On
sait par hypotheése que f(a) € B. Pour les commodités de notations, nous posons
b= f(a) .Soite > 0. Puisque g: B — G est continue en b = f(a), il y a un réel
n > 0tel que

9 (By.|(b;n) N B) C By(g(b), e).

Puis f: A — F est continue en a. Il y a donc un réel § > 0 tel que
f(Bn(a,6) VA) C By y(b,n) = By (f(a),n).
Par ailleurs, nous avons supposé que f(.A) C B ainsi
f(Bn(a,8) N A) C By (bn)NB.

On en déduit

9(f (Bn(a,0)A)) C g (By.y(b,n) NB) C Bur(g(b); e)-

C’est a dire
go f(Bn(a,0)NA) C By(go f(a).e).

On a bien démontré que g o f est continue en a. Et ceci pour tout a € A. Donc

g o f est continue sur A. O
Nous vous invitons a comparer la preuve donnée ci dessus avec la preuve du

résultat analogue du cours d’analyse 1.

Démonstration avec les suites : On utilise la caractérisation séquentielle de la

continuité. Ainsi il suffit de démontrer que si (up)nen est une suite a valeurs

dans A qui converge vers a € A alors la suite (go f(up)),cy converge vers
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go f(a) = g(f(a)). On utilise d’abord la continuité de f en a et on en déduit
que

lim f(u,) = f(a).

n—-+o0o

Maintenant la suite (f(un)),c est a valeurs dans B et converge vers f(a). Or g
est continue en f(a) donc

lim g(f(up)) = lim go f(un) =g(f(a)) =go f(a).

n——+oo n—-+00

On a bien démontré le résultat voulu. O

3.5.5 Quelques exemples
a) Soit (E, N) un espace vectoriel normé et z € F, alors la translation de vecteur
x est une fonction continue sur E.

b) Soit (£, N) un espace vectoriel normé , z € E et A € R, alors ’homothétie de
centre x et de rapport A :

z= ANz —x) + .

est continue.

c) Soient (E,N) et (F,|.||) deux espaces vectoriels normés , A C E une partie
de E et k > 0. On dit qu’une fonction f: A — F est k—lipschitzienne ou
lipschitzienne si

z,y € A= [|f(x) = fW)l < N(z —y).

11 doit étre évident qu’une application lipschitzienne est continuem

d) Soit (E, N) un espace vectoriel normé alors N: E — R est continue car 1-
lipschitzienne

e) Soient (E,N) et (F,|.|) deux espaces vectoriels normés , on suppose que E
est de dimension finie. Alors toute application linéaire T': E — F' est continue.
Démonstration : On considere donc une application linéaire T: £ — F' et
(€1,...,€x) une base de F. On définit comme précédement la norme || .|/~
associée a cette base :

k
doNE | =max{|Ml,. Akl = Noo Ay, M) )
j=1

o0

10. En voici la vérification : Soita € Aete > 0. Sion pose § = ¢/(k + 1), il est évident que
I’hypothese faite sur f entraine que

(N(x—a)<detz e A)=|f(z)— fla)]] <e.

11. puisque |[N(z) — N(y)| < N(z — y).
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On sait qu’il existe une constante v > 0 tel que
Vi € B, |7 < 7N ().
. - k .
Maintenant si 2= 37| A;j€j,ona

k

k
1T = | > AT(E) Z INITE) < CllZlloo < CYN(Z),

J=1

ou C = Z?zl | T(€;)||. Cette derniere inégalité appliquée a 2 = & — ¥/, en
utilisant que 7" est linéaire, montre que 1" est C'y-lipschitzienne donc continue.
g

f) Soit (£, N) un espace vectoriel normé et A C E. Démontrer que f: A — R”

f) = (filz),.... fu(z))
est continue si et seulement si pour tout i € {1,...,k}, lafonction f;: A — F
est continue.
3.5.6 Fonctions Polynomiales

Proposition 3.5.7. Soit (E, N) un espace vectoriel normé de dimension finie et
f: E—= Rou f: E — RP une application polynomiale alors f est continue.

Démonstration. Soit (€1, ..., ¢)) une base de E et U: R¥ — E I’isomorphisme

k
U((A1,- ) = D NE.
j=1

Sia=(a1,...,a;r) € NFet A= (A1,...,\x) € R¥ nous notons
la| =01 + -+ ag

et
«
A% = AQIAGZ NSk,

Si f: E — R est une fonction polynomiale, il y a un entier N, et pour chaque
o € NF tel que |a| < N un réel a, tels que

FEEA) = Y aar™

a,Ja]<N

En utilisant que la somme finie de fonctions continues est continue et que ¥~!
est continue (car c’est une application linéaire entre espaces vectoriels normés de
dimension finie), on voit qu’il suffit de démontrer que si o € N* alors I’application

RF 5 R
A= \e
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est continue. En utilisant la caractérisation séquentielle de la continuité, on voit que
cela est évident[] [

Par exemple
A My (R) — A2

est continue car polynomiale.
De méme det est continue sur M, (R) car polynomiale.

3.5.7 Caractérisation de la continuité globale

Théoreme 3.5.8. Soient (E, N) et (F\, || .||) deux espaces vectoriels normés .
— Sild C FE estun ouvertde (E,N) et f: U — F une fonction. Alors f est
continue si et seulement si
"Pour tout ouvert O de (F,|| . ||), f~1(O) est un ouvert de (E, N).
— Si F C E estun fermé de (E,N) et f: F — F une fonction. Alors | est
continue si et seulement si
"Pour tout fermé L de (F, || .

), (L) est un fermé de (E, N).

Démonstration. On laisse la preuve de la premiere assertion en exercice.

Montrons le sens direct de la seconde assertion. On suppose donc que f: F —
F est continue. On consideére un fermé L C F' et une suite (uy,)nen a valeurs dans
(L) tel que la suite (uy,),en converge dans E. Puisque (uy,)nen est une suite a
valeurs dans le fermé F et que cette suite converge, on sait que £ = lim,_, 4 up €
JF. Maintenant puisque f est continue, nous en déduisons

i f(un) = (0).
Ainsi la suite (f(un)), ¢ est a valeurs dans le fermé L et converge vers f(£) donc
f(f) € L.Btdonc ¢ € f~Y(L). Ainsi f~!(L) est bien un fermé de E.

Montrons maintenant le sens réciproque de la seconde assertion par contrapo-
sition :

On suppose que f n’est pas continue. Il y a donc un £ € F et un réel ¢ tel
que pour tout entier n, il existe u, € B(¢,27") N F mais f(u,) € B(f(¢),e) On
considere le fermé

L=F\B(f(t),e).

12. Mais fastidieux a écrire : soit @ = (a1,...,ax) € R* et (u,) une suite & valeurs dans R*
convergeant vers a. On a donc u, = (T1,n, T2,n, - - ., Tk,n), et pour touti € {1,2,...,k}:

lim x;n = a;.
n—-+oo

Les regles de multiplications des suites convergentes montrent que

. @y g [o S N < e 2} ag
hmoo TY o - Ty = a1 Gg° oo .
C’est a dire

lim u,a =a®.
n—-+oo
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Par construction, la suite (uy,),ecn est a valeurs dans f~1(L) et elle converge vers
¢mais £ ¢ f~1(L) car f(¢) ¢ F\ B(f(£),e). Donc f~1(L) n’est pas fermé. [J

Des exemples : Ces résultats permettent de démontrer facilement que des en-
sembles sont ouverts ou fermés.

i) GL,(R) est un ouvert de M,,(R) ~ R". En effet c’est I’image récioproque
de I’ouvert R \ {0} par I’application continue det. En particulier, il existe un
e > 0tel quesi |a| + |b| + |c| + |d| < € alors la matrice

1+a b
c 1+d

ii) SL,(R) est un fermé de M,,(R) car c’est I'image réciproque du fermé {1}
par I’application continue det.

est inversible.

iii) Soit f, g: R — R des fonctions continues alors

D= {(z,y) €eR*y < f(x) et g(y) < x}

estun ouvert de RZ car D = Uy NUz ot Uy = {(z,y) € R%,y < f(x)} est
I’image réciproque de 1’ouvert | — oo, [ par 1’application continueﬁ (z,y) —
y— f(z) etUs = {(z,y) € R% g(y) < x} est I'image réciproque de 1’ouvert
| — 00, 0[ par I"application continue (z,y) — ¢(y)— . Ainsi U; et U sont des
ouverts de R? et D est une intersection finie d’ouverts donc D est un ouvert
de R2,

3.6 Fonctions continues sur une partie compactes

3.6.1 Images d’un compact par une application continue

Théoréme 3.6.1. Soient (E, N) et (F,|| . ||) deux espaces vectoriels normés , K C
E un compactde (E,N) et f: K — F une fonction continue. Alors f(K) est un
compact de (F, || .||).

Démonstration. Soit (v, )nen une suite de f(K). Pour chaque entier n, on trouve
uy € K tel que

f(un) = Up.

La suite (up,)nen est a valeurs dans le compact K. Il y a donc un application stric-
tement croissante ¢: N — Net / € K telle que

13. Savez démontrer que cette application est continue ?
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Puisque f est continue en ¢, nous en déduisons que

im [ (upm)) = f(0).

n—+00
C’est a dire
lim vy, = f(0),

n—-+o0o <p(n)

puisque f(¢) € K, nous avons bien démontré que f(K') estun compactde (F, || . ||).
O
3.6.2 Applications

Corollaire 3.6.2. Soit (E, N) un espace vectoriel normé , K C E un compact
de (E,N) et f: K — R une fonction continue, alors f est bornée et atteint ses
bornes :ilyax_,x; € K tels que

Vo € K, f(z_) < f(z) < f(zs).

Démonstration. En effet, f(K) est un compact de R donc 1’exercice proposée en
page 17 montre qu’il y a o < w des éléments de f(K) tel que

f(K) C o, w]
Puisque a,w € f(K)ilyaz_,z4y € Ktelsque a = f(z_) etw = f(z4). Alors

Vo€ K = f(z) € f(K) = a = f(z) < f(z) Sw = f(as).

3.6.3 Exemple :Point de Fermat

Théoréme 3.6.3. Soit A, B, C sont trois points du plan R? non alignés alors il
existe un unique point F, appelé point de Fermat du triable ABC, tel que

VM € R? d(M,A)+ d(M,B) 4+ d(M,C) > d(F, A) + d(F, B) + d(F,C).

Ou on rappelle que si My = (o, yo) et My = (z1,y1) alors

d(Mo, My) = /(x1 — z0)? + (y1 — %0)? = HM0M1H :
Démonstration. Introduisons la fonction A: R? — R définie par
A(M) =d(M,A)+d(M,B) +d(M,C).
11 s’agit de démontrer qu’il existe un unique point F' € R? tel que

inf {A(M), M € R*} = A(F)
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Montrons d’abord ’existence d’un tel point : L’ensemble {A(M ), M € R2} est
une partie non vide de R minorée par 0. On peut donc définir

§ = inf {A(M), M € R?}.
Par ailleurs si M € R?, nous avons avec 1’inégalité triangulaire
A(M) + A(O) =d(M,A) +d(O,A) +d(M,B) +d(O, B) + d(M,C) + d(O,C)
> 3d(O, M).
Posons
R =A(O)+ 100 + 1.
Onad(O,M)> R = A(M) > 2§ > 4. Ceci implique que

inf {A(M), M € R*} = inf {A(M), M € B(O,R]},

ot onanoté B(O, R| laboule fermée centrée en I’origine O = (0, 0) et de rayon R.
Mais B(O, R] est une partie fermée bornée de R?, ¢’est donc une partie compacte.
De plus la fonction A est continue comme somme de fonctions continues Donc
A: B(O, R] — R est continue et atteint ses bornes, il y a donc un F' € B(O, R|
tel que

A(F) = inf {A(M),M € B(O,R]} = inf {A(M),M € R*} = .

Montrons d’abord ['unicité d’un tel point : Considérons deux tels points I et
F’. On adonc
§=A(F) = A(F).

Et considérons I le milieu du segment [F, F']. Avec I'inégalité triangulaire, nous
obtenons

©  dean =13 = § (3F -+ 2F) | < (1R - 1AF)
et de méme 1 .
(©)  dB.1 <5 (IBFI+IBF),
et 1 N
(2 de.Dn <5 (ICF|+ICF).
En additionnant ces inégalités, nous trouvons
AT < % (A(F) + A(F)) = 6.

Or par définition A(I) > ¢. Nous avons donc 1’égalité A(I) = ¢ et nous avons éga-
—
lité dans les inégalités (V), () et (°K). OrI'égalité d(A, I) = % (Hﬁ” + ||AF’||>

14. On peut méme vérifier que A est 3-lipschitzienne.
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ne peut se produire que s&}s points A, F, F’ sont alignés. De méme 1’égalité

d(B,I) = 3 (HB7H + HBF’H) ne peut se produire que si les points B, F, F’
—

sont alignés et 1'égalité d(C,I) = 3 (HﬁH + HCF’H) ne peut se produire que

si les points C, F, F’ sont alignés. Or les points A, B, C' ne sont pas alignés donc
nous devons avoir F' = F”. O

Exercice : En reprenant les arguments de la premiere partie démontrer les résultats
suivants :

a) Si (F, N) est un espace vectoriel normé de dimension finie et que ®: £ = R
est une fonction continue telle que pour des constantes ¢ > O et C':

Vo € E,®(x) > cN(x) - C
alors @ est minorée et atteint sa borne inférieure : il existe un xg € E tel que
Vo € E, ®(z) > ®(xp).
b) Démontrer que f: R — R est une fonction continue telle que

lim f(z) =400

r—+oo

alors f est minorée et atteint sa borne inférieure: il existe un g € R tel que
Ve € R, f(x) = f(xo).

¢) Si (E, N) est un espace vectoriel normé de dimension finie et que ®: F = R
est une fonction continue telle qu’il y a une fonction f: Ry — R et que

Vo e B, ®(x) > f (N(x))
et que

lim f(r) =400

r—+00

alors @ est minorée et atteint sa borne inférieure : il existe un xg € E tel que

Vo € E, ®(z) > ®(xp).

Ce qu’on attend que les étudiants sachent faire et ce qu’on
attend que les étudiants fassent

— Connaitre les définitions du cours !

15. Démontrer qu’il y aun r > 0 tel que |z| > r = f(z) > |f(0)| 4+ 50. Puis vérifier que
inf{f(x),xz € [—r,r]} = inf{f(x),xz € R} et en déduire le résultat.
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— Travailler les preuves des théorémes et avoir fait les exercices du poly. Cela

a aussi pour but de vous familiariser avec des raisonnements logiques qui
seront indispensables en L3 et fondamentaux en Master.

Savoir démontrer qu’une certaine fonction est une norme.

Savoir expliquer qu’une fonction donnée est continue (composition, carac-
térisation séquentielle, reconnaitre qu’elle est éventuellement linéaire ou
polynomiale en dimension finie)

Montrer qu’un ensemble est fermé ou ouvert car c’est I’image réciproque
d’un tel ensemble par une fonction continue.

Savoir démontrer de facon guidée qu’un ensemble est fermé avec la carac-
térisation séquentielle.

Savoir démontrer de facon guidée qu’un ensemble est fermé borné (donc
compact en dimension finie)

Savoir utiliser dans des exemples plans ou dans I’espace qu’une fonction
continue sur un compact atteint ces bornes pour des problemes d’optimisa-
tion élémentaires.



Chapitre 4

Calcul Différentiel

Avant propos

Nous allons ici introduire les outils qui permettent de généraliser aux fonctions
de plusieurs variables les résultats suivants que vous avez vu en d’ Analyse 1 :
— Soit f: ]a,b[— R une fonction dérivable et z( €]a,b|. Si f présente un
minimum local en x( alors

f/(xo) =0.
— Soit f: ]a,b[— R une fonction de classe C? et x¢ €]a, b[. Si f'(xg) = 0 et
1" (o) > 0 alors f présente un minimum local en .
Ces outils de calcul différentiel sont par ailleurs fondamentaux non seulement pour
étudier les équations de la physique : équation de la chaleur, thermodynamique,

relativité générale, mécannique quantique, mécannique des fluides... mais aussi en
mathématiques ol ils sont indispensables par exemple en géométrie.

4.1 Fonctions de classe C!

On reprend ici I’exposé fait dans le livre de Liret-Martinais. On équipe donc
I’espace vectoriel R™ de la norme infinie que nous notons

| (z1,...,25) || = max{|z1],..., |zn|}.
Ainsi sip = (21, 22,...,2,) € R ete > 0 alors
B(p,e) =]z1 —e,x1 + e[ X ]ra — g, 22+ €[X ... |xn — €, 2p + €]
On notera aussi (€1, . . ., €,) la base cannonique de R".

121
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4.1.1 Dérivées partielles

Soit f: U — R* une fonction définie sur un ouvert U de R™. Soit p € U, nous

savons qu’il y ae > 0 tel que
B(p,e) C U.

Ainsi la courbe t €] — €, e[ 7;(t) = p + té; est a valeurs dans U. On dit que f
admet une dérivée partielle dans la direction de €; en p si la fonction ¢ — f(p+té;)

est dérivable en ¢ = 0. Dans ce cas et si on note (z1,...,x,) — > .4 ;€ les
coordonnées sur U, on définit
of 0 d ,
= - = t&) = ) (0).
9P = 5 = | S +18)=(For) ©)

4.1.2 Exemples de calculs

1) La fonction f(x,y) = x a des derivées partielles en tout point de plus

if(x7y) =1let aayf(x7y) =0.

—
2) Si A € R% et i € R? alors la fonction g: R? — R définie par g(M) = AM .i
admet des dérivées partielles. En effet[l]

o — 3 o
g(M + t7) = <AM + m’) =AM+ tid

ainsi

d S o
de méme ((fyg(M) == » g(M +ty) = j.4.

3) Fonctions linéaires : Si 7': R” — R est une application linéaire alors 7" a des
dérivées partielles en tout point p € R™ et

5 T() = T(@)

en effet par linéarité nous avons
T(p+te;) = T(p) +1T(é).

4) La fonction h(zx,y, z) = zyz admet des dérivées partielles en tout point et

0 0 0
%h(mayvz) =Yz, Fyh(xﬁ%z) = Tz, @h(x7yaz) =2y.

1. On note ici comme au lycée (i, j) la base canonique de R? et (z, y) les coordonnées associées.
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5) La fonction ¢(z,y, z) = e®¥* admet aussi des dérivées partielles en tout point.
Pour calculer la dérivée partielle de cette fonction par rapport x en p = (¢, Yo, 20)
on étudie la fonction x — £(x, yo, z9) = e*¥0%0, Cette fonction est dérivable et
sa dérivée en x = xg vaut

%f(woy Yo, 20) = Yozo €700,

Un calcul identique fournira

0
(0, Y0, 20) = T020 €77 (20,0, 20) = Yoo €70V,
8y(°y° 0) 0<0 az(oyo 0) = YoZo

6) La fonction k(z,y) = 22 4 y? admet des dérivées partielles en tout point et

0 0

7) Si A € R? et @ € R? alors la fonction \: R? — R définie par
—
AM) = || AM][?
admet des dérivées partielles en tout point. En effet si A = (a,b) et M = (x,y)

alors \(M) = (z — a)? + (y — b)2. Ainsi

a%)‘(x’ y) = 2(z — a), aayh(x,y) =2(y —b).

On peut aussi faire ce calcul de fagon plus géométrique. Car
MM +t7) = |AM + ti||? = |AM|? + 20AM.7 + 12
Donc 5 J N
%)\(M ) = T ..
Le méme calcul conduira a a%)\(M ) = 9AM g

8) Fonctions composées I La fonction ¢(z,y) = /2% + y? admet des déri-
vées partiellesﬂen tout point (x,y) # (0,0). En effet concernant la dérivée
partielle par rapport a x, nous devons étudier la dérivabilité de la fonction
z — \/uy(z) o uy(x) = 2% + y> Or uy est dérivable par rapport a = et
la fonction x — y/uy(x) est dérivable par rapport a  pourvu que u,(z) # 0

t=0

9 uy ()
et alors —q(z,y) = —2%4—— ot on a noté ' la dérivée par rapport a = : Et on
Ox 2/ uy(x)
trouve donc
(.9) 2z T
o9\ Y) = = .
oz 2\/$2 i y2 \/$2 i yz

2. Onremarquera que g(x,0) = |x| n’est pas dérivable en = 0, ainsi la fonction ¢ n’admet pas
de dérivée partielle dans la direction de 7 en (0,0). De méme la fonction g n’admet pas de dérivée
partielle dans la direction de j en (0, 0).
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9)

Une argumentation identique montre que si 2 + y? # 0 alors

gq(x y) = 2L
8y ’ \/ 12 + y2 ’
Ce calcul est un cas particulier d’un calcul plus général :

Proposition 4.1.1. Soit f: U — R une fonction continue définie sur un ouvert
U de R" et p € U. On suppose que la dérivée partielle g—i(p) existe. Soit
©: I — R une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I. On suppose que
f(p € I. Alors il y a un ouvert © C U contenant p, sur lequel la fonction
O o f est bien définie, de plus cette fonction admet une dérivée partielle dans

la direction de €; en p et

9 / af
05,00 () = O(F ) 5
Démonstration : D’abord O = f~1(I) = {q € U, f(q) € I} est un ouvert de
R™ : en effet f est continue, U est ouvert et I est un intervalle ouvert de R, et O
est I'image réciproque de I par f donc est ouvert. Par définition, © o f est bien
définie sur O. On sait que la fonction g(t) = f(p + t€;) est dérivable et ¢t = 0
et que la fonction O o g est bien définie. De plus nos hypotheses et le théoreme
de dérivation des fonctions composées montrent que la fonction ¢ — ©(g(t))
est dérivable en t = 0 et

(©09) (t) =©'(9(0)) 4'(0),
ainsi la fonction ¢t — © o f(p + t€;) est est dérivableen ¢ = 0 et

d 0

5500 10) = | ©°0(t) =00 50) = &'/ 5

(p)-

f(p).

O

Dérivée du déterminant On étudie les dérivées partielles de la fonction déter-
minant 3 X 3 :

A= — det A

S 208
n S
~+ &

Cette fonction déterminant est polynomiale donc ses dérivées partielles existent
en tous points et en toutes directions. En développant par rapport a la derniere
colonne, nous avons

T Yy z
(%) det | w v w | =2|" —w| T Y +t‘ 4
r s r s v
r s t
On a donc
0 0 0
L deta=|"" , — det A = — Ty , —det A = Ty
0z ow r S ot v
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Ces expressions peuvent évoquer le produit vectoriel et cela n’est pas surpre-
nant. En effet, si @, b ¢ sont des vecteurs de R? alors, nous avons 1’identité

det(@, b, &) = (m E) &

On peut vérifier cela avec la formule () ci dessus mais aussi avec I’interpré-
tation géométrique du déterminant et du produit vectoriel. En effet, det(a, l;, )
est une mesure du volume-algébrique- du parallélépipede formé par les vec-
teurs @, g, c. Par ailleurs ce volume est aussi le produit de 1’aire de la base par la
longueur de la hauteur. Or la longueur du vecteur @ A best 1’aire-algébrique- du
parallélogramme formé par les vecteurs a, b et sa direction est la normale 77 au
plan défini par a et b, donc la longueur de la hauteur est le produit scalaire 77.¢
Slc—zz—l—wj+tk on a donc

—

det(@, b, &) = (6/\ 5) =z (a/\z}’) itw (Em?f) g4t (6/\ 5) k.
Lorsque @ = xi + uj + rketh= yi+vj + sk, 1a formule (%) fournit

-

_,/\g:uvl_xyj_kxyz.
r s r s u v

4.1.3 Fonction de classe C!

On remarque d’abord qu’il existe des fonctions f: R? — R qui admettent
en chaque point des dérivées partielles par rapport a x et ¥y mais qui ne sont pas
continue sur R?. Par exemple, prenons la fonction définie par

B 0 si (2,y) = (0,0)
fa,y) = { W G (2y) £ (0,0)

24y

11 est facile de montrer que si p = (z,y) # (0,0) alors les dérivées partielles de f
en p existent et

%( ) o Yy 2.’E2y _ y(y2 B 12)
T 224y (224422 (22 +y2)2
et
Of y= % 2z y(a®—y?)
oy TR T @R T
n (0,0) : si ¢ € R nous avons f(¢,0) = 0 et f(0,£) = 0 donc f admet des
dérivées partielles en (0, 0).
Par ailleurs si ¢ > 0 alors

1

f(t7t) = 5

Ainsilasuite (u, = (27,27")), ¢ converge vers (0, 0) mais lasuite (f(un) = 3),

converge vers % # 0= f(0,0). Donc f n’est pas continu en (0, 0).
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Définition 4.1.2. On dit qu’une fonction f: U — R¥ définie sur un ouvert U de
R" est de classe C' si les dérivées partielles de f existent en tout point de U et si
les dérivées partielles % f: U = R¥ sont des fonctions continues sur U.

Remarque 4.1.3. Il faut noter que si f : U — R¥ est Cl alors a = (a1, as, ... a,) €
U alors la fonction © — f(z,a2,...,a,) est de classe C' sur son ensemble de dé-
finition :

Digy,....an) = 12 €R, (z,02,...,0a,) € U}

qui est un ouvert de R car c’est I'image réciproque d’un ouvert par une fonction
continue. Le méme constat vaut pour les restrictions de f le long d’autres axes de
coordonnées.

En revanche les fonctions C! admettent un développement limité  1’ordre 1 et
sont donc continues :

Théoréme 4.1.4. Soit f: U — RF une fonction de classe C* définie sur un ouvert
U C R" etp € U alors il y a une fonction n: B(0,5) — R* continue en Ogn et
vérifiant 1(0) = 0 tel que si h =" | h;€; alors

n

fp+h) =)+ Zhif,iif(p) + |Bln(R).

=1

Démonstration. On ne fait la preuve que pour n = 2 et p = (0,0). Le cas général
se montre avec des arguments identiques, ¢’est uniquement plus pénible a écrire. La
fonction t — f(t,0) est dérivable et sa dérivée est la fonction ¢ — 8% f(t,0) qui
est par hypothese continue. Le théoreme fondamental de I’analyse nous apprend
que

t o f

f(£,0) = f(0,0) = ) %(T, 0)dr.

De méme la fonction s — f(¢, s) est dérivable et sa dérivée est la fonction s —
a% f(t,s) qui est de méme continue. Le théoréme fondamental de 1’analyse nous
apprend que

169~ 100 = [ Fit.oyio
Finallement
— t 8f s af
F(t.s) — £(0,0) = /O L (r,0)ar +/0 L (1,0)do.
Nous avons aussi
of of [t (of of
f(t,s) — f(0,0) — t%(0,0) — sa—y(0,0) = ; <m(7—7 0) — am(O,O)) dr
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Soit £ > 0, par continuité des dérivées partielles, nous savons qu’il y a un réel
0 > 0tel que

B
H - 7(0 O)H 130

On considére maintenant (¢, s) € R? tel que [¢t| < J et |s| < § alors pour tout
7 dans I’intervalle délimité par ¢ et 0, on a |7| < |¢| < J donc

E

Joztro—zz00] <

Et pour tout o dans ’intervalle délimité par s et 0, on a || < |s| < ¢ donc

£
Jov~5,00] < 5
On en déduitrf] que
of of of of
< - — <
\/O (5o~ S0 <[ % 0y~ o o) ar| <1555
Et de méme
*(of of | of of
ZJ _ 2L < ZJ _ 2L < |s|—
[ (G- S0 ar| <| [ wo - Fo0] o <155
On obtient donc que si (£, s) € R? vérifie [t| < d et |s| < J alors
of ;7
1.9 = 10.0) - 5L 0.0 - 55 0.0)] < i385 + bl
< max{f], s/} =
< max{[t],|s|}e.
Ce qui montre bien que
o ((5) — £((0,0)) — —t35(0,0) —s51(0,0)
lim =
(t:5)=(0,0) max{[t], [s[}
O

3. Avec le fait que la norme d’une intégrale est inférieure a 1’intégrale de la norme; ce qui est
une conséquence de 1’inégalité triangulaire appliquée -a des sommes de Riemann et a un passage a
la limite dans des inégalités larges -voir plus loin au lemme (.1.T2).
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4.1.4 Différentielle et dérivée le long d’une courbe

Définition 4.1.5. Soir f: U — R” une fonction de classe C* définie sur un ouvert
U de R™ Sip € U, on appelle différentielle de f en p, I’application linéaire
Df(p): R" — RF définie par

pourh Zhel, Df(p Zh

=1

Il faut remarquer que le développement limité & I’ordre 1 ci dessus donne une
définition géométrique qui ne repose pas sur le choix de la base canonique :

i P+ th) — f(p)
t—0 t

= Df(p)(h).

Un exemple de calcul : On considere la fonction C': M, (R) — M,,(R) définie
par C(A) = A2, C est une fonction polynomiale. Or il est facile de démontrer que

Proposition 4.1.6. Une fonction polynomiale est de classe C'.

Démonstration. En effet, si nous reprenons la preuve de la continuité des fonctions
polynomiales, nous voyons qu’il suffit de démontrer que si o = (o, ..., ) € N
alors la fonction

M,:RF - R
A= A\
est C'. On rappelle que si A = (A1,. .., \x) € R¥, nous avons noté

A% = AZIAGZ AT

Il est évident que les dérivées partielles de M, existent en tout point et dans toutes
les directions :

0 Qg Qo aj—1yo;—lyo
— 1— i 1+1 (03
ﬁMa()\) —Oéi)\ll)\22... )\ )\ )\Z+1 . )\k:]C
7
Ainsi %Ma est une fonction polynomiale donc continue. O

Donc C est bien de classe C'. On se propose de calculer la différentielle de C.
Soit H € M,,(R), nous avons
C(A+tH) = (A+tH).(A+tH)
= A% 4 AtH + tHA + t*(H)
= A2 4 t(AH + HA) + t*(H).

Et donc B . B
DC(A)(H) = AH + HA.
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Nous pouvons aussi effectuer le calcul des dérivées partielles de C'. Pour A =
nous avons

C(A) = (Ci,j(A))gigmgjgn

(ai,j)1gz’§n,1§jgn’

avec
n
Cij(A) = aisar,
=1
Donc
0 sia£iet S #£j
0 ag ; sia=iet B #£j
—Cij(A) = & . . ’ .
Daa,s Ao sia#iet =7

a;; +aj; sia=ietf=j.

Etude d’une équation aux dérivées partielles :

Soit U =]0, +00[xR. On cherche les fonctions f: U — R qui sont solution de

0 0
() xa%:(:v,y) + yag(x,y) = %

On commence par remarquer que U est bien un ouvert de R?. Car c’est I’image
réciproque de 1’ouvert |0, +oo[ par I’application continue (z,y) — = :

U = {(z,y) € R%z €]0, +00[ }.

Puis on remarque que si f: U — R est C! alors

of of
<l <l =D
fvax(:v,y)eray(:r,y) () (=)
Soit (x,y) € U. On introduit la fonction ¢(t) = f(tx,ty). C’est une fonction de

classe C* sur ]0, oo| et

_of of
fte + 12ty + 1y) = To (tx, ty) + yay (tz,ty)

/
) = —
¢'(t) arl

Ainsi lorsque f: U — Rest C! et vérifie (V) alors

o(t) = % (twg‘i(tw’ty) + ty?i(m,w)) e

Ceci montre donc que si t > 0 alors

o(t) = flt,ty) = o(1) +In(t) 2 = f(z,y) + In(t).
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En particulier, cette identité pour ¢ = 1/x, nous fournit I’égalité
Y Y
) =In(x)Y (1, f) .
f(z,y) = In(x) - +f .

En posant u(§) = f(1,£), nous obtenons qu’il existe une fonction u: R — R de
classe C! telle que

fz,y) = ln(m)% +u (Q) .

X

Vice versa, il est facile de vérifier que si u: R — R de classe C! alors la fonction
fu: U — R définie par f,(z,y) = In(z)2 + u (¥) vérifie (V).

Dérivée le long d’une courbe (fonctions composées II)

Proposition 4.1.7. Soient f: U — R* une fonction de classe C' définie sur un
ouvert U de R™ et v: I — U une fonction de classe C' définie sur un intervalle I
de R. Alors f oy: I — RF est de classe C* et

(f o) () = Df(v(1)) (' (1))

Autrement dit si y(t) = (y1(t), ...,V (t)) alors
(For) (1) = S A0S (100,
i=1 !

Démonstration. Soitt € I et notons p = ~(t) et ¥ = +/(¢). On doit démontrer que

Lo SO+ 7)) = £(0)

T—0 T

= Df(p)(©V).

Soit 7 # 0 un réel assez petit, pour simplifier 1’écriture, nous posons }_7:(7') =

() (t + 79 ainsi p+ k() = y(t + 7). Le développement limité de f 2 I’ordre 1
en p fournit I’existence d’une fonction : B(0,5) — R” tel que

lim 7(h) = 0
h—0

tel que . ~ L
fp+h) = f(p)+Dfp)(h) + [[hll n(h).
En particulier

FO(E+7) = F(r(1) = flp+h(r) = f(p) = DF)(R(7)) + [|a(r) || n(h(r)).

Puisque ~y est C!, nous avons

oy YEFT) =) _ ) h(7)

70 T =0 T
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Donc par continuité de I’application linéaire D f(p) (nous sommes en dimension
finie), nous savons

. Df(p)(h(r) _ . M)\ _ -
lim —————— = lim Df(p) | = | = Df(p)(®).
Par ailleurs
[Nl = _ || M) -
‘Tnmv» = =2 [
Puisque lim,_, Hn(ﬁ(T)) H = 0 et que lim, H @ = ||¥/||, nous en déduisons
que
RO
lim =——=n(h(7)) =0,
Puisque

fp+h(r) = 1) _ DIRED) | RO

T T T

(h(r))

et que lorsque 7 — 0 : le premier terme du membre de gauche converge vers
D f(p) (V) et que le second terme tend vers 0, nous obtenons bien le résultat voulu
. flp+ h(r)) — f(p —
ti OO = I®) _ iy .

T—0 T

Fonctions de différentielle nulle

Définition 4.1.8. On dit qu’une partie O C R est convexe si pour tout My, M €
O alors
[Mo,Ml] = {M() +tMoM;;t € [0, 1]} cO.

Proposition 4.1.9. Soit f: U — R* une fonction de classe C* sur un ouvert U de
R™ que I’on suppose convexe. Si pour tout p € U : Df(p) = 0, c’est a dire que
pour toutp € U et touti € {1,...,n}:

of
8%

(p) =0,
alors f est une fonction constante.

Démonstration. Soit A € U et M € U. On considere la fonction ¢: [0,1] — R¥
définie par
—
o(t) = f <A+tAM) .
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Cette fonction est de classe C! et 1’on a
O (t) = Df (A + tZ?\?) (Iﬁ\?) =0

Ceci implique que ¢ est une fonction constante et en particulier :

On a bien démontré que f est constante égale a sa valeur en A. O

Remarque 4.1.10. Une inspection rapide de la preuve montre que celle ci est

valide dés que I'ouvert U est étoilé en un point A; c’est a dire que pour tout
MeU,ona
[A, M] C U.

En fait, on peut remplacer I’hypothese de convexité par le fait que pour tout A, B €
U, il y ait une courbe continue affine par morceaux joignant A a B :i.e. il y a
My, ..., My_q1, My € U tels que

[A, Ml] U [Ml,Mz] J---u [Mg_l,Mg] U [Mg,B] cU.

4.1.5 Inégalités des accroissements finis

Proposition 4.1.11. On équipe R™ d’une norme || . ||« et R¥ d’une norme || . ||o. Et
on considere une fonction f: U — RF de classe C' sur un ouvert U de R™ que
I’on suppose convexe. On suppose qu’il y a k > 0 tel que pour tout p € U :

Vi e R", [|Df(p)(@)e < &l U]«
alors f est k—lipschitzienne :

Vp,q € U, [If(p) = f(@)lle < 5llp—qllx

Démonstration. Ce résultat repose sur le lemme suivant :

Lemme 4.1.12. Soit~v: [a,b] — R* une fonction continue définie sur un intervalle

[a, b] alors
b
JRCIL

Démonstration du lemme : Posons

b
< / (1) ot

On sait que
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et que (par continuité de la norme) :

Jm_e.0)], =

b
/ A(t) | dt

Par ailleurs I’inégalité triangulaire implique que

+b—a
Yla N

Et puisque t — ||y(t)||e est une fonction continue, nous savons que

(o559 - "Il

L’inégalité des accroissements finis est alors une conséquence du passage a la li-
mite dans les inégalités larges (©). O
Revenons maintenant a la preuve de I’inégalité des accroissements finis. On se
place dans les hypotheses et notations de la proposition et on considere p,q € U
alors, puisque U est convexe, le segment [p, ¢ est inclus dans I’ouvert U. Ainsi la
fonction v: [0, 1] — R¥ définie par

b— n
© e, < S
/=1

b—a —

(=1

() = f (0 + thh)
est de classe C'. De plus
7' (t) = Df (p + tpt) (p0)
donc par hypothese
1Y (®)lle < & 11541, = £llp — gl

et on conclut avec le lemme que

1
1f () =f(@lle = lIv(1) =2 (0)ls = < /0 IV (®)lledt < w154, -

/O 1 v (t) dt

O

Remarque 4.1.13. [l est ici fondamental que I’ouvert U soit convexe. Par exemple
considérons I’ouvert A de R? définie par

A={(z,y) eR?, 1 <2+ 9> <4det (z,y) & — o0,0] x {0}}.
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3

C’est bien un ouvert de R? car c’est I'intersection A = A; N As ol
A ={(z,y) eR? 1 <az? +9* <4}

et Ay = {(z,y) € R, (z,y) ¢] — 00,0] x {0}} =R?\ ({0}x] — 00, 0]).
Ay est I'image réciproque de l'intervalle ouvert |1,4[ par la fonction continue
(z,y) € R? — 22 + y? donc Ay est un ouvert de R%. De plus As est le complé-
mentaire de ’ensemble | — 00, 0] x {0} qui est un fermé de R? par c’est intersection
DNHoiuD = {(z,y) € R 2 =0} et H={(x,y) € R% y < 0} qui sont des
images réciproques de fermés de R par des fonctions continuesﬂ donc Az est un

ouvert de R?.
On définit ©: A — R par

O(1) = angle (7,001 ) € - ..

Ainsi si M = (z,y) € Aalors
— Siy > 0alors ©(M) = arccos (

x
Vatty?)
— Siy < 0alors ©(M) = — arccos —

Va2 +y?
— Sixz > 0alors ©(M) = arcsin (y) .

N/ 22 +y2

Nous pouvons calculer les dérivées partielles de © en M : On a pour %
ety
1, cestadirey #0:

x

X

4. Si abs: R? — R est la fonction abscisse abs(z,y) = z et ord: R> — R est la fonction
ordonnée ord(z,y) = y alors D = abs ™! ({0}) et H = ord™*(] — o0, 0]).
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Or

et

0 x 1 z2 y?
Ox <\/m2+y2> V22 (@242 @+ )RR
Donc
0 x Yy Y
—arccos | ——=——= | = —— | ———=
Oz Va4 y? lyl \ /22 + 42

On peut faire le calcul des dérivées partielles des autres expressions et dans tout
les cas, nous trouverons :

Un calcul similaire montre que

g@(gj y=
oy Y NZZERTE

Ainsi © admet des dérivées partielles par rapport a x et par rapport a y sur A et
ces dérivées partielles sont continues sur A. De plus si U = ai + bj alors grdce a
l’inégalité de Cauchy-Schwartz nous avons :

—ax + by

Mais si p. = (—3,¢) € A, alors nous avons

< Va2 + b= v

|DO(M)(a,b)| = '

lpe — p—cll2 = 2¢

mais
;1_{% 1O(pe) — O(p-¢)| = 2.

Donc pour € > 0 assez petit, I’inégalité

|@(pe) - @(p—e)‘ <1x Hps _p—s”Z

n’est pas valide.
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4.1.6 Quelques outils de calcul supplémentaires
Somme et produit

On dispose bien évidement des regles de calcul héritées des regles de calcul
des dérivées d’une fonction d’une variable.

Proposition 4.1.14. Soient f,g: U — R* deux fonctions de classe C* sur un
ouvert U de R™ alors la fonction f + g est de classe C' et

S +9)0) = 51 (0) + 5 -9(6) et DS + 9)() = DI (6) + Do),

Soient u,v: U — R deux fonctions de classe C* sur un ouvert U de R™ alors la
fonction u.v est de classe C' et

0 ou

= (p) et D(uv)(p) = v(p) Du(p)+u(p) Dv(p).

(p)v(p)+u(p) oz,

Fonctions composées 111

Proposition 4.1.15. Soient f: U — R¥ et g: V — R deux fonctions de classe C*
définies sur un ouvert U de R™ et V de R alors O = f~1(V') est un ouvert de R"
et la fonction g o f est de classe C* sur O et de plus

D(go f)(p) = Dg(f(p))oDf(p)

De plus si f = (f1,...,fr) et si on note (yi,...,yx) des coordonnées sur R*
alors

k
3202 10 = 3 30 (J00) 55

Démonstration. On sait que O est un ouvert de R™ car c’est I'image réciproque
de I’ouvert V' par I’application continue f. Soit maintenant p € . On étudie la
fonction

t—go f(p+té) =g(y(t))

V()= f(p+te) = (frp+te),. .., fr(p+te))

On sait que g et v sont C! et que

%g(v(t)) = Dg(v(t)) (v (t)).

Ent=0,ona~'(0) = Df(p)(&;) ety(0) = f(p) ainsi

d

dt tzog(’y(t)) =Dg(f(p))(Df(p)(€)) = (Dg(f(p))oDf(p)) (&)
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et donc
d

dt

k
90() = Y- 50 (F0)) 5 F5(0)
jzl 7 7

t=0

Donc g o f admet des dérivées partielles dans toutes les directions et en tout point
o € O. De plus la formule

0 Ny )
72,92 D) = ; 59 (f©)) 5 fi(p)
montre que ces dérivées partielles sont continuesE] donc g o f est bien de classe
cl. O
Applications

On re-démontre la formule pour le produit de deux fonctions de classe C' : On
considere donc u,v: U — R deux fonctions de classe C' sur un ouvert U de R” et
on leurs associe la fonction F': U — R? définie par

c’est également une fonction de classe C! et

P F0) = (g, ).

Par ailleurs la fonction Prod: R? — R définie par Prod(x,y) = zy est polyno-
miale donc de classe C! donc la fonction uv = Prod o F': U — R est de classe C!
de plus

) 0
%Prod(aﬁ, y) =yet %Prod(x, y) = x.

D’ou

- (10)(p) = 52 (ulp).0(9) G () + T () o) ),

d’ou
o (w0)(p) = 1(0) () + up) )

Exercice :

Définition 4.1.16. On dit qu’une application B: RF x R — R™ est bilinéaire si

les deux conditions suivantes sont vérifiées
— (ﬂ’,UE RF e RN € ]R) = B (U + A\, W) = B (i, W) + AB (¥, W),

5. Les fonctions p — a%» g (f(p)) sont continues par composition de fonctions continues et

donc % (g o f) est une somme de produit de fonctions continues donc est continue.
i
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— (ﬁ,weRf,Ze R, A €R) = B(d, W+ \2) = B (4, %) + A\B (,2).
Autrement dit B: RF x R — R™ est bilinéaire si et seulement si

— pour tout W € R, lapplication ii — B (i, %) est linéaire,

— et pour tout it € R* | application i — B (i, W) est linéaire.

1. Montrer qu’une application bilinéaire est polynomiale.

2. Soit B: R¥ x RY — R™ une application bilinéaire etu: U — RFetv: U —
R? des fonctions de classe C' définie sur un ouvert U de R"™. Montrer que la
fonction p +— B (u(p), v(p)) est de classe C* sur U et que

00 o) = 8 (5200000 ) + 8 () 7).

3. Appliquer ce résultat a I’application produit de matrice (A, B) € M, (R) x
M, (R) — AB € M, (R).

4.2 Fonctions de classe C?

4.2.1 Définition

Définition 4.2.1. Soit f: U — R une fonction définie sur un ouvert U de R™. On
dit que f est de classe C? si f est de classe C' et si ses dérivées partielles sont de
classe C".

Exercice : Reprendre les formules de dérivation des sommes et produits et compo-
sition de fonctions C! et montrer qu’une somme, qu’un produit ou qu’une compo-
sition de fonctions C? est C2.

4.2.2 Dérivées croisées

Lemme 4.2.2. (de Schwartz) Soit f: U — R* une fonction de classe C? définie
sur un ouvert U de R™. Sip € Ueti,j € {1,...,n} alors

o 0 o 0
T%@xif(p)_ 8%875]- ()

On notera alors

Ly . B R
(9$j(9$i P) = (%Ujaxi p)= 8xj 8%2'

f(p),

et aussi
9?2 62f
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Démonstration. On ne montre ce résultat que pour n = 2 et p = (0,0); en fait le
cas général s’en déduit aisément en considérant, pour ¢ # j la fonction

o(z,y) = f(p+zé + ye;) .

En effet on a

o 0 o 0
87]0@ (p)—a*a* (O 0)
0

et

©(0,0).

0 0 0 00
0z; 0z, V) T bz oy
0

Soit donc U un ouvert du plan contenant (0,0) et f: U — R¥ une fonction de
classe C2. Nous avons

f(t,s) = f(t,0) —|—/Osg‘£(t,o)do’

et

of of t 9 af
Gy( o) = 87(0’0)—’_ ; %@(T,U)Ch
D’ou
_ *of 2 0f
f(t,s) = f(t,0) —i—/o dy (O,U)da—i—/o ( 9z 9y (T, U)dT) do
mais

o
[ 5, (0,000 = £(0.5) ~ £(0.0).

Au final, nous aboutissons a la formule :

(%) f(t,s) — f(t,0) — f(0,s) + f(0,0) :/0 < 881: gf (r, 0)d7> do.

Nous pouvons recommencer en inversant 1’ordre des variables :

ft,s) / p (1,8)
. of of S0 of
83:( s) = %(7’, 0) + | By 0s —(7,0)do.
D’ou
B taf t 59 8f
f(t,s)—f((),s)+/0 ar(T,O)dT—i—/O < ; %(%(T,J)da> dr
mais

tof

r == (7,0)dr = f(t,0) — f(0,0).
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Au final, nous aboutissons a la formule :

9 of

(35) f(t78)—f(t’0)—f(O’S)JFf(O’O):/o <0 dy da

(7, a)da> dr.

En comparant les identités (x) et (%), nous obtenons :

0 of B 0 of
/0 < ; 8y o —(, U)do*) dr —/0 < 2 dy —(r, O')dT) do.
donc

o of o of ([0 of o of
ts (&;&U(O’O) — 8:Cay(0,0)> = /0 </0 {82333/(7’ o) — 895(9?;(070)] d7'> do

_ /Ot </0 L‘?yg}};(“ o) — gygi(o,m} da> dr.

Soit ¢ > 0. On se sert de la continuité en (0, 0) des fonctions (%g—i et

Nous avons donc qu’ily a § > 0 tel que

9 of
Ox 0y

0 of 0 of €

« 0 0 0 0
f f £
.ol <5 | 200 - 22 0.0 <

Posons 77 = /2, nous avons alors

o of o of e
21| ¢ O0F _o9ay <928
Soit 5 of 5 8f
— _ -7 <
‘ayax(’o) z Dy OOH c

Ceci étant valide pour tout € > 0, nous en déduisons que

9 af

995, o of
Oy ox "’

0) — 8—8—(0 0) = 0.

4.2.3 Développement limité a ’ordre 2

En utilisant les mémes arguments que ceux employés pour établir qu’une fonc-
tion C* admet un D.L. 4 1’ordre 1 en chaque point, nous pouvons démontrer qu’une
fonction de classe C? admet un D.L. 4 I’ordre 2 en chaque point :
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Théoréme 4.2.3. Soit f: U — RF une fonction de classe C? définie sur un ouvert
U CR"etp e Ualors il y a une fonction n: B(0,0) — R¥ continue en Ogn et
vérifiant n(0) = 0 tel que si h =" | h;€; alors

- "9 92 So o
P+ ) = F0) + Y b f) +5 S By oy )+ IRIPn(R).
i=1 !

1<z,j<n

Démonstration. 1y adonc § > 0 tel que B(p, 8) C U etalors si h = Yo hiéi €
B(0, ¢), nous définissons

Y(t) = f(p+th)

1l s’agit d’une courbe C? sur I’intervalle [0, 1] et nous pouvons calculer

et

Nous avons, en conséquence de la formule de Taylor avec reste intégrale a 1’ordre
2:

1
v(1) =~(0) ++/(0) + %7”(0) + /O (1—1) (v"(t) —~"(0)) dt.

C’est a dire

— n 2 — —
Fo+ ) = )+ Db @) +5 S by )+ ()
i=1 ¢ 1<z,]<n
Ou
4 1 ! i "
() = ||ﬁ||2 [ a=06"0-"0)
f o o
|h||2 ZZ / (83:] aﬁl(p—i_th)_aa:ja:ci(p)) dt.

=1 j=1

Soit € > 0. Par continuité des dérivées partielles secondes, nous savons qu’il
existe un & > 0, que I’on peut supposer plus petit que &, tel que pour tout ¢,j €
{1,...,n}etk € B(0,¢):

%

5'1‘j81’i (p + k) B

0% f €
81‘j81’i P n? + 307"
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Alors si i € B(0,€), nous savons que pour tout ¢ € [0,1] alors th € B(0, ) et
nous en déduisons[’

|hih; \ £
n(h)|| < —t)————dt < &.
(i) < ? 1} ; i )50
On a bien démontré que

lim n(h) = 0.
h—0

4.2.4 Différentielle seconde

Définition 4.2.4. Soit f: U — R” une fonction de classe C* définie sur un ouvert
U C R" et p € U. On appelle différentielle seconde de f en p I’application
bilinéaire : D?f(p): R™ x R™ — RF définie par

82
0sot

f(p+ th+ sk).
(£,5)=(0,0)

Sih= S hi€; et k= Yo ki€ alors

D?f(p)(h,k) =

9 _;_»
Df 7 Z kh]a 8[L‘Zf<)

1<4,5<n

Nous avons donc une expression concise pour le Développement limité a 1’ ordre

f(p+h) = f(p)+ Df(p)(R) + DQf(p)(E,ﬁHIIﬁIIZW(H)-

ou lim; n(h) = 0.
Exercice : Soit t — (z(t),y(t)) une courbe plane de classe C* et f: R?> — R une
fonction de classe C? calculer

2
) y(0)

SOlution + On sait que
—f(ac(t) y(t) == (t) (ac(t) y(t) +y (t) (ac(t) y(t))

et redérivant encore cette identité, nous aboutissons a :

d2 o Of
ﬁf (z(t),y(t) == (t)afz (x(t), y(t))

/ 252f NN |
+ (@ ()7 =5 (@(®), y(0) + 2’ Oy () 5 —— (2(t), y(1)
yOx
+y<t> <:c(t> y(t)

+y'(®) (t)

(w(t) y(1) + (' (1) — (w(t) y(t)) -

6. Notez bien que |h;| < ||h]|.
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Et re groupant les termes, nous avons

42

F (@), y(t) = x”(t) (a:(t) y(®) + v <t> <a:<t> y(t))

+ @ )5 (r(t> y(1)) + 22" 1)y’ (t) (I(t) y(®) + (' (1)° 7(1(,5) y(®) -

Avec v(t) = (z(t), y(t)) on peut condenser cette expression :

d2 " 2 ’ ’
=5/ 07 = D7 () (")) + D*F ) (v 9,7/ (1)))-

4.2.5 Cas particuliers des fonctions a valeurs réelles

Si f: U — R une fonction de classe C? définie sur un ouvert U C R"etp € U.
On introduit la matrice hessiennne de f en p définie par

0 f
A =Hessf(p) = <8xz81‘] (p)>1§i,j§n’

Le lemme de Schwartz nous apprend que Hess f (p) est une matrice symétrique. De

h1
plus lorsque 7 = > =1 hjéjet H= : € M, 1(R) alors
b,
ha
D*f(p)(h,h) ="HAH = ( hy ... hy )A| : hi
f(p)( ’ ) ( 1 ) . Z h‘]axjaxz( )
hn 1<4,5<n

Dans le cours d’algebre, vous venez d’apprendre qu’une matrice réelle symétrique

est diagonalisable dans une base orthonormée : il y a donc A\; < --- < Ay, et
(€1,...,6,) une base orthonormée de R"™ telle que si P est la matrice de passage
de la base canonique a la base (€7, . . ., €’n)|Z] alors

Ao 000 0

0 X O 0

AP=P| 0 O
0 An—1 O
0 0 A

En particulier, si h = )" | a;€; alors

Ihlla = Vih= > h2= ] a?
=1 =1

7. C’est a dire que les vecteurs colonnes de P expriment les coordonnées des vecteurs €, . . . , €,
dans la base canonique
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MBS < D*f(p)(B,B) =D Niaf < AallRl.
=1

Définition 4.2.5. On dira que

— D?f(p) est définie positive si Ay > 0.
— D?f(p) est définie négative si \,, < 0.

Exercices

1. Sin = 2 montrer que D?f(p) est définie positive si et seulement si

82 82 62 82 2
87];(1?) >0 et 6;;(19)83;(19) - (8368];(1))) >0,

Pour cela il est agréable de remarquer que

2l ZLp) )
H — (9%“ 8:E26y ]
/) ( s () S D)

2. Montrer que D?f(p) est définie positive si et seulement si il y a v > 0 tel
que :
Vh € R", D*f(p)(h, h) > +||hll3.

3. Montrer que D?f(p) est définie négative si et seulement si il y a y > 0 tel
que :
h € R", D*f(p)(h, h) < =11Ihl3.

4. Montrer que D? f(p) est définie positive si et seulement si

Indication :

i) Montrer que

si et seulement si
(F e R et bl = 1) = D2f(p)(5, ) > .
ii) On introduit " = {h € R™ tel que ||h]|2 = 1} la sphére unité. Montrer
qu’il existe hg € S™ tel que
h € 8" = D*f(p)(h,h) = D*f(p)(ho, ho)-

On montrera pour cela que S™ est une partie compacte de R™ et que
h s D2f(p)(h, h) est continue.
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4.3 Extrema d’une fonction de classe C! ou C2.

4.3.1 Minimum et maximum

Définition 4.3.1. Soir f: U — R une fonction définie sur un ouvert de R" et
p e U. Ondit que f a
— un minimum local en p s’il existe un 6 > 0 tel que ¢ € B(p,d) = f(q) >

f(p). Autrement dit inf{ f(q),q € B(p,d)} = f(p).
— un minimum local strict en p s’il existe un § > 0 tel que ¢ € B(p,)\{p} =

f(q) > f(p). Autrement dit

inf{f(q),q € B(p,d)} = f(p) et (¢ € B(p,9) et f(q) = f(p)) = ¢ =p.
— unminimum globalenpsiq € U = f(q) > f(p). Autrement dit inf{f(q),q €

U} = f(p).
— un minimum global stricten p si ¢ € U \ {p} = f(q) > f(p). Autrement
dit

inf{f(q),q e U} = f(p)) et (g€ Uet f(q) = f(p)) = ¢ =0

— un maximum local en p s’il existe un § > 0 tel que q € B(p,0) = f(q) <
f(p). Autrement dit sup{ f(q),q € B(p,9)} = f(p).

— un maximum local strict en p s’il existe un 6 > 0 tel que ¢ € B(p,9) \
{p} = f(q) < f(p). Autrement dit

sup{f(q),q € B(p,9)} = f(p)et (¢ € B(p,6) et f(q) = f(p)) = ¢ =0

— unmaximum globalenpsiq € U = f(q) < f(p). Autrement dit sup{ f(q),q €

U} = f(p)
— un maximum global strictenp si ¢ € U \ {p} = f(q) < f(p). Autrement
dit

sup{f(q),q € U} = f(p)) et (g€ Uet f(q) = f(p)) = q¢=0p.

4.3.2 Condition nécessaire

Proposition 4.3.2. Soit f: U — R une fonction de classe C' définie sur un ouvert
de R" et p € U. Si f a un minimum (ou maximum) local en p alors

Df(p)=0.

Démonstration. En effet dans ces conditions, pour tout h € R™, 1a fonction ¢ —
f(p + th) est définie sur un intervalle ouvert contenant 0 etelle admetent = 0
un minimum local et donc

gi|,_ @+ th) = Dfw)(h) =0

8. Eneffet, puisque U est ouvert, il y aunréel § > 0 tel que B(p,8) C U.Etalors ¢ — f(p+th)

car [t| < —2— = ||th|| < 6.

est définie lorsque |t]| < HER

_6
llal+1”



146 CHAPITRE 4. CALCUL DIFFERENTIEL

Ceci étant valide pour tout h € R™, nous en déduisons que Df(p) = 0. O

Un exemple : On étudie f: R? — R la fonction définie par

2—xz+y

fen = e

On sait que f est de classe C'.

Solution astucieuse : 1l existe une remarque astucieuse qui permet de localiser le
maximum de la fonction f : En introduisant les vecteurs & = i+ a:j + yE et
=2 — j + k, nous avons, d’apres I’inégalité de Cauchy-Schwartz :

2—x+y=uv<|d|v] =1+ 22 +1y2V6.

avec égalité si et seulement si il y a A > 0 tel que @
1
5.

AU. C’est a dire si et

seulement si (1, z,y) = %ﬁc’est adire x = —% ety = =. C’est a dire que f admet
un maximum global en p = ( —%, %) et

sup{f(p),p € R*} = V6.
Solution classique : Ona f(0,0) = 2etsi (z,y) € R?\ {(0,0)} alors

2 —x 4y
fla,y) = +
V1i+a?2+y? 1+ +y?
2 2] + ly]
T Vat Y a2 42

2
<+ V2

Ve

Ou dans la derniere inégalité, nous avons utilisé I’'inégalité de Cauchy—SchwartzE] :

|z + y| < V222 + 2.

Posons Ry = 2.10'°. Nous avons alors

22+ 1y2 > Ry = f(z,y) <1070+ V2 <2 < f(0)

Si D(0, Ry] est le disque euclidien fermé centrée en 1’origine et de rayon Ry alors
on sait que f: D(0, Rg] — R est une fonction continue définie sur un fermé borné
de R? donc compact; donc f: D(0, Rg] — R est bornée et atteint ses bornes. Il y

adonc pg = (z0,%0) € D(0, Ro] tel que f(po) = sup{f(p),p € D(0, Ro]}. Par
ailleurs, nous avons

sup{f(p),p & D(0, Ro]} < f(0) < sup{f(p),p € D(0, Rol}.

9. On peut aussi le démontrer comme dans les TD de mathématiques 1 :

(el +1yD* = 2(a* +¢*) = 2lzllyl —2* —y* = —(Jz| — |y))* < 0.
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On en déduit que

sup{f(p),p € R*} = sup{f(p),p € D(0, Ro]} = f(po)-

Donc f a un maximum global en py.
On calcule maintenant les dérivées partielles de f :

of 1 x
@y = == -2 -2 +y)
Oz V1+a?+? (1+ 22 +y2)/1+a2 +y2
of 1 Y
a*(ﬂfay):ﬁ—@—v’ﬁ'y) :
Yy Vit 4y (1422 +y?)\/1+ 22+ 92
Donc on a

Df(z,y) =0 —-2—z+y)z=2—z+y)y=1+2>+1°

Or la condition —(2 — z + y)x = (2 — x + y)y = 1 + 2% + y? implique que
(2 — z +y) # 0 et donc nous avons

—Q2—z+y)z=2—z+y)y = 14+2°+1° & (zr=-yet(2+2y)y=1+ 2y2)

Donc

On a donc démontré
— que f atteint sa borne supérieure en au moins un point py € R? et donc que
Df(po) = 0.
— Quesi Df(p) =0alorsp = (—%, %) .
Donc f atteint sa borne supérieur uniquement en Py = (—%, %) . Et donc

sup{f(p),p € R’} = f (—1 1) 3 e

23
4.3.3 Condition suffisante

Théoréme 4.3.3. Soit f: U — R une fonction de classe C? définie sur un ouvert de
R etp € U. Si Df(p) = 0 et si D?f(p) est définie positif alors f a un minimum
local strict en p.

Remarque 4.3.4. Nous avons aussi le résultat suivant :Soit f: U — R une fonc-
tion de classe C* définie sur un ouvert de R™ etp € U. Si Df(p) = 0 et si D f(p)
est définie negatif alors f a un maximum local strict en p.
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Démonstration. Dans ce cas, on sait qu’il existe v > 0 tel que :
- 9 SR 9
Vh € R", D*f(p)(h,h) > ~[|[3.
Puisque toutes les normes sont équivalentes, nous en déduisons le développement

limité a I’ordre 2 :

F(p+ ) = 1) + 5 D2F @) F) + [F[Bn(F) avee lim y(B) = o

h—0

En particulier, il y aun & > 0 tel que

= . ~
hll2 <€ = ‘ h ‘ < —.

Ihllz < €= |n(h)| < =

Alors lorsque i € B(0,€) (o ici B(O, €) est la boule pour la norme euclidienne
| - []2), nous avons

- 1 . 5 S -
Fp+ ) > F0) + 5D F(p) (R 1) = I3 > f(p) + SRl = A3

3

Et donc .
Fp+h) > fp) + 55 l1Rl5

Et I'égalité f(p+ h) = f(p) n’a lieu que lorsque i = 0. O
Un autre exemple : On étudie la fonction

fla,y) =a(z+1)° -y
C’est une fonction polynomiale donc de classe C2. On calcule

%(m,y) =(z+12+2z+)z=(x+1)Bzx+1)

et af
%(x,y) = —2y

et
0% f

0% f
0xdy

(.I,y) =0.

Nous avons donc

Df(z,y) =0« (z,y) = (=1,0) ou(z,y) = (=1/3,0).

10. toujours lorsque ||72]|2 < &.




4.3. EXTREMA D’UNE FONCTION DE CLASSE C! OU (2. 149

De plus
-2 0
Hessf(—1,0) ( 0 o )

Hessf(—1/3,0) ( (2) _02 )

et

Ainsi D2 f(—1,0) est définie négatif donc f aen (—1,0) un maximum local strict.
Remarquons que f(—1,0) = 0. Mais que f s’annulle aussi le long des courbes

teRT — (t,x(t + 1)V1)

etque f(0,y) = —y? ainsi (—1,0) n’est pas un maximum global.

Par ailleurs en (—1/3,0), f n’a pas de minimum local ni de maximum local :
car x — f(z,0) aenz = —1/3 un minimum local ety — f(—1/3,y)aeny =0
un minimum local. On dit que f a en (—1/3,0) un point selle. On a dessiné la
surface z = z(z + 1) — y? :

Etici on a rajouté le plan z = f(—1/3,0) = —4/27:
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4.4 Intégrales multiples

Avant-propos

Vous verrez en L3 une théorie-due a Henri Lebesgue- de I’intégration beaucoup
plus satisfaisante concernant la définition de I’intégrale. Aussi, cette section est
avant tout une section d’introduction aux calculs d’intégrales.
4.4.1 Approche intuitive
Possible définition de I’aire

Sik = (ki,ke) € Z* et N € N\ {0}, on note Cy, y le carré

|:k'1 ]{31+1:| y |:k12 k2+1:|

Cr,n =

NN NN
Le plan R? est pavé par ces carrés. Si §) est un ouvert, on pose
1
.AN(Q) = mcard{k € ZQ,Ck’N C Q}

C’est I’aire du sous domaine de €2 formé par les carrés situés dans 2.

B

Lorsque la suite (Apn(£2)) 5 converge, on peut appeler

Aire(Q2) = Nlir_ri_l An(Q).
—+00

Lorsque 2 est un domaine délimité par deux graphes de fonctions continues : ¢’est
a dire on dispose de deux fonctions continues o, w: [a, b] — R vérifiant :

z € [a,b] = a(zr) <w(x).
et on considere :

Q= {(z,y) €ER?’tel quea < z < b, ax) <y < w(x)}.
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L’ensemble ) est bien un ouvert de R? car c’est ’image réciproque de 1’ouvert
10, +00] par la fonction définie sur l’ouvertm U =la, b[xR par

(z,y) = w(z) — a(2).

On peut démontrer que

b
Aire(Q) = / (@(z) — az)) dz.

Remarque 4.4.1. Lorsque F C R? est une partie quelconque du plan, on pour-
rait définir son aire avec une définition analogue. Cependant cette définition aura
U’inconvenient de donner une aire nulle a un domaine qui ne contient aucun carré.
Nous conviendrons que dans le cadre précédent, les parties

{(z,y) € R*telquea <z < b, a(z) <y < w(x)},

{(z,y) € R*telquea < = < b, a(z) <y < w(x)}
et {(z,y) € R*telquea <z < b, a(z) <y < w(x)}....

ont la méme aire.

Possible définition de I’intégrale double

Si on dispose d’une fonction continue f: K — R définie sur une partie com-
pacte K du plan contenant €2 alors on peut définir

- Y i(y)-

kEZQ,Ck’NCQ

Et lorsque la suite (I (f,(2)), converge, on pourrait appeler

/f:vy dedy = lm_In(£,9).

Dans le cas ol comme précédemment € est définie par

Q={(z,y) € R?telquea <z < b, a(z) <y < w(x)}

/Q f(z,y) dedy = /ab </;(Jj) f(a:,y)dy) dz.

Notons qu’il n’est pas évident ici que la fonction x — f;((;;) f(z,y)dy soit conti-

alors

nueH De méme on considérera que la formule suivante est encore valide si on
integre f sur les parties définies par des inégalités larges ou strictes.

11. U est bien un ouvert, c’est I'image réciproque de I’intervalle ouvert ]a, b[ par la fonction
continue (x,y) € R? — .
12. Vous verrez cela dans le cours d’analyse 3.
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Dans les cas qui nous concerne

Lorsqu’on aura a calculer une intégrale double

//ﬂ f(a, ) dudy

on commencera par découper le domaine €2 en une réunion de domaines délimités
par deux graphes de fonctions continues :

Q\T1U...T,) =QU---UQy
ot pour chaque i = 1,...,k,ilya~;: I; — R? une courbe de classe C! définie
sur un intervalle fermé borné I; telle que I'; = %‘(Ii)El Et il y a pour chaque
j=1,...,¢, des fonctions continues o, w;: [a;, b;] — R vérifiant :
t € laj,bj] = a(t) < w;(t).
tel que

Q; = {(z,y) € R*tel que a; < = < bj, aj(x) <y < wj(z)}

ouQ; = {(z,y) € R*tel que a; < y < bj, a;(y) <z < w;i(y)}.

&

Et on posera

//Qf(a:,y) drdy = ]Z;//Q f(z,y) dzdy.

11 se trouve que ceci est bien défini et en particulier : cela ne dépend pas du décou-
page fait et si on dispose d’un domaine

D = {(x,y) € R%telquea < z < b, a(z) <y < w(z)}
= {(z,y) € R*tel que c < y < d, u(y) <z < v(y)}

13. Dans la pratique I'; sera souvent un intervalle [A;, B;] C R2.
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etque si f: K — R est une fonction continue définie sur un compact K contenant
D alors on a I’égalité

[ v [ ( / ?()) f<:c,y>dy> w= [ ( / (j) f(:c,y)da:> ay:

il s’agit du théoréme de Fubini.
Cas des intégrales triples
Lorsque (2 sera une partie de 1’espace R? définie par
Q= {(x,y,2) € R¥tel que (z,y) € Det a(z,y) < z < w(z,y)}

ott D C R? est un ouvert de la forme précédente et ol v, w: K — R sont des fonc-
tions continues définies sur un compact K contenant . Alors on pourra définir

vol(@) = | (w(o.9) - o) dady,

Lorsque f: L — R sera une fonction continue définie sur un compact L contenant
(2, on définira

//Qf(a:,y,z) drdydz = //D </{::Zj) f(a:,y,z)dz) dxdy.

S’il s’avere que de plus
D = {(z,y) € R%telque a < < b, u(z) <y < v(z)}
alors pour chaque x € [a, b] on peut définir le domaine U, C R? par
{a} x Uy = ({z} X]R2> NnQ
c’est a dire
Us = {(y,2) € R?tel que u(z) < y < v(z) et afz,y) < z < w(z,y)}.

Et on aura-c’est une version 3D du théoreéme de Fubini :

szt [ ([ ([ o) )
- /ab (//Um f(%y,z)dydz) dx
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4.4.2 Quelques calculs

i) D; = {(z,y) € R? x < 1,y < 1,z +y > 1}, on veut calculer Aire(D;) et

Ip, (@ +y)dzdy.
On commence par dessiner D; :

x+y=1

EtD; = {(z,y) € R?, 2 €[0,1],1 — 2 < y < 1}, on en déduit le calcul de
I’aire

! 1
Aire(D;) = / xdr = -
0 2

et

l (/1ix(m+y)dy> dx

// (x +y)dzdy /
D; 0
1 27y=1

:/ [xy%—y} dx

0 2 y=1—x

)

2

3

ii) Pour a,b > 0, on considere 'intérieur de I’ellipse D, j, = {(x, y) € R2, z2 + ‘Z—; < 1},

aZ
on veut calculer

Aire(D, ) et // (2% — y*)dzdy.
Da,b

On commence par dessiner D, y, :
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Nous avons

/ 2 / 2
Da,b:{(az,y)ERQ,_a<x<aet—b 1—$—2<y<b 1_3:_2}.
a a

Donc avec le changement de variables = af :

a 2 1
Aire(Dgp) = 2/ by/1 - %daz - 2ba/ V1= €2d¢ = ab Aire(Dy ).
—a —1

On sait queEl Aire(D; 1) = 7 donc

Aire(Dgy) = abm.

Puis avec les mémes changements de variables © = a¢ puis £ = sin(f) :

a :L,Q
// 22dxdy = 2/ z2by /1 — —dz
Da,b —a a

= 2ba® /1 £2\/1 — £2d¢
-1

Wl

= ba® / sin?() cos?(6)d.

VB

Pour calculer cette derniere intégrale, nous utilisons les relations trigonomé-
triques

2sin(t) cos(t) = sin(2t) et sin(z) = = (1 — cos(2x))

DN =

14. Le calcul donnerait ici :

Jusy s

2/711 V1 —§2d.§:2/2r cos®(0)do = /272r (1 +sin(20)) do = [9— %cos(?G)}f =7

[NE
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ainsi

sin?(#) cos?(0) = isinQ(%) (1 —cos(40)) .

oo \

Or

us

/_2 cos(40)do =

INE]

ainsi

2 3T _ T, 3
rdrdy = 2ba’— = —ba
//DM 8 4

Le méme calcul donne

// yidedy = Tp3a.

Da,b 4

// (x2 — yz) dxdy = T ha (a2 — b2) .
Da,b 4

iii) On considére Dyj; = {(z,y) € R? | 0<z <1, 0 <y <1} etonveut cal-

culer
1
dxdy.
//D I+a)1+a2) "

Ainsi

On peut procéder de deux fagons :

// dxd
(I+2)( 1+xy
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Ou en intégrant d’abord par rapport a y

//D (e L /0 </0 FETE xy?)dy> o

[ ]

1
/ arctan(\/.%) dx
1+2

1
/ arctan( Y2du  avec x = u?
0

1
/ 2 arctan’(u) arctan(u) du
0

= [arctan (u)]

7'('2

16

Le théoreme de Fubini fournit donc

1 2
1 2 T

1 dy = —.

/0 1—y2n(1+y2> Y7 16

iv) On considére D, = {(x,y) ER? | 1<ay<2,22<y< 23:2} et on veut
calculer Aire(Dyy).
On commence par dessiner D;,, :

\/
/

£

N
N

N\

Une petite étude montre que si on coupe D;,, a I’aide de la droite z = 1 alors

1 1 2
Dw:{(az,y)el ¥ 5,1 xR,<y<2x2}U{(m,y)e}l,\7§} xR,m2<y<}.
x x

Ainsi
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Ce qui apres un peu d’arithmétique, fournit :
. 1
Aire(D;y) = 3 In(2).
V) On introduit la boule unité de R : B3 = {(a:, y,2) ER3, 22 + 92 + 22 < 1, }
et on veut calculer son volume. On a
B3 = {(x,y,z) eER3, x el —1,1[ety? +2° < 1—x2,}

Donc si D, = {(y,2) € R?, y* + 2* < 1 — 22, } alors

1 1 1
vol B3 = / (// dydz> dx = / Aire (D,) dx = / 7(1—z%)dx = %7‘(‘.
-1 v -1 -1

4.4.3 Le changement de variable
Ici on travaille dans le plan ou dans I’espace n = 2 oun = 3.

Théoréme 4.4.2. Soit ®: U — R™ une fonction C* définie sur un ouvert borné U
de R™. On suppose

— ® est injective.

— Pourtoutp € U, D®(p): R™ — R" est une application linéaire bijective :

ie jo(p):=det D®(p) # 0.
— V = ®(U) est un ouvert de R"E}
Si f: K — R est une fonction continue définie sur un compact K contenant V.
alors

sin=2: //Vf(a:,y) dzxdy = //Ufo O(z,y) |det DP(x,y)| dzdy.

sin=3: // f(z,y, z) dedydz = // fo®(x,y, 2)|det DO(x,y, z)| dedydz.
1% U

4.4.4 Exemples de calculs

i) Si A= ( CCL i ) € M3 (R) est une matrice 2 x 2 inversible (det A # 0)

alors L’ application
®(z,y) = (az + by, bz + dy)

vérifie bien les propriétés précédentes et puisqu’alors D¢(p) s’identifie a I’ap-
plication linéaire associé a A :

det D®(p) = det A.

15. Vous verrez en L3 que ce sera une conséquence des deux premieres propositions



44.

ii)

iif)

INTEGRALES MULTIPLES 159

Si U est un ouvert borné de R? alors en application la formule de changement
de variable a
o: U — AU)

nous obtenons
Aire(®(U)) = | det A| Aire(U).

En effet
Aire(o(U)) = // ldzdy = // 1|det A| dzdy = | det A| Aire(U).
() U

On peut démontrer cette formule dans le cas ot U =]0, 1[x]0, 1] et ot A est

triangulaire supérieur :
a b
A= .

U est 'intérieur du parallélogramme délimité par les vecteurs i et j donc
A(U) est I'intérieur du parallélogramme délimité par les vecteurs A(i) = ai

et A(j) = bi + df. L’aire de ce parallélogramme est égale au produit de la
longueur de la base (c’est a dire |al) par la hauteur (c’est a dire |dl) :

Aire(®(U)) = |ad| Aire(U).

On aurait pu aussi démontrer que (pour a, d > 0)

o(U) = {(a:,y) €Ry E]O,d[,g <z < Z—i—a}

et donc

Aire(®(U)) = /Od (2 ta- Z) dy = da.

On considere ®(z,y) = (ax,by) ot a,b > 0. Démontrer, qu’en notant D le
disque Euclidien unité, nous avons :

&(D) = Doy

Redémontrer ainsi la formule
Aire(Dgy) = mab.
Les coordonnées polaires : On considere 1’application
P(r,0) = riy

ou

ity = cos(0)i +sin(h)j = (cos(h), sin(0) ).
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On note ¥y = Lijy = — sin(6)7 + cos(#)7, on sait que ( @y, Ty ) forme une
base orthonormée directe de R?. On vérifie sans trop de peinem que I’appli-
cation P réalise une bijection entre |0, +00[x]0, 27| et R? \ (R, x {0}). De
plus P est de classe C* et

OP ., OP o
E(T’ ) = tget %(r, 0) = rup.

Ainsi
det DP(r,0) =r.

Donc si U CJ0, +00[x]0, 27| est un ouvert borné de R? et si V' = P(U) alors
pour toute fonction f: K — R continue sur un compact K contenant V', nous

o //U f (rcos(8),rsin(9)) rdrdd = //Vf(m,y)dxdy-

Calculons par exemple [p z*y?dady ou D = {(z,y) € R?, 2* +y* <1}
est le disque euclidien unité. On a

//mQdexdy:/ 22y dady
D D\(R+x{0})

P(10,1[x]0, 2x[) = D\ (Ry x {0})

et

donc

1 27
// 22y drdy = // 4 cos?(0) sin?(0)rdrdd = </ r5dr> (/ cos?() sin2(9)d9> .
D 10,1[x]0,27] 0 0

On calcule la derniere intégrale avec la formules de trigonométrie et on

obtient donc .
dedy = - — = —.
//ny T T !

iv) Les coordonnées cylindriques : Ces coordonnées sont une extension des
coordonnées polaires a la dimension 3, on convient de noter encore iy =

cos(0)i+sin(0)j = (cos(f), sin(h),0) et vy = d%ﬁg = —sin()i+cos(0)].
On note ¢k = (0,0, 1) et de méme (11’9, g, k ) forme une base orthonormée
directe de R3. On introduit

C(r,0,2) = riy + zk.

16. cela veut dire que vous devez le vérifier !
17.

cos®(6) sin®(0) = isin2 (20) = é (1 —cos (46)).
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De méme C est une bijection entre |0, +00[x]0, 27[xR et R?\ (R4 x {0} x R).
Et C est de classe C'. On peut calculer

oC , oC

C -
E(T,Q,z):um 50 —(r,0,z) = k.

—(r,0,z) =rip et — P

Ainsi
det DC(r,0,z) =1

On peut se servir des coordonnées cylindriques pour calculer le volume du
domaine 2, défini, pour a > 1, par :

Qa:{(%yaz)€R3>2m<1et1<z<a}.

Ona
vol Q, = vol (2, \ (R4 x {0} x R))

et si pour
H, ={(r,0,z2) €]0,4+00[x]0,27[xR, 1 < z < aet zr < 1}

alors C(H,) = Q4 \ (R4 x {0} x R) donc

it = [ rarana: = [ ( /0i rdr> ([F)a= [ Tae=nT

On remarque que lorsque a tend vers 1’infini le volume de (2, reste borné et
donc le volume du domaine infini

QOO:{(‘T7y7Z)€RgaZ\/m< 1et1<2}

est fini.
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v) Les coordonnées sphériques : Il s agit de se repérer dans I’espace R? avec la
distance a ’origine = /a2 4 y? + 22, la longitude 0 €]0, 27| et la latitude
¢ €] — /2, 7/2[. Pour cela on introduit donc

S(r,0,0) =1 (cos(gp)ﬁg + sin(gp)E) :

SiM = S5(r,0,p)alors r = d(O, M), ¢ est’angle entre le plan Oxy d’équa-
tion z = 0 et le vecteur OM et 0 est I’angle les vecteurs ietle projeté ortho-
gonal de vecteur OM sur le plan Ozy.
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Une argumentation basée sur ces observations montre que S réalise une bijec-
tion entre |0, +o00[x]0, 27[x] — 7/2, /2| et I’espace R? privé de ’axe des
2R3\ ({(0,0)} x R). On calcule également

oS -
E(ra 07 30) = COS(SO),J@ + Sin(@)k’a

oS ~
55 7:0:9) = rcos()

oS . S -
et %(r, 0,2)=r (— sin(p)ty + cos(np)k) .

Ainsi un petit calcul mene sans peine a

det DS(r,0, p) = r? cos(p).

Ceci nous permet de re-calculer le volume de la boule unité de I’espace :

vol B? = /// r? cos(p)drdfdy = 1X(2W)X[Sin(@)]§z = %TF'
10,1[x]0,27[x]—7 /2,7 /2] 3 2 3

4.5 Courbes planes

Avant propos

On veut ici introduire 1’étude des parties du plan R? qui sont définies par une
équation du type

f(ac,y) =0

ot f: U — R est une fonction de classe C' définie sur un ouvert de R?.

4.5.1 Un cas bien connu

Lorsque ¢: ]a,b[— R est une fonction de classe C* alors le graphe de ¢ est
I’ensemble du plan défini par 1’équation

p(z) —y=0.

Si on introduit l’ouvertﬁU =]a,b[xR de R? et f: U — R définie par f(x,y) =
o(x) — y alors

I'={(z,y) €U, f(z,y) =0} ={(z,p(2)),z €]a, b[}
et si po = (xo,yo) € I alors la droite tangente a I" en py a pour équation

Y —yo = ¢ (x0) (x — o) .

18. savez vous pouquoi c’est un ouvert ?
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4.5.2 cas général

On dispose du théoreme des fonctions implicites dont la version plane est la
suivante :

Théoréme 4.5.1. Soit U un ouvert de R? et f: U — R est une fonction de classe
CF (onk =1 ou k = 2). Soit py = (z0,y0) € U vérifiant les conditions :

of
=0et —— 0
f(po) =0e 3y (po) #
alorsilyae > 0,8 > 0et @: |vg — €, 29 + €[ R une fonction de classe C* tel
que l’on ait I’équivalence

p=(x,y) €]lxg — €, x0 + [X|yo — I, y0 + ] x €E|xg — e, 0 + €[
( flz,y) =0 >@< y = p(z) )

Autrement dit si nous notons I' = {(x,y) € U, f(x,y) = 0} et si on introduit le
rectangle
RPO(€75) :]xo —& 2o+ 5[X]yo —0,y0 + 6[

alors Ry, (g,6) NI est le graphe de la fonction .

Quite a réduire € et J, nous pouvons supposer, par continuité de la fonction

%(pg), que sur R, (g, ) la fonction g—i(po) ne s’annule pas. Nous avons alors
pour tout z €€|xg — €, 20 + € :

[z, () =0
et si nous dérivons par rapport a x cette formule, nous obtenons@
2 (a0la) + ¢ (@) 5 () =0

Et ainsi nous obtenons la formule

19. Cela provient du fait que si g: @ — R’ est une fonction continue définie sur un ouvert
Q C R etque g(po) # Oalorsily an > 0 tel que

p € B(po,n) = g(p) # 0.

11 suffit alors de réduire ¢ et § pour assurer que € < n et d < 7. Pour démontrer ce fait on peut
procéder de deux facons
— La premiere preuve consiste a reprendre les arguments utilisés pour le méme résultat en
Analyse 1 : on utilise la définition de la continuité avec € = ||g(po)||/2 etalorsilyan > 0
tel que

p € B(po,n) = ll9(p) — 9(po)ll < llg(po)ll/2 = lllg(P)Il = llg(po)lll < llg(po)ll/2

= —llgtpo)ll/2 < llg@)Il = llg(po)ll < llgpo)ll/2 = llg(po)ll/2 < llg(p)]]-

— La seconde est de remarquer que O = {p € Q,¢g(p) # 0} est I'image réciproque de
I’ouvert R* \ {0} par la fonction continue ¢ c’est donc un ouvert de R™. Ensuite puisque
po € O ilyan > 0tel que B(po,n) C O etonabienp € B(po,n) = g(p) #0.

20. siy(z) = (z,¢(x)) alors D f(y(z))(7' (x)) = 0or ' (x) = (1, ¢'(z)), d’ou le résultat.
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o (1, p(x))
) = — Oz 7))
=0 o)

Ainsi si Py = (Xo,Yy) € I' N B(po, €) alors la droite tangente a I" en Py est la
droite d’équation

9 (Py)

oz \1 0

y—Yy=—4 (x — Xo)
SL(m)

ou encore la droite d’équation :

of aof

x— Xo)==(Fo) + (y — Yo)=—(F) =0.

( 0) 5, (Fo) + (y 0)8y( 0)

Par ailleurs, en inversant le role des coordonnées (x, y), nous obtenons un résultat
similaire lorsque la dérivée par rapport a la premiére variable n’est pas nul : Soit U
un ouvert de R? et f: U — R est une fonction de classe C* (oit k = 1 ou k = 2). Soit
po = (o,y0) € U vérifiant les conditions :

F(po) = 0t 2L (py) #0

alorsilyae > 0,6 > 0et): Jyg — 0,0 + 6[— R une fonction de classe C* tel que I’on
ait I’équivalence

< p:(?(zc);)]ip(b(g’a)) )@( ye}zf:—gégﬂ[ )

Dans ce cas, on montre aussi que la droite tangente a I en pg a pour équation :

OF (py) = 0.

of (Po) + (y — yo)afy

oz

(x — x0)

Définition 4.5.2. Lorsque ®: O — R est une fonction de classe C' sur un ouvert
O de R" et que p € O, nous notons

grada(p) =Y o ()

le gradient de ® en p. C’est le vecteur de R™ défini par
- — - -
vk € R", (gmd <I>(p)> 7 = DO (p)(h).
ey
Ceci définit aussi une fonction grad ®: O — R",

Lorsque f: U — R est une fonction de classe C! sur un ouvert U de R?, nous

avons a a
grad f(z,y) = <8£($,y), a‘g(w,y)> :

La conclusion de cette discussion est la suivante



166 CHAPITRE 4. CALCUL DIFFERENTIEL

Théoréme 4.5.3. Soit f: U — R est une fonction de classe C* (k =1 ou k = 2)
sur un ouvert U de R?, on définit :

I'= {($,y) ev, f(x,y) :O}

et on suppose que
f(z,y) =0 = grad f(xz,y) # 0,

alors T est localement le graphe d’une fonction de ’abscisse ou de [’ordonnée et
si po = (x0,y0) € I alors la droite Dy tangente a T" en py a pour équation :

01 () = 0.

oF (po) + (y — yo)@

(x — mo)%

e
Le vecteur grad f(xo,yo) est donc perpendiculaire a la courbe T' en (x¢,yo). Si
Dq n’est pas vertical alors il yae > 0 et d > 0 tels que
I'N Ry (e,6) = { (z,0(x)),z €lwo — &, 20 + €[}

oil @ est une fonction de classe C*.

4.5.3 Un exemple

On étudie

I‘:{(:L',y)GRQ, 332+y2+sin(x2—y2) =2}.

La fonction f: R? — R définie par
flx,y) = 2* +y° +sin (¢® — y?) — 2

est de classe C2 et nous avons

gi(ﬂfay) = 2z + 2x cos (a:2 — y2) =2 (1 + cos (a:2 _ y2))
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et %(aj,y) = 2y — 2y cos (1‘2 — y2) =2y (1 — cos (932 — y2)) .

Nous étudions les points critiques de f sur I', c’est a dire les points (z,y) du plan
tel que f(z,y) =0et Mf(x, y) = 0. Considérons un tel point (x,y).

Premier cas : si cos (22 — y?) # =£1 alors@ nous avons x = y = 0. Mais
f£(0,0) = —2 # 0. Donc ce cas ne se produit pas.

Deuxiéme cas : si cos (z? — y?) = 1 alors sin (2% — y?) = 0 et donc 2% +
y? = 2. Par ailleurs dans ce cas : %(x, y) = 4x. Donc dans ce cason a x = 0 et
y = +v/2, mais ceci est incompatible avec 1’équation sin (z?
cas ne se produit pas non plus.

Troisiéme cas : si cos (z

—y?) = 0. Donc ce
2 —y*) = —1 alors sin (2 — y*) = 0 et donc
22 + y? = 2. Par ailleurs dans ce cas : %($’ y) = —4y. Donc dans ce cas on a
y = 0 etz = /2 mais ceci est incompatible avec 1’équation sin (22 — y?) = 0.
Donc ce cas ne se produit également pas.

En conclusion, I" est localement le graphe d’une fonction de I’abscisse ou de
I’ordonnée .

Nous pouvons décrire de facon plus précise I :

Sout z € R, on étudie les points de I situé sur la droite verticale des points du
plan d’abcisse  : C’est a dire qu’on cherche les y € R tels que f(z,y) = 0. Pour
cela on étudie la fonction

vr—>g$(v):x2—|—v+sin(x2—v)—2.

74

/

9x(0) Y=gy

SR R
Ji
/

/—/

11 s’agit d’une fonction de classe C! sur R et
g.(v) =1 —cos(z? —v) >0

De plus ¢/, ne s’annule qu’aux points v = 22 + 2km, k € Z. Ceci garantit que g,
est une fonction strictement croissante. Par ailleurs, nous avons

|gx(v)—v|§:L‘2+|2—Sin(ac2—v)|§x2+3.

21. Puisque on a supposé x (1 + cos (x2 — y2)) =y (1 — cos (m2 - y2)) =0.
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Donc lim,,_, + g2 (v) = £00 et g, a un unique zero v . De plus nous avons
vy > 0 < g-(0) <0.

Or g5(0) = 2? + sin (2?) — 2. Et pour les mémes raisons la fonction u > u +
sin(u) — 2 est une fonction continue, strictement croissante et

lim w4+ sin(u) — 2 = £o00
U—> 00
donc cette fonction a une unique zéro et puisque pour v = 0, nous avons u +
sin(u) —2 = —2 < 0, ce zéro est strictement positif@ nous le notons a?. On aura
donc
u+sin(u) —2 <0< u < d’

Ainsi
gx(0)§0<:>x2§a2<:>—a§x§a.

En conclusion notons D, = {(z,t) € R?,t € R} la droite verticale des points
du plan d’abcisse x :

— Si |z| > a alors nous avons D, N T = (). Car I’équation ¢, (v) = 0 n’a pas
de solution positive ou nulle.

— Sixz = faalors D, NT' = {(£a,0)} car I’équation g1,(v) = 0 a une
unique solution v = 0.

— Si—a<x<aalors D,NT = {(x,Y(x)), (z,—Y(x))} car I’équation,
eny,

f(x,y):(]

a alors deux solutions qui sont les racines carrées de la solution de 1’équa-
tion g, (v) = 0. De plus puisque g, (0) < 0, ona Y (x) > 0.
Le théoréme des fonctions implicites, nous dit que si en p = (z, Y (z))

of

ay(p) #0

alors Y est de classe C2 sur un intervalle ouvert centré autour de . Or

gjyc(x,y) =2y (1 — cos (x2 - y2)) )

On a donc

g‘;(ﬂ:,y)ZO@(y=00ux2—y2:2k:7r,k;ez),

On en déduit que

22. Puisqu’en u = 1, nous avons u + sin(u) — 2 = sin(1) — 1 < 0 nous savons également que
2
a” > 1.
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— si p est I'un des 6 points (+a,0), (£1,+1) alors au voisinage de p,I" est
le graphe d’une fonction x = 1(y) et la tangente a I" en ces points est
verticale.

— Siz €] —a,—1[U] — 1,1[U]1, a[ alors

of
By (z,Y(z)) #0.

Et donc larestriction de Y ala réunion d’intervalles | —a, —1[U]—1, 1[U]1, a[
est de classe C2. De plus si x €] — a, —1[U] — 1, 1[U]1, a[ alors

Py BY@) a1y
- % (z,Y(z))  Y(x)(1—cos(z? —Y?(x)))

Ceci assure que Y’ () est du signe de —z. Ceci permet d’en déduire les variations
de la fonction Y Nous en déduisons que I" est la réunion de deux graphes de

F={(z,Y(z)) z € [-a,a] } U{(z,-Y(x)) x € [-a,a] }

ol Y: [—a,a] — R est une fonction positive (paire) strictement décroissante sur
[0,a] et Y(a) = 0. De plus Y est de classe C? sur ] — a, —1[U] — 1, 1[U]1, al.

Appendice : Preuve du théoréeme des fonctions implicites
dans le plan

Démontration : On se place dans le cas ou (zg,yo) = (0,0) et ot f(0,0) =0 et

of of
—(0,0) =0et =—(0,0) =1
5 (0:0) = 0t 52.(0,0)
et on expliquera a la fin de la preuve comment le résultat général s’en déduit. Ainsi

nous avons
f(z,y) =y +v(z,y)
ou 9 9
v v
%(0,0) - a—y(o,o) =0.

et le développement limité de f a’ordre 1 en (0, 0) nous apprend que

v(,y) = | (,9) [n(z, y)

23. Nous aurions pu les déduire de I’étude de 1’équation g, (v) = 0. Eneffeton a g, (Y?(z)) =
0 et la fonction £ € Ry — g¢ (Y2 (Jc)) est strictement croissante. Donc si 0 < & < x alors
ge(Y(z)) < 0 ceci assure que I’unique zéro de la fonctioncge est strictement supérieur a Y2(z),
donc
0<é<aeY?(x) <Y

Et puisque Y (z) > 0et Y(£) > 0, nous avons en fait 0 < { < z = Y(z) < Y (§).
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avec

lim xz,y) = 0.
(%y)_)(&o)ﬁ( v)

Ily adonce > 0tel quesi (z,y) € B((0,0), 2¢) alors

1 ov ov 1
< — t | — —(0,0 —.
oG] < g e et | | + 50,00 < 55
Remarquons que B ((0,0), ¢) =] — 2¢,2e[x] — 2¢, 2¢].

’Fixons x € [—¢,¢] et on montre qu’il y a un unique ¢ € [—¢, €| tel que f(x,t) = 0. ‘

Nous étudions la fonction u,: [—¢, ] — R définie par

g (t) = f(2,1)

Nous avons

1

|u(t) = t] = |v(z, 1) = 100

() || = 75l maxc{lal, It} < o

1
< —|
100

En particulier u,(g) — € > — 55 et donc

99
ug(e) > 2

— >0
*100>

et de méme u,(—¢) + ¢ < 455 et donc

Puisque u,, est continue le théoreme des valeurs intermédiaires, nous informe qu’il
y a un réel t, €] — ¢,¢] tel que uy(tz) = 0. On démontre maintenant que
s’annule en une seule valeur. On calcule
af ov 1 99

Q w(t) = =—(z,t) =14+ —(2,t) > 1 — — > —.

©) (t) 8x( ) 835( )2 100 — 100
Donc ug: [—¢,¢] — R est une fonction strictement croissante. Et nous avons
I’existence d’un unique ¢, € [—¢, €] tel que uy(t;) = 0.

’ On définit alors une fonction ¢: [—¢,¢] — R par p(z) = t,. ‘

Donc ¢(x) est I'unique zéro de la fonction ¢t € [—¢,¢] — f(x,1).

’ On montre que ¢ est lipschitzienne donc continue. ‘

Soit x, £ € [—¢, €] on suppose que z < &. On sait que

fz,o(x)) = 0et f(§, () = 0.
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Puisque la fonction s — f(s, ¢(x)) est dérivable et que sa dérivée est inférieure a

100 en valeur absolue, nous en déduisons :

E—zx
100

(%) [f (@, 0(E))| = |f (2,0(€)) = [ (&, 0(E))] <

Maintenant () nous apprend que la fonction ¢ — u,(t) — £5st est croissante donc
sit > s alors

99
Ug () — ug(s) > ﬁ(t —5)
et général sit, s € [—¢, €] alors
at) — ()] > 7ot .

On en déduit

1 (2 9(6) — f (@ 0(@))] 2 155 0(€) — ¢(a).

Et avec I’inégalité (x), nous en déduisons

E—x 99
2> 2 Jo(©) — o)
Donc
o(€) — (o)l < S22

’ On montre maintenant que ¢ est dérivable . ‘

On écrit le développement limité de f en p = (z, p(z) al’ordre 1 :

flx+h,o@)+k)=f(z,0() +ah+bk+| (h,k)|np(h, k)
= ah + bk + || (h, k) [|np(h, k)

ou
li h,k) =0,
o) oK)
ov ov )
a = %(m,cp(x)) etb = 8—y(m,gp(m)) Soit h € R tel que x + h € [—¢,¢], on

applique cette égalité a k(h) = ¢(z + h) — (), on sait que ¢ est une fonction
continue donc
lim k(h) =
h—0
0=f(z+h,o(x+h)) =ah+bk(h)+ | (h,k(h)) |lnp(h, k(h))
=ah+b(p(z+h)—p(x))+ [l (h, k(h)) [np(h, k(h)).
Notons que d’apres ce qui précede

K] < g5l
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et donc
| (hy k(R)) || = max{|hl, [k(R)[} = |A].

Par ailleurs b > %. On a donc

b(p(x+h) —p(x)) = —ah — | (h, k(h)) [lnp(h, k(h))

soit encore

Pl 1) = p(a) = T — 2] (b, k() I, R(R)).
et donc
pler =) 2l < SLOSE i k] < i K < 5 I K

Puisque limy, o k(h) = 0 et que lim, 1), (0,0) 7p(h, k) = 0, nous en déduisons
li =
Lim np (R, k(R)) = 0,

et donc ( n) ()
. plxt+hn)—plx _ . a
pim h Ty

Ainsi ¢ est dérivable en x et

2z, p(a))
Ng) = —Qu 277
P =" o)

Cette formule montre par ailleurs que ¢’ est continue si f est C!. Puis si f est C?
alors on sait que ¢ est C! et que les dérivées partielles de f sont C! et cette méme
formule montre que ¢’ est C' donc ¢ est C2. Nous avons donc démontré que si
x € [—¢, ] alors I’équation

flz,y) =0ety €] —e,¢l

a une unique solution y = (). Nous avons donc démontré I’équivalence

(e )= (V)

Si nous revenons au cas général : plagons nous dans le cas ot f(zg,yo) = O et
%(xo, yo) # 0. En écrivant le développement limité a I’ordre 1 de f en (z¢, yo),
nous avons

flxo+1t,yo + s) = at + bs + u(t, s)

0 0
C,Ti(xo,yo) =aet a‘;(wo,yo) =b;
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ou ou
t —(0,0) = —(0,0) = 0.
et 52(0.0) = 20,0
On définit alors

1
g(r,0)=f (900 70+ po - ZT)

nous avons alors
g(r,0) =0 +v(r,0)

ol
(r.o) = 3u (30—
vT,U—bu T,ba bT
et 5 P
v v
52(0,0) = 22(0,0) = 0.

Par ailleurs

1
g(T,U):0<:>f<ﬂ§0—|—T,y0+bO’—ZT) =0

donc
flxo+t,yo+s) =0< g(t,bs+ at) =0.

En appliquant le résultat que 1’on vient de démontrer, nous savons qu'ilyae > 0
et une fonction p: |e, e[— R, de classe C*, telle que

() (25 )
C’est a dire

< lt| < eet|at +bs| <e )@( t€l—e,el >
flwo+t,yo+s5)=0 s=q1p(t)—4t )°
Posons alors

F=——
10 + |a| + |b|
On a alors

(Is|] <cet|t| <&)= (t| <cet |as+bt| <e).

Donc si (t,s) € B((0,0), €) vérifie f(xo + ¢, 50 + s) = O alors t €] — &,&[ et
bs 4+ at = ¢(t), c’est a dire

1 a

Or ¢ est une fonction continue et ¢(0) = 0 ainsi nous pouvons trouver £ €]0, &[
tel que

< é= |hp(t) — Yt <2
é e ; E.

Alors sit €] — &, é[ alors s = F(t) — %t vérifie |s| < €.
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Donc t €] — &,2[= (t, +(t) — %t) € B((0,0),¢) et f(t,s) = 0. Puisque
£ < £ < g, nous avons bien :

(t,5) €] — &,€[x] — &,¢ te]—é ¢
(st )= (L9 )
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