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Chapitre 1

Les séries : Rappel et
compléments

1.1 Rappel de base

1.1.1 Définitions et notations

Si (un)nen est une suite de nombres réels ou complexes, on note pour p < ¢ :

q
g Up = Up + Upt1 + ... + Uqg
n=p

et lorsque p > ¢, on convient que

On associe a cette suite une nouvelle suite (S, ),en définie par

n
SnZZUkZU0+U1+-~+Un,
k=0

cette suite est la suite définie par la relation de récurrence :
Sn = Sn_1+ u,, et Sy=ug.

Symboliquement, cette suite est aussi parfois notée »_ u,, mais on essayera ici
d’éviter le recours a cette notation que vous pourrez néanmoins trouver dans cer-
tains ouvrages.

On appelle série associée a la suite (uy,)nen 1a suite (Sy,)nen ainsi définie;
alors S,, est la n®™¢ somme partielle de cette série et u,, est le terme général de la
série. On dira aussi que (Sy, )nen est la série de terme général u,,.

7



8 CHAPITRE 1. LES SERIES : RAPPEL ET COMPLEMENTS

on remarquera alors la formule suivante :si p < ¢ alors

q
Sg=Sp=>_ un.

n=p+1

Lorsque la suite (.S),),en converge vers s € C on dira que la série de terme général
uy, converge et que s est la somme de cette série ; on notera alors

+oo
s= lim S, = Z U,
n—-+oo
n=0
Et également
400 N
Zuk:Zuk: lim Zuk: lim SN—Sn_lzs—Sn_l
N—+o00 N—+o0
k}ZTL n=n n=n

Lorsque la série de terme générale u,, ne converge pas, on parlera de série
divergente.

1.1.2 Convergence absolue

On commence par le résultat suivant :

Proposition 1.1.1. Soient (u,)nen une suite de nombres complexes et (vy,)nen une
suite de nombres réels positifs. On suppose que a partir d’un certain rang

|un| < vp;
Si la série de terme général vy, converge alors la série de terme général u.,, converge.
Qui appliqué au cas ol v,, = |uy,| implique le corollaire suivant :

Corollaire 1.1.2. Soit (uy,)ncn une suite de nombres complexes tel que la série de
terme général

un | converge alors la série de terme général u,, converge.

Définition 1.1.3. On dit qu’une série de terme général u,, converge absolument si
la série de terme général |u,,| converge.

Le corollaire précédent dit qu’une série qui converge absolument converge.
Démonstration de la proposition : On vérifie que la suite (S, = > }_ Uk)neN
est une suite de Cauchy. Pour p < ¢, on a par hypothese :

q q q
‘Sq - Sp‘ - Z Up| < Z ‘Un’ < Z Un
n=p+1 n=p+1 n=p+1

1. C’est a dire : il existe un entier ng tel que

n>no = |un| < vn.
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Soite > 0.
Puisque la suite (D_;'_ vk)nen converge elle est de Cauchy, il existe donc un
entier ng tel que

q P q
q>p>ng= Zun—Zun: Zvn<€.
n=0 n=0 n=p+1

Ainsi pour ¢ > p > ng nous avons :

q
|Sq — Spl < Z vy < €.

n=p+1

La suite (.S,, = ZZZO ug )neN est une suite de Cauchy elle converge donc. O

1.1.3 Un critére de Cauchy et des applications

Pour utiliser cette proposition on rappelle la proposition suivante :

Proposition 1.1.4. Soit (v, ), une suite de réels positifs. La série de terme général
vy, converge si et seulement si la suite de ces sommes partielles est majorée.

En effet sous les hypotheses de cette proposition, la suite des sommes partielles
(D" k_o Vk)nen est une suite croissante, elle converge donc si et seulement si elle
est majorée. On a doncE]

“+00 n
E VUp = SUp E Vi
n=0

neN k=0

En convenant que le supremum d’une partie non vide non majorée est +oco et que

I’on note
—+o00
g Uy, = +00
n=0

lorsque la série de terme général v,, diverge.
On a alors la proposition suivante qui est du a Cauchy :

Proposition 1.1.5. Soit (vy,), une suite décroissante de réels positifs . Alors la
série de terme général v, converge si et seulement la série de terme général

2”’02n

converge.

2. toujours sous I’hypothése que v, > 0,Vn € N
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Démonstration. La suite croissante (.S, ),, définie par
n
Sy = Z Vg,
k=0

converge si et seulement si la suite (S5¢), est converge. Or on a

Soe =vg
+ v +v2
+v3 + 14
+ U5 + v + V7 + Us

'l)2€—1+1 + 7)2[—1+2 + ...+ Vo
C’est a dire

SQe =vg + V1

So — 51
Sy — So
Ss — Sy
SQZ - 522—1
ou encore ;
SQ[ =9 + V1 + Z (SQk - SQkfl)
k=1
On a
2k
SQk — Sgk—l = Ugk—141 + Vgk—149 + ... + Vok = Z Un-
n=2k-141

Et puisque la suite (v,,) est décroissante, on a
k—1 k
Pyl <n< 2= o <v, <

Puisqu’il y a 2"~ ! entiers entre 2°~! + 1 et 2 on en déduit :

2k
2 g < S = S = > vy <2
n=2F-141
On a donc
l Y4

v +v1 + Z 2k71”l)2k < Sy <wg+v1 + Z 2]6712)21@—14_1
k=1 k=1
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Or
¢ ¢

1
Vo + v1 + Z 2k711}2k =g+ v+ 5 Z 2k02k
k=1 k=1

et puisque la suite (v, ) est décroissante :

¢

l
k—1 _ k-1
vo—l—vl+22 U2k—1+1—7}0+vl+1}2+22 Ugk—11
k=1 k=2

J4
<wvy+v1+v2+ Z 2’“_1212;%1

k=2
On a donc les estimations :
41 Z 2P0 < Soe < o+ é k=1 = HQ’“
Vo+v1 2;1 Vgk < D9t < Vg vl+v2+kzz Ugk—1 = vo+v1+v2+; Ugk

qui permettent d’en déduire facilement le résultat.
Si la série de terme général 2" von converge alors la suite
-1
k
Vo + V1 —|—’U2+22 Uk
k=1 ¢
est majorée donc la suite croissante (Sy¢ ), est majorée donc convergente.
Vice versa si la suite la suite (S,¢), est majorée, alors la suite (Zﬁ_l 2kU2k)
- L

est majorée donc la série de terme général 2" vyn converge.

Une application aux séries de Riemann : Soit p € R, la série de terme général

1
—, n>1
np
converge si et seulement si
p>1.

En effet, on rappelle que le terme général d’une série convergente converge vers 0.
Orpourp <0Oona

. 1 400 si p<O

lim — =

n——+oo nP 1 sip=0

Donc si p < 0, la série de terme général %, n > 1 diverge.
Supposons donc que p > 0, alors la suite (v, = -} __ est positive décroissante.
On peut utiliser le critere de Cauchy (I.1.5); or on a

n>1

2! 2t ¢
20y = A o(1-p)t _ (2(1—p>)
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‘o (2 o ¢ . .

La série de terme général (2(1 p)) >0 converge si et seulement si
’2(1—]3)‘ _9-p) 1
c’est a dire si et seulement si
p>1.

1.1.4 Test de convergence

Les criteres suivants sont utiles lorsque le terme général se comporte comme
une suite géométrique.

Critere de D’Alembert

Proposition 1.1.6. Soit (uy,), une suite de nombres complexes non nuls.
— Si’l existe un réel q € |0, 1] tel que a partir d’un certain rang :

Un+1
Un

<q

alors la série de terme général u,, converge absolument.

Un+1

— Suppsons que la suite ( > soit convergente :
n

Un+1
Un

lim =/
n—oo

Si ¢ < 1alors la série de terme général uy, converge absolument et si { > 1,
alors la série de terme général u,, diverge.
Critére de Cauchy

Proposition 1.1.7. Soit (u,,),, une suite de nombres complexes.
— Si il existe un réel q € |0, 1] tel que a partir d’un certain rang :

Vunl < q

alors la série de terme général u,, converge absolument.

— Suppsons que la suite (\”/ ]un|> soit convergente :
n

lim /un| = ¢
n—oo

Si ¢ < 1 alors la série de terme général u,, converge absolument et si { > 1,
alors la série de terme général u,, diverge.

3. On utilise que lorsque ¢ € C alors la série de terme général (" converge si et seulement si
|| < 1 etdans ce cas elle converge absolument et

= 1
L =¢
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Critére de comparaison aux séries de Riemann

Proposition 1.1.8. Soit (uy,), une suite de nombres complexes, on suppose que
pour un réel p > 1 la suite
(nP up)n

converge alors la série de terme général u,, converge.

On remarque qu’il suffit en fait que la suite (n? u,,), soit bornée pour obtenir
la méme conclusion. Il est aussi vrai que si pour un réel p < 1 la suite

(nP up)n

converge vers un nombre complexe non nul alors la série de terme général u,
diverge. Par exemple : La série de terme général u,, = 4/1+ # -1,n>1

converge car 4 I’aide des développements limités on montre que lim,,_,o, n2u, =
%. On aura aussi pu écrire

(,/1+#—1) (,/1+$+1) L .
= <7

— 2'

1+ +1 1+5+1 "

1.1.5 L’exponentielle complexe

Ogun:

Définition 1.1.9. Pour z € C, la série de terme général

z
n!
converge absolument, on note
+
z = Zn
e’ =exp(z) = Z —.
n!

n=0

On emploie pour cela le critere de d’ Alembert : pour z # 0 :

Zn+1
ol _ 2
z n+1

n!

tend vers 0 lorsque n tend vers +oo. Donc si z € C\ {0} la série de terme général
2" /n! converge absolument. Le cas z = 0 est facile !
On définira de de méme les fonctions

sin(z) = ———— =Y _(-1)"
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et

eZZ + e (74 n z n
cos(z) = ——— = > (1) o
n=0
Siz=xz+iyona

sin(z) = sin(x) cosh(y)-+i cos(x) sinh(y) et sin(z) = cos(z) cosh(y)—isin(z) sinh(y) .

1.2 Les séries a termes générales positifs

1.2.1 Comparaison de la la vitesse de convergence
Résultats :

Proposition 1.2.1. Soient (u,,) et (vy,) deux suites de réels strictement positifs, on
suppose que
u
lim = =1.
n—00 Up,

Alors les séries de termes généraux u,, et v, sont de méme nature.
—+00

i) Siles séries de termes généraux u, et vy, convergent, notons s = » '~ up
ets = :Lri% Un, On introduit les restes de séries a savoir les suites définies
par

n—1 “+o00 n—1 —+o00
Rn:s—g uk:E up et R, = § — v = Ve
k=0 k=n k=0 k=n
alors
. R
lim == = 1.
n—o00 Rn

ii) Siles séries de termes généraux u,, et vy, divergent, alors

lim 22k=0"k _ .
n—oo ZZ:O Vk

Si cette proposition est intéressante, mais elle ne donne pas dans le premier cas
une estimation de 1’écart entre >, _, uy, et s.

Démonstration. Pour € = 1/2, il existe un entier ny tel que

Pour n > ng, on a donc

1 1
<1—2>vn§un§<1+2>vn
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soit
(¥ u (¥
2 n n_2 n

Ce qui permet de conclure que les séries de termes généraux u,, et v,, sont de méme
nature a 1’aide de la proposition (I.1.T)). Placons d’abord dans le premier cas : Soit
e €]0, 1], on sait qu’il existe un entier ng(¢) tel que

(n > ng(e)) =

“"—1' <e/2.

Un

Pour n > ng(e), on a donc
(1—¢/2)vy, <up < (1+¢/2)v,.

Notons S, = S 7_ o up et Sy, = 37y vg. Soit N > n > ng(e) alors on a

N N
(1 —6/2)(SN — S’n,l) = Z(l —¢e/2)u < Zuk =Sy — Sn—1
k=n k=n

N
< 371 +2/2)v = (1+2/2)(Sn — Snr) -

k=n

On fait maintenant tendre /N vers +oo dans ces inégalités largeslﬂ on obtient pour
n > no(e)
(1—¢/2)Rp < Ry < (1+¢/2)Ry,

soit pour n. > ng(e) :

‘}?"—1’ <g/2<e.
Ry,

On a bien démontré le résultat voulu.

Placons nous maintenant dans le cas ot les suites (.S,,) et (S,,) convergent vers
+00.

Soit € €]0, 1], on sait qu’il existe un entier ng () tel que

“"—1' <e/2.

Un

(n >no(e)) =

Pour n > ng(e), on a donc

5
Uy, — Up| < 2 Un-

4. Remarquons que par définition :

lim (Sy —Sn 1) =Rn et lim (Sy — Sn_1) = Rn.

N—+oco N—+oo
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Pour n > ng(e), on a donc :

B no(a)—l n
S, — S, = (up, — ) + Z (ug — vg).
k=0 k=no(e)

no(a)—l

Posons M. = | ,%" " (ux — vy)|, on adonc

n
|Sn_Sn|SM€+ Z |uk_'Uk|
k=no(¢)

Ou on a utilisé que

n
> w3 ud,
k=ng(e) k=0

On en déduit donc que pour n > ng(e), on a

Mais lim,, s 1 o0 % = 0 car lim,, S, = +oo. 1l y adonc un ny(e) € N que
I’on peut choisir plus grand que ng(e) :nq(g) > no(e) tel que

(n > nl(s)) = ]gg <eg/2.

n

Alors pour n > nj(e) on a bien

Applications

.. . 1 a+l_ a+1
Considérons o > —1, et les suites (u,, = n®), et (vn = %)
n

Ona .
Un _ (1—!—%)04+ -1

n
Up, a—+1
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et puisque (1 + h)*T =1+ (a+ 1)h + he(h), on en déduit que

. Un
lim — =1.
n—+00 Uy,

Et donc puisque les séries de termes généraux u,, et v, sont divergentes et que

n (n+ 1)a+1
D U=
k=0

on en déduit que

n (%
D ko™
lim &=k=0_"_ _—1.
n——too (ntl)otl
a+1

On aurait aussi pu démontrer ce résultat a I’aide des sommes de Riemann :

Fixons toujours o > —1, alors la fonction f définie sur |0, 1] par

f(x) =z

est Riemann-Intégrable on a donc

1 R k
/0 f@)df‘?:nk’ffwn;f <n>

ce qui signifie que

a—i—l_n—lg%r—IOOE n _n—l>r—lr-loon0‘+1 — '

Dans la proposition (I.2.1), il est important de vérifier que les séries soient a
termes positifs. Par exemple si’on considere les suites (1, ) >1 et (vp,)n>1 définies
par

—1)n 1 —1)n
(=1) + et v, = 7( )
n n(ln(n + 1) n

Unp =

Alors on sait que la série de termes général v,, converge. On sait que la série de
terme général u, — vy, divergeE]Ainsi
— La série de terme général v,, converge.

5. En effet, puisque u, — vp, la suite (u, — vn)n est positive décroissante, et I’on

— 1

~ n(ln(n+1)°
1 _ 1

(In(2¢+1)  £.In(2+27%)

La comparaison au série de Riemann montre que la série de terme général

2 (uge — voe) =

2t (uge — vge)

diverge, le critere de Cauchy (I.1.5) implique qu’il en est de méme de la série de terme général
Uy, — Up.
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— La série de terme général v,, diverge.

Mais "
% =1 + i
Up, (In(n+ 1)

donc

Un ~n—+oo Un -
1.2.2 Comparaison Séries-intégrales
Résultat :

Proposition 1.2.2. Soit f : [1,00]— Ry une fonction positive décroissante. La
série de terme général f(n) est de méme nature que 1’intégrale généralisée
+00o
f(t)dt.

1

Démonstration. Soitn > 1 alors puisque f est décroissante on a pour ¢ € [n, n+1]

fin+1) < f(t) < f(n)

Xx=n x=n+1

En intégrant ces inégalités sur ¢ € [n,n + 1], on obtient

n+1

n+1 n+1
fn+1) = / fn+ 1)t < / F(t)dt < f(n) = / f(n)dt.

En sommant ces inégalités pour n = 1, ... ¢ on obtient :

1 ¢ n+1 1
Sreen<d [ wma= [ rna< Y fo.
n=1 n=1v" n=1

Ainsi si on pose
¢ Y
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alors on a démontré
Ser1— f(1) < Ipypr < Se.

ce qui implique que la suite (Iy), est majorée si et seulement si la suite (Sp),
est majorée. Puisque f est une fonction a valeurs positives on en déduit que ces
suites sont croissantes et : la suite (1), converge si et seulement si la suite (Sy)y
converge. O

Exemples

La série de terme général ——, n > 2 diverge mais la série de terme général
nln(n)’

1

nln?(n)’

sont continues décroissantes sur [2, +oo] et

n > 2 converge. En effet, les fonctions f(z) = ﬁ(:p) et g(z) = m

/zoo f(w)yde = lim ! < (In(In(z))dr = lim In <11n(A)> = +oo.

A—+o00 Jo X A—+o00
Alors que

0 A
d 1 1
d — 1m - [ — d = 1.[“ — - .
/2 glw)de A—1>+<>0 o dx ( hl(”/’)) ! A—IH‘OO In(2) In(4) In(2)

On aurait aussi pu utiliser le critére de Cauchy (I.1.5)) car

ot ugn =
n In(2) 7T 2 m?(2)

2n’LL2n =

1.3 Critére d’Abel et séries alternées

1.3.1 Une formule

On commence par démontrer la formule suivante que 1’on peut interpréter
comme une formule d’intégration par partie discréte :

Lemme 1.3.1. Soient (uy,)y, et (ay)n deux suites de nombres complexes, on définit
n
A, = Z ag
k=0

alors

n n
§ apuy = Ap_1Up — E A1 (ug, — ug—1) -
k=1 k=1
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Démonstration.

n n n
S Apor(ug —wem1) =Y Apqup — > Ap_qup
k=1 k=1 k=1

n n—1
= Apqup— Y Apuy
k=1 k=0
n—1 n—1
=3 Apqup + Aporun — > Agug — Agug
k=1 k=1
n—1
= (Ap—1 — Ap) up + An_1un — Aoug
k=1
n—1
= (—ag) ur + Ap—1un — aguo
k=1
n—1
== apup+ Ap_1uy,
k=0

1.3.2 Critére d’Abel

Théoreme 1.3.2. Soient (ay,)y, une suite de nombres complexes et (uy,),, une suite
réelle décroissante positive. On suppose de plus que

lim u, =0
n—-+0o

et que la suite (A, = Y} ai), est bornée alors la série de terme général
Qan Up
est convergente.

Démonstration. On va démontrer que la suite

<Sn = i akuk>
k=0 n

est de Cauchy. Le formule précédente implique que pour n > m on a
n n
Sp — Sm = Z arur = Ap_1Up — Ap_1Uy, — Z Ap_1 (uk - Uk—l) .
k=m-+1 k=m+1

Puisque la suite (A,,),, est bornée il y a un réel R > 0 tel que

Vn e N, |A,| < R.



1.3. CRITERE D’ABEL ET SERIES ALTERNEES 21

On en déduit pour n > m :
n
|Sn = S| < R(|un| + |um|) + R Z luk — up-1].
k=m+1
La suite (uy,), est décroissante positive donc pour n > m on a

et
n

n
Z lug, — up—1| = Z Uk—1 — Uk = U — Up < U
k=m+1 k=m+1

On a donc démontrer que pour n > m alors
|Sn — Sm| < 3Ruy,

Or limy, s 400 up, = 0 donc si € > 0, il y a un entier ng tel que

n > ng [t | un_3R+1

Alors pour n > m > ng, nous avons :

€
3R+1

|Sn — Sm| < 3Ruy, < 3R <e.

Ce qui montre que la suite (.S, ),, est de Cauchy, elle converge donc. O

1.3.3 Critére des séries alternées

Ce critere est un cas particulier du critere d’Abel :

Théoréme 1.3.3. Si (uy,), est une suite décroissante de réels positifs convergent
vers 0 :

lim wu, =0
n——+o00

alors la série de terme général
(—1)

est convergente.

En effet avec la suite (a,, ), définie par

ap = (—1)"
on a
" 0 si n est impair
Ap = (_1)k = . .
=0 1 si n est pair
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est bien une suite bornée.

On sait aussi que dans le cadre des hypotheses du théoréme de convergence des
séries alternées alors si

“+oo
s = Z(—l)”un
n=0

et

alors pour tout entier n

Sont1 <5 < 5o

et que

|Sn — S| < Upt1

c’est a dire que 1’écart de la somme partielle de la série & sa somme est toujours
inférieur au terme suivant.

Un exemple classique d’utilisation du critere d’ Abel : Pour tout § € R alors la
série de terme général

converge.
En effet c est clair si 6 est un multiple de Wlfkar alors on aura pour tout entier n

sin(nf) = 0.
Supposons donc sin(#) # 0. La suite

1
(7 ,TLZl
n

est bien une suite décroissante de réels positif qui converge vers 0. posons a,, =
sin(nd) et démontrons que la suite

(An = isin(k&))
k=1 n

6. C’est a dire sisin(g) = 0.
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est bornée.

isin(k@) = En:l'm (eike)
k=1
(

k=1
/ . .
On a une somme d'une suite gomtrique

=7m (eiel_eme> =7Tm <ei9 6m6/2 (e—in9/2 - €in0/2)>

1 _ eif ¢i0/2 (¢=i0/2 — ¢i9/2)
o 2isin(nf/2)
_ 10 i(n—1)0/2
m <€ ¢ 2isin(0/2) )
_ 7 [ pitn+1)6/28M(10/2)
sin(0/2)

sin(nf/2)
sin(0/2)

Puisque la fonction sinus ne prend que des valeurs dans [—1, 1], on en déduit que

> sin(k)

k=1

=sin((n +1)6/2)

|An‘ =

<t
~ |sin(6/2)]

Lasuite (A, = Y ;_, sin(k@)), estdonc bornée et le critere d’ Abel implique donc
que la série de terme général :

converge.

1.4 Produit de séries

1.4.1 Notations

Si I est un ensemble fini d’indices (I est par exemple une sous partie de
N, Z, Nz) et (u;)ics une suite de nombres complexes indexées par I|°} on note

>

i€l

7. Si A, B sont des ensembles, on note A X B I’ensemble des couples formés d’un élément de A
et d’un élementde B: A x B = {(a,b),a € A,b € B}, lanotation A? désigne le produit cartésien
A x A ainsi N2 est I’ensemble des couples d’entiers.

8. C’est a dire une application de I dans C.
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la somme des éléments de cette suite (finie). Nous avons deux propriétés (évi-
dentes)

i) SiI =1, UIavec I1 NIy = () alors

Zui:Zui—i—Zui.

i€l 1€l i€l

ii) Si I C Jetsi (u;);cs une suite de nombres réels positifs indexés par J

alors
Z u; < Z Uj

iel ieJ

1.4.2 Une formule

Soient (ay)nen et (by)nen deux suites de nombres complexes alors on a pour
tout entier n :

n P 2n n
San || D] b | =)D b+ > D arbyp. (141)
0<k<n 0<k<n p=0 k=0 p=n+1k=p—n
On a en effet
R SN D ST S
0<k<n 0<i<n 0<k,I<n (k,)€{0,1,...,n}2
Notons maintenant I,(n) = {(k,l) € {0,1,...,n}%,k + [ = p}, puisque
0<kil<n=0<k+1<2n

Ona

2n

{0,1,..,n}* = | I,(n)
p=0

il est de plus évident que les ensembles Iy(n), I1(n), ..., Io,(n) sont deux a deux
disjoints en conséquence on a

Yol [ Tu]- T = Y anr Y Y an

0<k<n 0<i<n p=0 (k,l)€Ip(n) p=0 (k,l)€Ip(n) p=n+1 (k,l)el,(n)
(1.4.2)
Orona
0<k<net0<l<n 0<k<net0<lI<n
(k:,l)elp(n)@<k+l:p ><:><l=p—k‘ )
0<k<net0<Il=p—k<n 0<k<netk<petp—n<k
<~ <~
l=p—k l=p—k
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Or un entier k vérifie
0<k<netk<petp—n<k
si et seulement si il se trouve dans ’intersection
[0,2] V[0, p] N [p — 1, +00]
Lorsque p < n, on obtient donc
(0<k<netk<petp—n<k)< (0<k<p)

c’est a dire que pour p < nonalp(n) = {(k,p—k),0 <k < p}et

Yo abhi= ) arby (1.4.3)

(k,D)elp(n) 0<k<p
Lorsque p > n + 1, on obtient donc
(OSkSnetkgpetp—ngk) & (p—ngkgn)

c’estadire que pourp > n+1lonal,(n) ={(k,p—k),p—n <k <n}et

Sooai= Y arbps (1.4.4)

(k)elp(n) p—n<k<n

Les identités (1.4.2}f1.4.3|I1.4.4) ménent alors au résultat voulu.

1.4.3 Produit de Cauchy de séries

Théoreme 1.4.1. Soient (ay)nen et (bn)nen deux suites de nombres complexes, on
suppose que les séries de termes généraux a,, et b, sont absolument convergentes :

o o
E lan| < oo et E |b| < 00,
n=0 n=0
alors la série de terme général ¢, = Z(k, ) +l=n kDL = Y 0<k<n Okbn_k est

absolument convergente et
oo oo o0
(Z an) <Z bn) =2 cn
n=0 n=0 n=0

La suite (c;, ), ainsi définie s appelle le produit de Cauchy (parfois aussi appe-
1ée produit de convolution) des deux suites (a, )nen et (by)nen
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Démonstration. 11 est facile de démontrer que la série de terme général c,, est ab-
solument convergente, en effet on a

n

Dol =01 D arbps
p=0

p=0 |0<k<p

n 2n n
<D0 > dawllbprl = D larl | | Do Mol | = Do > lanllbpsl
p=0

0<k<p 0<k<n 0<k<n p=n+1 k=p—n

IN

>l > 1okl

0<k<n 0<k<n

(&) (&)

Ainsi la suite croissante <ZZ:0 |cp|) est majorée, elle est donc convergente.
n

IN

Afin de montrer que la somme de série de terme général c,, a la valeur annon-
cée, on va montrer que la suite

Z ag Z b, _Zcp
p=0

0<k<n 0<k<n N

converge vers zéro. Or la formule donnée ci dessus (I.4.1) montre que

n 2n n
Z ag Z br :Zcp—i— Z Z akbp,k.
p=0

0<k<n 0<k<n p=n+1k=p—n

On doit donc majorée )Ziinﬂ D hepn Wkbp—k

, grace a I’inégalité triangulaire,

il suffira donc de majorer Ziin 1 2kepn |@k||bp—k| Or cette somme vaut par

construction :
n

> |ak|[bi]

(k,1)e{0,...,n}2 k+1>n+1

Or I’ensemble
{(k,1) €{0,....,n}% k+1>n+1}

est inclus dans 1’ensemble

{(k,1) € {0,...,n}*, k > E(n/2) oul > E(n/2)}
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/+|="
(0,n) /

(0E(n/2) .

L .
(E(n/2),0) (n0) k

C’est a dire que si k et [sont deux entiers positifs
ou nuls dont la somme vaut n + 1, il y en a forcément un des deux qui est plus
grand que la partie entiére de n/2. Maintenant on a

{0,...,n}* = {0, ..., E(n/2)—1}*U{(k,1) € {0, ....,n}* k > E(n/2) oul > E(n/2)}

Les deux parties étant disjointes. Si on note

un= Y el = D laxl > 1ol

(k,0)e{0,...,n}2 0<k<n 0<k<n

On a donc
n

Un = Up(n/2)—1 + > |lag||bi]
(k,1)e{0,...,n}2 k+1>n+1

Puisque la suite (u, ), est convergente, on en déduit que

n

lim > |ag||b)| = 0

n—00
(k,1)e{0,...,n}2 k+I>n+1

Ce qui permet d’en déduire le résultat voulu. O

1.4.4 Un résultat un peu plus général
Il existe un raffinement du résultat de Cauchy due a Mertens :

Théoréeme 1.4.2. Soient (an)nen et (bn)nen deux suites de nombres complexes,
on suppose que la série de terme général a,, converge et la série de terme b, est
absolument convergente > |b,| < oo alors la série de terme général ¢, :=

Z(k,l),k-s—l:n apb; = Zogkgn agb,,_ est convergente et

(55) (550) - &
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Prenons I’exemple ou

alors les séries de termes généraux a,, et b, sont convergentesﬂ Mais la série de

terme général ¢, = Y | p<,_1 akbn—k N’est pas convergente. En effet la suite

4+~ 10| . n—1 1 .
ne conver vers zéro|'| : car = ————. Or pui r
(cn) ne converge pas vers z¢ o car |cp| > k1 NN Or puisque pou

k€ {1,...,n — 1} on a la majoration
k(n — k) <n?

on en déduit que
|Cn| Z 17

ce qui permet d’en déduire le résultat voulu.
Par ailleurs on a le résultat suivant

Soit r et s deux réels strictement positifs alors la série de terme général

_ G Vi PR <
= 2 &y Y ;kr(n—k)s

1<k<n—1

est convergente si et seulement sir + s > 1.

1l est facile de voir que ce résultat pour » > 1 ou s > 1 et également on peut
voir que cette série diverge si  + s < 1. Les cas restant 7, s €]0,1] et + s > 1
est beaucoup plus délicat

1.5 Appendice : Séries doubles

1.5.1 Le probleme

Soit (@m,n)(m,n)en2 une suite de nombres complexes indexées par (m,n) €
N2. On veut savoir si I’on a

0o 0o oo oo
DD ama =D ) ama
m=0n=0 n=0m=0

1.€. si on note

m n
Sm,n = 5 E a1 = E Qg1

k=0 (=0 0<k<m,0<I<n

9. grace au critere de convergence des séries alternées.
10. comme le devrait le terme général d’une série convergente
11. grace aux résultats de Cauchy et Mertens
12. il faut décomposer c,, en la somme du terme général d’une série absolument convergente et
du terme général d’une série alternée
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On veut savoir si on a existence des limites lim,, o Sy, p €t liMy, 500 S n €L S1 0N
peut affirmer que

lim m lim s, = lim lim s,,,"7

m—0o0 n—o0 n—0o0 m—o0

1.5.2 Deux exemples :

On considere la suite (amn)(m>1,n>1 définie par

_{712—17712 sim #n,
Ummn =

0 sim=n.

am fixé on peut calculer 220:1 am,n. D’ abord cette série converge bien car lim,, nQam,n =
1, le critere de comparaison aux séries de Riemann nous permet donc d’affirmer
que cette série est bien convergente. Ensuite on a pour n. £ m :

Lo _ 11
n2—m2 2m\m—-n n4+m

Pour N > m, on peut calculer la somme partielle

N m—1 N
5 Amn = 5 amﬂl+ E Qmyn
n=0 n=0

n=m+1
1 = 1 Yo 1
:m{;m—n+m+n+n;+lm—n+m+n}
On a aussi - -
!
n:lm_n_jzlj
m-l 2m—1
;m+n_]:§;ﬂj
N 1 N-m 4
n—Em:Hm_n_ ]:1j
N 1 Ntm
n:;+1m+n_j:2m+lj
On a donc
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Et
N 2m—1 N+m 1
IR O IEE TSI
n=0 Jm+1 j=N—-m+1
N+m
1 1 1 1
AR D DI
j=N—-m+1
N+m
1 3 1
AR TR DN
j=N—m+1

Mais m étant fixé la somme

N+m

> O
j—N—m+1j_N_m+1 N-m+2 =~ N+m

est une somme de 2m termes qui chacun tendent vers zéro lorsque N tend vers

+00. Ainsi
x
B 3
2 tmn =g
n=0

et par symétrie on trouve de méme :

%) . B 3
g m,n — An2
m=0

D’ou ici on a en fait

00 0o 00 0o 301
Zzam,n:_zzam,n:_4;l€2

m=0n=0 n=0m=0

Le second exemple est celui ol on considere la suite définie par
b = (—l)mm(2m+1)",m >0,n>1

ol z €] — 1, 1[. On calcule facilement

oo ) L x2m+1
D ()Tt = (-
n=1

et
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DoncE]

oo
n T 1‘2 333

oo oo
—1)mp(@mtl)n _ T
ZZ( ) x 214_%271 1+$2+1+l‘4+1+3}6+

© e 2m+1 3 5
_1\ym.,.Cm+l)n _ _ym_ L — r 7z x
ZZ( 1) z mZ:( 1) 1 — g2m+1 1—2 1_m3+1_$5+“'

m=0n=1 0

1.5.3 Cas des séries doubles a termes positifs
Dans ce cas on a le résultat suivant qui est trés commode :

Théoréme 1.5.1. Soit (@) (mnyen? une suite double de réels positifs ou nuls,

on pose
m n
Sma =3 ) k= ), an

k=0 1=0 0<k<m,0<I<n
On a alors équivalence entre les trois propriétés suivantes :

i) La suite double ($mn)(m,n)en2 est majorée, i.e. il existe un réel M > 0 tel
que
Y(m,n) € NQ,sm,n <M

ii) Pour tout m la série de terme général ay, 5,,n € N converge et > amn
,m € N est le terme général d’une série convergente.

iii) Pour toutn la série de terme général a,, ,, m € N converge et anozo Qm.n
, n € N est le terme général d’une série convergente.

De plus si on note
S = sup{sy.n, (m,n) € N?}

alors on a
S= lim lim sy, = lim lim s,,
m—00 N—00 n—oo m—oo
soit encore
[o@) [o@) oo oo
=D amn=2_ 3 Gmn
m=0n=0 n=0m=0

Démonstration. On montre uniquement 1’équivalence entre i) et ii) et on invite le
lecteur a adapter les arguments pour démontrer que ) < 7ii).

On suppose donc que i) est Vérifié et notons S = sup{sy, ., (m,n) € N?}. A
m fixé, on a

n
Zam,l < Smn < S
=0

13. Il est facile de vérifier que les deux séries ci-dessous sont convergentes.
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Donc la série de terme général a,, ,,n € N converge car la suite de ses sommes
partielles est majorée. De plus On a alors

Par passage a la limite dans les inégalités larges on en conclut que

>

k=01

WE

ap; = lim s, , <5.
n—oo

Il
o

. . PIRTREN sz oo 1 1
Ainsi la série a terme gen.eral (20 @my),, est convergfent.e puisque la suite de ses
sommes partielles est majorée de plus par passage a la limite on a

o
g 00 ag; = lim lim s, , <S.
=0

m—00 N—+00
k=0 =

Il nous reste maintenant a démontrer 1’inégalité

lim lim s,,, > S.
m—00 N—00

Soit (m,n) € N et puisque la suite (s, );en est croissante on a
Sman < lim s,
=00
De la méme facon, la suite (lim;_,o Sj 1)k est croissante donc

lim s,,; < lim lim si;
=00 k—ool—=oo

on a donc démontré que pour tout couple d’entier (11, 1) : Sy, 5 < limg_yo0 limy s Sk
D’ou
S = sup{smn, (m,n) € N*} < lim lim sy,

k—oo l—o00

1.5.4 Séries doubles absolument convergentes
Le critere précédent nous permet d’en déduire le résultat suivant :

Théoreme 1.5.2. Soit (am,n)(m n)en2 une suite double de nombres complexes, on
. ’ m n . 2
suppose que la suite double 0y, , = > 1" o > 1L |ak,1| est majorée, alors

i) Pour tout m la série de terme général a,, ,,n € N converge absolument et
U = D oo Qm.n est le terme général d’une série absolument convergente
m — n=0 Ym,n 8 8 .

i) Pour tout n la série de terme général ap, ,, m € N converge absolument et
(o] P ) s .
Up = m—0 @m,n et le terme général d’une série absolument convergente.
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De plus on a alors

SIS S oS SIS
DD G =3 =D Um =D ann
n=0 m=0

n=0m=0 m=0n=0

On dit dans ce cas que la série double de terme général a,, est absolument
convergente.

Démonstration. Soit donc M > 0 tel que pour tout m, n

ZZ \akﬂ < M.

k=0 1=0

Alors pour m fixé on a

n

Z ‘am,l| < Om,n <M
=0

La série de terme général a,, ,,, n € N est donc absolument convergente et

m (o] m n n

E g apy| = lim E g apy| < lim E mE lag | = lim oy < M
’ n—00 ’ n—00 ’ n—00 ’

k=0 11=0 k=0 11=0 k=0 =0

Ainsi la série de terme général u,, = ZSLOZO am,n €st absolument convergente.
Le ii) se démontre de la méme facon. Pour conclure la preuve du théoréme on
va estimer la différence s,,,, — Sp,m lorsque n > m + 1 ol on a noté comme
précédemment Sy, , = >, M Yo @k On remarque que dans ce cas 1a

Smmn — Snm = Z Qg1 — § ag.1

0<k<m,0<I<n 0<k<n,0<I<m
= > ar = > ax,
(k,1)€{0,....m}x{0,...n} (k,1)€{0,...;n} x{0,...,m}

Mais puisque n > m + 1l ona

{0,...,m} x {0,....n} ={0,....m} x {0,....m}U{0,...m} x {m+1,...,n}

{0,...,n} x{0,...,m} ={0,....m} x {0,...,m} U
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(O.n)

Om)

00 kK

On a donc
2, = 2 axi+ 2 ax,
(k,1)e{0,...,m}x{0,...,n} (k,1)e{0,...,m}x{0,...,m} (k,1)e{0,....m}x{m+1,....n}
et
> wu= > ax+ > ax,
(k,1)e{0,...,n}x{0,...,m} (k,1)e{0,...,m}x{0,....,m} (k,l)e{m+1,...,n}x{0,...,m}
D’ou
Sm,n — Sn,m = Z Akl — Z a1
(k,1)e{0,...,m}x{m+1,...n} (k,l)e{m+1,...,n}x{0,...,m}
m n n m
=2 > a— ) D
k=0Il=m+1 k=m+11=0

D’ou en utilisant I’'inégalité triangulaire et en passant a la limite n — oo dans les
inégalités larges :

m 0 > m
M [Smn = Snml <Y Y lardl + D D lay
n—o0

k=0 l=m+1 k=m+1 [=0
Or
m o0 m oo m m
Do > laral =)D lardl = D2 lawl
k=0 l=m+1 k=0 1=0 k=0 =0
et
o m o m m m
D D lawdl =32 lawal =) lanl
k=m-+1 =0 k=0 =0 k=0 =0
Posons

S = sup{omn, (m,n) € N2}



1.5. APPENDICE : SERIES DOUBLES 35

On en déduit

m oo m m o0 m
lim [simn—snoml €3> lakal=D>_ > lanal+> > laws
n—oo

k=0 1=0 k=0 1=0 k=0 =0

m m
—Z Z lag,| <2520 m
k=0 1=0

Pour conclure que

lim m lim s, = lim lim s,
m—o0 n—oo m—0o00 N—0o0

ou encore que
lim m lm [$yn — Spm| =0,

m—r0o0 n—oo

il nous suffit désormais de montrer que

lim opm=2S
m—00 ’

Or par définition de S on a toujours o, ., < S, de plus si (m,n) € N? et que
k = max{m,n} on a toujours
Ompn < Ok < lim oy
’ l—»c0

car la suite (07,;); est croissante. O

1.5.5 Retour sur nos deux exemples

Dans le premier exemple la suite 0y, = > e g >/ |ak,| n’est pas majorée
en effet

1
Onn = Z 2 _ ]2
1<k, 1<n,k#l
1 1 1

> - | = - -
Y e S e ook

1<k,I<n,k=l+1 1<I<n—1 1<I<n—1

+1 1 n 1

= / 2 1d$:/ e 110"

1<i<n-1"7! T+ 1 ATt
> lln 2n + 1'

2 3

Dans le second exemple, on étudie la série double de terme général

cma = [bm,n] = || D"
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Puisque |z|?™ ! < 1, a m fixé, la série de terme général ¢, ,,,n > 1 est conver-
gente et sa somme vaut

Z| |(2m+1)n: |t
|w’2m+1

Puisque |z| < 1, le critere de Cauchy implique que la série de terme général
2m—+1 .
lk”“gclw, m € N converge. Le théoreme (1.5.1) permet d’affirmer que la série

double de terme général b,, ,, converge absolument que donc on a

o) o
" Ly x2m+1
Z 1+ 220 Z(_ ) 1 — p2m+1
n=1 m=0
ou encore
2 3 3 5

x N x N x N x x N x
1422 1424 1426 7 1—2 1—2a3 1-—125




Chapitre 2

Exercices sur les Séries
numériques

Exercice 1. Donner la nature (convergente ou non convergente) des séries de
terme général :

3
a) up =%, n>0,

3n

b) Up = (—1)” sin (m) , n > 0,

1
ln(l\jﬁﬁ> .
g V"
n—+yn +1
n3 42"
2t 3
n?+1
(n? +2)(vn+2)

. 1

g) sin <\/ﬁ> ,n>1
n

h) on

27’L

E:

(n!)

(2

C) Wn =

e)

/)

i)

J) n)!

k) si 1 — 1 > 1

“‘“(w) ﬁm(«ﬁ)’”—
1

) <=

’

ns +

:

n>1

Vnd+n' T

m)

37
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cosh(an), a>0
2TL
3n \n
) (4n—|—1) ’
n2
p) e ntl
q) e V",
1\ V"
r) <2> .
1
> 2.
) (Inn)nn’ "=
fy — 1 >1
,n
(Inn)vn
u L ,n>2 a€R, feR"
neInfn
=
YV Rt
_1)n
D

n+(=1)"1tlnn

Exercice 2. Déterminer pour quelles valeurs de a € Ry la série de terme général

a’I’L

1+ a2

est convergente.

Exercice 3. a) La série de terme général

ein\/ﬁ

n>1

est-elle

— absolument convergente ?
— convergente ?

b) On considere la série de terme général
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— Démontrer que I'on al]

n in\ﬁ
. 5/4 - (_1) € —
i, (“” ( NI )) 0

— En déduire que la série de terme général u,, est convergente.

Exercice 4. On considere une fonction f : [0, +00[—]0, +oo[ décroissante et de
classe C! telle que
f'(=)

vt f(2)

a) Démontrer qu’alors

o e @)
vt f(n)

b) Montrer que si l’intégrale généralisée f0+°o f(z)dx converge alors
00 +oo
JREC IR )
n k=n

¢) Que se passe-t-il lorsque f(x) = e™*?

Exercice 5. On considére une fonction f : [0,4o00[—]0,+o0| continue et dé-
croissante et on suppose que

“+o0o
/ f(z)dr < +o0.
0
a) Démontrer que

h—0+

+00 400
Jim h;) F(hn) = /O Fa)da.

b) En déduire que

“+o0o
>t g
t—0+ At
n=0
1. On pourra écrire
)
"R (_qnen
Vi (—pneny
et se servir de la majoration
1 h? |h|?
—— —(1+hn)| = <
=y O )’ ’1—h"1—|h\

valable pour h € C vérifiant |h| < 1.
2. On admettra que f0+°° e dy = VT2,
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c) En déduire que

< 2 s
n
nzox el= 41 —=z)’

Exercice 6. Enoncer la formule de Taylor-Lagrange.

Exercice 7. On considere la fonction f(x) = In(cos(x)) définie sur | — /4,7 /4].
On utilisera que pour x €] — /2, /2| alors on a tan’(x) = 1 + tan?(z).
a) Calculer les quatre premiéres dérivées de f 1 savoir f', f, f" et fH) = (f"'".

b) Montrer que l’'on a
lz| < 7/4= —16 < fW(z) < —2.

¢) Gr,ce I la formule de Taylor-Lagrange en déduire que pour |z| < w/4 on a

r? 22t 2
< < -
5 5 In(cos(z)) 5

On pose alors
- Vk “~ k S k2
Uy = ;ln <cos <n>) et v, = _ZW et w, = Zm
d) Démontrer que

li _ ! t li _ !
A5 O = Ty e e =3

e) En déduire qu’il existe une constante C' tel que pour n € N* w, < C/n.

f) Montrer que |u,, — v,| < %wn et en déduire que

s =
Jg ==

Exercice 8. On considere la fonction f définie sur |0, +oo| par f(z) = \/z

a) Pourquoi a-t-on

1 -1
im —— S —1?
o0 20/ § 1 ; NG
b) Calculer f'(x) et f"(z).

c) A l'aide de la formule de Taylor-Lagrange montrer que pour tout n € N\ {0},
ona

1 1 §f(n+1)_f(n)§2\1/ﬁ_8(n+1§\/m

2y/n  8ny/n

3. On reconnaOtra des sommes de Riemann.
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d) En déduire que la série de terme général
1
ﬁ—(\/n%— —\/ﬁ),nZI

est convergente.

e) En déduire que la suite (uy)n>1 définie par

"1
w =S ) —ovnFT

est convergente.

Exercice 9. On étudie la suite définie par la relation de récurrence uny1 =
sin(uy), up €]0, 7.

a) Démontrer que cette suite converge vers OE]

b) Démontrer que

lim =
z=0 22 sin?(z) 3
c) En déduire que
. 1 1 1
im — ==
notoou? w2 3
d) En déduire que
3

Exercice 10. Calcul de quelques décimales de v/2 par une méthode due I L.
Euler (mathématicien suisse 1707-1783)
On étudie la série de terme général :

C1x3x5x..x(2n—1) (1 \"
B n! 100/ °

Unp,

L 2
ainsi ug = 1, up = 1/100 et ug = 12%3 (1—(1)0) = %. On a donc

2n —1 . 1
Up = Up—1 et ug = 1.
n 100n n—1 0
On note également Sy, = Y|\, uy, la somme partielle de cette série.

a) Montrer, 1 Uaide du critere de d’Alembert que cette série converge.
On considére la fonction f définie sur | — oo, 1| par

1

4. On pourra démontrer qu’elle est positive et décroissante.
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b) Démontrer que la dérivée n'*™ de f est

135 2n — 1
(n) _2° - —n—1/2
9 (x) 523" 3 (1—2x)
n—1
— o [+ 1)(1 - 2) V2
j=0
2n)! e
- Ew 71!(1 —a)

¢) Avec la formule de Taylor-Lagrange en déduire que si x € [0, 1] alors

N - (2.7)‘ 27 (2n+1))' _l,—n—'/xn
F@ =2 5y | S T G

d) Montrer que
a 5
nh_{I;OSn:Zuk = ?\/i
k=0
e) Quelle erreur obtient-on en estimant /2 par % Ss ?

Exercice 11. Calcul de quelques décimales de 7

. s . ., 2n-+1
a) Montrer que si x € [0,1] alors la série de terme général u, = (—1)"5
converge.
On notera
n 2k+1 3 5 2n+1
x x x
S = —]_ = —_ — _— —1\"
() kzo( T A T

la somme partielle de cette série.

b) Démontrer que si x € [0, 1] et n € N alors

1 - k2| ~ 2042
5 — Y _(—1)Fa| < 2?2,
1+ P
¢) En déduire que si x € [0, 1] et n € N alors
n 2%k+1 2143
x x
t =) (-1 < :
arctan(z) kzo( U
d) En déduire que
0 2%+1
: T
nlbrgo Sp(z) = Z(—l)k2k i arctan(z),

Cette formule est due au mathématicien anglais Gregory.
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e) Pourquoi a-t-on
:E2n+3

|Sp(x) — arctan(x)| < T3 ?

f) Quelle erreur obtient-on en estimant w par 4519(1).
g) Quelle valeur de n faut-il choisir pour que |4S,(1) — 7| <1075 ?

h) Montrer que
(5+i)*
239 +1
i) Pourquoi I’argument de (5 + i) vaut il arctan(1/5) et pourquoi I’argument de
(239 + i) vaut il arctan(1/239). En déduire que

1 1
arctan(1) = % = 4 arctan <5> — arctan <239> .

Cette formule est connu sous le nom de formule de Machin (du nom du Mathé-
maticien anglais John Machin (1680-1751) ).

J) A partir de la formule de Machin, quelle erreur fait on en estimant /4 par
455(1/5) — Sp(1/239).
Appendice : I/ existe de nombreuses formules pour calculer des décimales de
m, par exemple il y a une formule de C.F. Gauss (mathématicien allemand 1777-

=2+ 2.

1855) :
1 1 1
% = 12 arctan <18> + 8 arctan <57> — darctan <239> .
en effet
(18 +i)12(57 +14)® ,
= 119209289550781250(1 !
(239 + i) (1+19)

Ou encore la célebre formule de S. Plouffe (qui date de 1995)

i 1\* 4 2 1 1
m = —_— — — —
£\ 16 Sk+1 8k+4 8k+5 8k4+6

qui permet le calcul de bits de m c’est 1 dire des entiers by, € {0, 1} tel que
b
k
k=1

Exercice 12. Soit x € [0, 1[. On considére la suite (u,)neN définie par u, = nx"
P s 2 . _ _ k !

et la série de terme général uy,; on note Sy, = Y p_up = Y p_okz" la n'*me

somme partielle de cette série.

a) Montrer que la série de terme général nx"™ est convergente. On notera | =

limy, o0 S = D e g na™.
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b) Calculer le produit de Cauchy de la série de terme général v, = x' par elle
mime.Pl

¢) En déduire la valeur de l = 7 na™.

(—1)" _

——= etv —
(n+1)/3 7" (n4+1)2/3
sont-elles convergentes. Sont-elles absolument convergente ?

Exercice 13. a) Les séries de terme général u,, =

b) Montrer le produit de Cauchy de la série de terme général u,, par celle de terme
général vy, n’est pas une série convergente.

Exercice 14. a) Soit 0 € R, déterminer la nature de la série de terme général
ein@

,n > 2
Inn

144"
b) Déterminer la nature de la série de terme général i
2n(n? + 1)
14+4)"

c) Déterminer la nature de la série de terme général o

. _ n —+oo
5. i.e. caleuler wy, = Y27 VpUn—p €t D% Wy )
6. On pourra démontrer que la suite définie par w, = > "_

b—1 UpUn—p NE CONVErge pas vers zEro
en minorant |wx, |.



Chapitre 3

Suites et séries de fonctions

3.1 Présentation des problémes

3.1.1
Supposons que 1’on ait une suite de fonctions

f()?fla“'

définies sur un intervalle I de R telle que pour tout x € I, la suite numérique
(fn(x)), converge. On peut alors définir une fonction fo, : I — R par

fool) = nligloo fu(z) -

L’objet de cette lecon est de donner des outils qui permettent de savoir
— si la fonction f,, est continue,

— si la fonction fo, est dérivable,

— siétantdonné a,b € I :

/a "ot = lim / (bt

n—-+0o00

3.1.2 Définition

Soient [ est un intervalle de R et ( f,,),, une suite de fonctions définies sur I et
a valeurs complexes. Si pour tout x € I la suite numérique ( f,,(z)), converge vers
foo(x), on dira que la suite de fonctions ( f,,),, converge simplement vers fo.

3.1.3 Des exemples

On définit ( f,,), une suite de fonctions définies sur [0, 1] par :
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lim fo(z) = 1 siz#0

n—+o00 0 siz=0

Ainsi la suite de fonctions ( f,,), converge simplement vers la fonction f, définie
par
1 sizel0,1]
€Tr) =
P =10 sw=0
Les fonctions f,, sont continues mais la fonction f, n’est pas continue en 0 car
lim foo(2) =1 # foo(0) =0,
z—0

autrement dit
lim lim f,(x) # lim lim f,(x).

r—0n—-+4o00 n—+o0o0 x—0

On étudie la série de fonctions de termes générales

—nx

Up(x) =xe ™™, x € R4 .

Il est facile de démontrer que pour tout réel positif ou nul = , la série de terme
général u, (x) converge et on a

x
1—e 2’

Zun(O) =0 et pour z >0, Zun(x)
n=0

n=0

Ona

Jig, 2 uale) =170 2 Jig wi(e)

On définit maintenant la suite de fonctions (g, ),,>1 chacune définie sur R par

_sin(nzx)

La suite de fonctions (g,,) converge simplement vers la fonction nulle. Chaque
fonction g,, est dérivable et la fonction nulle est dérivable. Cependant pour x € R,
la suite numérique (g,,(z) = y/n cos(nx)),, ne converge pas

1. En effet s’il existe un réel x tel que cette suite converge, on obtient que la suite ( cos(nx)),,
converge vers 0. et en se servant de I’identité cos(20) = 2cos>(#) — 1, on obtient que la suite
( cos(mc)Z)n devrait tendre vers 1/2, ce qui contredit le fait que la suite ( cos(nx)),, converge vers
0. On peut démontrer de la méme fagon que si pour un réel z la suite (cos(nx)),, converge vers £
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On définit (h,, ), une suite de fonctions définies sur [0, 1] par :
hn(z) = na(l — 22" .

Il est aisé de remarquer que la suite de fonctions (hy,),, converge simplement vers
la fonction nulle. Cependant on aEI

! n [ g, M
/Ohn(x)da?ZQ/o(l—t) dt_iQ(n—kl)'

On a donc

1 1
. 1 .
ngrfoo ; hy(z)dx = 5 #0= /0 <ngrfoo hn(x)> dx.
Que se passe-t-il ?

Dans le premier cas si on évalue la différence :

0 sixe
foo(T) = fru(z) = L re

1—nx sl x

Ainsi on a toujours

sup | foo(®) = fu(z)[ = 1.

z€0,1]

alors en utilisant les identités :
cos(2nx) = 2cos’(z) — 1 et cos(3nx) = 3cos’(z) — 2 cos(nx)

on obtient que forcement
(=20 —1et £ =30"—2

ce qui implique £ = 1 et donc également la suite ( sin(nz)),, converge vers 0. En faisant alors tendre
n vers 'infini dans la formule

cos((n + 1)z) = cos(nx) cos(x) — sin(nz) sin(x)

on obtient alors que cos(z) = 1, c’est a dire que x est un multiple de 27 auquel cas la suite

(cos(nx)),, est la suite constante égale I 1.

2. avec le changement de variables ¢ = x2.
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A

\|
A\

RSN R

Dans le deuxiéme cas on a pour x > 0 :

—nx

= e
Zuk(:t) =rT %
k=n

Ainsien z, = 1/nona

Dans le dernier cas il est facile de démontrer que le maximum de la fonction

h,, est atteint en x,, = \/ﬁ Etona

1 1 " n
= 1 — ~ — _1/2 .
Juae Vnl@)l =nmmms ( on + 1) nyo0 \/;6
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3.2. CONVERGENCE UNIFORME ET CONTINUITE

A7

N
]

N

T
\
%@&:‘::\;\
\
\
/

3.2 Convergence uniforme et continuité

On peut caractériser la convergence simple a 1’aide des quantificateurs :
Une suite de fonctions ( f,,), définies sur I converge simplement vers f, si et

seulement si
Vo € I,Ve > 0,3ng(z,€) € N, tel que n > ng(z,€) = |fool(z) — fr(z)] < €.
ﬁ)—l—

T

Dans le premier exemple donné ci dessus : on peut prendre n, e)=F (
1, si z # 0. La bonne notion pour la continuité d’une limite de fonctions est celle

de convergence uniforme :

3.2.1 Définition
On dire qu’une suite de fonctions ( f,,),, définies sur I et a valeurs complexes

converge uniformément vers une fonction f,, si
Ve > 0,3np(e) € N, tel que n > ng(e) et z € I,= |foo(x) — fr(z)| < €.
Ou de fagon équivalente, ( f,,), converge uniformément vers une fonction fo,
si lorsque
My, = sup |foo (z) — fu()|
zel
alors la suite (M,,),, converge vers 0 lorsque n tend vers +o0.

Graphiquement, ceci signifie que pour tout € > 0, il y a un rang ng a partir
duquel le graphe de f;, est situé dans un e—épaississement du graphe de fo..

On commence par le graphe de la fonction f(z) = sin(z) et un 0, 1 épaissis-

sement de celui ci :
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. (E3
On compare au graphe de la fonction z — z — %

. . 23, 25
Puis on compare au graphe de la fonction z — = — 5 + {5;

.;},. N
\ 1%
Pui ) he de Ia foncti g 4 z° _ a’
uis on compare au graphe de la fonction z — x — % + {55 — =015
’ &:
v’l'v \
LA
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3.2.2 Quelques remarques élémentaires
Convergence simple vs converge uniforme

Il est évident que la convergence uniforme implique la convergence simple
mais la découverte des exemples donnés précédemment montre que la réciproque
n’est pas vraie.

Un critere de Cauchy

Proposition 3.2.1. Soit (f,), une suite de fonctions définies sur I et a valeurs
complexes. On suppose que

Ve > 0,3ng(e) € N, tel que (n,m >mng(e) et x € 1) = |fn(x)—fulz)| <e.
ou de facon équivalente :

Ve > 0,3ng(e) € N, tel que (n,m > ng(€)) = sup|fm(z) — falz)| <e€.
zel

Alors pour tout x € 1, la suite (f,,(x))n converge vers un nombre complexe foo(x)
et la suite (fy,)n converge uniformément vers une fonction f.

3.2.3 Convergence uniforme et continuité

Théoréme 3.2.2. Soient (fy,), une suite de fonctions définies sur I et a valeurs
complexes et fo, une fonction définie sur I et xo € I. On suppose

— la suite ( fy,)n converge uniformément vers f,

— Chagque fonction f, est continue en x,
Alors f est continue en x.

On en déduit le corollaire immédiat suivant

Corollaire 3.2.3. Ue limite uniforme de fonctions continues est continue,; autre-
ment dit soient ( f,,)n, une suite de fonctions continues sur I et a valeurs complexes
et foo une fonction définie sur I. On suppose la suite ( f,,),, converge uniformément
vers foo, alors la fonction f est continue.

La preuve du théoréme ci dessus est la prototype des preuves de type "inter-
vertion de limites". On sera amené a utiliser souvent I’argument élaboré dans cette
preuve.

Démonstration. On se place dans les hypotheéses du théoréme et on fixe un réel
strictement positif
e>0

On veut trouver un réel strictement positif § tel que

|z —xo| < 6,2 € I = |foo(x) — foo(zo)| <€
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Or pour tout entier n on a grace a I’inégalité triangulaire

[foo(2) = foo(@o)| < [foo(2) = fu(2)] + [ fu(2) = fa(20)] + [fn(x0) = foo (o)

(3.2.1)
Gréce au fait que la suite ( f,,) converge uniformément vers f, on trouve un entier
ng tel que

n > ng = sup ‘foo(x) - fn(x)’ <
zel

= o

On en déduit donc avec I’inégalité (3.2.1)) appliquée pour n = ng

[Foo(@) = foo@0)] < 5 + g (@) = fuo(@0)] -

Mais la fonction f,, est continue en x( donc il existe un réel strictement positif &
tel que

€
| = 20| < 8,2 € I'= |fug(2) = fao(20)] < 5-
On en déduit alors facilement

|z — 20| < 6,2 € I = |foo(x) — fool(w0)| < §'+§:€'

3.2.4 Cas des séries de fonctions
Définitions

A une suite de fonctions
Up, U,y - - -

définies sur un intervalle I et a valeurs complexes, on associe la série de fonctions
de terme général u,, qui est la suite de fonctions (.S,,),, définie sur I par

Sp(x) = Z ug
Cette suite est parfois noté dans la littérature

S

On dit que la série de terme général u,, converge normalement si la série de
terme général

M,, = sup |up(z)]
xel

converge .
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Résultats : lien avec la convergence uniforme

Proposition 3.2.4. On considere une suite de fonctions (uy,),, chacune définie sur I
un intervalle et on suppose que la série de terme général u,, converge normalement
alors

i) Pour tout x € I, la série de terme général u,,(x) converge absolument.
Notons

n oo
Sp(x) = Zug(x) et S(x) = Z Up ()
=0 n=0
ii) La suite de fonctions (Sy,),, converge uniformément vers S.

Démonstration. On se place dans les hypotheses de la proposition et on note

M, ::Sup|un(x)|'
zel

Alors pourn € Netx € I,ona
|un ()| < My

Par hypothése, la série de terme général M, converge donc la série de terme général
Uy, converge absolument. De plus pour N > netx € [ ona

N N 00
Sn@) = Sul@)| < 3 @) < 3 Me< Y M

l=n—+1 f=n+1 f=n+1

Ainsi en passant a la limite lorsque IV tend vers I’infini dans ces inégalités larges,
on obtient :

neN, zel=|S(x)—S(z)| < > M .
{=n+1

Ainsi on a

sup |S(z) — Sp(2)| < > My .
xel f—n+1

Puisque lim;, o0 Z;’;n 41 My = 0, on en déduit que

lim sup |[S(z) — Sp(x)] =0

n—oo zel
c’est a dire la suite de fonctions (.S,,), converge uniformément vers .S. O
n

On en déduit alors le corollaire suivant



54 CHAPITRE 3. SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

Corollaire 3.2.5. On considére une suite de fonctions continues (uy), chacune
définie sur I un intervalle et on suppose que la série de terme général u,, converge
normalement alors la fonction S définie sur I par

S(z) = Z up ()
n=0

est continue.

Si on reprend 1’exemple donné au début de la lecon ot

Up () = 2™
On a
o1
sup [un(z)| = —
$€R+ n

qui n’est pas le terme général d’une série convergente. Par contre si on fixe € > 0
alors on a pour n > 1/e

e*&’n

sup |up (z)| = €
xr>€ n
est bien le terme général d’une série convergente, le corollaire ci dessus montre
que la fonction ) 7 j ze™"* est continue sur [e, +-0o[. Ce qui implique que cette
fonction est continue sur
Ri = Uesole, +00[ -

Des exemples

i) La fonction exponentielle est continue sur R. En effet soit R un réel stricte-
ment positif et démontrons que la série de terme général

xn

n!

converge normalement sur I’intervalle [— R, R]. Pour z € [— R, R], nous avons

la majoration évidente :
n
x

n!

RTL
<7
— nl

ainsi

n R’n
< —.
- nl

X

sup
n!

z€[—R,R]

Puisque % est le terme général d’une série convergente, on en déduit que la
la série de terme général %Y,l converge normalement sur I'intervalle [— R, R].
Chacune des fonctions N
P
n!
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est continue sur [— R, R] donc la fonction exponentielle définie par

o0 n

exp(x) = e* = Z T

n!
n=0

est continue sur [—R, R].
Ceci implique que la fonction exponentielle est continue sur RE]
ii) La fonction f définie sur R \ Z* par

1
f@)= - (3.2.2)
n=1

est continue. On ne démontre d’abord la continuité sur I'intervalle | — 1, 1] et
on expliquera ensuite comment obtenir la continuité sur les intervalles de la
formes |k, k + 1[ et | — k — 1, —k[ lorsque k est un entier strictement positif.
On fixe un réel ¢ vérifiant 0 < 6 < 1. Etonapourz € [—1+ 6,1 — d] et

n>1
1 1
n?—x2| ~ n?2—(1-90)2
Donc
1 < 1
sup <
ve[—1+51-8) | 7% — 22| T n? — (1 -9)?

Puisque la série de terme général m est convergente, on en déduit que
la série de fonctions de terme général

x€[-140,1-0]—

2 2

n*—z
converge normalement. Puisque le terme général de cette série est continue,
on en déduit que la fonction f définie par est continue sur I’intervalle
[—1+9,1-4].

Finalement I’intervalle ouvert | — 1, 1] est la réunion des intervalles fermés
{[=1+4 0,1 — 6]} 5¢10,1;> donc f est continue sur | — 1, 1.

On considére maintenant un entier naturel k& non nul et un réel 0 €]0,1/2].
Pourn > k+letz e k+d,k+1—-90]U[-k—1+0,—k—Jd],onala
majoration :

1

n2 — 2

1
<
“n?2—(k+1-90)2
qui permet d’utiliser les m €mes arguments pour démontrer la continuité de f
sur |k, k+ 1[U] — k — 1, —k].

3. 1l faut ici se souvenir que la continuité est une notion locale, et donc une fonction f définie
sur R et continue sur chaque intervalle [— R, R] est continue; il suffit pour cela de remarquer que si
zo € Ralors on trouve R = |zo|+1 tel que 29 €] — R, R][ et alors I’hypothése de continuité de f sur
Uintervalle [— R, R] implique que limg_, 4, f(z) = f(20). Un raisonement identique montre que si
que f est une fonction définie sur ]a, b[ et continue sur tout intervalle fermé de la forme [a + ¢, b — €]
avec € €]0, (b — a)/2] alors f est continue sur |a, b].
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iii) On va maintenant construire une fonction définie sur R continue sur R \ Q
et discontinue sur Q. Puisque Q est dénombrable on peut énumérer QEI On
trouve une suite injective (7, )nen telle que

Q={rn,neN}.
On définit alors la fonction
1
Up = 27“4[7“7“_’_00[

Ou si A est une partie de R, on note ¥ 4 1a fonction caractéristique de A, c’est
a dire la fonction valant 1 sur A et 0 sur le complémentaire de A. Ici on a

(2) 27" s>y,
Up(x) =
" 0 six<ry

Il est clair que que la fonction u,, est croissante et continue sur R\ {r;, }. Donc
en particulier u,, est continue sur R \ Q. Maintenant puisque

1
sup |un ()| = —
sup s ()| = 3

la série de fonctions de terme général u,, converge normalement, on peut donc
définir la fonction f définie par

@) = un(a) .
n=0

4. On commence pour cela a batir une injection
p:Q—N

de la fagon suivante si
r =2 avec e==+1, peNet geN
q

est la décomposition irréductible d’un nombre rationnel r alors on définit

14€

o(r)y=27.375"2

11 est clair que
o(r) =p(r')=r=1'
Maintenant I’ensemble J = ¢(Q) est une partie de N et

p:Q—J
est une bijection. Nous pouvons énumérer J = {j,,n € N} avec
Jo<j1<g2< ...

i.e. jo est le plus petit entier de .J, j; le second, . . . . Il suffit alors de considerer r,, = ¢ ™' (jn).
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On sait que f est limite uniforme de la suite de fonctions (.Sy,),, définie par

Sn(x) =) —=0"uy(x)

C’est une fonction croissante, elle admet donc des limites a gauche et a droite
en tout réel.ﬂ On commence par remarquer que f est continue sur R\ Q : si
zo € R\ Q alors chaque fonction w,, est continue en xg, donc f est continue
en xrop.

Puis on montre que f est discontinue en tout rationnel. Soit donc r,, € Q. On
considere la suite de fonctions

(Sn - unD)nZno

C’est une suite de fonctions continues qui converge uniformément vers la
fonction f — uy,. Donc la fonction f — u,,, est continue en ry. On a donc

im f(2) —uno(z) = lm f(z) — uny(x)

T—ro+ T—To—
mais
a:E%Jr Uny (T) = om0 et xgggi Ung () =0
ainsi .
A @) = A T =g

la fonction f n’est donc pas continue en 7.

3.2.5 Appendice : une paraphrase de ce qui a été dit ici.
On fixe [a, b] un intervalle non vide fermé de R.

Définition 3.2.6. Si f € C°([a,b],C), on définit

[fllc = sup |f()]

z€[a,b]
la norme uniforme de f.
Proposition 3.2.7. La norme uniforme vérifie les propriétés suivantes :
i) Iflle =0 < f=0.
i) Si f € C%[a,b],C)et A € Calors |A.flloo = A || floo-
iii) Si f,g € C%([a,b],C) alors |Lf + glloo < [ flloc + llglloc-

5. On a aussi la formule

= Y

n tel que ryp <z
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Démonstration. Seule la derniere propriété mérite d’ étre démontrée. Soient donc
f,g € C%Ja,b],C) pour z € [a,b] on a donc

[(F+9) @) = [f (@) + g(x)] < f(@)| + |g(@)] < [ flloo + llglloc

donc
1+ gllec = sup [f(2) +g(2)| < || flloo + llglloo -

z€la,b

O]

On peut alors paraphraser les définitions précédentes :
Une suite de fonctions ( f,,),, continues sur [a, b] et & valeurs complexes converge
uniformément vers une fonction f € C°([a, b], C) si et seulement si

im[fo flleo =0

Ou encore si et seulement si
Ve > 0,3ng € N tel que n > ng = || fn — flloo < €.

La norme uniforme est a la convergence uniforme des fonctions continues ce qu’est
le module pour la convergence des nombres complexes.

De la m &éme fagon, si (uy,),, est une suite de C%([a, b], C) alors la série de terme
général u,, converge normalement si la série de terme général ||u, ||~ converge.

3.3 Convergence uniforme et intégration

3.3.1 suites
Sur un intervalle borné

Théoreme 3.3.1. Soit (f,,) une suite de fonctions continues sur un intervalle [a, b]
qui converge uniformément vers foo. Alors on a

b [ f (6t = / )t

n—oo

Démonstration. En se servant de 1’égalité valable pour chaque ¢ € [a, b],

[fn(t) = foo ()] < sup [fn(s) = foo(s)]

s€la,b]

on évalue la différence

/abfn(t)dt— /abfoo(t)dt‘ =< /ab (falt) — fro(t)) dt

b

S ’fn(t) _foo(t)|dt
< (b—a) sup [fn(s) — foo(5)]
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Ainsi I’hypothése :
lim sup |fn(s) = foo(s)] =0

=0 scla,b]

implique bien que

n—o0

b b
lim [ fy(t)dt = / foo(t)dt .
[

Remarque 3.3.2. Si il y a une subdivision a = ap < a1 < a2 < ... < any—1 <
an = btelle que chaque fonction f,, soit continue sur chaque intervalle |a;, a; 1],
7 =0,1,..., N — 1 en admettant une limite a droite et a gauche en chaque point
alors la convergence uniforme de la suite (fy,)n vers foo implique aussi la conver-

gence de (fab fn(t)dt) vers fab Joo(t)dt.

Un exemple plus élaboré

Lemme 3.3.3. Pour n € N\ {0}, on consideére la fonction f, définie sur |0, nm|

par
sin(z)

falz) =

et prolongée par continuité en 0 par f,(0) = 1 et la fonction f définie sur ]0, 0]
pars

nsin(xz/n)

sin(x)
)= ,
fla)="2
de m éme prolongée par continuité en 0 par f(0) = 1.
Soit T" > 0 alors la suite de fonctions (f,) converge uniformément vers la

fonction f sur Uintervalle [0, T).

Démonstration. L’ outil fondamental pour démontrer ce résultat est la formule de
Taylor-Lagrange : pour y > 0, il y a un réel ¢ €]0, y| tel queﬂ
Y3

sin(y) =y — " cos(c) .

En appliquant ceci 2 y = x/n, on en déduit que pour x > 0 on a

L < msin(e/n) — 2 <
——— <mnsin(z/n) —r < —;.
6n? — ~ 6n?
Prenons n assez grand pour que n > % alors la fonction f,, est continue sur [0, 7]
et pour z €]0, 7], I’on a la majoration :

() = sin(z)  sin(z) _ sin(x) o nsin(e/n
o) = f () nsin(xz/n) x xnsin(m/n)( (z/n)
< sin(z) :Li: sin(z) z/n 9372
~ |xnsin(z/n) | 6n? x  sin(z/n)| 602

6. On rappelle que % sin(y) = — cos(y) etsin(0) = 0 = sin " (0) et sin’(0) = 1.
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On utilise alors le fait que pour tout z > O on a
[ sin(z)] < |z]

et que par concavité de la fonction sin sur [0, /2], on sait que pour tout y € [0, 5]

2
: S 2
sin(y) > 2y
ainsi pour n > 2L etz € [0, 77 :
. (T 2z
sin (—) > —,
n
D’ot lorsque = €]0, 7] et que n > 2L ona

sin(x) x/n 22

(@) = fl2)] <

x  sin(z/n) 6n2

Cette derniére estimation est également vraie en x = 0, on a donc démontré que

‘fn f = P)
sup x z)| < s
z€[0,T) ( ) ( ) | 3mn

ce qui montre le résultat. O

Convergence d’intégrale généralisée

Il est aussi commode d’avoir un critére qui permette de traiter la convergence
d’intégrale généralisée. Vous verrez en L3 un résultat beaucoup plus général le
théoreme de convergence dominée de Lebesgue. Ici on se contente du théoréme
suivant

Théoreme 3.3.4. Petit théoréme de convergence dominée : Soient I un intervalle
de R, (fn) une suite de fonctions continues sur I, foo une fonction continue sur I,
et g une fonction positive continue sur I, on suppose que

— VneN, Vx e[, |fn(z)| < g(z).

— L’intégrale généralisée de g sur I converge.

— Pour chaque intervalle fermé borné [a,b] C I, la suite de fonctions ( fn)n

converge uniformément vers fo, sur [a,b].
Alors les intégrales généralisées de f,, et de f sur I convergent et

Mlzh@ﬁ—zm@ﬁ.

n—-+oo
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Démonstration. On se place dans le cas ot I = [a,w| avec w €]a, +o00[U{+00} =
la, +o0] les cas ot =|a, w[ ou I =], ] se traiteraient de la m éme fagon.
Soit n € N, ’hypothese

Vo €I, |fule)] < g(x) (3.3.1)

et le fait que I’intégrale généralisée de g sur I converge implique que pour I’inté-
grale généralisée de f,, sur I converge absolument.

La derniére hypothése implique que la suite de fonctions ( f;,), converge sim-
plement vers fo, sur I. Ainsi par passage a la limite dans les inégalités larges de la
premiere hypothese, on en déduit

Vo €1, |fo(x)| < g(2) (3.3.2)

et la convergence absolue de I’intégrale généralisée de f., sur [ .
Soit € > 0, on sait trouver b €]a, w| tel que

/bw g(t)dt = /aw g(t)dt — /abg(t)dt <

On en déduit avec les majorations (3.3.1]et[3.3.2) que

/b \fn(t)\dtﬁget /b \foo(t)\dtgg .

Wl m

On a de plus
w b w
/ (Fult) — Foolt)) dt = / (Falt) — foolt)) dt + /b (Falt) — Frolt)) dt
¢ ab w w
- / (Falt) — Foolt)) dt + /b fult)dt — /b fro(t)dt
donc

/aw fn(t)dt — /aw foo(t)dt‘ < /b‘*’ foo(t)dt‘
b

< [ 14a0) - foolt) i+ /b " falt) e+ /b " ()] e

/ (Fal®) — F®) dt] ¥

/bw fn(t)dt‘ +

< [ 1falt) ~ SOl de+ 5

( fnl la, b]) _ converge uniformément vers la restriction de f, a I'intervalle [a, b].

On en déduit donc qu’il y a un rang ng tel que pour n > ng alors

€
sup |fn(t) — foo(t)| £ =
te[a’b]l (t) @) Sh—a) 11
Et donc pour n > ng, nous avons la majoration :
w v € 2¢
(t)dt — SDdt| < (b—a)——— + = .
[ e~ [t < 0 - a5+ 5 <
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Un exemple d’application, la formule de Gauss pour la fonction I'.

Pour x > 0, on définit
—+o0
I'(z) :/ t" e tdt
0

ceci est bien déﬁniﬂ De plus on a

+o0o A
(1) = / e 'dt = lim e 'dt = lim [—e_t]g‘ = lim —e41=1
0 A—+o00 Jg A—+o0 A—+o0

et en intégrant par parties, nous trouvons la relation de récurrence
MNz+1) =al(x),

carpour z > 0 :

A A A
/ thetdt = [ —t"e™"] +/ (t*)e " dt
0 0
A
= A% 4 +/ e tdt .
0

Et donc

A

MNx+1)= Alim te tdt
—+00 0

A
= lim <—AxeA+/ xt‘”letdt>

+oo
= / ct* leTtdt = 2T () .
0

On en déduit que pour n € N* alors
I'(n)=(n-1)".
On va démontrer en utilisant le petit théoréme de convergence dominée que

[(z) = lim ot <1— t) dt . (3.3.3)
0

n—-+o00 n

On considere, pour chaque entier n € N*, la fonction f,, définie sur |0, +o0[ par

0 sit>n
fa(t) = {txl (1-5H"  siz€)0,n]

n

7. Vérifiez le vous m éme !
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et on définit les fonctions f et g sur |0, +-o00[ par

foolt) = g(t) = "1™,

Les intégrales généralisées des fonctions f,,, g, foo sur 0, 4+o00[ sont bien absolu-
ment convergente. De plus la formule de Taylor-Lagrange montre que si ¢t € R
alors il y a un réel 6 €]0, 1] tel que

¢ g
e + 26

On en déduit que pour ¢ € R* alors

2
1—t§e*t§1—t+5

Et donc

etpour t € [0,n] on en déduitﬂ que

n 2\ 1
1—E S(e_%>n:@_t§ 1_£+L .
n n  2n2

On en déduit facilement pour tout entier n € N* et ¢ > 0 alors

()] < g(t).

Pour finir de démontrer la formule , on doit démontrer que si [a, b] est
un intervalle inclus dans |0, 400 alors la suite de fonctions ( f;, ), converge unifor-
mément vers f sur [a, b]. Fixons ¢ € [0, n].

Nous avons

t\" t o t2\" t\"
oz (1) <o) (-3
n n  2n n
Or pour tout u, v > 0, la formule de Taylor-Lagrange fournit la majorationﬂ
(u+0)" —u" <n(u+v)" v

On applique cette inégalité au = 1 — % etv = 2’5? pour obtenir

—1
t\"  t? t 2 \"
0<et—(1--= < — 1———!——2
n n n  2n
8. Car la fonction u — u' est croissante sur R
9. Car il existe un réel 6 €]0, 1] tel que :

(u+v)" —u™ =n(u+60v)" "bv .
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Or la fonction s — 1 — s + % est décroissante sur [0, 1] et donc pour ¢ € [0, n],

t 2
0<1——+—<1.
< n+2n2_

Ce qui permet d’obtenir que pour tout ¢ € [0, 7] :

n 2
0<et— 1_3 <L
- n - 2n

Ce qui permet d’obtenir pour ¢ € [a, b] et n > b 1a majoration

b2

0 < foolt) — ful(t) < max{bx_l,am_1}2n.

Ce qui montre que
b2
SUP | foolt) — fn(t)| < max{b*~* a® 1} —
t€la,b] 2n

et la convergence uniforme de la suite de fonctions (f, ), vers fo sur I'intervalle
[a, b]. Le petit théoréme de convergence dominée permet alors d’affirmer alors que
la formule (3.3.3)) est valide.

Il se trouve qu’avec le changement de variables { = ns on obtient

n n 1
/ ot <1 — t) dt = nm/ s (1 —s)"ds .
0 n 0

Puis si on note .
I(z,n) = / sTH(1—8)"ds
0

une intégration par parties montre que pour x > Oetn > 1:

s* nal Lgx n—1 n
I@JU:[x(l—@]0+%;mn.ﬂ—s) ds = "I +1,n-1)
Ainsi : 0 on—1 ]
I(x,n)z;.x+1.... .$+n_1f(x+n,0)
Mais I(z +n,0) = [, s 'ds = 1 d’ob
I(xz,n) = n

z(z+1) ... (x+n)

nous avons donc obtenu la formule suivante due a Gauss :

xT

n* n!
T =1 .
@ =t T . @t



3.3. CONVERGENCE UNIFORME ET INTEGRATION 65
Un exemple ou1 on ne peut appliquer le petit théoréeme de convergence domi-
née.

On considere la suite de fonctions (fy,), définies par

fo(t) == 0 sitg[n—1,n+1]
T M1 —Jt=n| sitén—1,n+1]

Pour chaque entier n, I’intégrale généralisée de la fonction f,, sur R est bien

définie et I’on a
/ Fo)dt =1 .
R

De plus si [a, b] est un intervalle de R alors pour n > b+ 1, on sait que

sup |fn(t)|] =0
t€la,b]

ainsi la suite ( f,,), converge uniformément vers la fonction nulle sur I’intervalle
[a, b]. Mais nous n’avons pas de fonctions g dont I’intégrale généralisée sur R
converge qui domine chaque f,, et

lim /Ian(t)dt#Oz/R lim f,(t)dt .

n—-+o0o n—-+00

Un autre exemple

On va ici démontrer en complément de (3.3.3)) que :

Lemme 3.3.5.

lim " 78,111(&;) dx:/+oo Ln(w)dw.
n—oo Jo msin(xz/n) 0 x
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Démonstration. On a démontré (cf. la preuve de b que lorsque n > 2L alors

s

T2 T3
2  3n2

T T
/0 fale) — f(@)]da] < /0 nla) — F@)dw < T x

Soit € > 0 et posons
T.,, = 2313

On a alors
Tem .
| hale) = sl < 5. (334
0
En intégrant par partie, on obtient :
/oo sin(:v)dx _ [_cos(x)ro B /°° cosgx)dx
Te,n Z T Ts,n TE!” z
Or i
[ cos(z)]>  cos(Tin)
o, Ten
et
/ €s(@) 4o < / Liw= 1
Ten € Ten €z Tg:n
On en déduit donc grace a I’inégalité triangulaire
/ @) gy | < (33.5)
Ten & Ten

En effectuant le changement de variables x = nt on obtient

nm/2 . /2 .
/ siln(:r) dr — / Sn.a(nt) i@t
7., nsin(z/n) Ton/m Sin(t)

puis en intégrant par parties, on a I’égalité :

/ﬂ/2 sin(nt)dt: [_COS(WL’) 1 ]W/Q _/7r/2 cos(nt) cos(?) dt

Ton/n sin(t) n  sin(t) Ton/m M sinQ(t)

Ten/n
Or
_cos(nt) 1 m/2 __cos(nm/2) cos(T:n)
nosin(t) |7, B n nsin(1. ,/n)
Donc
_cos(nt) 1 /2 it N 1
nosin(t) g | T 0 nsin(Tin/n) :
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On remarque que notre choix de 7 ,, implique que

lim nsin(7; ,/n) = +oo,
n—oo

En effet lim,,_,oo n /3 sin(T; n/n) = el/fs,
De m éme on obtient la majoration

/”/2 cos(nt) cos(t) gl < 1/”/2 cos(t) gt
Toom N sin®(t) | T n ), sin?(t)
> ™2 cos(t) 1 172 1

/T 2t [_ T PR T C Y
Ainsi

1 n 1
~n  nsin(T;,/n)

/”/2 cos(nt) cos(t) gt

Ten/n M sing(t)

Donc finallement

2

nsin(T; ,/n) (3.3.6)

nw/2 :
/ sin(x) i

7., nsin(z/n)

Puisque lim,, o nsin(7; ,/n) = +oo, les estimations (3.3.53.3.6) impliquent
que

2
<+
n

lim sin(z) dr =0
n—oo Tem T
nm/2 :
lim sin(z) =0

n—oo Jp. - msin(z/n)

On peut donc trouver un entier ng tel que pour tout n > ng on ait

o
/ sin(x) dzl <
Tem 7T

nm/2 :
/ sin(z) de

Tom nsin(z/n)

3

4

< £
4

Alors la relation de Chasles et 1’inégalité triangulaire implique

/On;: nsizl((;/)n) - /;Oo mafx)df”

<

nm/2 :
N / sin(x) s

7., mnsin(z/n)

o
/ sin(x) dx
Tem T

+

7

/Tgv” s'in(x) d:v—/Tm sin(x)
o msin(z/n) 0 x

dw‘
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et I’estimation ((3.3.4) implique que pour n > ng, ona:

/Ong nssllr?((;/)n) de = /0+oo Sinw(x)dx

<e.

Le lemme suivant impliquera que

/+oo sin(x) dr —
0

T
x 2"

Lemme 3.3.6. Lorsque n est un entier impair, on a

/2 S.ln(.%') dr =T
o nsin(x/n) 2

Démonstration. En effet on a

1wt |

eznt _ e—mt
Si t) =
in(nt) 5
it _ it
sin(t) =
®) 21
Donc
sin(nt) B eint _ p—int B e—int (eiQnt . 1) B —i(n—l)tei2nt _1
sin(f) | et —e-it | e-it(eZit—1)  C o2t _ 1

Or on reconnait ici la somme partielle d’une série géométrique de raison e :

i2nt 2int "1
e?zt -1 1— eta z :
k=0

D’ou
Sln(nt) ( ) nl ik nol ( k )
- — et n—1)t 622 t_ ei 2k—n+1 t7
sin(t) kzo k:zo

et en prenant la partie réelle de cette identité, nous obtenons :

n—1

= Z cos((2k —n+ 1)t)

k=0

sin(nt)
sin(t)
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Or

Jus

2
/0 cos((2k—n+1)t)dt = [sin((2k7n+1)t):| 3 sin((2k—n+1)7/2)

2k—n+1 0 - 2k—n+1

sin—1=2k

oy

sinon

Or lorsque n est un entier impair , alors pour tout entier k& € {0,....n — 2}, (2k —
n + 1) est un entier pair et sin((2k — n + 1)7/2) = 0. Donc finallement

"Eosin@) o fEsinnn) R fE ol B
/g nsin(m/n)d _/0 sin(¢) dt = kZ:O/O ((2k + 1)t)dt = 5

O

3.3.2 Le cas des séries

On dispose d’abord du théoreme suivant qui est une conséquence facile de la
proposition[3.2.4] et du théoreme [3.3.1]:

Théoreme 3.3.7. Soit (uy,), une suite de fonctions continues sur [a,b] on suppose
que la série de terme général w,, converge normalement sur [a, b] alors

b [ 00 b
/a (T;)un(t)> dt:T;)/G Uy (£)dt.

Et on dispose aussi du résultat suivant dont on va voir qu’il découle du petit
théoréme de convergence dominé :

Théoréme 3.3.8. Soit I un intervalle de R et (uy, ), une suite de fonctions continues
sur I, on suppose
— Pour chaque entier n, ’intégrale généralisée de u,, sur I est absolument
convergente.
— La série de terme général [; |uy(t)|dt est absolument convergente.
— Pour chaque intervalle [a,b] inclus dans I, la série de terme général u,,
converge normalement sur [a, b]

/l (;un(t)) it = ni:% /l ().

Démonstration. Posons pour z € I, on sait donc que la série de terme général

Alors

|un ()]
est convergente. Notons

+oo
9(@) = 3 fun(a)] -
n=0
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On définit également la suite de fonctions ( f,),, par

n
x) = Zw(a}) ,x el
/=0
On définit aussi
“+00
z) = up(z)
n=0

On va vérifier que ’on peut utiliser le petit théoreme de convergence dominée.
On sait que les fonctions f;, sont continues. Par 1’hypothése iii), on sait que pour
chaque intervalle [a,b] inclus dans I, la suite de fonctions (f,,), converge uni-
formément vers fo, sur [a,b]. Ceci montre que la fonction f, est continue. Un
argument identique montre que la fonction g est également continue. De plus si
n € Netz € I alors

n

| fn(x Z |<Z|u€ ) = goo() .

=0

Il nous reste donc a vérifier que I'intégrale généralisée de g sur I converge. La
fonction g étant positive, il nous suffit de trouver un réel M tel que pour tout
intervalle [a, b] inclus dans [ alors

/abg(ac)dx <M.

Puisque la série de terme général |u,,| converge normalement sur [a, b], on sait

que
fwngfmwm

De plus on sait que pour chaque ¢ € N alors

/abyw(x)\dx < /I|W(9U)dac ;

L’hypothese i) permet d’en déduire que si I’on pose

+0o0o
M= [ fuw)lds
=071
alors

/ dw—z |w )de < M .

(=077



3.3. CONVERGENCE UNIFORME ET INTEGRATION 71

Un exemple

Nous allons démontré la formule suivant qui relie la fonction ¢ de Riemannm
a la fonction I'' d’Euler

Lemme 3.3.9. Si s > 1 alors

+00 tsfl +00 1
/ dt=T(s) y —.
0 1

et _ ns

Démonstration. On remarque d’abord que sit > 0 alors 0 < e~! < 1 et donc

1 e_t —+00 —+00 “+oo
. — - = e—t Ze—ét — Z 6—(€+1)t — Z e_"t.
et —1 1—e™
=0 £=0 n=1

On pose uy,(t) = t>~te~™ 1l n’est pas difficile de voir que pour chaque entier
n, 'intégrale généralisée de u,, = |u,| sur ]0, 400 converge et le changement de
variables u = nt montre que

Foo +0o0 +o00 400 r
/ ‘un’(t)dt = / Un(t)dt — / tsflefntdt — ns/ USileiudS _ (5)
0 0 0 0

donc la série de terme général f0+°° |un|(t)dt est convergente. Pour appliquer
notre théoreme nous devons encore vérifier que si [a, b] est un intervalle
de 0, 400 alors la série de terme général u,, converge normalement sur [a, b].

Or pour ¢ € [a, b], nous avons :

|, (1) = up(t) < max{a® ', b1} e "

Donc
sup |un(t)] < max{a®~!, b1} e @
t€la,b]
or la série de terme général max{a*~! b~} e~ converge. Donc la série de
terme général sup;¢(q ) |un(t)| converge donc la série de terme général u,, converge
normalement sur [a, b].
Le théoreme ((3.3.8) implique donc que

oo ys—1 +oo [+ 1T 4o +oo I(s)
dt = n(t) | dt = n(t)dt = .

10. La fonction définie par
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3.3.3 Convergence uniforme et primitivation
Primitives

Proposition 3.3.10. Soient I un intervalle borné de R et a € 1, C € C. On sup-
pose que ( fr)n est une suite de fonctions continue sur I qui converge uniformément
vers une fonction fooE.Alors la suite de fonctions (F),) définie par

x
Fu() = C+ [ fult)it
a
converge uniformément vers la fonction F, définie par
€T
Fo(x)=C —|—/ foo(t)dt.
a
Démonstration. En effet si R est tel que
I C [-R,R]

alors pour tout z € I nous avons :

[Fn(2) — Foo()| =

[ tator - foo<t>>dt\ < [ 100 - (0] d
S |x - CL| Stlel? |fn(t) - foo(t)‘

< 2R sup | fu(t) — foo(t)]
tel

On a donc obtenu :

Sup | Fn(2) = Foo ()| 28 sup |fn(t) = foo ()]

ce qui montre bien le résultat énoncé. O

Régularité C'

En lisant cette proposition a I’envers, on obtient le résultat suivant :
Proposition 3.3.11. Soit I un intervalle borné de R et ( f,,),, une suite de fonctions
de classe C* sur I, on suppose que

— La suite des dérivées (f}), converge uniformément vers une fonction g.
— Ily a un réel x( de I tel que la suite (f,(xo))n converge :

lim fn(:L'O) =/

n——+o0o

Alors la suite (f,,)n, converge uniformément vers une fonction f-, de classe C! telle
que

11. Ainsi f est une fonction continue.
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— foolwo) = ¢
— fo=9

Démonstration. Lorsque 1’on définit

T

frola) =€+ / o(t)dt

Z0

et

Fuw = e+ | C a0t = £ fule0) + fule)

La proposition précédente |i nous informe que la suite ( fn)n converge unifor-
mément vers la fonction f.,. Mais puisque

sup | fu () = foo(@)] < [€ = fulzo)| +sup | fu(@) = foo()] -
zel zel

la suite ( f,,),, converge uniformément vers la fonction fo, et par définition de f,
nous avons bien

foo(mo) =Let fio=9g.

On en déduit le corollaire suivant

Corollaire 3.3.12. Soit I un intervalle de R et (f,), une suite de fonctions de
classe C' sur I, on suppose que

— la suite ( fy,)n converge uniformément vers une fonction fo,

— La suite des dérivées (), converge uniformément vers une fonction g.
Alors la fonction f, est de classe C' et f = g.

Nous avons un résultat analogue concernant les séries :

Proposition 3.3.13. Soit I un intervalle borné de R et (u,,),, une suite de fonctions
de classe C* sur I, on suppose que

— La série de terme général u,, converge normalement.

— Pour un xy € I, la série de terme général u,(xq) converge absolument.
Alors la série de terme général u,(x) converge normalement et la fonction x
>0 o un() est de classe C et Uon a

n=0

Démonstration. Puisque 1’on a

|un ()] =

T
un(z0) +/ u’n(t)dt‘ < Jun(@o)| + |z — @o| sup |uy, (t)] -
x tel

0
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Et puisque I’on peut trouver R tel que I C [— R, R], on en déduit la majoration

sup [t ()] < [tn(0)| + 2R5up [y ()] -
zel tel

Ce qui montre que la série de terme général u,, converge normalement. La pro-
position précédente appliquée a g définie par g(xz) = Y 7 ul (x) et fo(xz) =
> r—o uk(x), nous informe que ( f,,) converge uniformément vers une fonction fo,
de classe C! et que
!
fo=9-

Ceci montre que la fonction z — > > uy,(z) est de classe C* et que 'on a

n=0

n=0

On en déduit le corollaire suivant

Corollaire 3.3.14. Soit I un intervalle de R et (uy,), une suite de fonctions de
classe C* sur I, on suppose que

— La série de terme général u,, converge normalement.

— La série de terme général u), converge normalement.
Alors la fonction x> oo up(z) est de classe C' et 'on a

d o0 (o)
dz (n—() nz—;)

Il faut bien comprendre qu’ici les hypotheses portent sur la convergence uni-
forme (ou normale) des dérivées.

Régularité C*

Un raisonnement par récurrence nous permet facile de démontrer les résultats
suivant :

Proposition 3.3.15. Soient I un intervalle borné de R et k € N. On considére
(fn)n une suite de fonctions de classe C* sur I, et on suppose
— La suite des dérivées k'™ ( f,sk))n converge uniformément vers une fonc-
tion g.
— Il 'y a un réel xo de I tel que pour tout £ € {0,1,...,k — 1}, les suites
( () (x0))n convergent :
i faeo) = ag

Alors la suite (f,), converge uniformément vers une fonction f~, de classe C* telle
que
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— pourtout ¢ € {0,1,...,k—1}, féﬁ)(xo) =ay

— pour tout £ € {1,...,k}, la suite de fonctions (fr(f))n converge uniformé-
ment féﬁ).

et son corollaire

Corollaire 3.3.16. Soient I un intervalle de R et k € N. On considére ( f,,), une

suite de fonctions de classe C* sur I, et on suppose que pour tout £ € {0,1,... k}
la suite des dérivées (7™ ( fﬁ‘))n converge uniformément vers une fonction gy.
Alors la fonction gg est de classe C* et pour tout £ € {1, ...k},

dé

WQO =9e -

Et on a un résultat analogue concernant les séries de fonctions :

Proposition 3.3.17. Soit I un intervalle borné de R et (u,,),, une suite de fonctions
de classe C* sur I, on suppose que

s P k
— La série de terme général u% ) converge normalement.
— Pourun xo € I, et pour tout £ € {0, ...,k — 1} la série de terme général

{4
ul? (z0) converge absolument.
Alors la série de terme général u,(x) converge normalement , de plus la fonction
z = 3% un(z) est de classe CF et pour tout € € {1,...,k}, 'ona

dg oo o0
n=0 n=0
et son corollaire

Corollaire 3.3.18. Soit I un intervalle de R et (uy,), une suite de fonctions de

classe C* sur I, on suppose que pour tout £ € {0, ..., k}, la série de terme général
ug ) converge normalement.

Alors la fonction x +— Y 0% uy,(x) est de classe C* et pour tout € {1,.. .k},
l'ona

dé oo [e.e]
¢
£ (Smn) =S
n=0 n=0

Quelques exemples
Proposition 3.3.19. La fonction exp est de classe C* et de plus
exp’ = exp.

Démonstration. Soit R > 0 et k € N. On va démontrer que exp est de classe C!
sur [— R, R] et que exp’ = exp. Ce qui montrera que la fonction exp est de classe
C° On considere donc la fonction
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Il est évident que u,, est de classe C! et que la série de terme général u,,(0) est
absolument convergente.

Il est facile de remarquer que si n > 1 alors

/ = -
n ) (n—1)!
Ainsipourn > 1:

sup |u | <
z€|—R,R)]

Puisuge R"~!/(n — 1)! est le terme général d’une série convergente, la série de
terme général u), converge normalement sur [— R, R]. En appliquant la proposition
(3.3.13)), on obtient que la fonction exp définie par

oo 4

) =3

n=0

est de classe C! sur [ R, R] et pour z € [~ R, R], nous avons

< en—1 X n
exp’( Z = 1)l Z i exp(x).
n=1 n=0

Ceci étant vrai sur chaque intervalle de la forme [—R, R] on en déduit que la
fonction exp est de classe C! sur R et que exp’ = exp. O

Vous pouvez également démontrer les résultat suivants :

Proposition 3.3.20. La fonction sin définie sur R par

. +oo 22+l
sin(z) = ;(—1)"(%“)! .

est de C*°. De la méme fagon, la fonction cos définie sur R par

+oo p2n
sin(x) = 7;)(—1)”(271)!

est de C*°. De plus
./ / .
sin’ = cos et cos' = —sin.



Chapitre 4

Exercices sur les séries de
fonctions

Exercice 15. | *| Etudier la convergence simple et la convergence uniforme, sur les
intervalles de R indiqué, de chacune des suites de fonctions (f)n>1 suivantes.

n(z3 + z)e

a) fn(x) = T+ 1

sur I = [0, +o00] et sur J = [a, +oo[ avec a > 0.

b) fu(x) = €° tuosiz € [—n,n|, fu(x) = 0 sinon, sur I = R et sur
J =] — 00, Al avec A € R.

1
c) folx)= T @n? surl =R et sur J = [A,+oo[ pour A € R

d) fu(z)=2"V1—a22sur I =10,1]

Exercice 16. Etudier la convergence simple et la convergence uniforme, sur
Pintervalle I de R indiqué, de chacune des suites de fonctions (fy)n>1 suivantes.

a) I =10,1], fno(z) =nz"(1 —z)

b) I =0,+00], fu(z) = Hn%ﬁ

d) Dans les trois exemples précédents, a-t-on :

lim /fn da:—/o lim _fo(e)dz ?

n—-4o00 n—-4o00

77
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Exercice 17. On considere la suite de fonctions
fn ot [0,5] — R
x > sin"z
a) Etudier la convergence simple de la suite ( f,).
b) A-t-on convergence uniforme sur [0, 5| ?
¢) Montrer que la convergence est uniforme sur tout intervalle [0, a] avec 0 < a <
T

5.
d) A-t-on convergence uniforme sur [0, 5[ ?

2
Exercice 18.

a) Soit (fn)nen une suite de fonctions définies sur [A, +o00[. On suppose que cette
suite converge uniformément vers une fonction foo et que pour chaque n € N :

b) Comparer

lim ( lim ) et lim ( lim 7>
n—+oo0 \z—+o00 I + n2 r—+00 \n—+o0o T + n2

c¢) Comparer

lim < lim ) et lim ( lim n )
n—+oo \z—+0o0 T + N r——+oo \n—+oo T +n

d) Etudier la convergence simple et la convergence uniforme sur [0, +oo[ de z —

n .
——— etde x — ——— puis conclure.
z+n r+n

Exercice 19. Soit I un intervalle de R et (f,)nen une suite de fonctions définies
sur I, convergeant uniformément sur I vers une fonction f continue sur I.
Soit (zy,)nen une suite d’éléments de I convergeant vers | € I, montrer que

n

Exercice 20. Soit (f,)nen une suite de fonctions dérivables sur Uintervalle I =
[a,b] (a < b) convergeant simplement sur I vers la fonction nulle, et telle que :

AM >0|Vaz €I, ¥neN: |f.(z)] < M.

Montrer que (fn)nen converge uniformément sur 1.
Indication : on pourra considérer une subdivision (z;)o<i<p de I = [a,b] et
appliquer ’'inégalité des accroissements finis.
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Exercice 21. Pour n € N, on introduit la fonction f,, : [0,+oco[— R définie par

x arctan(nz)

falz) = 14z
a) démontrer que pour tout x > 0, on a
T X
ngr-ir-loo fn($) o 5 1+

s T

On pose foo(2) = § 115

On rappelle que pour tout a > 0, arctan(a) + arctan (%) =3

; 1
b) démontrer que pour tout x > Tn

fu(2) — foo(2)] < arctan <;ﬁ>

c) Pourzx € [O, ﬁ} démontrer que

:

|fn($) - foo(x)| < 9

B

d) En déduire que la suite de fonction (f,,) converge uniformément vers f, sur
[0, +00].
Exercice 22. a) En utilisant la formule de Taylor-Lagrange a l’ordre 3, démontrer
que pour tout § € [0,7/2] ona :
93

6~ & <sin(6) <9

Si n € N on définit la fonction f,, : [0,1] — R par
_ nsin (%)

ful(z) = z+1

b) démontrer que pour tout x € [0,1] etn > 1:

1
[fu(2) —2/(z +1)] < 5

c) Que peut on en déduire sur la suite de fonction (fn)nen ?
Si n € N on définit la fonction g,, : [0,4+o00[— R par
_ nsin (%)
gn() = r+1
d) démontrer que (gn)nen converge simplement vers la fonction x — x/(x + 1).

e) Soit x, = nm. Calculer g,(xy,). Est ce que (gn)neN converge uniformément
vers la fonction x — x/(x + 1) sur [0, 00| ?
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Convergence normale :

Exercice 23. Etudier la convergence simple, la convergence normale et la
convergence uniforme des séries de fonctions de termes géneraux u,, v, et Wy
suivantes :

x = up(r)=2"(1—2)" ; x€l0,1]
x = vp(z)=2"1-2") ; z€]l0,1]
r = wyp(r)=2"(1-2) ; z€]l0,1]

Exercice 24. Pour n € N*, on considere la fonction f, définie sur [—g, g] par

folz) = 0 siz=0
= S:ig{j)) six#0.

a) Démontrer que la suite de fonctions (fy,) converge simplement vers la fonction
nulle.

b) En considerant la suite (un = %)nGN*’

(fn) ne converge pas uniformément.
Exercice 25. | *| On considére pour n € N\ {0} etz > 0
Inn\"
up(x)=(1—a2— | .

n

démontrer que la suite de fonctions

a) démontrer que lim,,_,oc n"u,(x) = 1.

b) En déduire que la série de terme général uy,(x) converge si et seulement si
x> 1

¢) Pour x > 1, on pose f(x) = Y .7 up(z). Soit b > a > 1 démontrer que
la série de fonctions de terme général x +— uy,(x) converge normalement sur

[a,01.[]

d) En déduire que la fonction f est continue sur |1, +0o0l.

Exercice 26. On considére la suite de fonctions (un)n>1 définie par

Uy 1[0, +00[—= R

.2
ts e ™t

; .y L 2 . .
a) démontrer que la série de terme général e=™ ¢t converge si et seulement sit > 0.

b) démontrer que pour tout a > 0, la série de fonctions de terme général uy,
converge normalement sur 'intervalle [a, +00|.

+oo [0 ey too 1
/0 lze ]dt:ZnZ

n=1 n=1

c) En déduire que

On énoncera le théoreme utilisé.

1. On pourra démontrer qu’il existe un n(b) € N tel que n > n(b) = 0 < un(b) < un(a).
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Exercice 27. Théoreme de J. TanneryE]Pour n € N, on considere une suite finie
up(n),ui(n), ..., un(n) et on pose Sy, = > j_ ur(n). On suppose :
— qu’il y a une suite (My,) de réels positifs tels que la série de terme général
My, soit convergente (), My, < 00) et que pour tout 0 < k < n, on ait

lug(n)| < My

— Qu’il'y a une suite (vy,) telle que que pour tout entier k, la suite (ug(n)n>k
converge lorsque n tend vers 'infini vers vy, : limy,_,oc ur(n) = vy
Vous allez démontrer que

n oo
Him S = Jim, ) ueln) =D
k=0 k=0

a) Montrer que pour tout entier k, |vg| < My, en déduire que la série de terme
général vy, est absolument convergente.

b) Soit e > 0, trouver ng tel que pour n > ng :

n no
Z ug(n)| = Sn—Zuk(n) <e/3
k=ng+1 k=0
e’} o0 1o
et Z V| = Z Vi — V| < 5/3
k=no+1 k=0 k=0

c) ConclureE]
Exercice 28. Pour n € N\ {0}, on définit la fonction u,, : [—1,1] — R par

In(1 4 na?)
Up(r) = ————=.
n( ) nQ
a) démontrer que la série de terme général u,, converge normalement.
b) démontrer que si x € Retn € N\ {0} alors
|z] 1
N e B G
1+ na? —

NG

c¢) démontrer que la série de terme général u), converge normalement.

d) Que pouvez vous en déduire sur la fonction S : [—1,1] — R définie par
—+00 2
In(1 4 na?)
S)=) — 57
n=1

2. Mathématicien francais 1848-1910, a notamment écrit un livre d’"Introduction a la théorie des
fonctions d’une variable" disponible en ligne sur le portail Gallica.
3. Il faudra utiliser et vérifier que pour n > no, |Y_juk(n) — > 5o v < 25 +

D onlo luk(n) — vkl
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Limites de fonctions et intégration

Exercice 29. n utilisant le théoréme de convergence dominée,
—+o00

—nx

a) Calculer nll)r_i{loo ; 6\/5 dx

n
b) Calculer lim (1- E)"dx.
n—+oo Jq n
Exercice 30. On considere la suite de fonctions
fn 2 [0,3] — R
x — mncos"zsinx

a) Etudier la convergence simple de la suite ( f,).

b) Calculer/2 fn(x)dz
0

¢) A-t-on convergence uniforme sur [0, | de la suite (fy) ?

Exercice 31. On considere les fonctions uy,n € N définies par

0:[0,1] =R
z—1

et pour n € N* :
n: [0,1] >R

N x”(lnﬂ sixz €]0,1]
" T
six=0

a) Montrer que la série de fonctions E uy, converge normalement sur [0, 1].
n>0

1
Pour (p, q) € N?, on considere Uintégrale I, , = / 2P (Inx)ddz.
0

b) Déterminer une relation entre I, 4 et I, 41, en déduire la valeur de J,, = I, ,,
pourn € N.

+ool

nn
n=1

La
¢) En déduire que/ — =
0

Exercice 32. a) Montrer que la fonction f définie par f(x) = InzIn(1 — z) est
intégrable sur [0, 1]

1 +oo 1
b) Montrerque/o f(z)dx = Z P YER

n=1

4. Onrappelle que Vz € [0,1[, In(1 — z) Z %
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Exercice 33. a) démontrer que pour k € N alors

1 . 1
/0 Pt =~

b) démontrer que

(), X1
/0 1ftdt__z(k+1)2'

k=0
Exercice 34. Pour n € N, on définit la fonction f,, :]0,1] — R par

et 1
falt) = Vi i+ 1)

a) Soit € > 0, démontrer que la suite ( f,), converge uniformément vers la fonc-
tion nulle sur lintervalle [, 1]

b) démontrer que
Let 1
li — ——dt =0.
noo /0 Vi (nt+1)
Exercice 35. On fixe 0 €]0, «[. Et on considére pourn € N\ {0} et t € [0,1],
Uy (t) = t" " sin(nf).

On définit également

a) En posant e =1, calculerE]
n

Z up(t) -
p=1

b) Envous aidant de la formule obtenu en a), montrer que

Zn: () — sin(6) < 2t"
2T P g eos(0)t + 1|~ sin®(0)

c) démontrer que

lim S, = / 1 sin(0) dt
n—oo ' Jo t2—2cos(f)t +1

d) Calculer fol %dt et en déduire la valeur de ), %H

5. Onremarquera )7 u,(t) = 1 >y Im eP(T+i0)
6. On rappele les identités 1 — cos(f) = 2sin®(0/2) et sin(#) = 2sin(6/2) cos(0/2) ainsi que

la formule suivante valable pour v > 0 :arctan(v) + arctan(1/v) = /2.
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Exercice 36. On considére la suite de fonctions (un)nen définie par

Up @ [0, +o0[— R

x +— arctan(z + n) — arctan(n)

a) démontrer que la série de fonctions de terme général u), converge normalement
sur [0, +o0l.

b) La série de terme général u,,(0) converge. Citer le théoréme qui vous permet
d’affirmer que la série de fonctions de terme général u,, converge uniformément
sur tout intervalle [0, R], R > 0 et que la fonction S : [0,+o0o[— R définie
par S(x) = 3% u, () est CL.

c) En utilisant les arguments contenus dans la preuve du théoreme permettant de
comparer convergence de série et convergence d’intégrale généralisée : démon-
trer que pour x > 0 :

7T +oo dy ,
Z = — <
5 arctan(z) /0 Grgiel s S'(x)

d) Calculer S(1) et en déduire que pour x > 1, ona S(z) > % + 5 In(x).
Indication : On pourra se servir du fait que pour a > 0 ona /2 = arctan(a)+
arctan(1/a) et que pour a € [0, 1], arctan(a) > a/2.

Exercice 37. | *| On rappelle que sinh(x) = [0, 1], justifier les
calculs suivants, il faudra notamment citer le (ou les) théoréme(s) utilisé(s).

/-i-oo Si‘nh(l't) i — /+OO ett—t _ p—wt—t "
0 sinh(t) 0 1—e 2

+oo [ £90
— / [Z pTt—t=2nt _ —wt—t=2nt| gy
0
400 +oo
_Z/ eTt—t=2nt _ —wi—t— Qnt] dt

_Z 2n+1

Exercice 38. a) En utilisant le théoreme des accroissements finis (c’est a dire la
formule de Taylor-Lagrange a l’ordre 1) : démontrer que si 0 € R alors

0 < # — arctan(f) < 63.

b) En déduire que si x > 0 alors

3

x x x x
arctan (—) < —et0<zx—narctan <—) < —-
n n n n



85

c) Qu’est ce qu’il vous faut vérifier pour affirmer que

+%° parctan (£ Foo
lim narctan () / Tz ?
0

n—+oo [ :E4+1 1‘4+1

d) démontrer que l’'on a

lim

+° parctan (£ too o
n—-+oo 0 X +1 0

x4 +1
Limites de fonctions de dérivabilités

Exercice 39. Soit (fn)n>1 la suite de fonctions définie sur I = R par :

fule) = far+ L

Montrer que la suite des fonctions dérivées (f))n>1 converge simplement et
uniformément sur R vers une fonction f a déterminer.

_ s . . / _ . / 2
Peut-on écrire que Vx € R, ngrfm fn(x) (ngrfoo fn) () :

—+00 —nx

Exercice 40. On considére la fonction f définie par : f(x) = Z 27“
n

Déterminer son ensemble de définition ; étudier sa continuité et sa dérivabilité.
Montrer que lim f(x) = 1.
T—>—+00

Exercice 41. a) Montrer que la série de fonctions de terme général

771332

(n?+1)

T = up(x) = converge simplement sur [0, +00[ vers sa somme notée
S.

b) Montrer que S est continue sur [0, +o0] et dérivable sur |0, +o0].

¢) Donner Iexpression de S'(x), x €]0, 4+o0].

Exercice 42. On considere la série de fonction de terme général u,,n > 1 oui :

a) Montrer que pour x > 0, la série de terme général u,(x) est convergente. On
définit alors

+oo
S(@) = un(z)
n=1

b) Montrer que S est continu sur [0, +00[ et deux fois dérivable sur |0, +00|;

¢) calculer 8" (x) pour x €]0, +00[.
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d) En déduire qu’il existe deux réels « et (3 tels que : Vx > 0, S(z) = ax +  +
In(1 — e )dt.

1
e) Déterminer la nature de l’intégrale généralisée :

+oo
/ In(1 — e )dt.
1

f) Montrer que lim S(z) =0, puis en déduire que :
T——400
+00
Ve >0, S(z) = —/ In(1 — e *)dt.
xX
g) Retouver cette formule a I’aide de la formule

—In(1 —v)

k:

valide pour v € [—1,1].
Exercice 43. Fonction ( de Riemann.

C’est la fonction définie sur |1, +oo[ par ((x) = —.
n=1

a) démontrer que lim ((z) = +oo et que hm ((z)=1.

r—1t

b) démontrer que ( est C* sur |1, +o0| et exprimer, pour k € N, C(k)(:c) comme
la somme d’une série.

¢) Montrer que ( est strictement décroissante et convexe sur |1, +o0|.

d) Tracer sa courbe représentative.

Exercice 44. On rappelle que la constante d’Euler dénotée y est définie par
n

1
v = lim - —In(n+1).
Jam, 25~ n(n+ )

a) démontrer que les séries ((s) = o0 L ((s) = 00, (2n et Gi(s) =
> (2n£1)5 converge si s > 1

Gl

b) démontrer que la série de terme générale converge si s > 0. On notera

03 B0

n=1

nfl
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c¢) Soite > 0 démontrer que si s € [e,+ool et N € NN [e%, ool alors

N 00
(—=1)" tn(n) (=) tn(n)| _ In(N +1)
; ns a ; ns = (N+1)=°

d) En déduire que la fonction 0 est de classe C sur )0, oo et que

o) = 3 AN nlr)
n=1

e) démontrer que pour s > Lonan(s) = (1 —2'%)¢(s)[]
f) démontrer que la fonction définie par

> n+1 1 1

= — ——)d
=2 [ ()
n=1
est bien définie pour s > 0 et que f est une fonction continue sur |0, 00|.

g) Montrer que pour s > 1 f(s) = ((s) — 25 et que f(1) = .
h) Montrer que pour h > 0 : (14 h) = } + v + &(h) avec limj_,o4 £(h) = 0.

i) En déduire que n(1) = > (o) L In(2).

n=1 n

j) En déduire la valeur de ' (1) = > _°° (=1)"In(n)

n=1 n
Exercice 45. Pour x € [0,7/2] et n € N\ {0}, on définit
sin™(x)
—

up(z) =

a) Démontrer que la série de terme général u,(x),n > 1 converge.

On pose alors pour x € [0,7/2],
+oo
S(x) = un().
n=1

b) Démontrer que S est de classe C* sur [0, 7/ Q[E] on citera le théoreme utilisé.

cos(z)
1—sin(z)"

¢) Démontrer que S'(z) =

d) En déduire une expression pour S(x).

7. Remarquez que Cy(s) = 27°((s), ((5) = Gp(s) + Gi(s) etn(s) = Gi(s) = Cp(s).
8. On pourra démontrer d’abord que si e €]0, 7/2[ alors S est de classe C* sur [0, 3¢ [
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Chapitre 5

Intégrales dépendant d’un
parametre.

5.1 Présentation des problémes

On va ici étudier les fonctions de la formes

H(z) = / ' eyt ou H() = / " e byt |

—0o0

et leurs propriétés de continuité et de dérivabilité.

5.1.1

Ce genre de fonctions interviennent régulierement en mathématique et aussi en
physique.

Par exemple, lorsque fo : R — R est une fonction bornée représentant la
répartition de température sur une barre métallique infinie alors la température
T(t, x) de la barre au point d’abscisse x et au temps ¢ est donnée par I’équation de
la chaleur découverte par J. Fourier :

{gtT(t, x) — aa—;T(t, xz) =0, sur(t,x) €]0,+o0[xR
T(0,z) = fo(x).

Et la solution de cette équation est donnée par

lz—y|?

to0 o
T(t,x) = / R

Si on veut vérifier que cette fonction est bien solution de 1’équation de la chaleur,
il faut savoir dériver une intégrale a parametre.

89
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5.1.2

Concernant la continuité des fonctions de la forme :

H(x) = /b h(z,t)dt

on sait qu’une telle fonction est continue sur un intervalle .J si et seulement si pour
toutes suites (z,,) de J convergente vers z, € J alors

lim H(z,) = H(zs) -

n——+00

C’est a dire si et seulement si
b b
lim h(zp,t)dt = / WMo, t)dt.
a

n—-+o0o a

Ce sera par exemple le cas lorsque la suite de fonction (t — f,,(t) = h(zn, t))n
converge uniformément vers la fonction (¢ — foo () = h(%oo, 1)) -

5.2 Retour sur la convergence uniforme

On va démontrer le résultat suivant sur la convergence uniforme de fonctions
continues sur un intervalle fermé borné.

Théoreme 5.2.1. Soient (f,) une suite de fonctions continues sur un intervalle
[a,b] et fs une fonction continue sur |a,b]. Alors les propriétés suivantes sont
équivalentes :

i) La suite (f,) converge uniformément vers f.

ii) Pour toute suite (uy,) de intervalle [a,b], on a
nlggo (fn(un) - fOO(un)) =0.
iii) Pour toute suite convergente (uy,) de l'intervalle [a,b], on a
lim fp,(u,) = foo( lim un) .
n—oo n—oo
Il est important de noter que 1’on a ici fait I’hypothese tres forte que toutes les
fonctions f, et fo, sont continues.

Démonstration. On commence par démontrer I’implication i) = i) :

On suppose que ’assertion ii) est vraie. Soit n € N, puisque la fonction |f,, —
fool| est continue sur Iintervalle [a, b], elle y est bornée et atteint ses bornes, en
particulier il y a u,, € [a, b] tel que

| fr = fool(un) = | frlun) — foo(un)| = sup [fn(z) — fool@)|.

z€[a,b]
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Ainsi gr,ce a I’hypothese ii) on en déduit que

lim sup |fn(z) — foo(z)| =0

=400 yc(a,b]
c’est a dire que la suite (f,,) converge uniformément vers f.

Démontrons maintenant ’implication i) = i) :
Supposons donc que ( f,,) converge uniformément vers foo.
Posons M, = supgciq 4 [fn(2) — foo(z)[ Soit (u,) une suite convergente de
I'intervalle [a, b] :

Im w, =/
n—-4o00

On a alors

[ fn(tn) = Foo (O)] < [ frn(tn) = foo (un) | 4] foo (tn) = foo ()| < M +| foo (tn) = foo ()] ,

alors par hypothese
lim M, =0

n—-+00
et par continuité de f., on a
lim Up) — 0 =0.

T | fao(tn) = foo(0)]
Démontrons maintenant ’implication i4i) = i) :
On va raisonner par contraposition, on suppose que ii) n’est pas vraie : on considere
une suite (u,,) de Uintervalle [a, b] et on suppose que la suite (w, = f(un) —
foo(n))n ne converge pas vers 0 et on va construire une suite convergente (zy,)
telle que la suite ( fn(afn))n ne converge pas vers fuoo ( limy, 400 wn) Puisque la
suite (wy,) ne converge pas vers 0, il y a un € > 0 et une partie infinie J C N tel
que

jeJ=|wj|>¢e.

Gr,ce au théoreme de Bolzano—WeierstrassEl, nous pouvons trouver une partie I C
J infinie tel que la suite (u;);e; converge vers £. On peut énumerer cette partie

IT={ig<i1 <ig<...<ip <igp1<...}.
On définit alors la suite (z,) par
Ty = Uj,, ST N E|ig_1, k]

avec la convention que 7_; = —1. Il est facileEI de vérifier que la suite (zy,),
converge vers £. Cependant pour tout n € I, nous avons

1. On consultera I’appendice pour plus de précisions.
2. Faites le vous mime.
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Et puisque

|fn(un) - foo(un)| < ‘fn(un) - foo(€)| + ‘foo(un) - foo(€)| ’

par continuité de f., , la suite (|fn(zn) — foo(€)])n ne peut pas converger vers
0. O

5.3 Continuité des intégrales a parametres

5.3.1 Sur un segment

Théoreme 5.3.1. Soient J et [a,b] des intervalles et h : J X [a,b] — C une
fonction continue alors la fonction H : J — C définie par

H(z) = /b h(z,t)dt

est continueEl

Démonstration. Soit xg € J, on va montrer que H est continue en xg. On consi-
deére donc (&,,) une suite de .J et on va montrer que la suite (H (&,,)), converge vers
H (.on) Or

b b
H(€) = [ gt = [ a0 avec £,(0) = g,

et
b b
H(-TO) = / h(l'Oat)dt = / foo(t)dt avec foo(t) = h(l‘07t)

Les fonctions f,, foo sont continues on va donc employer le critere (5.2.1}iii) pour
démontrer que la suite (f,,) converge uniformément vers f.
Soit donc (t,,) une suite convergente de [a, b] :

lim ¢, =£.
n—-+o0o

Alors on a bien
lim (&, tn) = (20, 4)

n—-+o00
et donc par continuité de la fonction h en (xq, £) on en déduit

lim A&, tn) = h(xo,?)

n—-+0o0o

c’est a dire

lim _f(tn) = foo ().

n—+400

3. Remarquez bien que I’hypothese de continuité faite sur ~ implique, en particulier, que pour
tout z € J la fonction ¢ € [a, b] — h(z,t) est continue et ainsi H est bien définie
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On peut utiliser le critere (5.2.1}iii) et affirmer que la suite ( f,,) converge uni-
formément vers f,. En application du théoréeme (I1.3.1), on en déduit

lim /ab Falt)dt = /ab Foo(t)dt

n—-+oo
C’est a dire

lim H(&,) = H(xo).

n—-+o0o
On a donc démontré que H est continue en xg. O

5.3.2 Intégrales généralisées

Théoreme 5.3.2. Soient J et I des intervalles et h : J x I — C une fonction
continue . On suppose qu’il existe une fonction g : I — R continue telle que

i) L'intégrale généralisée / g(t)dt converge .
I

ii) V(z,t) € J x I, |h(z,t)] < g(t),
alors la fonction H : J — C définie par

H(x) = /Ih(x,t)dt

est continueEl

Démonstration. On ne démontre ce théoréme que dans le cas o” I'intervalle I =
[a,w[ 0" w €]a, +0o0]. On considere une suite croissante (b,,) qui converge vers w.
Et on définit la fonction H,, : J — C définie par

Hoy(z) = / " ety

D’apres le théoreme précédent (5.3.1)), la fonction H,, est continue sur J. De plus

pourx € Jona:
w bn
/ h(z,t)dt —/ h(:z:,t)dt‘

/ h(x,t)dt‘
bn

< [ inte.ojar
bn

< /l: g(t)dt .

4. Notez que les hypotheses faites implique que I'intégrale généralisée H(x) = [, h(z,t)dt
converge absolument.

|H(z) — Hu(z)| =
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Ceci étant valable pour tout x € J, nous obtenons :

sup [ H(z) = (@) < /b oty

Et puisque limy,—, 4 o fé‘) g(t)dt = OEI, nous en déduisons que la suite de fonctions
continues (H,,) converge uniformément vers H, la fonction H est donc continue.
O

5.4 Dérivabilité des intégrales a parametres

5.4.1 Sur un segment
Théoréeme 5.4.1. Soient J et [a,b] des intervalles et h : J X [a,b] — C une
fonction continue. On suppose que la dérivée partielle de h par rapport a x existelﬂ

h

et que la fonction 92 : J X [a,b] — C est continue alors la fonction H : J — C
x

définie par

H(z) = /b h(z,t)dt

est de classe C' et
b oh
Hl(ﬂf) = ; %(x,t)dt .

Démonstration. On démontre que si z € .J alors

. H(z+h)—H(z) ["0h
I?L% Y =/ %(:c,t)dt.

Ceci montrera que la fonction H est dérivable en x et que

b
H(z) _/ %(w,t)dt .

Alors en application du théoréme (5.3.1)), on saura que la fonction H' est continue
et donc que H est de classe C'.
Soit donc (h,,) une suite de réels non nuls tel que pour tout n : x + hy, € J et
démontrons que

H(z+h,)—H(x)  ["0h

li = — .
nﬁufoo hy, o Ox (z,t)dt

T — H(z b h(x n,t) — h(x, b
H( +h;3 H( ):/a h(z +h htj h t)dt:/a Do)t

5. Notez que [,” g(t)dt = [ g(t)dt — ff" g(t)dt.
6. C’est a dire pour tout ¢ € [a, b], 1a fonction z € J +— h(z,t) est dérivable.
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h(ZL‘ + hn,t) — h(l‘a t)
b, ’

Posons D (t) = %(m, t). Les fonctions D,, et D, sont continues sur le segment
[a, b] Comme précédement, on va montrer a I’aide du (5.2.1}iii) que la suite (D,,)
converge uniformément vers D .

Soit donc (¢,,) une suite convergente de [a, ] :

Dy (t) =

Fixons n € N : La fonction 6 — h(x + Oh,,,t,) est dérivable sur I'intervalle
[0, 1], et sa dérivée est la fonction 6 +— hn%(l‘ + Ohy, ty,). Gr,ce a I’égalité des
accroissements finis, nous en déduisons 1’existence d’un réel 6,, €]0, 1] tel que :

h(xz + hp,tn) — h(z,t,) = hn%(m + Onhp, ty).

D 5 ny “n s vn 9
n\*n 9 X nhru nj)-

Or puisque 6,, €]0, 1], nous avons

lm (x4 Ophp,ty) = (x,£)

n—-+00
et par continuité de la fonction % nous obtenons
. Oh oh
ngr—i,r-loo %(ac + O0php, ty) = %(x,ﬁ)

c’est a dire

ngl—ll-loo Dy (tn) = Doo ().
On peut utiliser le critere (5.2.1iii) et affirmer que la suite (D,,) converge unifor-
mément vers D,. En application du théoréme (I1.3.1), on en déduit

b b
lim [ Dy(t)dt = / Doo(t)dt

n—-4o00 a

C’est a dire )
. H(z+h,)— H(x) Oh
| = —(z,t .
nﬁlgloo hn a ox (:m )dt

Ceci permet d’affirmer que

. H(z+h)—H(z) ["0h
lim Y —/a

—(x, t)dt .
h—0 8:1:(% )
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5.4.2 Intégrales généralisées

Théoreme 5.4.2. Soient J et I des intervalles et h : J x I — C une fonction
continue. On suppose que la dérivée partielle de h par rapport a x existe et que

la fonction e i J x I — C est continue. On suppose de plus qu’il existe des
fonctions go, g1 I — R continue telle que
i) Les intégrales généralisées / go(t)dt et / g1(t)dt convergent .
i) Y(z,t) € J x I, |h(z,1t)] Slgo(t) , '
iii) V(z,t) € J x I, 'gz(x,t)‘ <aqlt),
Alors la fonction H : J — C définie par

Hiz) = /I Bz, 1)t

est de classe C et
H'(z) ah( t)dt
x)= [ —(x .
I (9x ’
Démonstration. On ne démontre ce théoreme que dans le cas o” 'intervalle I =
[a,w] 0" w €]a, +o0]. On considere une suite croissante (by,) qui converge vers w.

Et on définit la fonction H,, : J — C par

H(z) = /bn h(z,t)dt .

D’apres le théoreme précédent (5.4.1)), 1a fonction H,, est C' sur .J et pour z € J :

bn Oh
H' = — .
M) = [ gt
Posons ok
G(z) = f %(x,t)dt :

D’apres le théoreme ll la fonction G est continue sur J. De plus le mime
raisonement que précédement montre que

sup [H(x) — Ho(r)] < /b ool

w
sup |Gla) ~ Hi(a)| < [ gr(t)ds
zeJ bn
Ainsi la suite de fonctions (H,,) converge uniformément vers H et la suite de fonc-
tions (H,,) converge uniformément vers GG en appliquant le corollaire 11.3.12, on
en déduit que la fonction H est de classe C' et que

H =G.

Ce qui est exactement ce qu’il fallait démontrer. O
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5.5 Un exemple

On va démontrer que la fonction H : [0, +o00[— R définie par

+o00 3
H(x) :/0 Smt(t)e_ztdt

est continue et de classe C* sur |0, +o0].
Soit £ > 0 et démontrons d’abord que H est de classe C' sur I’intervalle ouvert
e, +00[. Posons h(xz,t) = %(t)e_”. La fonction définie par

w(0) =1, ult) = Sii(t) sit#£0

est une fonction continue sur IR, on sait de plus que Pour tout ¢ € R : |u(t)] < 1.
On en déduit que la fonction A est continue sur [e, +00[x [0, —I—OO[E].
La dérivée partielle de h par rapport x existe et vaut :

Oh

—(z,t) = —sin(t)e .

() = —sin(t)
Posons g.(t) = e~°'. On sait que g. est continue et que 1'intégrale généralisée
f0+°° g (t)dt converge. Alors on a pour tout (x,t) € [g,4+00[x[0, 400 :

sin(t)
t

e—xt

|h(x,t)| = <e T < e = g:(t) ;

oh : —z —€
'Gx(x’t)‘ = [sin(t)e ™| < e = gc(2) .

Nous en déduisons que la fonction H est de classe C! sur [, +0o[ et que pour
T > e

+oo
H'(z) = /0 — sin(t)e dt ;

ceci étant valide pour tout ¢ > 0, on en déduit que H est de classe C* sur |0, +00]
et que pour x > 0 :

+oo
H'(z) = /0 —sin(t)e " dt .

Or

; d eli—)t d eli=ot(—j — )
. -zt _ (i—z)t\ _ —
sin(t)e Zm (e ) dtIm ( — ) dtIm ( 522

7. Eneffet, h est le produit de deux fonctions :

h(z,t) = u(t) x g(z,t)

0" g = expop avec p(x,t) = —xt . La fonction exp est continue et la fonction p est une fonction
continue car polynomiale donc g est une fonction continue. Il est aussi facile de vérifier que la
continuité de u sur R entraine la continuité de (z,t) — u(t) sur R x R.
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Et puisque
Zm (e(i_x)t(—i - x)) = e " (—cos(t) — xsin(t))
on obtient J 0 n(t)
. —at _prcos(t) + xsin(t
sin(t)e™ ™" = % (e v 522 : (5.5.1)
+oo
H'(z) = / — sin(t)e " dt
0
~ ol ot cos(t) + x sin(t) A
A—+o00 14 2 0
B 1
1+ 22
Ainsi il existe une constante c telle que pour tout x > 0 :
H(x) = ¢ — arctan(x).
Or pour x > 0, nous avons I’estimée
+00 | i +00
t 1
H ()| < / Sm()' et < / et = L
0 t 0 T
Donc
lim H(z)=0
r——+00
et on en déduit que ¢ = 7/2, ¢’est a dire que pour tout z > 0, nous avons :
H(z) = g — arctan(z). (5.5.2)

I1 nous reste a démontrer que H est continue sur [0, +00] , ¢’est a dire que H
est continue en 0 c’est a dire que

400 400
lim S —at gy — pr(0) /

sin(t)
t

dt.

On pose pour cela

Lsi 400 o1
o) = [ 5O gy o gy = [ 5O) gy
0 t 1 t

Il est facile de démontrer que la fonction Hy est continue sur [0, +-o0o[ en appliquant

le théoreme (5.3.7)).

Gr,ce au calcul fait dans [5.5.1] nous pouvons intégrer par parties pour exprimer
H,(z) autrement et obtenir :

Hy () = <6xcos(1)+xsin(1)> _/1+°° <emtcos(t)+xsin(t) 1) i

1+ 22 1+ 22 t?
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. . t)+a sin(t
La fonction f(z,t) = e zt%

plusf|on a pour tout (z,t) € [0, +oo[x[1, +o0]

t% est continue sur [0, +00[x[1, +o0[ de

F (2, t)] = ‘e—xtCOs(t)—i-xsin(t) 11

1+ 22 2|~ 2
La fonction ¢ € [1, +oo[— 1/t est continue et I’intégrale généralisée

+o0 1
[ L
1 t

converge, on peut en déduire que la fonction

+o0 ;
_zt€08(t) + xsin(t) 1
x6[0,+oo['—>—/1 (ew a2 2 dt

est continue. Ainsi H est une somme de fonctions continues sur [0, +00[ , ¢’est
donc une fonction continue sur [0, +o0[.
Ceci et I’expression (5.5.2) trouvée pour H permette de démontrer 1’égalité

H(0) = /O%O sin(®) gy

T
t 2
5.6 Dérivées d’ordre supérieure

Une récurrence facile permet de démontrer les deux résultats suivants :

5.6.1 Sur un segment

Théoréme 5.6.1. Soient J et [a,b] des intervalles, k € NU {+oco} et h : J X
[a, b] — C une fonction continue. On suppose que toutes les dérivées partielles de

h par rapport a x jusqu’a 'ordre k existent et que pour tout £ € {1,...,k}, la
Y4

Sfonction 2t . J x [a,b] — C est continue. Alors la fonction H : J — C définie
x

par

H(z) = / ' e )

est de classe C* et pour tout ¢ € {1,...,k} :
b o¢
Jh
¢ —
HO(z) = i ot (D)t

8. On remarquera pour cela que ’on a toujours : : | cos(t) + zsin(¢)| < v/1 + x2.
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5.6.2 Intégrales généralisées

Théoreme 5.6.2. Soient J et I des intervalles et h : J x I — C une fonction
continue. On suppose que toutes les dérivées partielles de h par rapport a x jusqu’a
¢

oh
I’ordre k existent et que pour tout £ € {1, ...k}, lafonction 9t Jx[a,b] — C

est continue. On suppose de plus qu’il existe des fonctions go, g1,...gr * I — R4
continues telle que

i) Les intégrales généralisées/go(t)dt, /gl(t)dt,..., /gk(t)dt convergent
I I I

¢

“(m)‘ < gult) |

i) Y0 e {0.1,.. kL, V(e ) € T x T, |55

Alors la fonction H : J — C définie par

H(z) = /Ih(azjt)dt

est de classe C* et pour tout £ € {1,...,k} :
dh
¢ —
HO (z) = i oot (@Dt

5.7 Le théoréeme de Fubini

5.7.1 Le théoreme
Vous en verrez en L3, une version plus élaborée et tres simpleﬂ:

Théoreme 5.7.1. Soit f : [c,d] X [a,b] — C une fonction continue alors :

/ab </cdf(x,t)dt> dx = /Cd (/abf(x,t)dx> dt.

Démonstration. On introduit les fonctions E et Ey définie sur [c, d] par

B = [ ( / bf(ﬁ,t)dt) ¢
Ex(z) = /ab </jf(£7t)d£> dt |

D’apres le théoreme on sait que la fonction

€ le,d /bf(:c,t)dt

9. Mais nécéssitant des concepts plus difficiles.
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est continue, et donc F; est une primitive de cette fonction on en déduit que F est
de classe C! et que pour tout z € [c,d] ona:

b
Fl(z) = / Flat)dt .

On introduit ensuite la fonction F' définie sur [c, d] X [a, b] par

Fa.t) = | " fe .

Démontrons que cette fonction est continue. La fonction f étant continue sur le
produit d’intervalles fermés bornés [c, d| x [a, b], elle y est donc bornée :posons

M= sup |f(x,0)].
(z,t)€[e,d] X [a,b]

On obtient donc pour (z,t) € [c,d] x [a,b] et (2/,t') € [e,d] X [a,b] :
|F($7t) - F(l’l,t/)’ < ’F(x7t) - F(x/at)’ + ’F(x,at) - F(‘Tlat/)|
Or

|F(x,t) — F(2',t)| =

IRCE

[ i€ otar) < arje’ - ol

On sait gr,ce au théoreme lb que si 2’ est fixé alors la fonction ¢ — fcz f&,t)dg
est continue. Ainsi si (x, t,,) est une suite de [c, d] x [a, b] convergent vers (% oo, too)
alors

|[F' (T, tn) — F(Zoo, too)| £ M[2n — Too| + [F(Teos tn) — F(Toos too)|

Par continuité de la fonction ¢t — F(zso,t) = fcx‘” f(&,t)dE, on en déduit gr,ce
au théoréme des gendarmes que

lim [F(2p,tn) — F(%oo, too)| =0 .

n—-+o0o

On a donc démontré que F est continue sur [c, d] X [a, b].

De plus la dérivée partielle de F' par rapport a x existe et vaut f elle est donc
continue. Avec le théoreme [5.4.1] on peut donc affirmer que la fonction Ey est de
classe C! et que

b
Eé(m)—/ f(z,t)dt.

Les fonctions F; et Es sont donc de classe C! sur [c, d], elles valent toutes les
deux 0 pour x = c et leurs dérivées coincidents, on en conclut donc que ces deux
fonctions sont égales :

Vz € [e,d], Ei(x) = Ea(x).

Cette égalité pour x = d est exactement le théoréme de Fubini. O
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5.7.2 Une application

On considere la fonction f définie sur R? par
f(l',t) _ eft(lerz).

C’est un fonction continue ainsi on en déduit, gr,ce au théoréme de Fubini, que
pour tout 2 > 0 :

I(R) = /OR (/OR f(x,t)dt) do = /OR (/ORf(x,t)dm> dt.

Exprimons d’abord fOR (fOR flz, t)dt) dx

R R R
/ (/ et(1+x2)dt> dr = /
0 0 0

R
6—t(1+x2)

On sait que

™
li tan(R) =
i arctan () = 5

Re? par 1, on obtient

R _—Rz?
e T
0<6_R/ dmg—e_R.
0

et en majorant e~

- 1+ 2 2

D’o” finallement
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O~ nous avons fait entre la premiere et deuxieme ligne, le changement de variables :
u = /tx . Nous avons donc obtenu :

/OR (/ORf(x,t)dm> dt = /ORi/;Jdt—/OR ‘i/;g(R\/i)dt

+oo 5 +oo 5
J :/ e du et g(7) :/ e " du.
0 T

Nous pouvons faire deux estimations de la fonction g : la premiere étant facile

Avec

T>0=0<g(r) <g(0)=J.

La seconde s’obtient en intégrant par parties :

ool 1 too ] 1 1
g(1) = / —ue Wdu=—e T —/ — e du< —e T < — .
- 2u 2T - U 2T

On obtient alors pour tout € €0, R| :

/\[R\f /\[R\fdt—i—/\[R\/)

et R et 1
< —Jdt + —dt
/ Vit e VE2RVI

/Jdt /etldt
e VE2R\e
<2J\f+/ e tdt

<2 — _tdt
IVE+ s

1
<2 —
Jf+2R

Pour R > 1, nous prenons € = 1/v/R, nous obtenons

/OR e\; (RVt)dt < QJ[ 2\1ﬁ

Cette quantité tend donc vers 0 lorsque R tend vers +oom On en déduit donc que

T 9t

+oo 5
lim [ 1 dt = dt = 2e ""d
R oo (R) = R—1>I}rloo/ \fJ J 0 \/J J/O o

10. Pour démontrer ce fait, on aurait aussi pu utiliser le petit théoreme de convergence dominée.
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o e . 2
0~ on a utilisé le changement de variables u = Vi.OrJ = fOJrOO e “ du, donc en
comparant nos deux calculs nous obtenons :

T teo 2
lim I(R)zzZ(/ e du> .
R—+o0 2 0

On a donc démontré que
+oo 5
/ e Vdu =
0

5.8 Appendice : sous-suites et théoreme de Bolzano-Weierstrass.

%

5.8.1 Sous-suites et convergence

Définition 5.8.1. Lorsque (u,,) est une suite de nombres complexes, on appelle
sous-suite de cette suite une suite de la forme

(unk )k

0"k € N — ny € N est une fonction strictement croissante .

Une définition équivalente est celle ci :
une sous suite d’une suite (u,) de nombres complexes, est une suite de la forme
(u;)ier 0 I C N est une partie infinie.

Puisque I’on peut énumérer une partie infiniede / C N :

I={ng<ni<ng<...<ngp<mngy1 <...}

0" ny, est le (k + 1)1 élément de I, ces définitions sont bien équivalentes.
La définition de sous suite convergente est claire : Une sous suite (u,, ) d’une
suite (uy,) converge vers £ si et seulement si la propriété suivante est vérifiée :

Ve >0, Jko € N, (k > ko = |uy, — | <e.

On peut vérifier que si I est une partie infinie de N, la sous suite (u;);e; d’une
suite (uy,) converge vers ¢ si et seulement si la propriété suivante est vérifiée :

Ve > 0,la partie {i € I, |u,, —¢| > €} est finie.

5.8.2 Le théoréme de Bolzano-Weierstrass

Gr,ce a ce qui a été rappelé précédement, nous allons rappeler la preuve du
théoreme de Bolzano-Weierstrass :

Théoréme 5.8.2. Soit (uy,), une suite bornée de nombres réels alors on peut en
extraire une sous-suite convergente : il y a une suite strictement croissante (ny,) et
un réel { tels que

lim w,, =/¢.
k—+o00
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Démonstration. Soit donc (uy, ), une suite bornée de nombres réels. Il y a donc un
entier naturel /V tel que pour tout entier n :

lun| < 2V .

On va construire une suite (A4,,), de partie infinie de N et une suite d’entier (ky, ).,
telle que

— pour tout entiern : A,+1 C A,

— Pour tout entier n et pour tout entier m € A, : ]2“—2 < um < kgil

— Pour tout entier n, g—ﬁ < ];Zﬁ < %

Cette construction se fait par récurence sur n. Pour n = 0 : on découpe I’intervalle
[—2N 2N en 2+ intervalles de longueurs 1 :

k=2N_1
[_2Na2N[: U [k7k+ 1[
k=—2N

Puisque la suite (uy,),, est infini, il existe forcément un entier ky telle qu’il existe
une infinité d’entier m tel que u,, € [ko, ko + 1[, on pose alors

AOZ{mEN,UmE [kjg,k‘o-f-l[}

Supposons maintenant avoir construit Ay, . .., Ay, et kg, k1, . . . , k,, et construi-
sons Ayt et k1.
On découpe en deux I’intervalle

kn k,+1 2k, 2k, +1 2k, +1 2k, +2
27’ on = 2n+1’ on+1 on+1 ’ on+1

Puisque A,, est infini et que pour tout entier m € A,, :

[kn kn+1{
Uy €

on’  on

Au moins 1’'un des deux cas suivant se produit :

2k, 2k, +1

2n+1 ) 2n+1

2k, +1 2k, +2
on+l 7 9n+l

— Iy a une infinité d’entier m € A, tel que u,, €

— Ily a une infinité d’entier m € A, tel que u,, € [

Dans le premier cas on pose ky+1 = 2k, et

2k, 2k, +1
A = {me e | 2 et LT

et si le premier cas ne se produit pas on pose k11 = 2k, + 1 et

2k, +1 2k, + 2
2n+1 ’ on+1

An+1:{m€An,um€[
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On aura alors par construction : A,,+1 C A, et pour tout m € A, 41 :

kn, kn, 1
w, [ +1 11+ [

2n+1 : 2n+1

Posons alors z,, = ’2%';

elle est donc convergente :

on sait que cette suite est croissante et majorée par 2%,

lim z,="/¢.
n—-+o0o

Pour chaque entier n, la partie A,, est infinie. En énumérant A,, par ordre croissant,
on trouve son n'°™¢ élément m,, € A,, : i.e. ’ensemble A,, N[0, m,,] a n éléments.
Puisque A,,+1 C A, on a forcément m,, 1 > m,, et pour tout entier n :

xngumn an+27
On a donc
lim 4, = lim z,=4¢
n—-4o00 mn n—-4o00 "

on a ainsi extrait une sous suite (,,,, ), convergente de la suite bornée (uy, ).
O



Chapitre 6

Exercices sur les intégrales a
parametres

Lsin(xt)

t
0
Montrer que F est définie sur R, dérivable sur R, puis calculer F'(x).

dt.

Exercice 46 (*). Soit F' la fonction définie par : F(z) =

zlnt _ 1

Exercice 47. Pour (x,t) € Ry x]0,1|, on pose f(x,t) = playstyle e

1
Soit F' la fonction définie par : F(x) = playstyle/ f(z, t)dt.
0

a) Déterminer playstyle lim+ f(z,t)et im f(x,t); endéduire que F est définie
t—0 t—1—
sur [0, +o0l.

b) Montrer que F est dérivable sur [0, +00[; donner une expression de F'(z) et
en déduire F(x).

cos(zt)

14 ¢4 dt.

+oo
Exercice 48 (*). Soit F' la fonction définie par : F(z) = /
0
Montrer que F est définie, continue et dérivable sur R.
Exercice 49 (*). 1. Soient F' et G les fonctions définies par :
1 o—a?(1+t?) x )
F(z) = / ——————dt et G(x)= / e Vdt.
o 1+t 0

a) Montrer que I et G sont définies, continues et dérivables sur R.
b) Montrer que pour tout € R, F'(z) + (GQ)/(x) = 0.
c¢) Calculer F(0) et déterminer lim F(x).

Tr—r

“+00

+o0 5
d) En déduire la valeur de / e U dt.
0

107
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+00
2. Soit H la fonction définie par : H(x) = / et cos(xt)dt.
0

a) Montrer que H est définie, continue et dérivable sur R.

b) Montrer que H est solution d’une équation différentielle, puis calculer

+o0 efa:t _ eft
Exercice 50. Soit F' la fonction définie par : F(x) = / 7(%.
0
a) Montrer que F est définie sur |0, +o00|.
b) Montrer que F est dérivable sur )0, +o0|, puis calculer F'(z).
¢) En déduire que, pour tout © > 0, F(z) = Inzx.
teor — t
Exercice 51. Soit F' la fonction définie par : F(x) = / C;Sme_tdt.
0

a) Montrer que F est définie sur R.
b) Montrer que F est deux fois dérivable sur R, puis calculer F" (x).

¢) En déduire une expression explicite de F(x).
Exercice 52 (*). Démontrer que la fonction H définie sur |0, 1] par

“+00 tm—l
H(z) = / T tdt
0

est continue. On montrera pour cela que H est continue sur tout intervalle de la
forme [e,1 — €], ont € €]0,1/2[. Et on énoncera le théoréme utilisé.

+oo dt +oo 42
A:/ etB:/ tdt
o 1+t4 o 1+4+1t4

a) Montrer que A = B et que A+ B = T

V2
Pour prouver la seconde identité on pourra faire le changement de variables
u=1t—t"Y et ensuite calculer u?® + 2.

Exercice 53. Soit

+o0 9 +o0 5
b) Sachant que/ e Udt =/m /2, donner la valeurde/ e~ dt lorsque
0 0
x> 0.

Pour x > 0, on pose

+oo e—xt2
F(x) = / dt.
0

t2 41
¢) Montrer que F'(0) = B —iA.

d) Montrer que F est continue sur [0, 00 et C* sur]0, col.
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e) En déduire une équation différentielle vérifiée par F' et montrer que

e F(z) —

e
d
Vu
f) Que vaut 1151_1 F(x) et en déduire les valeurs des intégrales généralisées :
T—r—+00

+o00 T +o0 z
/ sin(v?)dv = lim sin(v?)dv et / cos(v?)dv = lim cos(v?)dv.
0 0

T—r+00 0 T—r+00 0

e—xt

+o00
Exercice 54. Soit F' la fonction définie par : F(x) = / mdt.
0

a) Montrer que F est définie et continue sur [0, +00|.

b) Montrer que F est de classe C? sur 10, +00] et que, sur cet intervalle, F' est
solution de I’équation différentielle : y"' +y = ~.

c¢) Déterminer IEI_EOO F(x). ’

d) Soit I’équation différentielle : (E) " +y = i x E]O +oo[

-
Montrer que y(x) = —cosx / let +sinz —dt est solution parti-

culiere de (E). En déduire toutes les solutions de ( ).

+00 +oo
sint cost
e) Montrer que / Tdt et / Tdt sont convergentes.
1 1

f) Montrer qu’il existe une unique solution de (E) ayant une limite finie en +oc.
g) En déduire que pour tout x > 0, ona :

+0 gin(t — 10 gqint
F(z) = / Sm(tx)dt: / :m dt.
T 0 +T

h) Soient les fonctions u et v définies sur |0, +o0[ par :

1 . . 400 . .
t t t Sin ¢

u(z) :/ (Sln _ sin )dt ot v(z) :/ (sm _ sin )dt.
0 t t+ﬂf 1 t t+$

Montrer que 0 < u(z) < x(In(z + 1) — In(z)) et que v tend vers 0 quand x
tend vers 0.

+o00o
t
i) En déduire que / ﬂdt
0 t 2

Exercice 55. On rappelle que sinh(z) = < 726_2 et donc que pour x > 0, on a

T 2z
_ 2 (2n+1
sinh(z) e*—e® T 1-e2e Z e

Soit g :]0, co[— R la fonction définie par
x
9(x) = sinh(x)
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a) Démontrer que l’on a la formule
+o00 9

400 +o  ioco
— —(2n+1)z —
/0 g(z)dx nzz:o/o 2zxe dx Z 1)

n=0

On énoncera notamment le théoréme utilisé.

On étudie ici la fonction h définie sur [0, +00| par

™

h(z) = / * arctan (sinh(z) sin(t)) dt
0
b) Montrer que h et une fonction continue sur [0, +00|.

(:()Sh X

2 cosh(x) sin(t) !
/o cosh?(z) — (sinh(z) cos(t))2dt B /o cosh?(z) — (sinh(z)o)? sinh(z)

d) Démontrer que
cosh(z) sin(t)

cosh(z) sin(t) _
coshz(x) — (sinh(x) COS(t))z

9 . . _
gy Wretan (sinh(z) sin(t)) = T— (sinh(z) sin(t))?

X

e) Montrer que h et une fonction C sur [0, +oo| et que pour x > 0, on a

Wie) = sini(m) '

f) En déduire que
roow
hz) _/0 sinh(u) du

g) Soit a €]0, /2], démontrer que pour tout t € [a,w/2] etn € Nona

— arctan (sinh(n) sin(a)) .

NN

0< g — arctan (sinh(n) sin(t)) <

h) Démontrer que
s 7T2

2
lim arctan (sinh(n)sin(t)) dt = —.
Indication : On considérera cette intégrale comme une intégrale généralisée

sur |0, /2], on énoncera et justifiera le recours au théoréme de passage a la

limite dans les intégrales généralisées.



i) En déduire que

+o0 m 2
———du = —
/U sinh(u) 4

Conclusion on en déduit que

oL
= (2n+ 1)2 8
et donc que
400 400 “+o00 2 “+o00
1 1 1 T 1 1
nz::l n? nz:;) (2n +1)2 nz::l (2n)? 8§ 4 ; n?
soit
— =
=n 6

Exercice 56. a) Pourquoi la fonction f définie sur| — 1, 1] par
1
r) = ——-
@)= =
est intégrable sur| — 1, 1].

b) Montrer que la fonction J définie sur R par

1 eiact
JT(t) = / T
(t) i
est de classe C*.

c) Montrer l'on a les égalités :

1 ixt

t(J"(t)+ J(t)) = t/_ll V1 — 22 dy = —i/ ¥ .

1V 1-— (L‘2
d) Montrer que J vérifie I’équation différentielle :
tJ"(t)+ J'(t) +tJ(t) =0

e) On rappelle que pour { € Con a

(o.)
=3
k=0

Montrer que pour toutt € R on a

T

k
[

=

0 21
0 =3 (Vg

x
=0 )'

ol

12
a; = —dx.
/_1 V1— 22

111



112 CHAPITRE 6. EXERCICES SUR LES INTEGRALES A PARAMETRES

w/2
f) Pourquoi a-t-on : a; = / (sin(x))* dz.
—7/2

g) A laide de la formule sin(z) = (e* — =) /(2i), démontrer que

(20)!
EN

a; =T

Exercice 57. a) Soit z €]0, +00[, démontrer que

In(1 + 22t?) N 21In(t)
14t

b) Soit x > 0, démontrer que I’intégrale généralisée
/+°° In(1 + z%t?)
0 1+¢2

est absolument convergente.
On définit alors la fonction H : [0, 4+o00[— R par

+oo 242
H(z) = / In(l +2°¢%)
0 14 ¢2

c) Soient R,e > 0 avec R > ¢, démontrer que la fonction H est de classe C' sur
Uintervalle [, R]; on énoncera le théoréme utilisé.

d) Pour x €)0,1[U]|1, +00|, calculer H' ().
Indication : On utilisera le fait que pour x # 1,

t? 1 1 1
(1+22t2)(1+12) 22 -1 \1+12 1+ 222

/ _ 1
et on trouvera H'(x) = m_17.

e) En déduire la valeur de H'(1).
f) En déduire la valeur de H(x).

Exercice 58. Soit a € R tel que a > 1. On notera b la plus petite solution de
I’équation z* — 2az +1 = 0; on remarque en passant que [’autre solution de cette
équation est 1/b.

a) Calculer b.
b) On considere I’application f : R — C définie par

1
a — cos(2mz)’

fz) =
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Ona f(z) = g(e**™®) ou g est la fraction rationnelle

B 2 5 _ 2z
Q(Z)—_Z2_2az+1 T (z=b)(z—1/b)

Décomposer g en éléments simples et montrer que dans ’anneau {z € C, b <
|z| < 1/b}, nous avons

g(z):—bff1 1—|-+2.Obl€ (zk—i—z_k)] .
k=1
c) En déduire que
2 =
f(z) = ) 1+ ; 2b" cos(2k:7rx)]

1
d) Soitk € N, calculer/ cos(2kmx)dx.
0

e) En déduire la valeur de

! 1
/0 a — cos(2mx) de

et exprimer cette intégrale en fonction de a.

1 1
f) En déduire la valeur de /0 (o= cos(27r:c))2dx 1

1. Pensez } dériver en a 1’expression obtenue, pourquoi est ce valide ?
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Chapitre 7

Séries entieres

On étudie ici les séries de la forme

g anz".

Ces séries apparaissent dans de nombreux domaines des mathématiques : combi-
natoires, probabilités, équations différentielles....

7.1 Introduction aux séries entieres
7.1.1 Définition
Une série entiére est une série de (fonctions) de terme général :
z€Cr a,z"

ol (an)nen est une suite de nombres complexes, les nombres a,, sont les coeffi-
cients de la série entiere ) a,,2".
Les sommes partielles d’une telle série entiere sont les fonctions polynomiales :

n
= Z akzk.
k=0

Nous avons déja rencontré des séries entieres :

i) Z 2" /n!

ii) Z )23/ (2n)!

iii) Z )22t (2n 1)!

v) Zz

v) Y (=1 (2n + 1)

vi) Z )12 (n 4+ 1)

115
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7.1.2 Rayon de convergence

Soit ) a,, 2™ une série entiere, on cherche a savoir pour quel nombre complexe
z € Cla série de terme général a,, 2" est convergente. On remarque que si pour un
zp € C\ {0}, la série de terme général a,,z{ est convergente, alors on sait que la
suite (a2 )nen converge vers 0 et donc

lim |an||z0|" =0
n—+oo

La suite (|an||20|™)nen est donc bornée[] il y a donc un réel C' > 0 tel que
Vi € N, Janllz0l" < C

Siz € Cesttel que |z| < |zp] alors pour tout entier n € N, nous avons

z|™ 2 \"
lanll2™ = [an]lz0" 2 < c(")

|zo|™ |20

Puisque la série de terme général C (|z]/|z0])" est convergente, on en déduit que
la série de terme général a,, 2" est absolument convergente.
Notation :Pour r > 0, on note D(0,r) le disque ouvert de centre O et de rayon r et

D(0,r) le disque fermé de centre O et de rayon r :

D(0,r)={z€C, |z|<r}et D0,r)={z€C, |z| <7}

Introduisons maintenant les ensembles I des nombres réels » > 0 tel que la
série de termes général |a,|r™ est convergente et J I’ensembles des nombres réels
r > 0 tel que la suite (|a,|r"™),en est bornée. 11 est facileE]de démontrer que

i) sir € Ialors [0,r] C I.

ii) sir € Jalors [0,7] C J.

i) I C J.

iv) Sir € J alors [0, r[€ 1.
On en déduit que [ et J sont des intervalles et que sup I = sup J EIDéﬁnition :Soit
> anz™ une série entiere, on appelle rayon de convergence de la série entiere
> ay, 2" laborne supérieure de I’ensemble des réels > 0 tel que la série de termes

général |a, |r™ est convergente. C’est également la borne supérieure de I’ensemble
des nombres réels r > 0 tel que la suite (|a,|r"™),en est bornée.

Proposition 7.1.1. Soir > a,z" une série entiére de rayon de convergence R €
[0, +00], alors pour tout z € D(0, R) la série de terme général a,z" est absolu-
ment convergente. Pour tout z € C \ D(0, R), la série de terme général a,,z" est
divergente.

1. Car on sait qu’une suite convergente est bornée.

2. Le point le plus délicat est le dernier et cela se prouve avec les mémes arguments que ceux
fournis précédemment.

3. En convenant que la borne supérieure d’une partie non bornée est +oc.
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La preuve de cette proposition est maintenant évidente si z € D(0, R) alors
|z| < R, par définition |z| appartient a l’ensemblelﬂ
+oo
I=<{r>0, Z!an!r”<+oo
n=0
Donc la série de terme général a,, 2" est absolument convergente. Par définition si
z € C\ D(0, R) alors |z| > R donc la suite (|a,||2|™)nen n’est pas bornée, donc
la suite (a,z")nen ne converge pas vers 0 et la série de terme général a,,z" ne
peut pas étre convergente. Définition : Si ) | a,,2" est une série entiere de rayon de
convergence R € [0, +oc], le disque D(0, R) s’appelle le disque de convergence
de la série entiere a,z".
Sur le bord du disque, tout est possible
i) La série entiere ) z™ a un rayon de convergence égale a 1 et pour tout nombre
complexe z de module 1 la série de terme général 2" est divergente.
ii) La série enti¢re ), -, 2"/n a un rayon de convergence égale a 1 et pour z =
1, 1a série de terme général 2" /n = 1/n,n > 1 est divergente alors que pour
tout autre nombre complexe de module 1 la série de terme général 2" /n,n > 1
est convergente.
iii) La série entiere ), -, 2"/ n? aun rayon de convergence égale i 1 et pour tout
nombre complexe de module 1 la série de terme général 2™ /n% n > 1 est
convergente.

Des exemples de rayon de convergence :
i) Zz”/n! , R = +o0
i) » (=1)"2*"/(2n)!, R = 400
iii) > (—1)"z*"/(2n +1)!, R = 400
iv) Z N R=1
v Y (=) (2n+ 1), R=1
vi) Y (=) /(n+1), R=1
vi) ) 272", R=1/2

La proposition suivante, basée sur les criteres de Cauchy et de d’ Alembert, peut
étre tres utile pour calculer des rayons de convergence :

Proposition 7.1.2. i) Soit ) a,2" une série entiere, si la suite ( {/|an|)nen est
convergente alors le rayon de convergence de la série entiére y_ a,z" est

1
R = lim .
n—oo n/ ‘an‘
4. Lasuite n — Y p_, |ax|r" est croissante, elle a donc une limite (éventuellement infinie) la
notation >_,°% |a,|r" < +o0 signifie que cette limite est finie.
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ii) Soit ) anz" une série entiére. Supposons que pour tout n € N, on ait a,, # 0
et que la suite (|ap+1/|an|)nen soit convergente alors le rayon de convergence
de la série entiére ) anz" est

R = lim 2] .
n—o0 |an+1|

Démonstration. Dans le premier cas, on a pour tout r > 0

) r
lim {/|ap|r™ = —
n—00 R

, donc le critére de Cauchy pour la convergence des séries implique que si /R €

[0, 1] alors Z:{i% |an|r™ < +oo alors que sir > R, onalim, o |an|r™ = +o0.

De méme dans le second cas, on a

1

i [ostl”_

n—00 |an‘7“” R

, et le critére de d’ Alembert implique de méme que sir < R alors /% a,|r™ <
+oo alors que si > R, on alim,,_, o |a,|r™ = +oc. O
7.1.3 Somme d’une série entiére

Lorsque > a,z" est une série entiére de rayon de convergence R €]0, +oc],
on définit la fonction

D(O,R) :—C
“+00

Z Z anz"
n=0

C’est la somme de la série entiere > a,2".

Proposition 7.1.3. La somme d’une série entiere est continue sur son disque de
convergence.

Démonstration. Soit Y a,, 2" une série entiere de rayon de convergence R €]0, 400].
Plusieurs démonstrations sont possibles.

La premicre est d’invoquer la continuité d’une limite uniforme de fonctions
continues. En effet, soit r €]0, R[. Il n’est pas difficile de voir que la série de fonc-
tions de termes général a,,2™ converge normalement sur D(0, 7). Puisque chaque
fonction z € D(0,7) — a,2™ est continue. La fonction z € D(0,7) — > a,,2"
est donc limite uniforme de fonctions continues, elle est donc continue. Le bémol
de cette preuve est que nous n’avons pas parlé de limite uniforme de fonction de
plusieurs variables. On peut étendre sans peine cette notion et le théoréme relatif a

la continuité d’une limite uniforme de fonctions continues est toujours valide.
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La seconde preuve, soit zo € D(0, R). On va montrer que la fonction z €
D(0,R) — S(z) = 7% a, 2™ est continue en 2. Soit p €]r, R, on sait que la
suite (|an|p™)nen est bornée, il y a donc un réel C' > 0 tel que

Vn e N, |a,|p" < C.
Ona

zn_zg_ Z—Z() (sz: n—1— k:>

on en déduit
|2 — 25| < n|z — 2 max{|z|”_1, |20]"_1}
Supposons maintenant que |z| < (r + p)/2, on obtient

n—1
|2" — 25| < n|z — 20| <r—;—p>

et en utilisant que |a,| < Cp™™:

’f(z)f(Zo)|§§n|an||zzO|<r;p> < Cp Yz ZO|Z (T+P> o

n=0

n—1
puisque ”’J < 1, la série de terme général n ( ;; £ ) est convergente et si I’on

n—1
pose K = Cp~1> "0 n (";;”) , on a obtenu que pour |z| < (r + p)/2,

|S(2) — S(20)| < K|z — 2.

Inégalité qui implique la continuité de S en 2. O

7.1.4 Opération algébrique sur une série entiere

Proposition 7.1.4. Soient > a,z" une série entiére de rayon de convergence R,
et Soit > by 2" une série entiére de rayon de convergence Ry,.

i) Le rayon de convergence de la série entiere Y (a, + by)z" est supérieur a
min(Ry,, Ry) et il est égale a min(R,, Ry) lorsque R, # Ry,

ii) Soit cn = >, apbg = > apbn—p alors le rayon de convergence de
la série entiere ) cpz" est supérieur a min(Rg,, Ry). De plus pour |z| <
min(R,, Ry), on a

“+o00 +oo “+o00
(Z anz”> (Z bnz”> = Z ez,
n=0 n=0 n=0
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Démonstration. Concernant la somme : la convergence de la série de terme général
|an|r™ et de la série de terme général |b,, |r™ entrainent la convergence de la série de
terme général |a,, + bn\r"E] On en déduit donc que le rayon de convergenceﬂde la
série entiere » _(ay,+by,)2" est supérieur a min(R,, Rp). De plus si R, > Rj et que
7 €| Ry, Ra] alors |ay, + by |r™ > |by|r™ — |ap|r™. On alimy, 4 o |an|r™ = 0|Z]et la
suite (b |r™)nen n’est pas bornée, la suite (|ay, + b, 1™ )nen n’est done pas bornée.
Ainsi le rayon de convergence de la série entiere > (a,, + by, )z" est inférieur a r et
ceci pour tout r €] Ry, R,[ donc il est supérieur a R,,. Puisque I’on a déja démontré
qu’il était inférieur 2 R, = min(R,, Rp), il est égale a R,.

Le cas ii) est une conséquence du théoreme de Cauchy relatif la convergence
du produit de Cauchy de série. 0

i) Le rayon de la série entiere ) 2™ est 1, celui de la série entiere >, —z" est
également 1 mais celui de la série entiere » (1 + (—1))z" est +o0.

ii) Sia, = 1 pourtoutn € Net si

1 sin=20

b, = -1 sin=1
0 sin>2
Posons ¢, = Zp +q=n Gpbg, un petit calcul montre que ¢o = 1 et que pour
n > 0 alors

n 1
Cp = E (p—gbg = g Ap—gbg = ap —ap—1 =0
q=0 q=0

Alors le rayon de convergence de la série entiere ) ¢, 2" est +o0.

7.1.5 Dérivée d’une série entiere

Supposons que Y a,,z" soit une série entiére de rayon de convergence R > 0.
et que £ € N. On sait que si 7 > R la suite (Ja,|r"™)nen n’est pas bornée, il en
est donc de méme pour la suite (|n¥a,|r"),en. Ainsi le rayon de convergence de
la série entiere > n¥a, 2" est inférieur 2 R. Si 0 < r < R, alors pour p €]r, R la
suite (|an|p™)nen est bornée, il y a un réel C' > 0 tel que

Vn €N, laylp" < C

n
Puisque la suite (nk (f) ) converge vers 0, elle est bornée, la suite (n*|a, |7 ) en
neN

est bomée Donc le rayon de convergence la série entiere > n*a,, 2" est supérieur
a R, il est donc égale a R.

5. Car|an + bn| < |an| + |bn].
6. On rappelle que celui ci est la borne supérieur des réels > 0 tel que la série de terme général
|an + by |r™ converge.
7. eneffet r < Rq donc |an,|r™ est le terme général d’une série convergente.
T

n
8. Remarquez que n”|a,|r™ = n* (E) lan]p™.



7.1. INTRODUCTION AUX SERIES ENTIERES 121

Définition : La série dérivée de la série entiere > a,, 2" est la série entiere > a,nz""1

ou > nFan,1(n+1)2"

Proposition 7.1.5. La série entiére Y a,z" et sa série dérivée ont méme rayon

de convergence R de plus si on note S'(z) = ::6 annz""1 alors pour z €
D(0,R) :

lim S(z+h) — S(z) _ 5(2).

h—0 h

Démonstration. En utilisant la formule du bindme de Newton, on obtient

n n n—1z __ - n k_n—k
(z+h)" —2" —nz h—z<k>hz
k=2
D’ou

n

n k _n—k
> ()
k=2

= n n— n n n—
< (k)vﬂz|k=ua+vm — |2 = nlz" 1
k=2

[(z+h)" — 2" — nz”_lh‘

IN

En utilisant la formule de Taylor-Lagrange,on obtient 1’existence d’un réel ¢ €
10, |h|[ tel que

h 2
(21 + [B1)" = [2I" = nlel1] = i = 1)l + )22
Donc
(21 (Bl = |2 = mf=f" 2 B] < o= D1l + [B)" 25

Soit donc z € D(0, R) et choisissons p €]|z|, R], la suite (|a,|p™)nen est bornée,
ilyaunréel C' > 0 tel que

Vn €N, |a,|p" < C.

Soit § = (p — |z|)/2. Alors pour h € D(0,0) ona|z+h| < |z|+d < p < Ron
a donc
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|S(z+ h) = S(2) — hS'(= Zan [(z+h)" = 2" —n2""1h]

IA

Z |an| [(z + h)™ — 2" — nz"" A
n=2

<Y lanl [(2]+ )™ = 2" = nlz* " |R]
n=2
. n—2|h|2
< 3 Janln(n = 1)(|e] + 1) 25
n=2
g Zcp*”nn—lmzu(s) -2
n=2
|h2 > <|z]+5)n_
< — Cn(n—1
< g 3 Cntn— ) (B2

n—2
On remarque que puisque lz]+9 |+6 < 1lasérie de terme général Cn(n—1) ( |+6) ,n >
2 est bien convergente. Donc si on pose

%i (]z\+5>

p

on a obtenu pour i € D(0,9) :
|S(z+ h) — S(2) — hS'(2)| < K|h|?,
inégalité qui implique bien que

lim S(z+h) -
h—0 h

SC) _ g,

Une récurrence immédiate permet de démontrer le corollaire suivant

Corollaire 7.1.6. Supposons que »  a,,z" soit une série entiere de rayon de conver-
gence R > 0. Alors la fonction

“+00
— Z ant”
n=0

est C° et sa dérivée ['°™° est

+0o0 +oo

€|-R, R~ > n(n—1)...(n—l+ant" " = (n+1)(n+1-1) ... (n+1)anit".
n=I[l+1 n=0
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7.2 Fonctions développables en séries entieres

7.2.1 Définition

Soit f : I — C une fonction définie sur un intervalle I et r > Oﬂ on suppose
que | — r,7[C I. On dit que f est développable en série entiere sur | — r, r[ s’il
existe une série entiere Y | a,,z" de rayon de convergence supérieur ou égale a r tel
que

+oo
Ve €] —rr, f(z)= Zanwn.
n=0

7.2.2 Propriétés d’une fonction développable en série entiere
Une paraphrase du corollaire précédent est

Proposition 7.2.1. Soit f : I — C une fonction développable en série entiére sur
|—r,r[alors fH]_T o051 C™ et si fH]_T - €51 la somme de la série entiére » , a, 2"

de rayon de convergence R > r alors pour toutl € Netx €] —r,r[ona

+00 +oo
F@) = > nn=1)...(n=l+1)anz"" =" (n+))(n+l-1)... (n+1)anz".
n=I[+1 n=0

7.2.3 Exemples classiques

i) La fonction exp est développable en série entiere sur R et
+o0o  n

Vz € R, exp(z)= Z —.

|
n:
n=0

ii) La fonction cos est développable en série entiere sur R et

too 2n
n T
Vz € R, cos(z) = g (—1) -
n=0 ’

iii) La fonction sin est développable en série entiere sur R et

JrZO:O g2+l
Ve € R, sin(z) =) (-1)"o——
o (2n+1)!

iv) La fonction z — 1/(1 — z) est développable en série entiere sur | — 1, 1] et

1 =2
Yol =11 => a"
n=0

9. Eventuellement r = +o0.
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v) La fonction arctan est développable en série entiére sur | — 1, 1] et

+oo x2”+1
Vo €] —1,1[, arctan(x) = nz_;)(_l)n e

vi) La fonction z — In(1 + z) est développable en série entiere sur | — 1, 1] et

+oo

Vo €l = 1,1, In(l+z)=> (-1)

n=1

n—1 in
n
vii) Soit o € R alors la fonction = +— (1 4 z)® est développable en série entiere

sur | — 1, 1[. Eti on pose

_ala—1)...(a—n+1) H?;&(a—j)
anla) = n! N n!

alors

400
Ve el - 1,1, (1+2)*= Zan(a)x". (7.2.1)
n=0

7.3 Utilisations des séries entiéres

On donne ici quelques exemples d’utilisations des séries entieres.

7.3.1 Nombre de Catalan

Si n est un entier n, on définit le nombre ¢,, comme étant le nombre de fagcon
différentente de calculer un produit de n facteurs, par conventionon a cy = 0,¢c; =
1 et ¢ = 1. Pour un produit de trois facteurs, nous avons deux possibilités :

(ab)c, a(bc)
Pour un produit de 4 facteurs nous avons 5 possibilités :
((ab)e)d , (a(be))d , a(b(ed)) , a((be)d), (ab)(cd)

donccy =5
Pour un produit de n facteurs, nous avons n— 1 choix pour effectuer la derniere
multiplication :

(x1...,2p)(@py1...2n), p=1,...,n—1

une fois ce choix fait, il y a ¢, choix a faire dans le premier facteur (z; ..., z))
etc,—p choix a faire dans le second facteur (2,41 . .. 2, ). On trouve donc la relation

de récurrence :
n—1

Cpn = E CpCn—p,N > 2
p=1
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Puisque ¢y = 0 par convention on a aussi

n
Cp = E CpCp—p,N > 2
p=0

On remarque pour
0 1
g cpco—p = 0, g cpci—p =0
p=0 p=0

+00

On raisonne alors formellement : Soit S(z) = > "7 ¢, 2"
+o00 n +00
S(2)S(2) =D D epenp| 2" =D caz" =8(2) — 2
n=0 | p=0 n=2

Soit S%(z) — S(z) + z = 0. Or les solutions de I’équation du second degré X2 —
X + z = 0 sont données par la formule

1++/1-4z2
2

Notre convention ¢y = 0 implique que S(0) = 0.
On arréte maintenant notre raisonnement formel . On introduit la fonction f :

]-d%l/q
1—-+v1—-4z
fla) = ===
Cette fonction est développable en série entiere sur | — 1/4,1/4]. En effet avec
1x3...x(2n—3)
1/2)(1/2—-1)...(1/2—n+1 I e T
b = an(1f2) = 2021 1) ) e

no11X2x3x4...x(2n—3) x (2n—2)
27(2x 4...x (2n —2))n!
(2n — 2)!
22n=1(n — 1)!n!

On a pour |z| < 1 (cf[7.2.1) :

~(-1)

= (-1t

+o0o
Vi4z = Z by
n=0
D’ou pour |z| < 1/4:

+oo +o0
VI—dz =) bu(—1)"4 2" =1+ Y bu(—1)"4"2"
n=0 n=1
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et pour |z| < 1/4, on obtient

1
_ n—1,n_mn
flo) =35 Z:lbn(—l) 4y
On calcule facilement
1 _ 1eon— _ (2n —2)! (2n — 2)!
dn:*bn —1)" l4n: —1\" 122n 1_1n 1 — )
2 (=1) (=1) (=1) 22n=l(n —1)In!  (n—1)In!

Soit
+oo
n=1
La fonction f ainsi construite vérifie pour tout |z| < 1/4
[f (@) = fl@) +2=0 (7.3.1)

Or selon la proposition (7.1.4)), nous avons pour tout |z| < 1/4:

400 |n—1
[f(ac)]2 = Z dednfp "
n=2 | p=1
puisque
+o00o
—f(SL‘) +x= _Zdnfn
n=2

On déduit de (7.3.1)) que pour tout |z| < 1/4:

+o0 n—1
F@) = f@)+a=> 0| dpdnp| —dn pa™ =0
n=2 p=1

Par unicité du dévellopement limité en 0 de la fonction = — [f(2)]* — f(z) + x,
on en déduit que pour tout n > 2 alors

n—1
dy = dpdnp
p=1

puisque d; = 1, le principe de récurrence implique que pour tout entier n > 1 ona

(2n — 2)!

e = = 0 il

Ceci permet de trouver que c1g = 4862.
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7.3.2 Solutions d’équations différentielles

On cherche les/des solutions y € C%(R) de I’équation différentielle du second
ordre :

1
y'(@) + ~y/(2) +y() = 0. (7.3.2)

On remarque que nécessairement on doit avoir ¢'(0) = 0.
On cherche d’abord une solution qui soit dévellopable en série entiere sur un
intervalle | — r, r[. Soit

+o0
f(z) = Z anz"”
n=0
une fonction dévellopable en série entiére sur un intervalle | — 7, 7[. On a pour
lz| <7
1 +0o0 +00 +0o0o
' (x) + ;f’(ac) + f(z) = Z n(n — 1)apz™ 2 + Z nanz" "% + Z anz"
n=2 n=1 n=0
+00
= Z 2" ((n+2)(n+ 1)ante + (n+ 2)ant2 + ay)
n=0

+oo
= Z z" ((n + 2)2an+2 + an)
n=0

On trouve donc que f vérifiera I’équation différentielle (7.3.2) si et seulement si
pour tout entier n on a :
(n+ 2)2an+2 +a,=0

On a vu que nécessairement, on avait a; = 0 donc tout les coefficients impaires de
la série entiere définissant f sont nulles pour les coefficients pairs on trouve :

1 1 1 1 (=)™
aon = ——a (=) () [ ——— Jas =L ¢
T T2l n? (n—1)2 2)2) 7" 2
La série entiere .
Z (_1) ZZn
(n!)?
a un rayon de convergence infini, elle définit donc une fonction C* sur R :

J( ) — Zn — 0+oo (_1)nx2n
DTy
qui est par construction une solution de I’équation différentielle (7.3.2)..

On peut démontrer que les solutions de 1’équation différentielle sur R
sont forcement des multiples de J. On peut trouver toutes les solutions de I’équa-
tion différentielle (7.3.2)) sur R*, en cherchant une solution de la forme

x = In(z)J(x) + f(x)

ou f est dévellopable en série entiere sur R, les coefficients de f ont une forme
moins sympathique que ceux de J.
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7.4 Quelques avertissements

7.4.1
Il'y a des fonctions C*° sur R dont toute les dérivées a I’origine sont nulle. Par
exemple la fonction
0 sizx=0
fley=9 -2 .
e 22 six#0
C’est un exercice de démontrer que f est C* sur R[]E] et que pour tout n € N
f(n)(()) =0

.On a donc

7.4.2

11 existe des fonctions C*° sur R dont la série de Taylor a un rayon de conver-
gence nulle. Ce qui suit est un exemple du a L. Euler :posons pour z > 0 :

f(z) = ez /w e tdt
0

et

fy(@) = (N +1)lex / tNe bt
0

en intégrant par partie, on montre facilement quem

€T
fn(x) = ez {(N!tNHe*%}z — Nlex / tNe~tdt = N1zN L — fn-o1(z).
0

Une petite récurrence facile mene a la formule :
f(z) =22% — fi(z)
= 212% — 312 + fo(x)
=2M? =312 + .+ ()N NN L ()N iy ()

Grace a la majoration :

xr
|fn(z)] < (N+1)!ei/ tNezdt = NigN+H!
0

10. Le point de départ est de démontrer par récurrence qu’il y a un polyndéme P, tel que

) Po(z) -2
f (l‘) - l‘Qn aZ
11. En utilisant que
4311
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on sait que f admet un DL a tout ordre en = = 0. Et se basant sur la relation

1
Flw) =~ 5 (@) +1,
on peut montrer que f a une extension C* a [0, +oo[ qui vérifie
FM0) = (=1)"n!,n > 2

En fait, il existe un théoreme du a E. Borel qui stipule que pour toute suite de
réel (ay, ), il existe une fonction f qui est C*° sur R telle que pour tout entier n :

FM(0) = ay.
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