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SUR LA DISTRIBUTION DES LONGUEURS
DES GEODESIQUES FERMEES D'UNE

SURFACE COMPACTE A BORD
TOTALEMENT GEODESIQUE

LAURENT GUILLOPE

0. Introduction . Soit S une surface riemannienne orientable à courbure cons-
tante -1 et notons lTs (x) le nombre de géodésiques fermées primitives de S de
longueur au plus égale à x . Si S est d'aire finie sans bord, on a l'asymptotique

(0 .1)

	

iTS(x) - ex/x,

	

x - cc ([8], [10]) .

Cet article présente des asymptotiques analogues dans le cas d'une surface
compacte D, à bord aD totalement géodésique non vide .

Par arc géodésique de D nous entendrons soit un arc du bord de D soit un arc
C1 par morceaux, géodésique en l'intérieur de D et qui, en ses points de 3D,
obéit à la réflexion géométrique . Nous distinguerons les géodésiques fermées de
D suivant qu'elles ont un nombre nul, pair, impair de réflexions sur le bord et
nous noterons ÎÎO, ?rp , 7r1 les fonctions de comptage correspondantes .

L'asymptotique de 17 s'obtient en fait en étudiant la fonction de comptage
associée à la surface Sœ (d'aire infinie et à rayon d'injectivité strictement positif)
obtenue en recollant à chaque composante C~ (j = 1, . . ., N) de longueur l~ _

l (C) du bord de D une vasque hyperbolique V1 • (VI est le demi-cylindre
(R/l Z) x R T avec la métrique ds 2 = ch2'r d v 2 + dT'2 ) . On a simplement irs (x )
_ iro(x) + N si x > Sup1= 1 , . . . , N(h ) . Introduisons l'exposant de Polncaré Ss~ de
Ste , défini comme l'abscisse de convergence (en fait indépendante des points
m, m' de Ste ) des séries où la somme porte sur toutes les géodésiques
lisses C de m à m'. Cet exposant est non nul, strictement inférieur à 1(cf . § 1) .

THEOREME 1 . Si l'exposant de Poincaré 6 est strictement supérieur à 2, on a
~rs~( x) w e ss~x/Ss x, x - oc .

On a évidemment 17D = zrp + irl . Les asymptotiques de ii, irl , bien que non
formellement établis dans la littérature à notre connaissance, y sont néanmoins
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implicites ([18]) . Avec le théorème 1, on obtient les asymptotiques des fonctions
de comptage associées à D :

THEOREME 2 .
A. ~rp(x) Trt(x) ex/2x, x - oc .
B. Si l'exposant de Poincaré S s est strictement supérieur à 2 on a ~r0(x)

essœX/S5~x, x - oc .

Nos démonstrations reposent sur les idées de Selberg ([14]), appliquées par
exemple dans [6] à l'asymptotique de ~M où M est un quotient compact
orientable, sans bord d'un espace symétrique à courbure strictement négative par
un groupe discret uniforme d'isométries : il s'agit d'écrire des formules de trace
pour des opérateurs classiques définis sur les surfaces Ste , D, formules reliant leur
spectre à celui des longueurs des géodésiques fermées .
En ce qui concerne Ste , quotient du plan hyperbolique H par un groupe

d'isométries hyperboliques I'œ, la situation diffère de [14] par la non compacité
de S~ et l'existence d'une partie absolument continue dans le spectre du laplacien
'soo sur les fonctions . Ainsi aucun opérateur classique (tel celui de la chaleur ou
une puissance de résolvante) construit à partir de is n'est à trace . On introduit
alors le laplacien iX s~ _ aD (avec conditions de Dirichlet sur 3D) et la première
étape consiste à établir la propriété de trace pour les opérateurs f ( t> ) -
f (Os,,-aD)' la fonction f étant convenablement choisie . Pour l'opérateur de la
chaleur (ft(µ) = e_`), cela résulte d'estimations sur les noyaux de la chaleur
(dont certaines sont classiques [2], [5]), pour la résolvante (f ~( µ) _ ( µ - A)-1)
on utilise essentiellement les résultats de Grubb ([7]) sur les propriétés de trace
des opérateurs de Green singuliers (apparaissant dans l'étude de problèmes aux
limites [1]) . Ces points d'analyse une fois établis, les formules de trace résultent
alors d'abord pour l'opérateur de la chaleur de calculs classiques ([12], [14]), puis
pour la résolvante d'une transformée de Laplace .

Les fonctions de comptage 7rp , ~t sont liées, pour leur part, aux laplaciens
0 +, z _ resp . sur D (quotient de H par un groupe I' contenant des isométries
indirectes) avec conditions de Neumann, Dirichlet resp . . Les propriétés de trace
de ces opérateurs, ainsi que les formules de trace associées, sont facilement
obtenues .

Les théorèmes 1, 2 découlent alors des formules de trace sur les résolvantes en
appliquant le théorème taubérien d'Ikehara.

Après un paragraphe de notations et de rappels de résultats éparpillés dans la
littérature, les paragraphes 2 à 4 sont consacrés à la démonstration du théorème 2
(dont la partie B est le théorème 1): § 2 opérateur de la chaleur, § 3 résolvante,
§ 4 théorème d'Ikehara et démonstration du théorème 2. Chacun de ces para-
graphes est divisé en deux parties, correspondant aux résultats A et B du
théorème 2 . Grosso-modo, la partie A contient les calculs plus ou moins clas-
siques, de nature plutôt algébrique ([12], [14]) alors que la partie B est surtout
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consacrée à l'analyse des propriétés de trace des opérateurs définis sur S œ. Le
paragraphe 5 conclut par quelques remarques .

1. Préliminaires

1.1 . Surfaces et groupes. La surface S~ est le quotient de l'espace hyper-
bolique H (dont nous prendrons pour modèle le demi-plan de Poincaré H =
{ z = x + iy ; x E R, y > 0}) par un sous-groupe discret F d'isométries di-
rectes. Ce groupe rœ est de type fini, puisqu'il est isomorphe au groupe fonda-
mental de D, rétracte de S te . Ainsi, d'après [13], il existe un polygone géodésique
fondamental P~ pour l'action de Ç sur H dont le bord est réunion finie d'arcs
géodésiques appariés (aD = {(a l , a')}) de sorte qu'il existe des transformations
yl de rœ identifiant a l à aj et constituant un système de générateurs de rte .

Notons ~~ le segment géodésique s'appuyant perpendiculairement sur a 1 et a~
si ceux-ci sont de longueur infinie, a la symétrie par rapport à la droite portant
I / , I' le groupe engendré par les y . et les a, â i le segment a i (resp. le segment de
a l limité par son extrémité à distance finie et le pied de fil ) si a i est de longueur
finie (resp . infinie). Alors l'ensemble { â, / } est le bord d'un polygone convexe
compact P et d'après le théorème de Poincaré-Maskit ([10]), le groupe F est
discret, P en est un polygone fondamental pour son action sur H et H/I'
s'identifie naturellement avec la variété à bord D. On notera P~ le polygone
(isométrique à '(l~) cf. 1 .3) se projetant sur Vl~ et F le groupe engendré par y, .

En outre, si F + note le sous-groupe d'indice 2 des isométries directes de F, le
quotient H/I' + s'identifie avec la surface compacte sans bord S, double de D et
si Quo est une des symétries { a} ' P + = P U a 0P est un polygone fondamental
pour l'action de I' + . Tous les éléments de r+ sont de type hyperbolique .

1 .2. Géodésiques. Les classes de conjugaison [ y ] de F + correspondent de
manière biunivoque aux géodésiques lisses fermées de S = H/I'+ : l'axe d'un
élément de [ y ] se projette (par la projection p : H - H/F+) sur la géodésique
correspondante ; la géodésique est primitive si et seulement si l'élément y est
primitif (y est dit primitif dans F si tout élément de F dont y est une puissance
est soit y, soit y 1 ).

_

Avant d'établir une correspondance analogue pour D, rappelons la structure
des isométries indirectes de H: une telle isométrie y laisse une droite A (qu'on
appellera son axe) globalement invariante et, à moins de coïncider avec la
symétrie GA d'axe A, y est la composée de aA et d'une transformation hyper-
bolique yA d'axe A . Dans ce dernier cas, le multiplicateur de y sera par définition
celui de yA . Observons que deux isométries de F commutent si et seulement si
elles ont même axe (ou bien si et seulement si elles ont mêmes points fixes à
l'infini), ce qui nous permettra de parler de l'axe du centralisateur Z(y) de y dans
r (Z(y) _ {9 E r/ey = ye})•

On a alors une correspondance biunivoque entre les classes de conjugaison de
centralisateurs d'éléments de F et les géodésiques fermées primitives de D, l'axe
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du centralisateur se projetant sur la géodésique . Précisons les différents types de
centralisateurs :

(i) l'axe A du centralisateur Z se projette sur une géodésique C de longueur
l(C) du bord de D. Alors le centralisateur est engendré par la symétrie d'axe A et
la transformation hyperbolique d'axe A, de multiplicateur e 1~c)

(ii) l'axe A du centralisateur Z se projette sur une géodésique intérieure à D .
Alors le centralisateur est monogène, engendré par une isométrie directe (resp .
indirecte) de multiplicateur e 1

	

(type (ii)p resp . (ii) i ) .
Soit Z de type (ii), de générateur y. On peut supposer, au besoin après

conjugaison par un élément de F, que l'axe A(y) de y contient un point z0 de P .
Considérons la suite finie (P1 ) des domaines translatés de P0 = P le long de A Y
de z 0 à yz 0 . On écrit ainsi y = fl où y1P1 = P1+1 et j est conjugué à un des
générateurs de F. Le passage de P1 à Pj+1 correspond à une réflexion de C sur le
bord de D si et seulement si yj est une symétrie. On en déduit que la géodésique
primitive C de D associée à Z a un nombre pair (resp . impair) de réflexions si et
seulement si y est direct (resp . indirect) . Remarquons enfin qu'une géodésique
primitive de D avec un nombre impair (resp . pair) de réflexions se relève sur S en
une géodésique primitive de longueur double ( resp. de même longueur) et
invariante (resp . non invariante) en tant que géodésique orientée par la symétrie
a (telle que D = S/a ) .

LEMME 1.1 . Soit frD(x) le nombre des géodésiques fermées (non nécessairement
primitives) de D, de longueur au plus égale à x . On a

(1 .1)

	

ITD(x) = O(ex),

	

x -~ oo .

Preuve. A une géodésique fermée C correspond de manière injective une
transformation y(C) de F, de multiplicateur e !(C) et dont l'axe rencontre P . La
réunion disjointe U1(c ) < xy(C)P est incluse dans la boule centrée en z0 (point
arbitraire de P), et de rayon x + 2 d (où d est le diamètre de P) et dont le
volume est un 0(e x ) . La comparaison des volumes de ces deux ensembles permet
de conclure .

1.3. Coordonnées de Fermi. Sur la demi-bande '(l) _ ( z E H I 1 < I z I < e",
Re z > 0) on utilisera les coordonnées de Fermi (v, 'r) associées à la géodésique
Oy pointée au point i :

-r=d(z,Oy),

	

x=evthr,

	

y=ev/chT,

	

vE [0,l],

	

TE [0,00[

ds 2 = (dx2 + dy2 )/y2 = dT2 + ch2Tdv 2 ,

	

dµ(z) = dxdy/y 2 = chTdvdT .

1 .4. Noyau de la chaleur. Le noyau de la chaleur E sur le demi-plan hyper-
bolique H est donné explicitement ([12]) par

oo

	

be-a2/ar
(1.2)

	

E(t, z, z') =
(4)3/2

f	db
~rt

	

a
Vchb-cha

avec a = d (z, z') .



Preuve. Écrivons fbeâ - b2/4t/ Vch b - ch a db =11(a) + 12(a) avec

On a
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Avec de faibles hypothèses sur la géométrie d'une variété M, de nombreux
auteurs ([2], [4]) obtiennent des estimées sur le noyau de la chaleur associé à M.
Une telle estimée dans le cas M = H s'obtient directement de l'expression
explicite (1 .2) gràce au lemme suivant :

LEMME 1.2 . Pour toute constante D < 4, il existe une constante C telle que

be - b2/4 t
~		Da2/t

a ~/ch b - ch a

1
J
a+1

a+1

	

be b 2 /4t

~a

	

Vchb-ch a

be_b 2/4t

V a

	

/sh((b - a)/2) • sh((b + a)/2)

a+1 be-Eb2/t
e_Da 2 /t<~

	

db
a

	

Vb 2 _a 2

avec e = â - D. En intégrant par parties, on obtient

be
._ b2 /4t

a+ 1
	 - db <, (2a + 1)1/2e-E(a+1)2/t + 2et-1

j'a+1vb2
- a 2 be-Eb2/ t db

a

	

Y~2 -- a2

	

a

00

t1/2 / Sup be- E b2 + 2eb 2e- Eb2 db
b>O

	

0

soit 11(a) < C1(e)t 1 /2e- Da 2/t . D'autre part

1

	

00

	

be-b2/4t db
<

	

--	
a+1 sh((b - a)/2) sh((b + a)/2)

1

	

0o

	

bdb<		 e-(a+1) 2/t
/2 sh(2) a+1 /sh(b/2)

soit 12(0) < C2e _ (1 + a )2 /t . Le lemme en résulte .

db .

t>0.

db
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1 .5 . Exposant de Poincaré

Definition 1 .3 . Soit f' un groupe fuchsien . L'exposant de Poincaré S de f' est
l'abscisse de convergence de la série E Y E t,e-S d(z, Yz') (cette abscisse est indépen-
dante des points z et z' de H).

L'exposant de Poincaré d'une surface sans bord à courbure constante négative,
défini dans l'introduction, coïncide avec l'exposant de Poincaré du groupe des
automorphismes de son revêtement universel. Pour la surface à bord D, suivant
qu'on considère les arcs géodésiques de D sans ou avec réflexions sur le bord,
l'exposant de Poincaré géométrique (i .e. au sens de la définition de l'introduction)
coïncide avec l'exposant de Poincaré du groupe r00 ou du groupe r+ .

Pour un groupe r tel que H/r soit d'aire finie, S vaut 1 . Si f' est de type fini,
non élémentaire avec H/I' d'aire infinie, S (a fortiori donc 6) est non nul,
strictement inférieur à 1 . Rappelons le résultat suivant ([4], [13], [17]) .

PROPOSITION 1.4 . Si l'exposant de Poincaré S du groupe F de type fini est
strictement supérieur à 2, alors S(1 - S) est la plus petite valeur propre du
laplacien 0 sur H/F (le spectre continu de /, s'il existe, est [4, x[) :

On utilisera le lemme suivant :

LEMME 1.5 . Soit F tel que H/I' ait un rayon d'injectivité non nul . Alors pour
tout e > 0, la série EY E 1 e 1 +e) d(z, Yz') est uniformément convergente pour z, z'
dans H.

Preuve. Notons NZ, Z ,(R) _ # (Ç' E F/d(yz, z') < R } . Le rayon d'injectivité
de H/' est inj = InfZ E H, Y E - ( Id ) d (z, z) . Observant que, pour a < inj /2,
les boules (B(yz, a)) Y E t, (de centre yz et de rayon a) sont disjointes deux à deux,
on obtient de manière analogue au lemme 1 .1 la majoration uniforme NZ, Z ,(R )
Ce' pour z, z' dans H. On en déduit, si Dn(z, z') _ (-Ç' E F/d(z, yz') E [n, n +
1]}

00

	

00
e-(1+e)d(z,'Z') =

	

e'''

	

Ce 1e 1 " <z x .
yEi

	

n=0 yEDn (Z, z') n=0

2. Sur les opérateurs de la chaleur
A. On a noté 0 + (resp . 0 -) le laplacien de D avec conditions de Neumann

(resp . Dirichlet) sur le bord. L'opérateur e'- ° t est un opérateur régularisant sur
une variété compacte, sa trace est ainsi obtenue en intégrant sur la diagonale son
noyau :

E~(t, m, m') _

	

E(t, z, yz') ±

	

E(t, z, yz')
YEr+

	

YEr-r+

(où on a noté, si p : H -> H/I' est la projection canonique, z, z' des points de H



LA DISTRIBUTION DES LONGUEURS DES GEODESIQUES FERMÉES

	

833

tels que p (z) = m, p(z') = m' et E le noyau de la chaleur sur H). On a donc

Tre-t° t = f

	

E(t, z, yz) ± E(t, z, Qioyz) dµ(z) .
P rEr+

On effectue une sommation par paquets correspondants aux classes de con-
jugaison [ y ] de r ; chaque paquet est transformé en une intégrale sur le domaine
fondamental .3(Z(y )) du centralisateur Z(y) de y .

Tr e - r° t = fE(t,

	

p z, z) dµ(z)

N•

	

f (E(t, z, Y~Z) f E(t, z, 6iYiZ)} dµ(Z)
j=1 keZ* 9(Z(°))

±f E(t, z, a~z) dµ(z)

•

	

~ ~ f E(t, z, Y kz) dµ(z)
{IY1}p k,l ~(Z(Y))

•

	

~ {~f
iiY))~ k>1 9(Z(-y ))

{E(t, z, YZkz) ± E(t, z, Y Zk-lz)} dµ(z)
J

.

La première somme représente les contributions des composantes du bord de D
(éléments de r de type (i)), la seconde (resp . la troisième) porte sur les classes de
conjugaison des éléments de type (ii) p (resp . (ii)) et de leurs puissances .

Pour évaluer chaque terme, on utilise les formes normales des éléments de F et
le lemme suivant :

LEMME 2.1. Soit 8 la transformation hyperbolique d'axe Oy et de multiplicateur
e 1 (i .e. Oz = e 'z, z E H), a la symétrie d 'axe Oy (i.e . az = i, z E H) et
B(l) _ {z E H/1 < IzI < e') .

e -rua e-~kr>z 1'ar
(2.1) Ik(B) = f

B(l)E(z,
ekz, t) dµ(z) -

4 art sh(kl/2) l,

	

k E Z*

e-rua e-~kr)z u/ar
(2.2) jk (e) = f E(Z, QekZ, t) dµ(Z) =		r,

	

k E z.
a(r~

	

4 art ch(kl/2)
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Preuve. En prenant les coordonnées de Ferrai (v, T) relativement à l'axe Oy
pointé en z o = i, on a

ch d ( z, 6 kz) =1 + 2 sh2 ( kl/2)ch2T

ch d (z, a8 kz) =1 + 2 [ch2 (kl/2) sh2T + sh2(kl/2) ] .

Ainsi, vu (1.2), on obtient

2ye -t/4

	

o0

	

oc

	

be_b 2 /4t
ch T

	

db dT d v,
4irt

	

o o

	

a ; (T) Ich b - ch a i ( T)

où ch a 1(T) =1 + sh2(kl/2)ch2T, ch a 2(T) =1 + 2[ch2(kl/2)sh2T + sh2(kl/2)] .
Un changement ce variable (v = sh T) et une interversion d'intégrales donnent

2/e -sua -b2/4t U;(b)

	

dU
4

	

be	 _	db,
t

	

a; (o)

	

o

	

/ch b

	

ch a .( v)

intégrale qui est calculée de manière élémentaire .
On obtient ainsi la formule de trace :

PROPOSITION 2.2 . Pour t > 0, l'opérateur e -t° ± est à trace et

(2.3) Tr e_ t° t = vol(D)P(t)

e-t/4

	

oc e-(kl~)2/4t±kY2

	

vol(8D)
+

4 art

	

=1hk=1

	

sh(kl )

	

±	
2

+ o0

e-(kr~c»z ,'ar

+ {~p l(C) 21 sh(kl(C)/2)

+ ~ l(C) ~
sh(kl(C)) - ch(k - 2~1(C){C} ;

	

k=

-(kl(C))2/t

	

e-((2k-1)1(C) 2 /4t

où on a noté P(t) _ (e-t/4/(4?Tt)3/2)fôb/sh(b/2)e -b2/4t db et la première (resp .
seconde, troisième) somme porte sur les composantes du bord ôD (resp . les
géodésiques primitives avec un nombre impair, resp . pair de réflexions) .

Remarque 2.3 . Mise à part la somme vol(D)P(t) ± vol( 3D)(e - t/ 4/87) ~r , le
terme de droite de (2.3) est à décroissance exponentielle lorsque t --~ 0+. On
déduit le développement (dit de Minakshisundaram-Pleijel)

o0

Tr e-t° ±

	

a t 1 "2
i=o

(t - 0+)



avec
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ai = (--1)`a . , aô = vol(D)/4'7r et ai = vol(dD)/8i .

Remarque 2 .4. On retrouve bien la formule de trace pour la surface S en
faisant la somme Tr e-t° + + Tr e -t° - (= Tr e-t°s) .

B. Notons L s~ le laplacien sur S~ et 0 s~ -D le laplacien sur S~ - D avec
conditions de Dirichlet sur son bord d D. En général si N est une partie de M et
si E = E (N) (resp . P = P (N)) est l'injection naturelle de L2(N) dans L2 (M)
(resp. la projection duale), on ne distinguera pas A, notant un opérateur borné de
L2(N), et l'opérateur EAP de L2(M) . Cette convention apparaît par exemple
dans la proposition suivante, essentielle pour la suite.

PROPOSITION 2.5 . N
(i) Pour tout t > 0, l'opérateur E œ(t) = e -t°S~ - e-t°sœ -D est à trace .
(ii) Soit 4) une fonction C°° sur Sœ à support compact et valant 1 au voisinage de

D. Notons II II tr la norme trace . Il existe des constantes C l, C2, C3 positives telles
que

1(1 - 4))É(t)(l

	

4)) II tr

	

C1eC2(3 / t ,

Preuve. Introduisons les fonctions i, jj (j =1, . . ., N) telles que 1- 4) _
_

	

où ~ est à support dans V1~, pour écrire :

Éœ(t) _ 4)Éœ(t) + pÉ~(t)4) +

Les opérateurs e - t°Sœ, e - t °SQO -D étant régularisantes et à support compact,N
l'opérateur 4)Eœ(t) ainsi que son adjoint, et donc les deux premiers termes du
membre de droite de (2 .4), sont à trace .

En ce qui concerne le troisième terme, nous allons utiliser la propriété de
serai-groupe de l'opérateur de la chaleur (de manière analogue à [16]) pour le
mettre sous la forme d'une somme de produits d'opérateurs Hilbert-Schmidt .

Soit mo un point de D, ic o la fonction définie sur S~ par ic o (m) _
exp(d(m, m 0 )) et xj (j =1 . . . N) la fonction caractéristique de Vjf . On a

N

	

N
(2.5)

	

Ê(t) _

	

j(esœ-t°- e-t°v )~~ +

	

,~e - t°s ue l ~
j=1

	

i, j=1
i*j

e -2t° soo - e-2t° yf = e-t°so(e-tQsoo - e-t°v1) + (e t1 soo

	

-- e-t°Vi)e-t°v, .

t>0 .
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Ce qui nous permet de réécrire (2 .5) suivant

(2.7) I(

N
É~(2t)

	

( ,e-t°S~KO 1)(KO[e-t°S°° - e
-t° v~ ]

j=1

N

+

	

([esooj --t°- e-t°vy]~o ~o le -t°Vy .
j=1

+

	

( Je -t° S~KO 1)(KOX
.e-t°S°°`Yi

i, j=1
i#j

LAURENT GUILLOPE

+ ( ,je-t°soo (1 - X j)KO)(KO l
e-t° s

La proposition résulte alors des deux lemmes suivants :
LEMME 2.6. Notons V une des vasques V,,, C la géodésique bordante et 0v le

laplacien sur V avec conditions de Dirichlet sur C . Alors il existe des constantes
positives K 1 , K 2, K 3 telles que

(2.6)

	

Je_t soo(m,

	

° m') J < Klt -le x 2 te-x3 d(m, m~)2~t,

	

m, m' E Sœ

e-t°sœ - e
-t° v )( m, m') I < Klt-le K2t-K3(d(m, C)2 +d(m', c) 2 )/t ,

mESœ , m'EV.

(2.8)

	

( e-t° v ( m, m') I < Klt -le K 2 te-K 3 d(m, m')2/t,

	

m, m' E V.

LEMME 2.7 .
(a) Les opérateurs /je-t° o(1- Xj), ije-t° o 1, je-t°v,KO 1,

Ko(e-t° o -

e-t°vl )1J1., 6 1X je
-t°v, ~, i (i # j) sont de classe Hilbert-Schmidt .

(b) Notons
II

11 2 la norme Hilbert-Schmidt. Il existe des constantes positives
Ki, K2, K3 telles que :

Sup

	

{JJico(e_ t1 oos- e-t°v
i)piIJ2 , ~J

Jl ie-t° (1- X1)Ko~12 , IIdie -t° o ,coX1IIi,j_1 ., .N

	

2

i#j

Kit -leK2te -K3/t

Sup

	

Ilpje~t°s°°K0 1(2' JJic_1e_tzv,pJJ}

	

Kït-1eK2t
2



Preuve du lemme 2 .6. Nous allons prouver (2.7), les autres estimations se
prouvant de manière analogue (elles sont en fait très générales [2], [5]) .

Soit rv le sous-groupe de Ç engendré par l'élément yv = y~ si V = V1 , ; On
peut supposer que le domaine fondamental P~ de Ç est tel que sa partie P~
représentant V soit la demi-bande '(l (C)) (1(C) = li ) ; yv est donc la transfor-
mation ' z = e 1 z et l'axe Oy, axe de la symétrie QV (avz = - ï), se projette
sur C. Le noyau N de e- t L - e - t° v est donné par

N(m, m') _

N(m, m')

6(z, z') _
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E(t,z,)'z') +

	

E(t
Y Erœ -r v

	

Y ErV

E(t,z,yz') ;

	

mESœ -V, m'EST .
y ET,,

Utilisant l'estimation (1.3) nous obtenons :

Ct -1e -t/4

yEr,,

Y Er~-r~

	

r

Ct-1e -t/4

	

e-D ° d(Z ' YZ ~ 2/t ,

	

m E S~ - V, m' E V.

, z, Q vyz') ;

	

m, m' E V

E e-D° d(Z' ~
vYZ ' ) 2/t

m, m' E V

Introduisons D1, D2 positifs non nuls tels que Do = D 1 + D2 et la fonction 6
définie par

Inf

	

{d(z, yz'), d(z, 4 a vz')},

	

z, z' E ~(l(C))
YEr,,-r, 4Erv
Inf {d(z, yz')},

	

z E P~ - ~(l(C)), z' E
y Er,,

Remarquons alors :
(i) Soient z, z' E '(l(C)), y E Ç - rv et k E Z . Les points yz' et yvovz'

sont dans le demi-plan {Re z < O}, ainsi d (z, yz') et d (z, yVQvz') sont-ils au
moins égal à d (z, Oy) = d (m, C) . Par symétrie on obtient

26(z, z') 2 > d(m, C) 2 + d(m', C)2 ,

	

m, m' E V .

(ii) Si m E S~ - V et m' E V, 6(z, z') = d (m, m'). Les points m et m' sont
de part et d'autre de la géodésique C et donc d (m, m') > d(m, C) + d(m', C )
soit encore 26(z, z') 2 > d(m,C) 2 + d(m',C) 2 .

(iii) d (z, a yÇz') > d(z, y "z') si z, z' E
(iv) e D2d /t < et/D2e-2d.
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On en déduit

N(m, m') < Ct-le-t/4+t/D2e-D1 8(z,z')2/t

Le dernier facteur est majoré uniformément par rapport à z et z' d'après le
lemme 1 .5 ; l'estimation (2.7) en résulte .

Preuve du lemme 2.7. Il suffit de démontrer que les noyaux des différents
opérateurs cités sont dominés par des noyaux de carré intégrable, dont la norme
L2 fournira les estimées du corollaire . Montrons comment ce principe fonctionne
pour l'opérateur ico(e -t° Soo - e -t°Vi)~, . D'après le lemme 2.6 son noyau est
dominé par

Bt(m, m') = t-le K2tKO (m ) e-Ki d(m,C~) 2/te-K3 d(m',C~) 2 /t,,,
J (m') .

L'intégrale f e B t (m, m')1 2 dµ (m) dµ (m') est le produit de deux intégrale qu'on
majore facilement (on utilisera le fait que Inf { d (m, Ç)/m E Support de s } est
strictement positif) .

PROPOSITION 2.8 . Pour t > 0, on a la formule de trace

(2.9) Tr{ e -t°Sœ - e-t°soo }

e-r/4
= vol(D)P(t) + 4 ~ t

	

1
J 1

	

k

e-(klf ) 2/4t+kl~/2

sh klJ

e-2 d(z, yz')

e-~kr~c~~ 2 ~ar

+ voi(an)/2 + ~ t(c) ~ -
k-1 sh(k!(C)/2)

où la dernière somme porte sur toutes les géodésiques simples fermées de D ne
rencontrant pas le bord .

Preuve. Soit (qn ) une suite croissante de fonctions à support compact con-
vergeant simplement vers la fonction constante 1 sur S~ : on a Tr E~(t) _
lima jr('n E~ (t) n ) . Chaque terme de cette dernière somme est évaluée en
prenant l'intégrale du noyau sur la diagonale ; celui-ci étant positif

m, m) - Xn (m)( ~ E(t, z, Yz))
YErœ

+

	

x j (m)

	

E(t, z, yz) +

	

E(t, z, yajz) ,
J=1

	

yEr,,,-r,

	

yEr,



on a, d'après le théorème de convergence monotone,

Or

m, m) = X D(m)E(t, z, z) +

donc
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TrÉ,~(t) = f É(t, m, m) dµ(m) .

X
7 E1'-{rd)

N

E(t, z, Yz) +
yEr~,-{rd}

	

i=i

{ E(t, z, Yajz) - E(t, z, yz)} + E(t, z, Qiz)l .
J

TrÉœ (t) = fE(t, z, z) dµ(z) +

	

~

	

f E(t, z, yz) dµ(z)
yEr,-{rd} P„

N

+

	

{E(t,z,z)YQ
~,j=1', 7E1,-{rd)

-E(t, z, yz)} + E(t, z, ajz)l dµ(z) .
J

Les calculs se développent alors de manière classique et analogue à ceux menant
à la proposition 2.2 .

3. Sur les résolvantes
A. Vu que I f e - tQ } (I tr = tr e - ta t < Ct _ 1, t > 0, l'égalité intégrale

- A) -1- ( 0 + - X0)-1=
0° ( e r7~ - et~a ) e tot dt

(t

	

_ o

est vérifiée dans l'espace des opérateurs à trace pour Re X < 0

PROPOSITION 3 .1 . Soit T (X, A o ) = ( ± - X)-1 - (0 + - X 0 ) 1- avec X, X
0

hors du spectre de +, A = s(1- s), A 0 = s 0(1- s0) (avec s > 1 si A est réel
négatif) . Alors l'opérateur T + (A, X 0) est à trace et on a

(3 .2) Tr T+ (X, X o) =
vol D( ~ ~S

O ~ - ~, (s)
1
) + F+ (s) - F(s0 )
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avec

N

	

00 e-kl~(s-1/2) f klj/2
2(2s - 1)F(s) _ ~ 21 ~	±~

-1

	

sh(kl~)j=1

	

k 2

ao
+ ~ l(C) ~

k=1 sh(kl(C)/2){C} P

+ >J1(C) Y S sh(kl(C)) ch~( - Z~l(C)~((

	

2)t(C))k=1

Preuve. L'opérateur Tt(A, X 0 ) est à trace d'après (3.1). Grâce au principe du
prolongement analytique, il suffit de montrer la formule de trace (3.2) pour A réel
négatif: celle-ci résulte de (2.3) et (3.1) par intégration terme à terme. L'intégra-
tion des termes autres que le premier dans le membre de droite de (2 .3) s'effectue
aisément en utilisant la formule

du00

Jo

vol(3D)

e-2" )(s-1/2)

	

e-(2k-1)1(C)(s-1/2)

2e-ue -a /u

	

= Ve_ 2a,

	

a > 0 .

En ce qui concerne le terme restant on a, en ayant posé µ = s

1
00

0

00

	

b

	

e-bµ - e -bµo
(etX_etX0)P(t)dt=2V(47r)_3/2f sh(b/2)

	

b
	 db

(par Fubini et 3 .3)

r'

	

r'
_ (2)'{ T (s O ) ,~-- ~

où on a utilisé la formule de Gauss

F'/F(z)

	

00 e-

f t

	

1

Notons T1 (X) _ (&+ - X) 1-- (_ - X) 1 . L'opérateur T ,(X) est un opérateur
de Green singulier d'ordre - 2 donc il est à trace d'après [7] ; il y est démontré
que tout opérateur de Green singulier d'ordre -m sur une variété compacte Mn
de dimension n est de classe /(n _ 1)/m + E (pour tout e > 0). (On se reportera à
[15] pour la définition des idéaux J,) . On sait qu'un opérateur pseudo-diférentiel
d'ordre m sur Mn est de classe /,/m+e (pour tout e > 0) .

1

	

1 .
2' µo =so- 2 .



PROPOSITION 3.2 .
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1

	

( N

	

oo e-kYs-1/2)

	

vol(8D )
Tr T (X) = 2s -

	

i=i l' k=1 ch(klj/2) +

	

2

Preuve. On a T ,(X) - T(X 0) = T + (X , X0) - T- (A, X 0) . Ainsi (3.4) résulte
directement de (3 .2), à un terme constant près . Le membre de droite tend vers 0
lorsque s -~ + oc . Pour montrer qu'il en est de mème du terme de gauche,
introduisons les fonctions de comptage N t associées aux spectres de ~ : on a
Nt(µ) = vol(D)/(4Tr)µ + O(~) (µ - + oc). Remarquant que (L\ ± - A) - E est
à trace pour tout e > 1, nous montrons grâce au lemme suivant que

TrT ( X) = lim Trl (~~ - X)~ E - (~_ - X '-E

1

l _ /'°° N+(µ) - NZ ~µ) dµ
(x

-L)

ce qui implique lim T, (A) = 0 (A -> - oc) .

LEMME 3.3. Soient A,, A 2 des opérateurs auto-adjoints bornés strictement posi-
tifs dont la différence est à trace. Alors Tr{ A 2 - A,) = lim e 1 +Tr{ A2 - Ai } .

Preuve. Si y est un lacet indépendant de t entourant le spectre de A 1 +
t (A2 - A,) et contenu dans {Re u > O), on a

(A1 + t(A Z - Al )y = (2i)'fue(A,~-+ t(AZ - A1) - u) -1 du,
Y

ce qui permet de justifier l'égalité intégrale (valable en norme /1)

AZ - Ai = f'e(A 2 - A1)(A1 + t(Az - Al))e 1 dt .

Le lemme en résulte.
B. Notons T~ (A) _ (0 s - X)-'

-
(& s, - aD - X)' et reprenons 4) comme

dans la proposition 2 .5 pour écrire

{C}~

	

k=1

T~(~) _ ~~( X ) + (1 - 4))T~(X)4) + (1 - J)T~(X)(1 - 4)) .

Les deux premiers termes sont des opérateurs de Green singulier d'ordre -2 :
ils n'opèrent pas sur des espaces compacts, néanmoins 4) est à support compact,
ce qui permet de s'y ramener et donc d'affirmer que ces termes sont à trace . Le

841

Posons A = s(1 - s). Alors l'opérateur T,(X) est à trace et

-(Zk-i>'(c>(S-1/2>
+ ~ l(C) ~ ch((k Z

)
1(C)-)
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N
troisième terme est la transformée de Laplace de (1- 4)Eœ(t)(1- 4) : il est
donc à trace pour A vérifiant Re X < - C2 d'après l'estimée (2.2) de la proposi-
tion 2.5 . On en déduit que Tœ (A) est à trace pour tout À en dehors des spectres
de iX s~ et Ose - av grâce au lemme suivant :

LEMME 3.4. Soient A l, A2 deux opérateurs auto-adjoins bornés inférieurement et
notons, pour A en dehors des spectres de A, et A 2 , T(X) _ (A, - X)-' -
(A2 - A) _ 1 . Si, pour un certain X1 0 , T(A 0 ) est à trace alors T(A) est à trace pour
tout A et T est fonction holomorphe à valeurs dans l'espace des opérateurs à trace .

Preuve. La première formule de la résolvante

(Ai - X) -1 = (Ai - X0)-1 + (X - X0)(Ai - X) _1(Ai - X0) _1

s'écrit aussi (A i - A)-1 = Bi(X, X 0 )(A i - A0) -1 où l'opérateur B i (A, A 0 ) _
- X0)')--1 est borné, holomorphe en A . On en déduit l' écri-(1 + (X0 - ~)(Ai

ture

T(X) = Bi(X, Xo)T(Xo) + Bi(X, Xo)(X - Xo)T(Xo)BZ(X, Xo)(AZ - X0) -1

d'où le lemme résulte immédiatement .

LEMME 3 .5 . Soit Ê(t) = e- t°s ue - e -t°sœ 8D, Pour tout e > 0, il existe des
constantes C1', C2 telles que

II
È(t) IItr < Cit-l-eec2t ,

	

t > 0.

Preuve . On écrit E,(t) _ 4)E(t) + (1 - 4)E(t)4 + (1 - 4))E(t)
(1 - 4)) . On a, par la proposition 2 .5, Sup(II(1 - 4)) E~ (t)(1 - 4) II e - c2 t) < o0
Pour estimer les autres termes, il suffit d'estimer la norme trace de Xe- t° N, où N
est une surface (non nécessairement compacte) à bord compact et complète à
l'infini, iXN le Laplacien-Dirichlet sur N et x une fonction à support compact K.
On écrit, pour cela,

Xe
-t°N = X(1 + iN)-1-~(1 + O N)l+~e -t°N

Le premier facteur est de classe trace vu que l'injection HK+E(N) y L2(N) l'est,
le second a sa norme L2 majorée par C't - (1 (t> 0) en utilisant le théorème
spectral .

D'après le lemme précédent, on a

00
T~(~) = j te"È (t) dt,

0

où l'intégrale est prise dans l'espace des opérateurs à trace si Re X < - C2. Par



ailleurs, d'après les formules de trace (2.3), (2 .9) et les remarques qui les suivent,
on a Tr Eœ(t) = O (t -1/2 ) (t --~ 0 +) et donc fetXTrô E~ (t) dt est convergent
pour Re A < - C2, de dérivée Tr T(X) d'après (3.5) . Ainsi, pour une constante
1,ona

Tr T (l1) _ ~f etXTrÈ(t) dt + 1,

	

Re X < -Ci.
0

On en déduit aisément une formule de trace pour T~ (A ) . La proposition suivante
donne une formule de trace voisine, qui sera utilisée pour démontrer la partie B
du théorème 2 .

PROPOSITION 3 .6 . Soit Ao un complexe hors du spectre de L_ et To l'opérateur
défini par

T0 (X) -

	

-

	

-

	

- XoÎ 1

	

- X) -1} •

Notons X = s(1 - s). Alors pour A en dehors du spectre de iX, l'opérateur T0(X)
est à trace et on a la formule de trace

(3 .6)

vol(D) I'

	

1
Tr To (s(1 - s)) _ -

2'7T

	

I'
(S)

	

2(2s
-1)

e 1>

	

vol(3D)
X J-121k_1

sh(klj) +

	

2

+ ~ l(C) ~	 +A 0 ,

	

Res > 1
{c}o

	

k-1 sh(kl(C)/2)

où o est une constante dépendant de A o et F .

Preuve. On a T0(X) = T~ (A) + T_ (A, X 0). On en déduit

~

	

~Tr T0(X) _ ~e``TrE00 (t) dt + f (e`' - e`Xo)Tr{e-r°-} dt + Io

Tr To (A) = f °° etX [TrÊ00 (t) - vol(D)P(t)] dt + vol(D) f°° (e`X - e` X0)P(t) dt

(3 .7)

	

- j °° etX0[Tr{e_t}°-- vol(D)P(t)} dt + Io ,

	

Re X < -C2 .
0
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La formule (3 .6) découle alors de (2.9), d'une intégration terme à terme dans (3.7)
et d'un prolongement analytique .

4. Démonstration du théorème 2 . Rappelons le théorème taubérien, dit
d'Ikehara, suivant [9] :

PROPOSITION 4.1 . Soit d9 une mesure positive, telle que sa transformée de
Laplace L (s) = fe_sYô d8(y) converge sur {Re s > 6 } (6 > 0) . Si il existe une
constante A non nulle telle que L(s) - (A/(s - 6)) admet un prolongement
continu sur (Re s > 6), on a l'asymptotique 0(y) Ae sy/S, y -~ + oc .

Introduisons les mesures d B + (y) = y d i (y ), d 81 = y d il (y) et d00(y) _

y di0(y) de transformées de Laplace respectives L +, L l et L0 .

où les fonctions H + , Ht (resp . H0 ) sont holomorphes sur (Re s > i } (resp .
{Res> 6e )) .

Preuve. Ce lemme découle des formules de trace (3.2), (3 .4), (3 .6) et de
l'estimation (1.1) . Contentons-nous de montrer (4.3) . Il est clair que les deux
premiers termes du membre de droite de (3.6) sont holomorphes sur {Re s > 2 } .
Quant au troisième, nous l'écrirons

00 e-kt(c>(s-1/z)

	

e-t(c>~s+i)
1(C) ~	= 2 ~ l(C)e_"+ 2 ~ l(C)

{c}o

	

k=1 sh(k1 (C)/2)

	

{c}o

	

{c}o

	

1 - e - f~c>

00

+ E l(C)>J
(C)0 k=2

e-kr(C)(s-1/2)

sh( kl( C )/2)

où les deux dernières sommes du membre de droite sont holomorphes sur
(Re s > i } grâce à l'estimation (1.1) .

Une intégration par parties fournit le lemme suivant :

LEMME 4.3 . Si ~r(x) = fd0(y)/yi

	

et 0(y) e8 (y -* + oc) alors ii(x)
e /x, x -* + oc .

LEMME 4.2 . Si A = s (1 - s ), on a

(4 .1)
L)

= S+(S1 +Tr T+ (X, X o)

	

H+ (S)

(4 .2)
2L(s)

Tr T,.(X)

	

H` (s)= 2s - 1 +

(4.3) °(S iTr To(X)

	

Ha(s)= 2

	

+
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Preuve du théorème 2 .
A. Le membre de gauche de (4.1) (resp . (4 .2)) a un pôle simple en s =1 de

résidu 1, correspondant à la valeur propre A o = 0 du laplacien + et est
holmorphe au voisinage de (Re s > 1 } - (1} . Ce qui précède permet de déduire
immédiatement D(x) ex/x (resp . i1(x) ex/2x) et donc la partie A .
B. Si S est strictement supérieur à 2, le bas du spectre de O s. correspond à

la valeur propre simple (' -- SS ) (Proposition 1.4) : ainsi le membre de gauche
de (4.3) est holomorphe sur (Re s > S S~ } avec un pôle simple en s = S s~ de
résidu 1 . La partie B en résulte.

5. Remarques et compléments

5.1. Fonction zêta de Selberg. Pour préciser les asymptotiques du théorème
2 A, il est utile d'introduire les fonctions zêta de Selberg suivantes :

N o0

	

00

~~(S) = IT lEI (1 - e-(s+1/281/2+2n)li )4 l[I [I (1
j=1 n=0

	

{
l
C

l
}p n=0

00

	

1 _ e-(s+n)1(C) f(-1)"

X

	

fl (1 - e-(s+n)21(C)
{C} ; n=0

	

1 +
e-(s+n)1(C)

N 00

	

00

	

1 _ e-(s+n)1(C) (-1)n

JD( 5 ) = ]lI [1 (1 - e)2' 1 1 ii

	

- s+n 1 C
j=1 n=0

	

{C}; n=o 1+ e ( ) O

Ces produits sont convergents sur {Re s > 1} d'après l'estimation asympto-
tique (1.1) et les formules de trace (3.2), (3 .4) permettent de préciser leurs
propriétés rassemblées dans la proposition suivante ([8] 1, p. 66-73) :

PROPOSITION 5.1 .
(i) Les fonctions

	

admettent un prolongement méromorphe â C .

(ii)
(iii)

	

/'(s) = 2(2s -1)Tr{T t(s(1 - s), s o(1 - s o))}
+ (2s -1)/(2so - 1)~t/~+(so)
+ 2(2s -1)vol(D)/2ir{ F'/r(s) - F'/F(so)} + vol( BD)/2

_ (2s -1)Tr{ Ti(s(1- s))} - vol(aD)/2 .
(iv) Soit (An , mn) la suite des valeurs spectrales avec multiplicité de I + et

notons An = â - (r±)2 (avec Re rn+ > z et Im rn+ > 0) . ' + a comme zéros, en
sus des zéros triviaux {- k, k E N } (de multiplicité 2(2k + 1)vol(D )/2 Tr ), les
i f rn~ avec multiplicité 2m ..

(v) On a les équations fonctionnelles

s ) e 2vo1())fô -1 " 2 vtg(TTv) dv vol(3D)(s-1/2)

~D(s~ _ 'D(1 - s)e-"°i~an>~s-i"z> .

e-(s+n)!(C))2
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COROLLAIRE 5 .2 . Soit M f l'entier tel que rk > â exactement pour k E [0, M + ]
et notons li (x) l'intégrale logarithmique li(x) = fo dt/log t . On a alors

(5 .1)

M+
~D(1ogx) = l;(x) + ~ ml(x) + O(x 3/4(logx) -1/2l

1
k=2

M+

	

M_
2lll (lOgX) _ 1i(x) + ~ mkli\ xrk /

	

Lr m k li\xrk l +
k=2

	

k=1

La démonstration du corollaire est mutatis mutandis celle de ([8] 1, p. 95-119)
pour le théorème des nombres premiers sur une variété compacte sans bord : on
utilisera ici les fonctions zêta + et J D .

L'existence de petites valeurs propres est liée à celle de petites géodésiques
périodiques et les résultats de Colbois [3] permettent d'exhiber des surfaces D
avec des entrelacements différents pour leurs petites valeurs propres (A k , k

vol(D)/2i) :ron en tiendra compte pour ordonner le membre de droite de
(5.1) suivant l'ordre de décroissance asymptotique à l'infini .

5.2 . La formule de trace (3 .4) a été établie sans restriction sur
l'exposant de Poincaré SS~. Dans son membre de droite, le premier terme est
méromorphe sur C (avec des pôles simples en 0, -1, - 2, . . . ) ainsi que la
première somme (avec des pôles simples en - n + 2 i.rrk/h, n > 0, k E Z,
j =1 . . . N) . On a toujours v5 (x) = O(es) ([17]), ainsi la somme sur les
géodésiques simples de (3.4) est holomorphe sur {Re s > 6 } . Dans le cas où
0 soo < i , on a donc un prolongement méromorphe (avec un pôle en s = z) de
Tr To(s (1 - s)) sur {Re s > Ss~ }, au-delà de la droite {Re s = z} correspondant
au spectre (purement absolument continu) de 1 . Obtenir un asymptotique
précis de vs~ passe par la connaissance des résonances de Ose (pôles du
prolongement de la résolvante sur le feuillet non physique {Re s < z} à travers
{Re s = 2 }). Il en est de même pour préciser le reste dans l'évaluation asympto-
tique du théorème 1 .

5 .3 . D'autres fonctions de comptage . On peut considérer d'autres fonctions de
comptage. Soit a un cycle (indexé par Z/2 n Z) de 2 n entiers pris entre 1 et N,
dont deux quelconques d'indices successifs sont dsitincts, DQ la surface obtenue à
partir de 2 n exemplaires (D i ) de D en recollant Di à Di + 1 suivant la composante
C0(i ) de leurs bords, GQ l'ensemble des géodésiques fermées simples de D qui se
relèvent à DQ en une géodésique fermée (D0 n'est pas un revêtement à propre-
ment parler de D. Néanmoins si, SD désignant le fibré en sphères déduit du fibré
tangent TD, on note SbD = SD - S(T aD )/ où (x, ) (x, ') si - ' est
normal à aD et So, bD = Sb(DQ) - [U C0(i) X {/ tangent à C0(i) }], alors
S0 , bD est un revêtement d'ordre 2n de SbD. Les géodésiques fermées de D, mises
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à part celles du bord, s'interprètent comme des courbes lisses géodésiques dans
SbD). Une géodésique de D, distincte d'une géodésique du bord de D, appartient
à GQ si et seulement si le cycle R = (r1 , r2 , . . ., rk } de ses réflexions successives
sur aD vérifie la propriété suivante : pour tout i, si r1 = a(j) alors ri+1 vaut
a ( j -1), a(j) ou a (j + 1) . Soit Ira la fonction de comptage associée à G 0 . On a

(5 .2)

	

~o, DQ/2n

	

2 O, D

Reprenons le polygone P~ introduit en 1 .1 : P~ = P U U1N ~j où ~~ est
isométrique à la demi bande hyperbolique '(l) (1 .3) . Notons = '(P, /3) la
lentille ([13]) contenant ~~: c'est le demi-espace hyperbolique contenant , dont
la frontière supporte f3~. Les lentilles 2 sont deux à deux disjointes . Soit

_ (4(j)) une suite d'entiers pris entre 1 et N, dont deux d'indices successifs
sont disjoints . Il lui est associé la suite de polygone P4 définie inductivement de la
manière suivante: P~ (1) = Pet P4(k+1) est le symétrique de P~ (k) = ek • P (Bk E r)
par rapport au côté ek • /34(k) . S1 P~ (k) = U 1 < k P4(k) , alors il est clair que P4(k) est
convexe et que les lentilles s'appuyant sur les côtés de P4(k) congrus par r à un
élément de ($,} sont deux à deux disjointes (il suffit de remarquer que
~(P4(k)' 8 k • /34(k) ) est disjointe des autres lentilles s'appuyant sur P~ (k) et
contient 4,(k+ 1) ainsi que toutes les lentilles s'appuyant sur P4(k+1), exceptée
2 (P4(k+1)' e k

Pour le cycle a, on notera PQ le polygone associé à la suite (a(1), . . ., a (2 n )) .
Identifiant les côtés ek • a l avec ek

	

$Q(2n) avec 82n • $Q(2n), on obtient la
surface Do . D'autre part, appliquant le théorème de Maskit, on montre que P 0 est
le polygone fondamental pour l'action du groupe discret rQ engendré par
{ BkY~ek 1 , 02 n, O ka,ek 1 (j # a(k)) } . La surface (SQ) œ non compacte construite à
partir de DQ est le quotient de H par le groupe discret (Fo) œ engendré par
{ BkYrek 1 , 82 n } . Ainsi (ra )

	

r~ et donc f5 SQ ) > Ss00 .

S1 Ss~ > 2, d'après (5.2) et le théorème 2 B, on a donc S (SQ) ~ > Ss~ .
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