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ENTROPIES ET SPECTRES

LAURENT GUILLOPE

(Reςu le 25 Novembre 1992)

Introduction.

L'entropie, mesure des comportements asymptotiques, est un
operateur de distinction des systemes dynamiques: invariant de conjugaison
topologique, elle differencie spectaculairement les decalages de Bernoulli.
Pour un systeme dynamique (action d'un groupe Z, R, Γ ou d'un
semi-groupe N) particulier, comment son entropie gouverne la structure
orbitable qui la definit? Cette question est confortee par diverses
situations ou Γentropie, caracterisee apparemment fort vaguement (type
de croissance exponentielle d'une fonction de comptage), determine des
elements rigides (un unique zero reel d'une fonction analytique).

Le comptage des orbites distinctes, en nombre infini, exige une
renormalisation; Γentropie est definie par le type de croissance
exponentielle du cardinal d'une orbite tronquee temporellement (pour
les actions de N, Z, R) ou spatialement (pour une action propre d'un
groupe Γ). Le denombrement peut porter aussi sur les elements
stationnaires (trajectoires periodiques), a supposer qu'il en existe. La
suite examine, en mettant en parallele graphes (compacts) et surfaces (a
courbure — 1 de geometrie finie), la validite (et leurs raffinements eventuels)
de deux enonces entropiques generaux. Le premier, dύ a Patterson
[27], Sullivan [33], Coornaert [6], concerne la distribution orbitale
d'actions isometriques sur un espace hyperbolique (tel que defini par
Gromov [9]):

Theoreme 1. Soit Γ un groupe operant par isometrie sur Γespace
hyperbolique (X> g), discontinument, de maniere cocompacte et avec un ensemble
limite infini. II existe une constante positive hΓ et> pour x, x' dans X, une
constante positive Cxx> telles que

C J. ehrR<NΓ

x,AR) = HyeΓ, d(x,γx')}< R <CxX e»rR.

et le second, etabli par Bowen [3], porte sur le spectre des periodes de
flots hyperboliques:
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Theoreme 2. Soient φ = (φt)teR ^a restriction a un ensemble
basique d'un flot Axiome A sur une variete compacte V et ^ £ e r Γensemble
de ses trajectoires pέriodiques primitives C (avec periode T c ). // existe des
constantes positives hφ et Cφ telles que

C; 1 ^ Γ <iVP e r (Γ) = lt{CG^e r, Tc<T}<Cφe
h«τ.

Ces deux resultats s'appliquent a une variete riemannienne M
compacte connexe a courbures sectionnelles strictement negatives: soient
X=(M,π)y le revetement universel de M, avec metrique qui fait de la
projection π une isometrie locale, Γ = π1(M) le groupe fondamental de
M et φ le flot geodesique sur le fibre unitaire tangent V— TXM. Les
entiers N^^^R) et JV^er(T) jouissent en fait d'un asymptotique exact et
les entropies hπι(M)i hφ coincident, entropies designees brievement par
entropie hM de (la variete riemannienne) M.

Theoreme 3. Soit (Myg) une variete compacte de dimension ny

connexe, de groupe fondamental π^M), de revetement universel riemannien
My a courbures sectionnelles negatives et d?entropie hM.

(i) [20] // existe des constantes positives C^^ (mym! e M) et CM telles que

/>«» Γ->oo C*Λ

(ii) ([18]) Si, M est a courbure constante —K2, Γentropie hM vaut
(n — ί)Ky Cm^ est independant de m, m! de valeur cn\o\{M)~ι avec
cn = 21~nVol(Sn~i)/(n— 1) et le facteur CM est egal a 1. Les asymptotiques
precedents voient leur reste precise:

hM

oύ ε depend de la plus basse valeur propre non nulle du laplacien riemannien
ipositif) sur M.
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En fait, le premier resultat, dύ a Margulis, concerne des flots
d'Anosov melangeants sur une variete compacte (comptage de Γintersection
d'une sous-variete compacte transverse au feuilletage stable faible avec la
/?-translatee d'une sous-variete transverse au feuilletage instable fort,
comptage des orbites periodiques), sans precision sur le reste, au contraire
du second, issu de formules de trace dites de Selberg: base sur des
methodes de theorie analytique des nombres, celui-ci provient des
singularites de fonctions engendrees par la theorie spectrale du laplacien
riemannien Δ M (noyau et trace de sa resolvante) qui interferent avec les
spectres des actions du groupe fundamental ou du flot geodesique par
des formules de trace (la formule de trace de Selberg).

Les arbres constituent une famille fondamentale dans la theorie des
espaces hyperboliques de Gromov: une definition possible de cette classe
d'espaces est basee sur la notion de tripode (arbre a trois aretes); les
arbres approchent des parties finies d'un espace hyperbolique; enfin (et
avant tout) un arbre est un espace O-hyperbolique. Bien qu'un arbre T
soit une variete singuliere, il lui est attache un fibre unitaire tangent
T^T avec flot geodesique, de meme qu'a tout espace compact G qui est
localement un arbre, a savoir un graphe. Les theoremes 1, 2 ont
une forme precise pour un graphe et son revetement arborescent sur
lequel opere le groupe fondamental Γ = π1(G) (groupe libre a dim Hγ{G)
generateurs). Les orbites periodiques du flot geodesique sur T*G (induit
par le flot πJL(G)-equivariant sur TιT) se projettent sur les cycles reduits
du graphe (lacets sans aller et retour). Avant de formuler un enonce
precis, il convient d'introduire la propriete de melange: un graphe ne la
possede pas si et seulement si le spectre des longueurs de ses circuits
engendre un sous-groupe discret 1GZ de R.

Theoreme 4. Soit (G,d) un graphe compact metrique connexe non
circulaίre {i.e. dim H^G) >\)>de revetement universel T. Soient t, t' dans T.

(i) Si G est melangeant, pour une constante Cti> convenable.

hGl

(ii) Si G n'est pas mέlangeant, pour des constantes C{ft'(/=1,...,4)
convenables,

lt,tr

ί = l
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N%
hGlG ehGlG[lllG]

ehGlG-\ hGl

II est interessant de s'attarder sur le cas des graphes: les methodes
employees se retrouvent pour certaines dans d'autres cadres (tel Γoperateur
de Perron-Frobenius), de meme que les divers points de vue geometrique
(oύ la propriete de liberte du groupe fondamental d'un graphe simplifie
certains developpements tels la dynamique symbolique). Mais des
differences subsίstent, obstacles a des developpements exactement
paralleles. Par exemple, une dissemblance entre les graphes et les varietes
riemanniennes a lieu dans Interpretation de la fonction Nx%x; dependant
seulement des projections π(x), π{xr) sur la base X T : pour une variete
riemannienne (resp. un graphe), elle compte, dans Γensemble Cπ ( x ) π{χf)

des geodesiqies (resp. des chemins) issues de π(x) passant par π(x') (resp.
aboutissant a π(x'))y celles de longueur au plus R; la projection sur une
variete riemannienne d'une orbite du flot geodesique est determinee par
tout segment d'interieur non vide, ce qui n'est pas le cas pour un graphe.

Malgre tout, les acteurs apparaissent clairement: espace hyperbolique
X> groupe Γ, bords δΓ, dX a Γespace et du groupe, flot geodesique et
son codage par une dynamique symbolique, action du groupe sur Γespace
et son compactifie, equivalence orbitale de Γ sur dX et de Γapplication
de Nielsen, egalites des diverses entropies, spectre d'operateurs de
Perron-Frobenius, spectres periodiques du flot geodesique, de son codage
symbolique et de Γapplication de Nielsen, formule de trace pour la laplacien
(differentiel ou combinatoire).

Concernant les surfaces, les notions precedemment enumerees
interagissent de maniere moins immediate que dans le cas des
graphes. Mais il est necessaire de considerer cette interaction pour
etendre les resultats du theoreme 3 valides pour des surfaces compactes
a des surfaces qui restent bornees: vis-a-vis du volume riemannien (variete
a volume fini, sans etre compacte) ou pour Γensemble non-errant de leur
flot geodesique (compacite de Γensemble recurrent de ce flot) ou
combinaison de ces deux limitations (mesure de Liouville finie pour
Γensemble non errant du flot geodesique). Les surfaces M a courbure
constante — 1 ainsi degagees sont celles dont le groupe fondamental
considere comme sous-groupe de PSL2(R) (groupe des isometries positives
du plan hyperbolique if2, revetement universel de M) sont les groupes
fuchsiens de type fini sans torsion (de premiere espece si M est de volume
fini, de seconde espece sinon). Comme les graphes circulaires ont έte
negliges, les surfaces (dites elementaires) simplement connexes ou de
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groupe fondamental cyclique le seront.

Theoreme 5. Soit M surface a courbure constante — ίde geomέtrie
finie, non έlementaire. Lui est attachee une entropie hM egale a 1 si et
seulement si M est d'aire finie, dans Vintervalle (0,1) sinon. Soient ihy m
dans M. Pour une constante C^^ convenable (independante de m, in si et
seulement si M est de volume fini)

1 C~ ~> ehMΪ

Les contributions a ce theoreme sont nombreuses: Selberg [31],
Huber [14], Margulis [20], Patterson [26], Lax-Phillips [18], Colin
de Verdiere [5], Lalley [17]... mais aucune appoche ne permet pour
Γinstant d'etablir a elle seule Γensemble des situations. Le biais spectral
(formules de trace a la Selberg) traite des cas hM>\/2 (avec parfois des
estimations sur le reste, comme Γenonce le theoreme pour M compacte),
le biais dynamique symbolique (a travers les fonctions zeta) ceux ou
Faction du groupe fondamental n^M) sur H2 est convexe cocompacte
(avec consideration eventuelle des surfaces compactes a courbure variable
strictement negative, mais sans estimation du reste).

Ainsi, comme pour les graphes et afin d'utiliser le theoreme tauberien
de Wiener-Ikehara, sont introduits la transformee de Laplace, associee a
la classe %>m^m> de geodesiques joignant m et m\

et le produit (dit fonction zeta de Smale), portant sur le spectre periodique
primitif ^ p r i m du flot geodesique (ensemble des geodesiques fermees
primitives de M)y

somme et produit absolument convergents definissant des fonctions
holomorphes sur le demi-plan

T h e o r e m e 6. Soit E notant un graphe G mέlangeant ou M une
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surface a courbure constante—ί de geometrie finie non elementatre, cΓentropie
hE.

(i) La transformέe de Laplace LE

ee> a un prolongement meromorphe au
voisinage du demi-plan {9les>/ι£} (a C pour un graphe) avec pour seul
pole sur la droite 9ίes = hE le point reel hE {pole simple de rέsidu C^P non nuΐ).

(ίi) La fonction ζE a un prolongement meromorphe a C, avec sur
9lts = hE aucun pole, excepte hE (pole simple).

Si pour les graphes, c'est un operateur de transfert (a la
Perron-Frobenius) qui assure ces meromorphies, c'est pour une surface
la theorie spectrale du laplacien riemannien ΔM qui en est le mediateur,
avec description des singularites dans le demi-plan {9les>l/2} (et done
sur {9les>λM} si hM>\/2). Pour ΛM<l/2, oύ Faction du groupe π^M),
libre, est bien codable, le recours (oblige pour Γinstant, semble-t-il) a la
dynamique symbolique permet de conclure. L'absence de pointe assure
que ce codage realise une equivalence topologique entre Faction de nx(M)
sur son ensemble limite et un sous-decalage de type fini, si M a des
pointes, cette dynamique symbolique n'a pas ete developpee jusqu'a
pouvoir utiliser les acquis de la theorie de Perron-Frobenius-Ruelle (mis
a part Γexception de la surface modulaire -singuliere- PSL2(Z) \ H2 [21]).

La suite commence pas donner une liste de diverses entropies, en
montrant la coincidence de certaines d'entre elles. Puis est traite, avec
quelque detail, le cas des graphes; un tel developpment, au contenu sans
nul doute familier a d'aucuns, se justifie par son absence (aux yeux de
Γauteur du moins) dans la litterature et comme utile mise en place des
differentes approches a propos des surfaces. La derniere partie est consacree
essentiellement aux surfaces de geometrie finie a courbure constante
— 1. Par souci de coherence, et comme un guide pour le lecteur, certains
resultats, d'approche et de generalite variables, tels ceux de Margulis,
Patterson, Lalley ont ete mentionnes (sans developpement complet). Au
risque de rallonger le texte, ceci permet de mieux mettre en perspective
les points de vue introduits a propos des graphes et d'insister a nouveau
sur la coexistence (inevitable en Γetat pour Γanalyse de la singularite de
ZM qui importe pour Γasymptotique de Λ^fΓ) des approches spectrale
et dynamique pour Γetude de la fonction zeta de Selberg attachee a une
surface hyperbolique de geometrie finie: son prolongement meromorphe
y est demontre en evitant la theorie la diffusion (a laquelle avait recours
[12]). En clόture, un appendice rappelle quelques elements du formalisme
thermodynamique dont certains resultats generaux ont ete utilises
precedemment.
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Bref, certaines aretes sont tracees, et commentees, entre les sommets
du tableau suivant:

Laplacien
noyau

resolvante
trace

Hord a ΓίnΠni
Mesure dc Patterson

Fonctίon ζ de Sclberg
ί pointee

Kntropie <
[ petiodique

Graphes
Function ζ de Ihara

Operateur de transfert I Dynamique symbolίque|

Groupe hyperboliqυe

f mots

[ classes de conjugal son

Flot geodesique

Flot d'Anosov
Mesυre de Margυlίs

I lot hyperbolique
Fonction ζ de Sniale

Bien des questions restent en suspens: la dimension au moins 3
(notamment pour les varietes hyperboliques reelles de type fini, sans ou
avec pointes [28]), Γentropie a homologie fixee ([15]), le prolongement
de la fonction zeta de Smale en courbure variable ([29])...

1. Entropies

Soit (X, d) un espace metrique. Un chemin de longueur / est un
element de ^°([0,/],JQ, espace des applications continues de [0,/] dans
X. Soit # une classe de chemins et ^(/) celle des chemins de ^ de
longueur /.

DEFINITION 1.1. Une famille {cjc:^/) telle que les boules ^
de ^°([0,/],X) soient disjointes deux a deux est dite (ε,/)-separante.
L'entropie h<# de la classe ^ est definie suivant

^ = sup limsup
ε > 0 / -> oo

ou N<#(εyl) est le maximum du cardinal des families (ε,/)-separantes.

EXEMPLES 1.2.

(α) X est un espace compact de longueur (p. ex. une variete
riemannienne, un graphe) et ^ est Γensemble des chemins
localement geodesiques. D'apres le theoreme d'Ascoli, ^(/) est
compact dans #°([0,/],X): N^(εJ) est fini.
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(β) X porte un flot (φt)teR et ^(l) est Γensemble des portions d'orbites
(φ([0,iY)x)xeX. L'entropie ne change pas si la metrique de reference
d est remplacee par une metrique equivalente. Le fibre unitaire
tangent T^M d'une variete M sera muni de la distance dγ definie
par <i1(M,w') = sup ί G [ 0 Λ ] d(n^tuyn^tu)y uyu

feTxM avec d metrique
induite sur M par la structure riemannienne, πA la projection de
TιM sur M et φ le flot geodesique; Γentropie de ce flot est la
meme que celle de la famille des chemins geodesiques sur M. A
un homeomorphisme φ de T et une application r non negative sur
T est assoccie le flot (φt)teR obtenu par suspension sur TV f Γ =
(T τx/? s)/~(avec la relation ~ equivalant (τ,s) et (φ(τ),s — r(τ)))
definie par φt((τys)) = (τys + t).

L'entropie periodique associee a ^ est definie suivant

per_ lθg#^ p e Γ (/)

Z-+00 /

oύ ^ p e r (/) est Γensemble des chemins periodiques # de longueur
au plus egale a /, ou deux chemins differant par leur parametrisation
ne sont pas distingues.

EXEMPLES 1.3.

(α) Pour le flot geodesique, Γentropie periodique concerne la dis-
tribution asymptotique du spectre des longueurs des lacets
geodesiques lisses de My projections des orbites periodiques du
flot geodesique par la projection π x de TXM sur M.

(β) Pour la suspension par une fonction constante d'un diffeomor-
phisme φ de Ty cette entropie quantifie la distribution des points
periodiques de φ.

Une autre variation est obtenue en se restreignant a la classe ^AB des
chemins issus de A passant par B. Ainsi, si M est une variete
riemannienne a courbures sectionnelles non positives, la classe ^m,M(0 des
chemins geodesiques issus de m, passant par n et de longueur au plus /,
correspond biunivoquement aux points de Γorbite π^M^n dans le
revetement universel M de M dans la boule de rayon / centree en m (in
et ή notent des points de M se projetant sur m, n resp.). L'entropie
volumique des orbites de π x(M) (pour son action sur M) definie suivant
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apparaϊt sous le nom cΓexposant de Poincare dans le cadre des groupes
fuchsiens (ou kleiniens), avec des extensions aux actions de semi-groupes
ou aux espaces metriques X munis d'un volume Vo\x dont Γexpansion
asymptotique est mesuree par Γentropie volumique (souvent independante
de x)

x) = hmsup

EXEMPLES 1.4.

(α) Soit Γ un groupe, engendre par une partie finie S et operant sur
le graphe de Cayley &(ΓyS) (Γensemble des sommets est Γ et
deux sommets γ,γ' sont joints par une arete si y / " 1 est dans
S). L'exposant de croissance du groupe Γ est Γentropie h^γy

qu'on peut voir comme Γentropie volumique hl#°l S) ou ^(Γ,*S) est
muni de la distance qui confere la distance 1 a chaque arete et
volume determine par cette distance. Cette entropie peut
s'interpreter comme ordre de croissance du volume des boules
/^1([0,/]) determinees par la fonction de longueur sur le groupe
par le systeme de generateurs S. Si Γ opere sur (X,d) pointe en
xOy la fonction lXo(γ) = d(xOyγxo) est une autre fonction de longueur,
pour lequel se pose des problemes asymptotiques analogues.

(/?) Soit S un semi-groupe de simulitudes contractantes dans Γespace
euclidien En, avec L(S) pour ensemble limite (unique point fixe
pour Γaction de S sur Γensemble des compacts de E" muni de la
distance de HausdorfT). Si En\L(S) est muni de la distance
^L(S)(x^y)==^°^(\x~^(l^)\Ay~L(S)\) + \x—y\y Γexposant de Poincare
hs

xy coincide avec le taux defini par Lalley [16] suivant

lim supe^ologltl^ e Sy\sx — L(S)\) > ε}/ε.

L e m m e 1.5. Soit M variέte compacte a courbures sectionnelles
negatives. Uentropie h%f*£f\ independante de my m'y coincide avec Γentropie

de la classe des chemins geodesίques de My Γentropie hφ du flot geodesique
φ sur TXM et Γentropie volumique hV~ι de son revetement untversel M.

Preuve. Grace a Γinegalite triangulaire
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est assuree Γindependance, relativement a (m,m'), de Γentropie h%$\

notee hP (comme entropie de Poincare).

Soient m, rri les projections de m,m' sur M, ^m>m(ε,/) la classe des
geodesiques issues de m, d'extremite nί et de longueur dans (/ — ε,Z] (en
correspondance biunivoque avec la partie des γeT tels que d(myγm')e
(/—ε,/]), #'mm'(ε,/) la famille de vecteurs de TϊMm determinant ces
geodesiques.

Lemme 1.6. Si 3ε minore le rayon d'injectivite inj(M) de M, la
famille tFmm'(εyl) est (εj—l)-separante.

Preuve. Ab absurdo, il existerait uy u' distincts dans «^m,m(ε,0 verifiant
dι(φtUlyφtU2)<ε sur [0,/—1]. Leurs relevements dans TγM^ verifieraient
rf(π1φίw,π1(pίw

/)<ε sur [0,/], et par suite

π1φιϋ2,yU2ih') < 3ε,

ce quί contredirait Γhypothese.

Ainsi

•

o ' Z

Pour δ>0, ilexiste C d te lque #^m m,(ε,/)<C ie
( h m m'lε)+δ)l<^d

[f/ε] Q

puis

y d'oύ

soit finalement hP<hφ.

Inversement, soit ε>0, Mε = (mi)"ε

=0 une famille ε-recouvrante de M

et M ε = (m ί)"i0 un de ses relevements a M. Soit #(ε,Z) une famille de

chemins (ε,/)-seρarante de cardinal maximal N(εyl). Pour c dans #(ε,Z),
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αc, ωc notent des indices dans {0, ,wε} tels que d(c(0)y mac) et d(c(l),mωc)
soient au plus egal a ε d'une part, γc un element de Γ tel que, pour le
relevement c de c issu de mΛc, d(c(l)yγcmωc)<ε d'autre part. Ainsi,
d(macyγcmωc) est au plus / + 2ε et, d'apres la convexite de Γapplication
s-^diπ^sUyπ^sϋ), les chemins c et c (joignant raαc a ycmωc) sont
ε-proches. Ainsi, pour ε<inj(M), les points (ycmωc) sont distincts lorsque
c parcourt les chemins de meme origine moeMεy soit

N(ε,l)<Σ Nfs(l+2ε),
n,tr

oύ n,n' parcourent Mε. II existe Cε tel que N^f(l)<Cεe
(hp+ε)l

y d'oύ il
resulte que

hmsup

soit hφ<hPy ce qui termine la preuve de Γegalite hφ = hPy preuve qui
s'inspire de celle de Γegalite hφ = hY ([19]). Π

Un enonce similaire (prouve ci-apres) vaut evidemment pour les
graphes (pour lesquels fibre unitaire tangent et flot geodesique sont definis
dans la partie suivante):

Lemme 1.7. Soit G graphe metrique compact. Uentropie /̂ ,m' de
la classe ̂ m m ' des chemins de m a m!', indέpendante de m et m'y coincide
avec Γentropie de la classe des chemins de G, Γentropie hφ du flot geodesique
φ sur TXG et Γentropie volumique ti%°1.

Que Γentropie des chemins et Γentropie periodique coincident est
moins immediat: cela resultera des developpements suivants pour les
graphes et les surfaces; Bowen [3] Γetablit pour un flot Axiome A sur
une variete compacte.

Enfin les entropies considerees sont finies: il suffit essentiellement
de le remarquer pour Γentropie volumique. C'est le cas pour Γespace
simplement connexe a courbure constante negative ou nulle et par suite,
par le theoreme de comparaison de Gunther, pour les espaces simplement
connexes a courbure negative pincee; c'est encore vrai pour les graphes
combinatoires homogenes et done, par un theoreme de comparaison sans
nom, pour les arbres revetant un graphe compact.
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2. Graphes

2.1 Le graphe, Γarbre et le groupe

Soit (Gyd) un graphe compact metrique. Un complexe simplicial
sous-tend G, avec O-squelette G o (fini) et 1-squelette Gly dont chaque
arete A, de longueur l(A)y porte deux aretes orientees a et άy opposees
Γune de Γautre (a —a) et marquees de leur orίgine (α(tf)) et fin (ω(a))
avec oc(ά) = ω(a); Γensemble des aretes orientees sera note sf. Un graphe
metrique est dit combinatoire si deux sommets sont relies par au plus
une arete. Un multigraphe (plusieurs aretes entre deux sommets) avec
eventuellement des boucles (une arete aux extremites identiques) se ramene
a un graphe combinatoire via deux subdivisions barycentriques. Un graphe
(combinatoire) est un graphe (combinatoire) metrique oύ, oubliee, la
structure metrique est sans importance: les aretes ont toutes meme
longueur LG. Les lacets geodesiques (parfois designes comme cycles
reduits i.e. sans aller et retour) seront brievement nommes cycles.

Le revetement universel (T,π) de G est constitue d'un arbre metrique
(Tyd) localement compact, avec projection π:T-+Gy arbre sur lequel opere
le groupe fondamental Γ = π1(G) (libre, non abelien si le graphe a (au
moins) deux cycles independants, ce que la suite supposera). AG note
un arbre maximal inclus dans G, TG un de ses relevements connexes dans T.

Sur T, la fonction de Busemann b\ (dont les lignes de niveau sont
les horospheres centrees) au point ζ de son bord, nulle au point ί de Γ
et negative au voisinage de ζ, est definie par bt

ι-(tf) = d(tf

yp) — d(typ) si p est
la projection de tf sur le rayon [t,ζ).

Le theoreme 1 est valide ([6]) pour des actions (non necessairement)
libres, discontinues, quasi-convexes-cocompactes, i.e. cocompactes en
restriction a Γenveloppe de Gromov Q(T,Γ) (union des geodesiques a
extremites dans Γensemble limite de Γ dans dT). Le quotient T/T est
egal au graphe fini Q(T,Γ)/Γ, auquel ont ete rattaches des arbres enracines;
Γenveloppe Q(T,Γ) est un arbre, support essentiel de la dynamique (non
errante) de Γaction de Γ sur T. Ainsi, pour ce qui concerne les entropies
envisagees ici, le cas des actions libres quasi-convexes-cocompactes sur
les arbres se ramene a des actions libres cocompactes. II n'en est pas
de meme pour les varietes hyperboliques, comme le developpe la partie
suivante au sujet des surfaces.

2.2 Le flot geodesique

Le bord dTt de T vu du point t est Γensemble dTt des rayons
geodesiques issus de t i.e. chemins determines par une isometrie c:R + -+Ty

espace muni de la distance dδTt(c,c')=§R+ e~sdτ(c(s)yc'(s))ds. En fait, il y
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a un homeomorphisme naturel de dTt sur dTt.y ce qui definίt
independamment de t le bord dTy qui, ajoute a T, le compactifie
naturellement.

L'espace T*T des geodesiques c:R-*T muni de la metrique
driτ(c,c')=jR e~^dτ(c(s),c'(s))ds s'identifie a la partie de TxdTxdT des
triplets ξ = (tξyξ + yξ_) avec ξ+φξ. et tξ = c(O)y ξ± = l i m s _ > ± o o φ ) . Le flot
geodesique est alors donne par Γaction de R de translation sur chaque
geodesique c. L'action de Γ sur T> prolongee a TxTy commute avec le
flot geodesique. L'espace TιT (et sa projection πγ sur T definie par
πi(c) = c(0)) joue ainsi le role de fibre unitaire tangent pour Γespace
singulier T.

Le fibre tangent TXG est Γespace des geodesiques sur G, sur lequel
opere le flot geodesique φ, avec metrique definie par

i(uyu)=
J

e
R

Le fibre TXG apparaϊt aussi comme le quotient TXT/Γ et admet une
representation en termes de dynamique symbolique: les symboles sont a
prendre dans G o (parametrant les sections (T1G)goeGo transverses aux

orbites du flot) et les suites symboliques t = (tι)ieZ (constituant Σ o ) verifient
tt voisin de ti + 1 et distinct de ti + 2, et ce pour tout / dans Z. Le decalage
τ sur Σ o defini par (τ(ί))f = ί ί+1 et Γapplication longueur / par l(t) = l(a) oύ
a est Γarete joignant t0 et t1 permettent d'introduire par suspension
Γespace Σι

0 (cf. appendice).

L e m m e 2.1. Uapplication p: ^T-^ΣQ qui a c associe la suite
(π(£f))ίeZ,Λ) avec λ= — sup{s<0yc(s)e To} et (tt) la suite ordonnee des som-
mets de T rencontres le long de la geodesique c oύ to = ( — λ) - c(0)y induit,
en passant au quotient TxGy un homeomorphisme de TXG sur Σι

0.

Preuve. La surjectivite s'etablit en decrivant une section s de p: a
la suite t de Σ o est associee Γunique suite t telle que π(fί) = ίί et ΪQGG,

qui determine une unique geodesique c dans T avec c(0) = fo, ce qui
amene a poser s(tys) = c(s). La π1(G)-equivariance de p, de meme que
son injectivite et sa continuite, s'etablissent aisement. Π

Un autre codage du fibre unitaire tangent TιG s'avere utile. L'espace
des symboles est remplace par Γespace Σx des suites symboliques CL = {a^)iEZ

d'aretes orientees telles que ω(αι) = α(α/ + 1 ) et at^ai + 1. L'application de
premier retour est fournie par la longueur de Γarete a0. Σt est en fait
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determine par Σ o via la construction generate suivante: au decalage

ΣΛ(aSz) de type ίini determine par la matrice 0-1 AeRs*s, est associe

le decalage base sur Γalphabet constitue des couples de S x 5 legitimes

vis a vis de A et comme couples legitimes ceux de la formes ((s,s'),($',$"))•

II est temps d'indiquer la preuve du lemme 1.4:

Preuve. Les entropies h^m> coincident toutes, comme Γaffirme le

meme argument que pour les varietes du lemme 1.2. D'autre part,

Γentropie h%m. (de la classe des chemins joignant m et rri) est clairement

au plus egale a h<#, entropie de la classe de tous les chemins sur G; il

existe L, ne dependant que de G, tel que, au chemin c de longueur /

soit associable un chemin de longueur au plus l-\-L d'origine m aboutissant

en m\ Γegalite des entropies h^m> et h^ en resulte.

Soient ε>0 et ^ε(l) une famille de chemins (ε,/)-separante de cardinal

maximum. Pour chaque chemin c de ^ε(/), il existe uceTιGc^0) tel que

la geodesique φRuc porte le chemin c. Pour cfc' distincts dans ^ ε(/), il

existe s0 dans [0,/], tel que d(π1φSoucyπ1φSouc,) = d(c(s0))c'(s0))>εi ainsi

e~^ε/2ds = ocε

-ε/4

et la famille {uc,ce^ε(l)} est (αε,/)-separante. Par suite, h<#(ε)<hφ(ccε) et

φ

Inversement, soit ε>0 et &ε(l) une famille (ε,/)-separante pour le

flot geodesique dans T^G.

Lemme 2.2. Soient ε>0 et sε = log(4diamG/ε). Si u,u' de T^G

sont a distance au moins ε, il existe s dans [ — sεysε] tel que

soient a distance au moins ε/6.

Preuve. Sinon, il adviendrait

J\
e'W diam Gds<2ε/6 + 2 d m m ° ε<ε,

\s\>sE 4 d i a m G

ce qui serait contraire a Γhypothese. •

Ainsi, pour tous ufu\ distincts de ^~ε(l), il existe s dans [ —

tel que d(π1φsu)π1φsu
f)>ε/6y ce qui confere a la famille de chemins

(πίΨ[sε,ι+Sε]
u)ueS'ε(i) ^ e caractere (ε/6,/+25ε)-separant, il en resulte hφ<h<g.
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soit finalement Γegalite de hφ et h^. •

2.3. Entropie des chemins, entropie volumique

L'espace C^ est muni de la base canonique, notee (δa)ae^y notation
aussi utilisee pour la base duale, le crochet de dualite etant note <,). Soit
!£\ Γoperateur (dit de transfert ou de Ruelle), avec representation
matricielle dans la base (δa)ae^ dont les coefficients non nuls ^ι

s(aya
r) = e~sl^a)

correspondent aux couples d'aretes legitimes pour la representation
symbolique de TγG. Soit G, eclate du graphe G defini comme somme
topologique disjointe des 1-simplexes (fermes) de G et contenant G\G0

comme sous-espace dense.
Pour m dans G porte par Γarete ay les vecteurs χm(s) (dans C**) et

μm(s) (dans son dual) definis suivant

χm(S) =

μm(s) = esdimMa))δa

sont continus sur G.

Lemme 2.3. Soit L^mf(s) = Σc^m m, e~slc- Alors> Pour

et 9

La fonction L^mr(s) se prolonge meromorphiquement a C, continύment en
my rri dans G.

Preuve. U n chemin C de ^ m t m ' , contenant au moins u n sommet de

G en son interieur, est supporte par Γarc (ao = a ou άyaiy -yan = a' ou ά')

avec a(ai + 1) = ω(ai)y de longueur lc = d(myω(a0)) 4- l{a{) 4- •• + /(«„) —
d{nϊyω(an))y ainsi la somme L^^)(s) correspondant a des chemins de ce
type est egale a

L'expression de L^m>{s)y prenant en compte les chemins (eventuels) de
m a rri ne contenant pas de sommets de G, en resulte, ainsi que son
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prolongement meromorphe a C (continύment en les variables m, m'), dont
les singularites sont donnees par les zeros du determinant de 1— JS^.Q

L'operateur 3?\ (seR) est de Perron-Frobenius (cf. A.I): son spectre
est constitue d'une valeur propre βG(s) positive, simple avec vecteur propre
χG(s) a coefficients tous positifs et d'autres valeurs propres de module
inferieur a βG(s). La valeur propre βG(s) est analytique en 5, strictement
decroissante de+oo a 0 sur R; Γunique s0 tel que β(so) = \ (zero simple
du determinant det(l — Jδ?J)) coincide avec Γentropie hG du graphe, exposant
de Poincare de Γ operant sur T ou abscisse de convergence de la serie
de Dirichlet L^m,(s). Le residu en s = hG de (1— J ^ ) " 1 est Γoperateur de
rang 1 μG®χGKμG,lχG}]s = hG avec (μG(s)yβG(s)) element propre de Γadjoint
de ££\ et oύ la fonction / opere par multiplication coordonnee a coordonnee
sur C*.

DEFINITION 2.4. Un graphe G est dit non melangeant si les longueurs
de ses cycles sont commensurables entre elles. Le plus grand reel positif
dont ces longueurs sont des multiples entiers sera note lG, la periode
fondamentale de G.

L e m m e 2.5. Sont equivalents:
(i) G est non melangeant,
(ii) det (1 — ££ι

s) a au moins deux zeros sur la droite critique {9?e(s) = hG},
(iii) il exίste v>0 telle que det (1—J^) soίt iv-periodique.

Si G est non melangeant, 2iπlG

γ est la periode de det(l — S£1^) et
Vapplication det(l — S£X-XQ%^zψ^) ri*a pas άautre zero sur {\z\ = e~hG} que

Preuve. L'assertion (iii) implique clairement (ii). Supposant (i),
pour tout entier N, la trace t r ί ^ ) ^ , egale a la somme Έe~slc sur les
cycles C de G contenant N sommets est 2iπlG

 1-periodique. II en est done
de meme pour det(l —J£ι

s) qui a une progression arithmetique de zeros sur
{9ies = hG}. Ainsi (ii) et (iii) sont verifiees.

Supposant (ii), soit η = (ηa)aej!/ vecteur propre (a coefficients strictement
positifs) de 3?\G, ζ de jSf̂ G + ίv, tous deux pour la valeur propre 1. Alors

\ξa\/ηa est constant sur si. Sinon, il existerait a tel que |ξβ|/ffβ

5)=α(α)̂ F|̂ |/f/b et on aurait
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Σ -
0 (*G + iv)ί(

Άa

ζb <c Σ
5 la

Λ \ξa\

) Άa Άa

ce qui ne saurait etre. L'egalite

-ivl{d)
e2Lί

ω(b)=*(a),a*Έ

exprime ζa/ηa comme barycentre de points situes sur le cercle de rayon
\ξa\/ηa, ainsi \ξa\/ηae-M(a)ξb/ηb pour (a,b) legitime (i.e. α(β) = ω(6), e*5) et
par suite, e l W C = l pour tout cycle C, ce qui assure (i) et acheve de
prouver Γequivalence des trois assertions.

Si G est non melangeant, avec pour periode fondamentale lG> et v
la periode de det(l — Jίf̂ ), il existe une suite finie de cycles (C,) et d'entiers
relatifs (Uj) tels que Σujl(Cj) = lG, il en resulte que vlGe2πZ et, 2/π/J1

etant une periode de det(l— <&[), v = 2π//G. Π

REMARQUE. Si G non melangeant a un sommet g0 de valence 2, il
est loisible, sans changer les longueurs des cycles, de modifier les longueurs
des aretes issues de g0 de telle maniere que leurs longueurs ne soient
pas commensurables a celles des cycles. Au contraire, si G non melangeant
a tous ses sommets de valence au moins trois, alors toute arete a a une
longueur multiple demi-entiere de la longueur lG: soient deux chemins
C = a1"am) D = b1 - bn avec au bγ aretes distinctes issues de a(a) (resp.
dmibn distinctes, issues de ω(a)) differentes de a (resp. a). Alors 2l(a) est
egale a la longueur du cycle CD diminuee de celle des cycles aC et
aD. Le graphe complet a quatre sommets avec un couple d'aretes
opposees de longueur unite et toutes les autres de longueur moitie fournit
un exemple de graphe avec des aretes de longueur lG/2.

Si G est melangeant, la famille (̂ m,m(5))(m,m)eG2 verifie les conditions
du theoreme de Wiener-Ikehara avec parametres (A.3):

Corollaire 2.6. Soit G un graphe melangeant.

(i) Pour tn, m! dans G,

hGl

\s = hG

 e

(ii) Pour t dans T,
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avec MG =

REMARQUE. Le vecteur ΣaEJ!/e
hGl(a\δayχG(hG)y est propre pour

Γadjoint de i£\ et la valeur propre 1, et done proportionnel a μG(hG): la

symetrie en (ra,m') de ^G>Xm></V>XG>|s = ftG

 e s t a i n s i confirmee.

Preuve. D'apres le lemme 2.3, la transformee de Laplace L^^is)
Γ+oo

= e~sldN%m,(l) a pour pole simple s = hG avec residu
Jo

Via le theoreme tauberien (A.2), le (i) en resulte. Quant au (ii), il suffit
d'invoquer Γexpression Yo\sr(B(tJ))=§GN%(t) y(l)dy et le calcul de MG\
si a(gi) e s t u n e orientation pour chaque 1-simplexe gx de G,

MG= Σ f
θieGi Jgι

Dans le cas non melangeant le theoreme de Wiener-Ikehara est
remplace par la proposition tauberienne A.3:

Corollaire 2.7. Soil G un graphe non melangeant.
(i) Soient m, rri dans G, am (resp. amf) une arete orientee portant m

(resp. rri) et *€%£#"' la classe de chemίns C = rn(x(am)- ω(am>)m\ larn,arn, ^a

longueur dyun chemin d*aretes initiale am et termίnale am>. Alors, [I] designant
la par tie entiere de I,

avec
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(ii) Soient G avec toutes ses aretes de meme longueur lG et t0 un
sommet de T. Alors

, / 0 - l ) ) > NeN,ue[0,l),

avec

V = ^
G ' ί 0 "

Preuve. Soient χ^m(5) = β"Sέί(m'α(αm))δfl-m, μa^(s) = esd(mMarn))δdrn. Comme
au lemme 2.3, la transformee de Laplace L^;^1'αm(1) (s) associee a la classe
des chemins de ^^w?"1' nontenant au moins un sommet en son interieur,
verifie

La fonction L ^ ' ^ > (5)exp[-5(/flm!έlm,-rf(m,α(^))-rf(m',ω(«m0))] est
2/π//G-periodique, avec pole simple en s = hG de residu R^β™'. Le lemme
A.3, portant sur cette fonction en la variable z = e~slσ fournit Γestimation
asymptotique annoncee.

L'assertion (ii) resulte de (i) de la meme maniere que sous Γhypothese
melangeante. Π

REMARQUE. Pour G non melangeant, Γasymptotique de N% m/(/) est la
somme de quatre contributions, non simplifiable en general. De meme
pour le calcul du volume de la boule B(t9l) centree en ty somme d'integrales
du type de celles calculees dans le lemme suivant:

Γk/2

2.8. Soit k entίer positif, we[0.1) et Ia(kyu)= eΛ[ω + v]dv.

Alors Ia(2lyu) = (e*ι-l)(u + l/(e*-l))y Jα(2/+l,w) = /α(2/,w) + eα72 si uε

Lemme

[0,1/2] et 7α(2/+l,w) = /α(2(/+l),w-l/2) + (u-ί/2)ea{l + 1)-u si u

2.4 Exposant de Poincare

Le groupe Γ = π1(G) a une presentation a la Schottky. Soit e une
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arete de G\AGy qui a deux relevements (e + ,e — ) adherents a TG dans

T. Soit me± le milieu de e± et Te± Γarbre enracine en me±y ne contenant

pas le segment de me± a TG. Soit ye±eT transformant eτ en e±. ye +
e * Ίe- s o n t inverses Γun de Γautre, avec γe + transportant T\Te_ sur

Te+. Le groupe Γ est engendre librement par Γensemble S de ces yβ+,ye_

lorsque e parcourt les aretes de G\AG et un domaine fondamental &>G

de T pour Faction de Γ sur T est fourni par TG auquel ont ete rajoutes

les segments de TG a myy γeS.

Le bord a Γinfini dT de T s'identifie au bord dΓ de Γ, presente via

le systeme de generateurs S comme Γensemble des mots infinis 7i72*"

sur Γalphabet S avec les conditions JiΦy^^ le point ξ de dT correspondant

a y1y2 est le rayon Tnf)(]i^.1γi'"γiTyi + 1

 e t l e decalage τ sur

δΓ (τ(y1y2 * ):=};2);3" ) s e realise sur δT comme Γapplication de Nielsen:

FNζ = γ~1ζ si ζ est dans Γarbre Tyy application codant Γaction de Γ sur dT

au sens suivant:

L e m m e 2.9. Vaction de Γ et FN sont orbίtalement έquivalentes, i.e.

pour ζyζ
f dans dTy il existe yeΓ, tel que ζ — yζ' si et seulement s'il existe

des entiers nyri tels que F^ = F"Nζf.

Preuve. D'apres la definition de FNy deux points de dT dans la meme

i^y-orbite sont Γ-conjugues.

Pour la reciproque, il est utile de remarquer que, si le domaine φ2G

intersecte un rayon issu de Q)G et d'extremite ζ dans dTy il existe alors

un n tel que la transformation φ decrivant Γaction de F^ au voisinage

de ζ dans dT ramene φS)G sur Q)G\ ψ egale φ'1 et Fn

N(ζ) = φ~1ζ. Soient

ζ'yζ dans dT et γ dans Γ tels que ζ = yζ'. Si le rayon [®G,C] rencontre

y2ΰG, pour n convenable, Fn

Nζ = y~1ζ = ζ'. Si le rayon \βGyζ\ ne rencontre

pas yQ)Gy soit p la projection de ζ sur le segment joignant Q)G a y2)G. II

existe φ dans Γ et n convenable tels que Ff^[ζ = φζ avec p dans φ~γQ)G. Le

domaine φ~ιQ)G rencontre le rayon \y2>G,ζ\, ainsi, pour m convenable,
1 1 1 i 1 ce qui acheve la preuve. •

Cycles (resp. primitifs) C de G et classes de conjugaison [C]

(d'elements primitifs resp.) se correspondent binuivoquement. Chaque

classe de conjugaison [φ] de Γ a un representant unique (a permutation

cyclique pres) y[φ] = 7i yn cycliquement reduit (i.e. ViT^y^1)- Les cycles

(resp. cycles primitifs) de G se trouvent done en correspondance biunivoque

avec les points periodiques (resp. les orbites periodiques) de τ sur dT (ou

FN sur dT): si C est primitif, Γaxe de la transformation y[c) = yi'"yn

intersecte 2>G suivant le segment [mγ-ιymγί] et le segment [wyi,y1my2 t ,

Vi***);w-imyM>7i**7nmyi] s e projette bijectivement sur le cycle C.
Soient tyt'eT et /[' la fonction definie sur Γorbite de t1 privee de t'
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suivant

ί'(y i 7 / ) = d(γ! -ynt'yt) - d(y2 -γnt'yt)

oυ yχ ~γn est une ecriture reduite d'un element non trivial de Γ. Pour
simplifier Γ expose (cf. la preuve du lemme suivant) et sans nuire a la
generalite du propos, il sera suppose t! dans le domaine S>G.

L e m m e 2.10. La fonction l\, definie sur Γorbite ΓY, se prolonge
continύment a Γ = Γ u δ Γ et sa restriction a dΓ = dT, independante de t'
est definie par /,(£)= — bt

ζ(γt) = bt

FNζ(γ~1t) si ζ est dans le bord dTγy γeS.

Preuve. Une recurrence etablit que

Pour n = 2f les points tymy2yγ2t' sont alignes de meme que les points
tymγίyγ1mγ2yγiγ2t

f. Ainsi

d{yιy2t
f

yt)-d{y2t
f

yt)

= d(yιγ2t,yitny2) + rf(y imV2,ί) - (d(γ2t'ymγ2) + d(mwt))

= d(γimy2yt)-d(mγ2yt).

L'hypothese de recurrence au cran n—ί est appliquee alors a Γexpression
ou mΊn remplace t'\

Ainsi ζ', definie sur Γorbite Γ^ (ensemble de mots finis), se prolonge
naturellement au bord 5Γ (ensemble de mots infinis) suivant

(2.11) /ί(y1y2 0 = ̂ (7i^y2,wyi) + ̂ (^ y i ,0~^(^ y 2 ,0 = ̂ (yi^y2>0-^(^y2,0>

expression se reduisant a la formulation du lemme en termes de fonction de
Busemann par Γidentification des bords dT et 3Γ. Π

La serie de Poincare associee a tyt
r prend la forme

yeΓ Λ>l(yi, ,yn)
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— V y e-«l\\vi'' VntΊ + ' lt

t'iyn-ίγ

n>ί (yi, ,yn)

Soit pour γeS le point a Γinfini yoo=yy de Tγ. Si aυ mot fini γxyn

avec yn = y est associe le point a Γinfini T r " ^ - ^ * , , Γ expression precedente
se recrit

yeS « > 1 (yi,

= Σ Σ Σ e~sltn~1){0 \
1 ζ

oύ 5£ι* est Γoperateur de transfert defini sur ^(JdT) par

1 la fonction constante egale a 1 et 4 f c ) ( 0 = Σ =i

L e m m e 2.12. /f 65ί melangeant si et seulement si G Vest,

Preuve. Soit C = yi**7nyi** un point w-periodique primitif du
decalage τ. Alors la longueur

l[n)(ζ) = d{yγmwmΊ^ + d(γ2my3ymγ2)- + d(γnmγι ,myn)

coincide avec la longueur du cycle primitif associe a ζ. Ainsi,
lt et G sont simultanement melangeants (d'apres ce qui est rappele dans
Γappendice). Π

L'operateur de transfert S£x* laisse invariant le sous-espace (de

dimension finie) (€1{dT) des fonctions constantes sur chacun des bords
des arbres Tγf]yTφy γ,φeS (i.e. ne depend que des deux premieres
coordonneees de C = yi};2"* ) L'element propre de Perron-Frobenius (i.e.
sa valeur propre positive de module maximum, avec vecteur propre) de
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Γoperateur ££ι* coincide avec celui de sa restriction a

Le s (qui ne depend pas de ty vu que lt est cohomologue

a lr d'apres (2.11)) tel que 1 soit la valeur propre de Perron-Frobenius

de JS?̂ , coincide avec Γentropie hG deja introduite. Soit χG (e(£2(dT))

une fonction propre de S£\G et μG une mesure propre (mesure sur <β{dT))

de Γoperateur dual de jSf Jfσ pour la valeur propre 1. D'apres le theoreme de

Perron-Frobenius-Ruelle, il est loisible de prendre χG>0 et μG normalisee

comme mesure de probabilite, mesure nommee alors mesure d'equilibre.

La restriction de la mesure μG a c€1(dT) est la forme lineaire
(vecteur propre de Perron-Frobenius de Γoperateur dual de la restriction

de ££\G a <$2(dT)) qui importe pour obtenir la nouvelle formulation du

corollaire 2.5 (i):

Corolaire 2.13. Si G est melangeant,

Quant a elle, la mesure μtG sur le bord dT est la cheville

ouvriere du theoreme 1 ([6]).

Proposition 2.14. Sur dT coincident les trots mesures de probabilite

suivantes:

— la mesure de Hausdorff hG-dίmensίonnelle pour la metrique visuelle

de source ty

— la mesure de Patterson ^p = lim s^Λ + ̂ y e Γ e~sd{Uyt)δyt/L%)Mt)(s),

— la mesure d'έquilibre μG.

Preuve. La metrique visuelle dt sur dT de source t est definie

par dt(ζyζ) = e~d(^pa) oύ p est la projection de t sur la geodesique

(£,£)• Le jacobien jt(f)(ζ) (s'il existe) d'une fonction / definie au

voisinage d'un point ζ de dT est defini suivant 7 ί(/)(0 = lίrnζ/,ζ"-^ζ

dt(f(ζ'),f(ζ"))/dt(ζ\ζ"); en particulier, tout γ dans Γ operant sur

ΘΓ a un jacobien (localement constant) jt(γ) valant jt(γ)(ζ) = e~bP H).

D'apres Coornaert [6], les mesures de Patterson et de Hausdorff

AG-dimensionnelle coincident, caracterisees comme unique mesure de

probabilite AG-conforme: γ*μ=jt(y)hGμ,γeΓ. II suffit done de montrer

que μ*G est ΛG-conforme.

Soit A ouvert de dT ne rencontrant pas dTσ-ίy σeS. D'apres
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Γinvariance de μG par Γadjoint de J5f{ίG, Γegalite μ'G
resulte de

FN(ξ) = ζ

Soit γ dans Γ, ζ un point dans dT. D'apres le lemme 2.9 (et sa preuve),
il existe un voisinage ouvert A de ζ, des suites (legitimes sur Γalphabet S)
(σ/)Γ=i> (τj)nj=i telles que F%(A) = σ1' σmA = τi- τnγA =Fn

N(γA)) σ1 σm =
τ\'"τ

ny
 e t l e s restrictions jt(ζ)\B (ξeΓ-y BczdT) considerees cidessous cont

constantes. II vient done

μG\σl'"XTm^)=Jt\σl) G\σ2 σmA'"Jt\σm) G\ΛI-

soit

ce qui exprime la ΛG-conformite de la mesure μ^. Π

2.5 Entropie periodique

Proposition 2.15. Soit ^^-^ Γensemble des cycles primitίfs de G. La
fonction ζG (dίte de IharaSerre) definίe, pour 9tes>/zG, par ζG(s) =

Preuve. Si C est un cycle de longueur lc avec nc aretes, le cycle
primitif C o supportant C a pour longueur lc0

 = nc0^
nC' Soit ^ (resp.

^(n)) Γensemble des cycles de G (cycles avec n aretes). La derivee
logarithmique de ζG(s) est

—\Sj— / Γ~ = / 7 lrt

alors que celle de det(l — Jίf̂ ) ^ e x p tr log(l — J£ι

s) * vaut
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sΣ tr(j?ι

sy/n=ds Σ Σ — = Σ ^

oύ Γavant-derniere somme, portant sur les cycles Cec^{ή) parcourus a
partie d'une arete a de C o , compte nCo fois chaque cycle C et celle de

oύ Fix(jF^) est Γensemble des points periodiques avec periode n de F^
correspondant aux cycles de G. •

Corollaire 2.16. Si G est melangeant,

hGl

Si G est non melangeant,

nGιG e

2.6 Laplacien combinatoire

Bass a etabli une relation entre le laplacien (combinatoire) d'un
graphe combinatoire G et son operateur de transfert TB = <g?l

s/e~sLG

y

donnant une ecriture de la fonction ζG en termes de laplacien; une
expression de la serie de Poincare LG

g>(z) pour g et g' dans G o est exhibee
ici pareillement.

Soient les espaces CGo et C** munis des bases canoniques
(orthonormees) (Ss)seGo et (δa)aej^y j Γoperateur d'inversion d'orientation
sur C " (jδa = δ~) et α e Endj C 0 0 , ^ ) le pointage a l'origine (x(δa) = δx(a)).

Le laplacien combinatoire Δ (positif, annulant les fonctions constantes)
est egal a Δ = l +q — <5 = (α — OLJ)\OL — ocj)/2 avec # + l = α * α , operateur de
valence et δ = ocjtθί, somme sur les voisins. Soit A(z) = ί Λ-qz1 — δz.

( \
3 j et B(z) =
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1 OLJ—C*~ .
„ ). Alors

OLZ 1—2

YB(Z)A(Z)J \ I ) .
ocz \-z2) ' \<xz(i-z2) (l-zTB)(ί-jz)J

Preuve. Si d(z) = uz—aj et e(z) = 'txz, la proposition resulte des
identites

Corollaire 2.18. (i) Soient g, g' sommets de G. Confondant L%g.{s) et
iz) pour z = e-°L°,

(ii) ([2]) Soit χ(G) = $G0 — $G1 la caracteristique d'Euler-Poincare de
G. Confondant ζG(s) et ζG(z) pour z = e~sL°,

Preuve. Soient a arete cΓorigineg, a' d'origine^', d de meme support
que a si d(g, g')<\, Xai^^^a + ̂ ά e t VaW^z'^a + da d>. D'apres le
lemme 2.3, avec rgg> nul si d(g, g')>l, valant z~d^g'9) sinon,

= <d -jz)μΛ*UB{z)A(z))- ιχa(z)y

= <!A{z) -\\ -jz)μΛ*),(A(z)B(z))" ιA(z)χJίz)y.

Les identities

A(z)χa(z) = (z2-ί )δm + zδα + δe,

donnent

ce qui est la formule annoncee.
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En fait, un calcul simple assure que le noyau (zd<<9*9)ILG/{\ — z2))gg,eTo

est celuί de Γinverse du laplacien A(z) operant sur C Γ o , dont est deduit celui
de Δ ^ ) " 1 sur CGo par moyennisation sur Γ.

L'egalite des determinants de A(z)B(z) et B{z)A{z) donne Γexpression
de ζG(z) = det(\-zTBy1

y moyennant Γegalite det(l -jz) = (l -z2)™12 avec

3. Surfaces

3.1 Entropie des chemins, entropie volumique

3.1.A. Courbure constante (surfaces de geometrie finie).

Soit M surface orientable sans bord a courbure constante — 1, quotient
du plan hyperbolique H2 par Faction d'un groupe fuchsien Γ. Si Γ est
de type fini, M est egale a Γunion d'un nombre fini (e) d'entonnoirs
(demi-cylindres hyperboliques a bord circulaire totalement geodesique)
recolles a une surface d'aire finie a bord totalement geodesique avec un
nombre fini (/>) de pointes, dite region de Nielsen. La surface est d'aire
finie si et seulement si e = 0; Γensemble non errant du flot geodesique
est compact si et seulement si /> = 0.

Le bord a Γinfini dH2 du plan H2 est topologiquement un cercle. Si
ζ est dans dH2 et m dans H2, la fonction de Busemann (dont les lignes
de niveau sont des horocycles centres) au point ζ, nulle en m et negative
au voisinage de ζ, sera notee b™.

Soit hγ = hM Γexposant de Poincare de Γ (et de M)y abscisse de
convergence (independante des points m,ra' de M) de la serie de Poincare
L%tm,(s) = ΣyeΓe-sd(m>yήi'\ oύ m,m' relevent m,mf dans H2. D'apres [34],
Γentropie mesuree du flot geodesique relativement a la mesure sur TXM
indite par celle de Patterson μm (cf. preuve du lemme 3.4) coincide avec
cet exposant, si M n'a pas de pointes, c'est aussi Γentropie topologique
de la restriction du flot geodesique a sa partie (compacte) non errante:
si M est compacte, ces entropies coincident avec celles introduties dans
la premiere partie.

Soit AH2 (resp. ΔM) le laplacien riemannien sur H2 (resp. M).

L e m m e 3.1. Soient m et rri deux points de M. Serie de Poincare
et noyau de resolvante sont relies sutvant

L%tm.(s) = 2 2 ( 1 -s)πΓ(2s)/Γ(s)2(AM- s(ί - s ) ) " 1 (mym
f) + r(m,m',i)

avec le reste r(m,m\s) holomorphe sur {9ίes>ΛM/2}.
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Preυve. Le noyau de la resolvante (ΔM —s(l — s ) ) " 1 s'obtient a partir
de celui de (ΔH2 — s(\ — s ) ) " 1 par moyennisation sur Γ: si mym! sont des
releves de mym

r dans H2

y

Σ
γeΓ

avec comme expression explicite

ou σ(mym) — sh2(d(mym
f)/2). Le lemme resulte alors d'un developpement

limite pour σ ~ + o o . Π

Les singularites de la serie de Poincare sont ainsi reliees a celles du
noyau de la resolvante, et ainsi a la theorie spectrale du laplacien Δ M

resumee dans la proposition suivante:

Proposition 3.2. Soit Γ fuchsien sans torsion de type fini, σM le
spectre du laplacien Δ M sur M=H2/T.

(i) Si M est compacte, σM est discret, syaccumulant en +00.
(ii) Si M est non compacte de volume fini, σM a une composante

continue egale a [1/4,+ 00) de multiplicite egale au nombre de pointes de M
et une composante de valeurs propresy contenant 0 (valure propre simple),
discrete, ne pouvant s'accumuler qu'en +00.

(iii) Si M est d'aire infinie, σM a une composante continue egale a [1/4,
+ 00] de multiplicite infinte et une partie discrete finie de valeurs propres
dans (0,1/4), non vide si et seulement si hM>\/2 (auquel cas le bas du
spectre est hM{\ —hM)y valeur propre simple avec fonction propre positive). Si
M a une pointe, Δ M a une valeur propre (i.e. hM>ί/2).

L'application du theoreme tauberein de Wiener— Ikehara fournit de
suite Γestimation:

Corollaire 3.3. Soit Γ fuchsien de type fini sans torsion, M=H2/Γy

avec hM>\/2. Soit Φ M la fonction propre positive normee dans L2(M) de
valeur propre hM(\—hM).

M
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Le cas hM<ί/2 (qui ne survient que pour des n^M) de seconde
espece sans element parabolique) n'est pas susceptible du traitement
spectral precedent: la singularite s = hM de la serie de Poincare est au
dela de la droite critique {9les = l/2} (pour le noyau resolvant
(ΔM — s(l —s))~1(mym))f dont le frachissement equivaut dans le plan spectral
{λeC, λ = s(\ — s)} a une traversee du spectre continu [1/4,+ 00) vers le
second feuillet (dit feuillet non physique) de la surface de Riemann,
revetement ramifie de degre 2, associe a la fonction s=ί/2 + yfl/4 — λ.

Patterson (resp. Lalley), en etudiant la dynamique du flot geodesique
(resp. Faction du groupe Γ) obtiennent cet asymptotique:

Proposition 3.4 ([26],[17]). Soil Γ fuchsien de seconde espece non
έlementaire avec hγ<\/2.

i V m,m'W !-• +00 ̂ m.m'^

Preuve. (Indications) Patterson commence en rappelant que le noyau
de la resolvante admet un prolongement meromorphe a tout le plan
complexe de la variable 5, si bien que la serie de Poincare L™m, admet
un prolongement meromorphe au voisinage de la droite critique {3lts = hM};
il s'agit de montrer que hM y est le seul pole. Soit, pour in relevement
de m dans //2, la mesure (dite de Patterson) μj?, de support Γensemble
limite L(Γ), limite vague (independante de mf et de son relevement m)
des mesures ΣyeΓ e-sd^m\m,/L%m,(s) pour s->h+. Supposant L^{s)
avec une singularite hΓ + iτ(τ^zO), il existe une mesure (non nulle) μp(τ),
limite vague des mesures Σ y e Γ e~is + iτ)m'yήίΊδyήί,/L%m,(s + iτ) pour s-^hγ.
Cette mesure induit la mesure Γ-invariante μ (τ) = \\ζ-ζ"\\~2{hr + iτ)μf(τ)(>ξ)
μp(τ) sur L(Γ)xL(Γ)\Δ (et par suite la mesure μm(τ)®ds sur
(L(Γ) xL(Γ)\Δ) xR, identifie au ferme non errant du flot geodesique sur
TXM, mesure μ™{τ) invariante par le flot geodesique). Les mesures μp(τ),
μm(τ) sont absolument continues par rapport a μp et μ m = ||ζ — ζ"\\~2r

μt®β* et les actions de Γ sur (L(Γ),μ^), et (L(Γ) x L(Γ)\Δ,μ™) sont
ergodiques. Patterson en deduit alors que Γensemble limite est fini, ce
qui n'est pas. Ainsi la serie de Poincare L™m, (et le noyau resolvant)
n'au qu'un pole simple (s = hM) sur la droite {$Res = ΛM}, dont le residu
est precise par celui de la resolvante CΓΨΛΛ*(m)ΨΛΛ*(ra') avec ΨHM (π(m)) =

Lalley utilise la dynamique du groupe Γ, presente comme groupe
de Schottky : il existe une famille finie de transformations *S = (yJ ,y_J )j==1
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engendrant librement Γ definie de la maniere suivante. Soient (C ± J )J= 1

2k geodesiques de H2 ne s'intersectant pas; pour une telle geodesique C,
son exterieur Ec designe la composante de H2 \ C contenant les autres
geodesiques de la famille, son intefieur Ic Γautre composante. Les y±j

sont les transformations hyperboliques appliquant Γexterieur Eτj sur
Γinterieur I±yy y^ et y_j sont inverses Γune de Γautre et le domaine
P){QZ?C est fondamental pour Faction de Γ sur H2.

Le groupe libre Γ s'identifϊe a un ensemble de mots finis Σ^ en les
elements de S (le neutre etant represente par le mot 0) et son bord dT
a Γinfini (au sens des groupes hyperboliques) a un sous-decalage de
type fini (Σ(oo) = dΣ^yτ)y homeomorphe a Γensemble limite L(Γ) de Γ
dans//2, sur lequel opere Γapplication de Nielsen FN definite par FNζ = γ~iζ
si ζ appartient a Γinterieur Iy. La fonction /̂  definie sur Γorbite Yin'
privee de m'y par

(avec 7i*-yM ecriture reduite) se prolonge continument a Γ = Γ u δ Γ , avec
restriction /̂  a 3Γ~L(Γ) (independante dem') verifiant lm(O — brFNζ(y~1m)
si ζ est dans Γinterieur Iγ. L'ensemble (Γ,τ) n'est pas un decalage de
type fini, neanmoins Lalley montre que les resultat asymptotiques du
formalisme thermodynamique pour (dΓyτJ^) sont prolongeables (continu-
ment) a (Γ,τ,/^). De maniere analogue a ce qui a ete enonce au_sujet
des arbres precedemment, il existe une fonction χj~ continue sur Γ (de
restriction χ^ a 5Γ independante de fh')y une mesure μ^ sur ^(δΓ) telles que

},n,fy = x et ί

Ainsi pour x = 0

HγeΓyd(rhyγfn')-d(mym>)<R}~R

REMARQUE, (i) La mesure μΛ a ete construite pour tout groupe Γ
de type fini sans elements paraboliques (a Γexception de quelques uns)
par Series ([32]), qui a montre (comme le traitement des graphes s'en est
inspire) que μΛ coϊncidait avec la mesure de Patterson μ£.

(ii) Pour des surfaces d'aire finie, Nicholls [23] etablit Γasympto-
tique de Nmm,(R) sans faire appel ni a la theorie spectrale du laplacien ni
a la dynamiques symbolique (compliquee pour les groupes cocompacts
qui ne sont pas libres) en se basant sur le caractere melangeant du flot
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geodesique operant sur TιM muni de la mesure de Liouville.

3.I.B. Courbure variable (varietes compactes).

Soit φ flot d'Anosov melangeant sur une variete compacte (sans bord)
V. Soit 3FS (resp. IF1) le feuilletage fortement stable (resp. fortement
instable). Margulis construit des mesures μs, μf transverses aux feuil-
letages IF*, J^1 resp., avec la propriete (φt)*μs = e~hφtμsy (φt):¥μi = ehφtμi. Le
feuilletage faiblement (in)stable ne possede pas de mesure transverse : si
Vfs est une sous-variete compacte transverse au feuilletage faiblement
stable, il existe ε K f s > 0 tel que pour ε<ε K f s , φ[-ε,ε](V{s) est transverse au
feuilletage fortement stable; Margulis definit alors la mesure μVfs

(independante de ε<ε F f s ) sur Vfs par

μVr£A)= €<P ~~e KM-*dA))> A^V<s>

mesure notee simplement μfs, si la sous-variete V{s est omise (Γindice
fs rappelant que celle-ci est transverse au feuilletage faiblement
stable). Une sous-variete Vn transverse au feuilletage faiblement instable
porte une mesure μfi definie de maniere analogue. Utilisant la
transversalite des feuilletages fortement stable et faiblement instable,
Margulis construit a partir des mesures precedentes ce qu'il est convenu
de nommer desormais la mesure de Marguils μM (unique a un facteur
scalaire pres).

Theoreme 3.5 ([20]). Soit ψ flot (ΓAnosov melangeant sur une variete
compacte V (Γentropie hφ. Soit V{s (resp, Vfi) sous-variete compacte
transverse au feuilletage faiblement instable (resp. faiblement stable). Alors

V C\V \

Ce theoreme, applique au flot geodesique sur le fibre unitaire tangent d'une
variete compacte M a courbures sectionnelles strictement negatives avec
Vΐs=T1Mm et F f i = Γ 1 Λ ί m , a comme corollaire:

Corollaire 3.6 ([20]). Soit (M, g) compacte a courbures sectionnelles
negatives.

(i) HCeV^lcZl}-,^ - ^ ^ e .
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(ii) Soit M le revetement universel de M. Pour in dans My

^ e

3.2 Entropie periodique

3.2.A. Courbure constante (surfaces de geometrie finie).

Theoreme 3.7. Soit M surface hyperbolique orientable de geometrie
finie.

(i) La fonction zeta de Smale ζM admet un prolongement mέromorphe
a C.

(ii) Sur la droite critique {9lts = hM}, hM est le seul pole {en fait
simple) de ζM.

(iii) N%V)~l^ + a
Ml

L'asymptotique de N^r resulte des deux assertions le precedant, via
le theoreme tauberien de Wiener-Ikehara.

Si M est d'aire finie, le theoreme est un corollaire de la formule
de trace de Selberg, qui exprime la derivee logarithmique de la fonction
zeta de Selberg ZM(s) = Y[£j!o

0ζM(s + k)~1 en termes de donnees spectrales
du laplacien riemannien sur M.

Pour s'occuper des surfaces d'aire infinie et utiliser au mieux leurs
decompositions en region de Nielsen et entonnoirs, il est opportun
d'introduire des fonctions de Selberg pour des surfaces a bord totalement
geodesique compact. Associees par une formule de trace a des fonctions
spectrales de laplaciens, elles difTerent suivant le choix des conditions au
bord (Dirichlet ou Neumann); il sufϊit d'en considerer un type pour le
propos present.

DEFINITION 3.8. Soit M surface a bord compact, totalement
geodesique.

Si M est connexe, sa fonction zeta de Selberg est le produit 0 C ^ M ( O

portant sur toutes les geodesiques fermees (eventuellement avec contact
sur le bord en obeissant a la regie d'egalite des angles d'incidence et de
reflexion) primitives de M oύ ZM(C)(s) = Y\k>0 \-(-\)^k

e~
lc{s+k) si C,

de longueur lc a un nombre d^ntersection ic fini avec le bord,
ZM(C)(s) = e1^8 ΓL>o l-e-2l<*12+» sinon.

En general, Z M est le produit des fonctions zeta des composantes
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connexes de M.

A Γordinaire, la convergence du produit infini est assuree sur le

demi-plan {9ϊe s>\) pour une surface de geometrie finie. Si X est

une surface a bord, Ax notera toujours dans la suite le laplacien sur les

fonctions avec conditions de Neumann sur le bord.

Proposition 3.9 ([12]). Soit M surface hyperbolique de type fini et

N sa region de Nielsen. Alorsy pour λ dans C\R +, Γoperateur TM dN(λ) =

(AM — λ)~1—(AM\δN — λ)~1 est traςable, avec trace verifiant:

(3.10)

La fonction ZM\dN, produit de fonctions zeta de varietes d'aire finie,

admet un prolongement meromorphe a C: pour M compacte a bord, la

formule de traces de Selberg peut se recrire sous forme multiplicative

en termes de determinant du laplacien (le determinant det A de Γoperateur

elliptique A d'ordre p sur une variete compacte X est defini par

regularisation ζ : det A = exp( — ζ'Λ(0)) avec ζΛ prolongement meromorphe

de la fonction ζA(s) = trA~s defini sur {${£s>dimX/p} par une serie

absolument convergente). Comme Sarnak [30] et Voros [36] Γont

montre pour les surfaces sans bord,

Proposition 3.11. Soit M surface hyperbolique compact a bord

totalement geodesique. Soient ζR la fonction zeta de Riemann, Γ2 la fonction

digamma de Barnes et Zτ defini suίvant

Alors

(3.12) d e t [ Δ M - s( 1 - s)] = ZM(s)ZΓ(s)y°m)/πel(dM)(s'1/2).

Pour M d'aire finie, la formule de trace de Selberg noue spectre des

longueurs, valeurs propres et operateur dΈisenstein ^ M associes au

laplacien ΔM. Cet operateur decrit le comportement asymptotique des

fonctions dΈisenstein associees aux pointes de M, fonctions decomposant

spectralement la partie continue du laplacien ΔM. Soit M la compactifica-

tion de M obtenue en ajoutant un nombre fini de points (les pointes) a

M. Soit p une pointe de M et ζ un de ses relevements dans M(oo). II

existe une fonction lisse χpy valant 1 au voisinage de p et une fonction
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bpy nυlle dehors d'un voisinage de p telle que bpoπ = (χp°π)bζ ou 6ζ est
υne fonction de Busemann sur M centree en ζ.

La fonction dΈisenstein Ep(s), definie pour 9les>l suivant

Ep(s) = χpe
sb" - ( Δ M - ί( l - *))" ^ Δ , - *(1 - s))(χpe

sb >))

admet un prolongement meromorphe a C. Si EM note le vecteur
dΈisenstein LEpĵ Mw* ^m(s) e s t l e coefficient (meromorphe en s) de
Γ equation fonctionnelle

et la formule de trace prend la forme:

Proposition 3.13 ([13]). Soient M surface hyperbolique de volume
fini a bord totalement geodέsique et P^ le projecteur sur le partie discrete
de L2(M) pour le laplacien ΔM . Soit Ψ la derίvee logarithmique de la
fonction Γ.

f
L^M J

^ Kid - 0 - σ(l - σ))' % tr\%ζ)\dζ

(3.14) 4 .

La formule differentielle valable pour M compacte

tr[(ΔM - μ ) ~ l]j°=^ log(det[Δ M -λ)V° λ ),
aλ

a placer entre la formulation habituelle (telle (3.14)) et Γecriture
multiplicative (3.12), est remplacee pour une surface non compacte de la
maniere suivante:

Theoreme 3.15. Soit H courbe compacte sur la surface M.

(i) Pour λ dans C\R + , Γoperateur TMH(λ) = ( Δ M - λ ) ~ 1 - ( A M χ H - λ ) ' 1

est traςable.
(ii) Soit 8 reel positif. La fonction Dε

M H, definie (et holomorphe) sur
C\R+ suivant
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a pour derivee logarithmique tr[TM J /(A)].
(iiί) Si M est a courbure constante — 1 en dehors d'un compact, la

fonction Dε

M Ή(s(\—s)) definie sur {9ίes>l} admet un prolongement
meromorphe a C.

Preuve. Les deux premieres parties sont prouvees dans le travail
[12]. La troisieme Test aussi, via la formυle de Krein reliant dephasage
spectral et matrice de diffusion pour des perturbations tracables; en fait,
ce recours a la theorie de la diffusion est evitable, comme la suite Γexpose.

De Γindependance (assuree par (ii)) de la derivee logarithmique de
Dε

MH vis-a-vis de ε, il suffit de montrer que Da

M H(s(\—s))y $Res>l/2, se
prolonge meromorphiquement sur {9ίes> — a{a)} avec <z(α)—•oo lorsque
α->oo, pour etablir le prolongement de Dε

MH(s(\—s)) a C tout entier.
Soit m0 point base de M et, pour a reel, L 2 'α(M) le complete de ^

norme par la norme || | | 2 f β definie suivant ||<jp||2,α= \\ead(mo'"V)
L'espace vectoriel localement convexe L2'a{M) est independant du pointage
m0, meme si sa structure euclidienne en depend. L'espace des operateurs
continus (resp. compacts, de classe J>p) de L2*a{M) dans L2'b(M) sera note
Seah{M) (resp. J™h{M), Jp

ah(M)) et le demi-plan {$i<ts>oc} designe par ^ α .
Pour une surface asymptotiquement hyperbolique, le prolongement

de la resolvante a son action sur Γechelle des espaces a poids L2'a{M)
precisee par le lemme suivant (dont la demonstration est reportee
ci-dessous):

L e m m e 3.16. Soit H courbe compacte sur la surface M.

(α) Soit α > 0 , J/{U,0S) Γespace des fonctions mέromorphes sur U
(ouvert de C) a valeurs dans le Banach 0$ et S la surface M ou M\H. Par
prolongement meromorphe, la resolvante (Δ s — s(\ — s ) ) " 1 consideree comme
element de ^ ( ^ 1 / 2 , ^OiO{M)), induit un element de e ^ ( ^ _ α + 1 / 2 , ^ α , _ ί I ( M ) )
avec parties polaires de rang fini.

(β) Soient ε,ε_ positifs avec ε>ε_. Uoperateur TM H( — ε), operant

sur L2'~y/ε-(M) a valeurs dans L2iy/ε-(M)y est de classe trace.

Si ε>ε_, le produit ΓMtH(-ε)((ΔMNH + β)"1-(Λ + β)" 1 )" 1 , λeC\R +

applique, par son premier facteur

l'espace L2(M) dans L2 -jTZ{M), puis L^-^iM) dans L2 v

d'apres la partie β du lemme 3.16. Ainsi le determinant Dε

MH(λ) peut

etre considere comme celui d'un operateur interne a L2'^ε-(M). D'apres
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le lemme 3.16 en sa partie (α), pour λs = s(\ —s) avec 9ΐes> 1/2, Γoperateur

induit un element de Jl{0> _ — Jδf — —(Λ7)), ce qui assure le

prolongement de Dε

MH(s(l —s))y s e ^ 1 / 2 au demi-plan &_ — + et conclut

la preuve de la partie (ii) du theoreme. •

Preuve du lemme 3.16.
L'action de la resolvante (Δ s — 5(1 — s))'1 sur les espaces L2'a{M) est

deduite de celle d'une parametrice Ps(s) construite dans [12] en recollant
des parametrices de laplaciens sur des surfaces elementaires: si(φJ({) et (φ^,)
sont des partitions de Γ unite adaptees a une decomposition de S en
morceaux portes par des surfaces simples (i.e dont la resolvante du
laplacien est etudiable simplement), verifiant φ*φ* = φ%, la parametrice Ps

est definie suivant Ps = Σ\j/^(A^— s(\ — s))" 1 φ% oύ les laplaciens Δ^ sont de
divers types: Ax avec X surface compacte, AE avec E bout hyperbolique
evase, Δ o (resp. Δ±) laplacien sur les functions invariantes par rotation (resp.
d'integrale nulle sur les horocyles) de la pointe P (P=(R/Z)X x {;y> 1} avec
metrique (dx2 + dy2)/y2).

Les laplaciens Ax et Δ± sont a resolvante compacte, ainsi pour ces
termes, {//^(A^ — s(ί — s)~iφ^ se prolonge meromorphiquement comme
element de Jί{C,3?a _a(M)). Le prolongement des termes de type
entonnoir resulte de celui de la resolvante du plan hyperbolique ([22]). Via
des changements de variable et de fonction (£ = log y>f(y) = etl2g(t))i Δ o

est essentiellement equaivalent au laplacien — δ f + 1/4 sur L2(R + ,dt) (avec
conditions de Dirichlet au bord p. ex.), L^a(P) etant mis en isomorphisme
avec L2(R + ,dt), son prolongement comme element de t / # ( ^ _ f l + 1 / 2 >^(ί 'o' α

(P),L2>-a(P))) en resulte.
Le reste Ks(s) = (As — s(l — s))Ps(s) — 1 est regularisant, d'image dans

pour un compact K de S; ainsi Ks(s) induit un element de

α + 1 / 2,^Γα) c e Qui donne la propriete enoncee en (α) pour la
resolvante (As-s(\ -s))'1 =Ps(s)(ί +Ks(s)Γi.

Posant sε = (\ + > / l +4ε)/2 (verifiant sε(\ — sε)= — ε), Γoperateur
TM H( — ε) se decompose suivant

~ [P.(sε)K.(sε)(l + K.(SE)) ~ *] j ^ H .

La decomposition de M (et ainsi le choix de (φ*), (ψ*)) est supposee
telle que les termes correspondants aux bouts de M disparaissent par
difference dans [P (sε)]M\Hy rendant ce terme (traςable comme operateur
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de Green singulier sur une surface [10]) continu comme operateur de

L2*~Vε-(M) a valeurs dans L2^ε-{M). L'operateur K.(sε) ( = M ou

M\H)y regularisant, applique L 2 '~ v / ε -(M) dans L2(K) slors que la

parametrice P (sε)> somme de resolvantes localisees, laisse invariant
2^ d'apres le resultat de stabilite etabli par Agmon:

L e m m e 3.17 ([1], p. 19). Soient X variέte riemannienne complete, η

posίtif. Pour φ dans <$%(X), \\(Ax-λy>|| < — - 1 | | φ | | si

Ainsi le second terme applique continument L2'~y/ε-(M) dans L2'y/ε~(M)y

ce qui complete la preuve de Γaffirmation (/}). •

Voila la partie (i) du theoreme 3.7 etablie. Bowen remarquait deja
dans [4] le prolongement meromorphe a C de la fonction ζM pour une
surface M non compacte sans pointe.

Concernant (ii), d'apres la formule de trace (3.9), les singularites {ίj de
ZM dans {9ϊe5>l/2} sont localises dans Γintervalle (1/2,1], determinees par
les valeurs propres (s'il en existe) {Aί = 5i(l — st)} dans Γintervalle
[0,1/4). Si A M >l/2, Δ M admet hM{\—hM) comme (plus petite) valeur
propre et ZM a s = hM comme zero simple. Si hM<\/2 (auquel cas la
surface de volume infinie n'a pas de pointe), les formules precedentes ne
permettent pas de conclure. Avec la presentation (decrite precedemment)
de n^M) comme groupe de Schottky, Γensemble limite L^π^M)) dans
dH2

y avec Γapplication de Nielsen FN, est un sous decalage de type fini, i.e.
le bord du groupe libre π^M) vu comme ensemble de mots semi-infinis
sur Γalphabet AS muni du decalage naturel. Les geodesiques primitives
et les points periodiques de FN sont lies suivant (en usant du cadre
introduit dans la preuve de la proposition 3.4):

Proposition 3.18 ([17], [4], [32]). (i) Le spectre prίmitif du flot
gέodesique sur M est en correspondance biunivoque avec les orbites periodiques
de Γapplication de Nielsen FN.

(ii) Si la gέodesique fermέe C est associέe au point periodique ζ de periode
w, sa longueur verifie lc = /^(O Lfapplication lA est hδlderienne, melangeante.

Ainsi, la fonction ζM coincide avec la fonction zeta du flot suspendu a
partir de FN, avec application temps de premier retour /^, et, d'apres
Parry-Pollicott, est holomorphe au voisinage de {$lts = hM}y excepte une
singularity polaire (simple) en s = hM. Ce qui acheve la preuve du
theoreme 3.7. •
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3.2.B. Courbure variable (varietes compactes).

La preuve de Margulis [20] a ete reprise par Toll [35], qui observant
que la mesure de Margulis coincide avec celle de Bowen (limite vague

des mesures uniformes sur les geodesiques μB = ^mι-+aoΣι <^c/Σί </c)

montre que C M = 1 dans Γenonce (cf. theoreme 3) donne par Margulis.
Parry-Pollicott etablissent que cet asymptotique est partage par la

distribution des periodes d'un flot Axiome A:

Theoreme 3.19 ([25]). Soit φ = (φt)teR tin flot Axiome A dune variete
compacte, restreint a un ensemble basique et d'entropie hφ.

(i) ζφ a un prolongement mέromorphe au voisinage de {9ίes = hφ] et s — hφ

en est un zero simple. Si φ est faiblement melangeant, c'est le seul zero
sur la droite critique {9its = hφ}y sinon ζφ est 2π/lφ periodique.

(ii) Soit JV£er(/) = ίt{τ periodique, λ(τ)<l}. Si φ est faiblement
melangeanty

hφl

sinon

h J

REMARQUE. Par une partition de Markov convenable (et un argument
de comptage des orbites fermees dΰ a Manning-Bowen), Γetude du flot
φ est remplacee par celle d'un flot obtenu par suspension sur un decalage
de type fini Σ avec application temps de premier retour r. Les mots
(semi-infinis) de ce decalage s'interpretent comme la trace d'un chemin
sur Γensemble des sommets d'un graphe G d'aretes orientees (Γopposee
de Γarete a n'est pas necessairement presente dans G). L'application
temps de premier retour r depend du chemin tout entier (et non d'un
nombre fini de ses sommets, comme pour le flot geodesique sur un
graphe); neanmoins r est hόlderienne et grace a une suite de fonctions
localement constantes (rn) sur Σ approchant r, les singularites de ζr,
approchees par celles de ζΓn, sont suject a description.

Appendice: Formalisme thermodynamique

Comme il a ete developpe a propos des graphes, il est utile de coder un
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systeme dynamique suivant une formulation combinatoire, quί apparait
dans la statistique de modeles de spins lineaires, d'oύ le vocable de
formaltsme thermodynamique. Ce codage ne realise pas en general une
equivalence topologique entre le systeme dynamique donne et son codage;
neanmoins il suffit pour certains aspects de la theorie de la mesure et,
grace a un argument de Manning-Bowen, pour compter les elements
periodiques du systeme.

Pour un flot φ sur un espace V, un tel codage consiste en la donnee
d'un alphabet fini S (etiquetant une famille finie de sections transverses
au flot tres convenablement choisies), de regies de juxtaposition litteraire
sous la forme d'une matrice A a coefficients 0-1 indexee par S (refletant
queues sections sont traversees par une orbite a partir de telle section),
de Γespace des mots biinfinis ΣA = {(si)eSz

ias.Si + ί = \} licites (liste des
sections traversees par une trajectoire) et d'une application positive / (dite
temps de premier retour, mesurant le temps ecoule pour aller de la section s0

a la section sx pour la trajectoire corespondant au mot s = " s_1sos1' ) sur
ΣA; Γespace Σι

A = {(σ,s)yσ eΣA, seR}/~ obtenu en identifiant (σ,s + /(σ)) et
est le support du flot suspendu φι

ΣA a partir du decalage τ de
A

et de Γapplication l:φΣA(t)(σ9s) = (σ,s + t). Si la famille de sections est
adequate (et une telle construction est possible pour les flots geodesiques
sur des varietes compactes a courbure strictement negative p. ex.), il est
obtenu ainsi une projection du suspendu Σ^ sur V, entrelacant les flots
ΨΣA

 e * φ> Cette projection n'est pas un homeomorphisme, ni ne met en
correspondance biunivoque les trajectoires periodiques. Neanmoins, ces
deux flots ont meme entropie, (si φ est Anosov ou Axiome A) la mesure
(unique) d'entropie maximale de φι

ΣA se projette sur celle pour φ et ces
flots sont simultanement melangeants ou non. Cette propriete de melange
(existence d'une fonction propre non constante) peut se lire sur /; φι

ΣA

est melangeant si et seulement si / est cohomologue a une fonction
localement constante ou si et seulement si les longueurs ^ J T

des cycles C(T = (σ,τσ, ,ττ<Tσ = σ, ) de periode τσ sont commensurables
entre elles.

Pour un graphe fini, un tel codage a ete exhibe. En fait, la partie
consacree a Γexposant de Poincare repose sur un autre codage: la famille
des sections choisie consiste en les parties Sε

m de TiGm des vecteurs
tangents pointant vers ε, ou (m,ε) decrit les paires du milieu m d'une arete
de G\AG et d'une de ses extremites ε.

La structure de Γensemble des trajectoires periodiques sur Σι

A est celle
des mots periodiques de ΣA ou bien encore celle des orbites periodiques
sur Σ ^ (espace des mots * = (^)i>o licites vis-a-vis de A) sous Γaction du
decalage τ (τ(s)ι = si + 1. A priori, la fonction de premier retour / depend
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du passe (i.e. des coordonnees st avec /<0) des trajectoires, mais il existe
υne fonction Z+, cohomologue a / (i.e. l+=l-\-u — M°τ avec u continue).

Geometriquement, cela revient a remplacer les sections S par des
sections laminees en varietes stables (ainsi, si x, x'e S avec xfe^s(x) et
φι + (x)(x)eS', alors φι + (x)(xf)eSf i.e. l+(x) = l+(x)). Ainsi, le spectre des
periodes de φι

Σ s'identifie au spectre des longueurs {/ + (p)(s)} ou s (de
periode ps) parcourt une classe de representants des orbites periodiques
du decalage τ sur Σ ^ .

Si ds est une distance sur S> Γespace Σ^ est metre suivant d(s,s') =
Σ£eZ2~lι'ί/5(5ι,5 ). Une fonction continue / est dite α-hδlderienne si
|/|β = supβtβ, d(f(s)J(s'))/d(s,s')a est finie, l'espace ^Λ(ΣΛ) des fonctions
α-hόlderiennes, avec la norme || ||α definie par ||/||α = | / | α + ll/lloo, est une
algebre de Banach. L'espace des fonctions sur Σ^ ne dependant pas
du passe s'identifie a Γespace des fonctions continues sur Σ ^ (dont la
topologie est induite par une metrique analogue a celle introduite
pour Σ^). La reduction cohomologique de / a Z+ est possible sans perte
irremediable de regularite: si / est α-hόlderienne, il est possible de
prendre /+ et u α/2-hόlderiennes.

Pour / dans ^ Π ( Σ ^ ) , espace des fonctions sur Σ^ ne dependant que des
n premieres coordonnees, la fonction ζι

Λ(s) definie par

Σ Σ

coincide avec le determinant det(l —<£?

si\<#n(z+))~1 °ώ &f e s t Γoperateur, dit
de Perron-Frobenius-Ruelle, defini sur ^ ( Σ ^ ) suivant

et dont la theorie spectrale est en partie explicitee par le theoreme de
Perron-Frobenius-Ruelle (le dernier auteur etendant aux operateurs sur
des espaces de fonctions continues le resultat des deux premiers concernant
les matrices):

Theoreme A.I ([25]). Soit A matrice aperiodique (i.e. une puissance de
A est a coefficients tous strictement positifs) et f oc-hόlderienne a valeurs
reel les.

(i) Uopέrateur <£f admet une valeur propre simple positive /?, de module
maximum, avec une fonction propre χ strictement positive, oc-hόlderienne.

(ii) Le spectre de ££f, mis a part /?, est contenu dans un disque de rayon
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strictement inferieur a β.
(iii) // existe une unique mesure de probabilitέ μ, vecteur propre de

Vadjoint de ££*f avec valeur propre β.
(iv) £en

fφ/βn-+χ\Σ + φ φ / J Σ + χdμ pour tout φ dans <#(£%).

Ainsi, Γoperateur ££'_sl a β(s) comme plus grande valeur propre simple,
analytique en s, decroissante sur /?, de derivee dsβ= — <μ,/χ>/<μ,;(>.
L'unique h (qui est strictement positif) tel que β(h) = 1 coincide avec
Γentropie du flot suspendu sur Σ^\

Pour / dans ^ n ( Σ ^ ) , le produit d(s)(l — β(s)) est meromorphe au
voisinage de JR, analytique sur un voisinage de s = h; pour / α-hόlderienne,
Parry et Pollicott [24] prouvent que, sans que ζt admette necessairement
un prolongement meromorphe au plan tout entier, le produit ζι(s)(ί — β(s))
se prolonge analytiquement au voisinage de {9ϊes>Λ}, et si / est
melangeante, le seul zero de ί—β(s) sur la droite critique {9ίes = /*} est
en s = h.

De la singularite de ζt en s = h resultent les asymptotiques du theoreme
3.19 en appliquant deux assertions tauberiennes (utilisees aussi pour des
denombrements d'orbites ou de chemins a extremites fixees), celle de
Wiener-Ikehara ([37]):

Theoreme A.2. Soil aa(t), oceA unefamille defonctions monotones non
decroissantes continues superieurement telle que, pour un s0 reel, La(s) =
|^e~ s taa(t)dt converge absolument pour se(so, + oo) et que φΛ(s) = L0[(s) —
Aa/(s — s0) soit continue sur un voisinage de A x {9ies>s0}. Alors aa(t) =
Aae

sot(l+εa(t)) avec εa(t)->0 uniformέment sur A.

oύ Γintroduction de parametres ne coute pas beaucoup, et celle, dont la
preuve plus aisee est donnee:

L e m m e A.3. Soit R e (0,1) et f{z) = Σn > 0 fnz
n fonction meromorphe au

voisinage de DR = {\z\ <R} avec R pour seul pole (simple de residu AφO) dans

DR. Alors Σ*=o fn= -AR-(N+i)/(ί-2R)(\ +ε(Λ0) avec ε(N)-+0. Si la

fonction f depend d'un parametre α avec residu Aa continu en α, la
conclusion vaut avec εa(N)->0 uniformement en α.

Preuve. La fonction f(z)-A/(z-R) = Σn>0(fn + AR~<M + 1>)*W est ho-
lomorphe au voisinage de DR; aussi existe-t-il ε > 0 avec J R ( 1 + ) < 1 et
Cε tels que \fH + AR-(n + 1)\ <Cε(R(l 4-ε))"π. Le resultat en decoule. •
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