Equations et Systémes Non-Linéaires, I. DU )

Hyperboliques Non-Stricts. :

LERAY, J.; OHYA, Y. ]
NIEDERSACHSISCHE STAATS- UND
pp. 167 - 205 UNIVERSITATSBIBLIOTHEK GOTTINGEN

Terms and Conditions

The Gottingen State and University Library provides access to digitized documents strictly for noncommercial
educational, research and private purposes and makes no warranty with regard to their use for other purposes.
Some of our collections are protected by copyright. Publication and/or broadcast in any form (including
electronic) requires prior written permission from the Goettingen State- and University Library.

Each copy of any part of this document must contain there Terms and Conditions. With the usage of the library's
online system to access or download a digitized document you accept there Terms and Conditions.
Reproductions of material on the web site may not be made for or donated to other repositories, nor may be
further reproduced without written permission from the Goettingen State- and University Library

For reproduction requests and permissions, please contact us. If citing materias, please give
proper attribution of the source.

Contact:

Niedersichsische Staats- und Universitétshibliothek
Digitalisierungszentrum

37070 Goettingen

Germany

Email: gdz@www.sub.uni-goettingen.de

Purchase a CD-ROM

The Goettingen State and University Library offers CD-ROMs containing whole volumes / monographs in PDF
for Adobe Acrobat. The PDF-version contains the table of contents as bookmarks, which allows easy navigation
in the document. For availability and pricing, please contact:

Niedersaechisische Staats- und Universitaetsbibliothek Goettingen - Digitalisierungszentrum

37070 Goettingen, Germany, Email: gdz@www.sub.uni-goettingen.de



LERAY, J. et Y. OHYA
Math. Annalen 170, 167—205 (1967)

Equations et Systémes Non-Linéaires, Hyperboliques Non-Stricts

JEAN LERAY et YUJIRO OHYA

Introduction
0. Historique

Le probléme de Cauchy fut étudié d’abord quand les données et les in-
connues sont holomorphes (CAUCHY-KOWALESKI; N. A. LEDNEV [8] supprime
I’hypothése d’holomorphie par rapport au «temps», tout en conservant
I’hypothése d’holomorphie par rapport aux coordonnées «d’espace»). Puis
ce probléme le fut, sous I'hypothése d’hyperbolicité stricte, quand les données
et les inconnues sont des fonctions dérivables jusqu’a un ordre donné ou
méme des distributions (HADAMARD, PETROWSKY, J. LERAY [9], L. GARDING [4],
P. DIONNE [3]); alors la solution ne dépend que localement des données;
plus précisément, il existe des «domaines d’influence».

Récemment divers auteurs ont étudié des cas intermédiaires : DE GIORGI [6]
discute 1’unicité, C. Pucci [14] et G. TALENTI [15] prouvent I’existence quand
le cone caractéristique se réduit a des droites paralléles; L. HORMANDER [7]
(théoréme 5.7.3) traite ’équation linéaire a coefficients constants, hyper-
bolique non stricte!; Y. Onya [13] étudie, en coefficients variables, I'opérateur
de Calderon-Zygmund et, en particulier, I'opérateur linéaire hyperbolique,
dont le polynome caractéristique est un produit d’opérateurs strictement
hyperboliques; nous avons étendu ses conclusions aux systémes linéaires [10]
en formalisant son procédé et en employant une suggestion de L. WAELBROECK,
dont ’article [11] va maintenant nous permettre de traiter le cas non linéaire.
Tous ces travaux ont des conclusions du type que le n° 1 va énoncer.

1. Enoncé des résultats

Nous résolvons le probléme de Cauchy pour un systeme non linéaire.

Nos hypothéses ont pour cas extrémes les deux cas suivants:

1°) hyperbolicité stricte; données et inconnues indéfiniment dérivables ;
(il y a alors des domaines d’influence);

2°) aucune hypothése dhyperbolicité; données et inconnues holomorphes
par rapport aux coordonnées d’espaces; (il n’y a pas de domaine d’influence).

Hors de ces cas extrémes, nos hypothéses sont les suivantes:

1 HORMANDER réserve le terme «hyperbolique» au strictement hyperbolique. Pour nous,
il y a hyperbolicité quand il y a domaine d’influence.
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3°) le polyndme caractéristique est un produit de polyndmes strictement
hyperboliques; les données et les inconnues sont indéfiniment différentiables
par rapport aux coordonnées d’espace; plus précisément. elles sont dans une
classe de Gevrey, non quasi-analytique ; il existe des domaines dinfluence.

On trouvera les énoncés précis aux n° 20, 27 et 29, Mme. CHOQUET-BRUHAT
les a complétés [2].

Applications. S. S. CHERN et HANs LEwy [1] ont rencontré en géomeétrie
différentielle le probléme non linéaire que nous résolvons.

Mme. Y. CHOQUET-BRUHAT [2] et A. LICHNEROWICZ [12] ont ramené a
ce probléme la résolution des équations de la magnéto-hydrodynamique
relativiste.

2. Sommaire

Nous adaptons au cas non-linéaire le procédé qu’emploie I’article [10],
dont la connaissance n’est pas indispensable; ce procédé se simplifie, car
’étude non linéaire est purement locale; cependant il doit employer pour les
coefficients des normes un peu moins simples: les normes de Schauder.

Le probléme est résolu par approximations successives, que définissent
des problémes de Cauchy linéaires, strictement hyperboliques. L’étude de
ces approximations successives emploie leurs normes formelles, c’est-a-dire
des séries formelles ayant pour coefficients les normes de toutes leurs dérivées.
La majoration des approximations successives résulte de la résolution d’un
probléme de Cauchy non linéaire formel, c’est-a-dire ayant pour données et
inconnue des séries formelles, appartenant a une classe de Gevrey formelle.
La convergence des approximations successives résulte de la résolution d’un
second probléme de Cauchy formel, qui est linéaire.

L’existence des domaines d’influence résulte du théoréme d’unicité que
nous avons obtenu dans le cas linéaire [10]; la précision de ce théoréme
d’unicité provient de ce que, dans ce cas linéaire, un théoréme d’existence
non local peut étre obtenu, par ces raisonnements mémes dont la suppression
allége le présent article.

§ 1. Normes formelles
3. Normes

Notons les coordonnées de R'*1

(%05 X15 -0y X))

et
olAl
D=
o 0xbo ... oxP
Soit X la bande de R'*! d’é¢quation
X:0=x,=1X];

soit S, ’hyperplan de X d’équation

S,:x0=t-
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Notons: K, les cubes, de coté 1, appartenant a S, ;

| f St|2=|:§ |f|2 dx, ... dx1]1/2§
Se

If, K., =[§ |f|? dx, ...dx,] vz,
Ke

Etant donné un entier n =0, nous nommons quasi-normes d’une fonction
f:X-C
les deux fonctions de ¢:
'an’ Stl =c S%p ID‘J’;f’ S:|z

(Bl =n}
D" f, Sl =C§UI§IDﬁf, Kils;

ce sont des normes de fmod(x,—t)"; c=c(l,n) est une fonction de (/, n),
croissante en n et assez grande pour que la propriété (3.1) et la formule (3.2)
soient exactes.

DIONNE [3], ch. 1, (6.3.9), déduit des théorémes de Sobolev ceci, sous I'hypo-
thése:

n>12:

(3.1) ces deux normes sont des normes d’algébres;
leur finitude entraine la continuité de f;

on a la formule du produit:

(3.2) ID"(f - g), S = D" £, S|l - ID"g, S, . )
Soit un domaine YCC™ Nous nommons quasi-normes d’une fonction
F:XxY->C

les deux fonctions de ¢, dépendant d’un vecteur v=(v,, ..., v,,), & composantes
v;=0:
] =

ID"F, 8, Y, =csup jsup DL, F(x, ), S, 1+l
B |yeY

|D"F, S, x Y, v|=csup

Suf DL ,F(x, y)l, K, (L + V)",

sup
yeY

ou

olfl
T
=Y gxbo ... gybmer?

¢’ = c'(m) suffisamment grand pour avoir (3.3). Soit une application
V=4, ..., V) X2 7Y;

notons Fo v la fonction composée
(Fov) (x)=F(x,v(x);

notons |D"v, S,| le vecteur de composantes [D"v;, S,| (j=1, ..., m). DIONNE [3],
théoréme 6.4, explicite comme suit le théoréme de composition de SOBOLEV:
12*

IBl=n v|=vi+ - +V,,




170 J. LERAY et Y. OHYA:

sionan>Il2+1,
(3.3) ID*(Fov),S,|| < |D"F, S, x Y, |D"v, S| ;
on peut remplacer | ... || par|...|.

4. Normes formelles

On nomme quasi-normes formelles de f: X —C les deux séries formelles
de ¢, a coefficients fonctions de ¢:

o]

0= £, S, el= Y. L sup|D"D3 5|

s=0 S:

=c 3 - sup|DE* £, S,
s=o 8!

D™= f, S, el = Z sup |D"D5 f, .

§=

0

= e

=c Z — SUP ID3*° f, K|,
s=0 ﬂd t

lﬂlém 0'=(0,01,...,0',), |0'|=0'1+"'+0'1=S.

Introduisons des variables commutatives (g, #y,...,%,, v); notons
=y, ..., N0, N°=n% ... ni; nous définissons de méme les quasi-normes
Jormelles de F: X x Y- C:

QS T e
ID"F,$,x Y, ¢,V = 37 - sup [ D"DLD}F, §,x ¥, v|

- e n n o
|Dn' F,S:XKQsﬂ,V!=§'S—!FSBP|D DxD;F!StXY’VIs
6=(0,0y,...,0), lo|=0,+" +0,=5.

Une série formelle > 0 est une série a coefficients > 0.
Enongons les propriétés des quasi-normes formelles; le n° 5 les prouvera.
Formule du produit. Si n>1/2, on a:

4.1) ID™*(f9), S:, el <D™ f, S, el - ID™* g, S, el;
on peut remplacer |...| par | ... |.

Formule de la dérivée. Notons D;= -é—i—; sij>0,0na
J
0
|D™*D; f, S,, el < a—!D""” fi8uel <D™ £, S, 0| <
42) ¢

0
<D= D5 £, S, el +e” (14 ) 107 1.5, el

ol ¢"=c"(l, n); on peut remplacer |...| par |...||.
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Formule du commutateur. Soit a(x, D) un opérateur différentiel linéaire
normal*d’ordre m=1; sa quasi-norme formelle |[D™%a, S,, ¢|| sera la somme de
celles de ses coefficients; nous définissons

)

|D(D",a£, 5, el = ¥, < sup|D"(D",al £, |
o .
y 2

s=
= "
s=0 S°¢

sup ID?[D", a] £, S,
ou

[D% al f=D(af)—a(D’ f), |Bl=n,0=(0,0y,...,0), |o|=s.
Nous avons, si n>1/2:

ID*[D%, a] £, S, el <
4.3)

<0104 S, el - 10511 {1+ 5 )02 1.5, al.
Formule de composition. Si v: X —Y, (Fov)(x)=F(x,v(x)), et n>1/2+1,
nous avons:
ID™*(Fov), S, ell <
<|[D*F,S,xY, 0, |ID"*v,S, ¢l —|D"v, S|, |D"v, S/l
on peut remplacer || ... | par|...|.

4.4

5. Preuves des formules précédentes

[10] montre comment (3.3) implique la formule de composition (4.4);
(il faut remplacer dans [6] |...| par [D"...], ||...|| par |D"... |).

La formule de la dérivée (4.2) est facile a prouver.

Prouvons celle du commutateur, en prouvant d’abord la suivante [dont il
suffit de modifier légérement la preuve pour établir celle du produit (4.1)]:

Une formule préliminaire. Définissons la série formelle en &=(¢,, ..., &):

66

D™= £, S &l =% -7 1P"D £, Sil
et de méme avec |...| au lieu de |...|; rappelons que
0'!=0'1!...0'l!, éa=c:1... ‘{l.
Notons
[D°, flg=D°(f9)— f D°9g,
60 17D flg 558 =T S flg, Sl ol op=0;

[

(52) ID"[D®, f1g,S, 0l =} % sup|D"[D°, f1g, S| o 6o=0, |o|=5s.

2 Son premier coefficient, c’est-a-dire celui de D, vaut 1; il suffit de diviser un opérateur par
son premier coefficient pour le rendre normal.
p p
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D’aprés la formule de Leibniz de la dérivée d’un produit:
n [} é” n - a
|D"[D ,f]g,S,;é|=Z—a,—|D (D°(f+9)— f+D°g), S,| <

a

<TI0 ) (09, S5 b o] >0;
g, O . Og=Tp= 0 R
donc, d’aprés la formule du produit (3.2):

ID"[D%, £19, 8,3 €I < [ID™ f, S;; ¢l = D" £, S, 111D g, 8,5 &l 5

d’ou, en posant

e=¢& ++¢,
ce qui implique
¢ ¢’
(5.3) ‘ST=ZF (lal=y),

ID"[D%, £19, 5,5 &1 < [ID™* £, S,, ¢ll — | D" £, S,|1ID™=g, S,, o] .

Or, (L. GARDING), vu (5.3), (5.2) est la plus petite série en ¢ qui majore (5.1);
I'inégalité précédente signifie donc que

54 ID"[D*, f19.S,, @l <[ID™* £, S, ¢ = | D" £, 8,11 - |ID"4g, 5, o] .

Preuve de la formule du commutateur (4.3). 11 suffit de prouver cette formule
quand a(x, D) est un mondme:

a(x,D)=a,(x)D*, ou |a|<m.
Si |a] <m —1, (5.4) donne
ID"[D%, a]f, 8., el <[ID™*a,5,, ol - | D"a, S,|]- |D™*"~ 1 £, 5, g].
Sia=(m,0,...,0), alors a, =1, puisque a est normal; donc
|ID"[D*®,a] f,S,, 0| =0.
Enfin si |a| =m et ay <m, alors D°'=D’Dj ou |fl=m—1, 1<j et (5.4) donne:
|D"[D*, a] £, S,, ol < [ID™*a,§,, ell - |D"a, S ] ID"*"~ 1= D, £, S,, o| <

0 -
<[ID>*a,5, ¢ll - |D"a, S'“]EE |Dmrnmhe £S, 0l,

vu la formule de la dérivée (4.2).

§ 2. Opérateurs linéaires hyperboliques non stricts
6. L'opérateur strictement hyperbolique a les propriétés que voici (DIONNE [3])
Sur la bande X soit un opérateur hyperbolique d’ordre m

a(x,D)= Y ay(x)D*

1Bl sm
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et une fonction b(x); posons le probléme de Cauchy d’inconnue u(x)
(6.1) a(x, D) u(x) = b(x), D™ 'u|S,=0.

Nous supposons a(x, D) normal et réguliérement hyperbolique pour les
hyperplans S,; nous notons y(a) son caractére de régularité: rappelons qu’il
dépend de I'image de X par I'application {a,(x)} (|| =m), sans dépendre des
valeurs des dérivées des ag(x). Nous supposons

ID"*4,5, ol <C(t, @), 1D"*b,S,, ol <B(t, o)

B [et C] étant une série formelle en g, ayant pour coefficients des fonctions
bornées [et croissantes] de t. Nous supposons enfin:

(6.2) Dib|S,=0 pour j<n
ce qui impliquera

Diu|So=0 pour j<m+n;

l
(6.3) n>—2—+1.

On sait [4], [9] que le probléme de Cauchy (6.1) poss¢de une et une seule
solution telle que |D™u, S,| soit borné; on sait que cette solution vérifie
I'inégalité

t
(6.4) ID™ "~ 1, S,| < Ao(t) [ B(t', 0)dt’,
0
ou
Ao®)=c(l, m, x, C(t,0);

c(l, m, x, C) est une fonction connue, dont toutes les dérivées en C sont =0.
Précisons comme suit ces résultats:
Lemme 6.1. On a

IDm+n=bey, S, o] < Ao(t) B(t, @) pour 0=<t=|X|;

Ao (t) vient détre défini; D(t, ) est la série formelle que définit le probléme de
Cauchy formel

(6.5) [% —A(t 0 (1 + a_ag)] o(t, 0)=B(t, 0)
2(0,0)=0,

ou A(t, ) est la série formelle >0, s’annulant avec g:
A(t, 0)=4,(1) [C(t, 0) - C(, 0)].

Note6. La résolution du probléme de Cauchy (6.5) est élémentaire: le
coefficient @ (t) de

o,0=3 22,0
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s'obtient successivement pour s=0,1,... en résolvant (par quadratures:
voir lemme 8) le probléme de Cauchy
69) [ 500 0.0 =%, 00, 2,0=0,

ou ¥,_,(t) — B,(t) est une combinaison linéaire de Dy, D,_,(1); les coefficients
sont ceux de 4; ils sont >0;

0A
t)=——(t,0).
a0(t)= 5 . 0)
Preuve. On peut prouver I'existence de toutes les dérivées D°u, ot 6, =0,

en les construisant successivement pour |o|=m+n, m+n+ 1,... par les
problémes de Cauchy

(6.7) aD’u= —[D° alu+D°b, D™ 'D°u|S,=0;
elles sont donc telles que |D™*"~! poy, S, soit une fonction bornée de t.
D’aprés (6.7) et (6.4), on a pour tout ¢ tel que g, =0:
t t
[ID™*"= 1D, S,| < Ay(t) {ID"[D°, alu, S| dt’ + Ay(p) {ID"D°b, S| dt';
0 0

d’ou, en appliquant }’ % sup, ol |o| =s:
S M °
[DmFrmboy, s, o] <

t t
<Ao(®) [ ID"[D™, alu, S,., gl dt' + Ao(t) [ D™, S, | dt';
[ 0

d’ou, en appliquant la formule du commutateur (4.3) et en notant |[D™*y, S,, o|
=A4o(1) ¢(t, 0):
t t
0
o60< [ 40,0 (1+5) ot 0dr + | B 0 ar.
(V] 0

Explicitons cette inégalité, en posant

ot 0= fj %cps(t);

s=0

puisque A(t, 0)=0, il vient, en posant ay(t)= ai:—(t, 0):

o)< g sao(t) y(t)dt +v,_, (D),

ol ¥,_, ne dépend que de g, ..., ¢,_, et des données A, B; d’ol, par une
intégration d’inégalité classique:

@t 0) < P(t, 0),
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si @ est défini par 'équation intégrale
t t
0
26,0= | 4.0 (1+2) o 0ar+ | Be.oar,
0 0
C’est-a-dire par le probléme de Cauchy (6.5). C.Q.F.D.
L’emploi du lemme 6.1 que nous allons faire sera facilit¢ par le lemme
suivant:
Lemme 6.2. Soit ®* la solution du probléme (6.5), quand on y remplace par
B* la donné B. Supposons

0 < B(t, 0) € Ao(t) B*(t, 0), ou Ay(t) est croissant.

P(t, 0) < Ao(t) P*(t, 0) -

Preuve. Vu la note 6, il suffit de prouver que les solutions &(t) et &*(t)
des problémes de Cauchy (6.6)

Alors

[;t- —s co(t)] o(t)=B(r), ®0)=0

[2 —se] 2*0=B*0), e*@=0

vérifient @(f) < Ao(t) B*(1), si 0SB A B* (A4, croissant). Or cela résulte
immédiatement des solutions explicites (8.3) de ces problémes.

7. Produit dopérateurs strictement hyperboliques
Sur la bande X, nous nous donnons & nouveau un opérateur a(x, D) hyper-
bolique et une fonction b(x); notons
m = ordre (a);
nous nous posons le probléme de Cauchy
(7.1) a(x, D)u(x)=b(x), Dhu|Se=0 pour j<m.
Nous supposons que
a(x, D)=ay(x, D) ... a,(x, D)
est le produit de p opérateurs a;(x, D) normaux et réguli¢érement hyperboliques
pour les hyperplans S,; notons m; = ordre (a,) + - + ordre (a)); donc m,=m;
notons x(a) 'ensemble des caractéres de régularité des a;; nous supposons:
”Dm'ﬁ.””j’ma;? 1 Sb Q" < C(t’ Q) v.]9
(7.2) {|D"?*%>q,8,, ol <Ci(t, ¢), (k: entier donné tel que 0=k =p);
|D™*b, S,, ol <B(t, 0);
C(t, @), C.lt, o) et B(t, @) sont des séries formelles, dont chaque coefficient est
une fonction bornée de t; nous supposons
¥C(t 0

Ew >0 pour j=0,...,p.
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Nous définissons, comme au n° 6:
(7.3) Ao®)=c(l,m, x, C(t,0)).
Nous définissons la série formelle, s’annulant avec ¢:
A(t, 9)=A4o(0) [C(t, 0) — C(2, 0)];
puis, ¢; ne dépendant que de I, m, n, pk:
Ailt, @) =ci Ao() [1+ C(t, @)]*.

Ao(t, 0)=Ao(t), cg=1.

Bien entendu:

Nous supposons
l .
(7.4) n>?+p,D’blS0=0 pour j<n.

Lemme 7. Le probléme de Cauchy (7.1) posséde une et une seule solution
u(x) telle que |D™u, S,| soit borné: on a pour 0=t<|X|,0<k<p:

- 0 d \
O 0 rheus, ol <o) 1+ 5+ 2 o 0

D(t, @) est la série formelle que définit le probléeme de Cauchy formel

0 a \]?
50— (1+ )] 0. 0= B, o
ot 0o
(7.6) .
P )
—atT(O, 0)=0 pour j=0,..,p—1.
Note. Ce probléme (7.6) se résout en calculant successivement les coeffi-
cients ®(t) (s=0, 1, ...) de P(t, 0); ce calcul se fait par quadratures.
Preuve de (7.5),. Le probléme (7.1) équivaut a la suite de problémes de
Cauchy:
a0, D) uy(x)=u;_y(x), D™ ;] Sy =0,
ouj=1,...,p, uy=b, u,=u.
D’ou, par application du n° 6, 'existence de u, son unicité et les majorations:

ID"'1+ +"‘i+".—j'°°uj’ Sn QI <cl(t) ¢j(t’ Q)’

les @,(t, o) étant les séries formelles définies par les problémes de Cauchy
formels:

[(Tat — At 0) (1 + —(;%)] Pi(t, 0)=P;_1(t, 0)

Qj((), Q) =0
ol @, = B. D’ol (7.4) en prenant @ = ®,, ce qui revient & définir & par (7.6).
Preuve de (7.5), pour1 <k < p- La formule de 1a dérivée (4.2) donne
IDm+n—p+k,oou’ St’ Q' <

d
<"DO 2 DYtITrhy S, o] + ¢ (1 + Eg“)'D’"*"‘P*"‘ "*u S, ol;
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or, puisque a(x, D)u=b, on a, vu la formule de la dérivée |D>*Dj} ...| <
<|D**..,

|D%® D +nP*ky, S, o] <|D"P**=[a(x, D)~ D§]u, S, ¢l +|D""*** b, S,, o

oua(x, D) — D a un premier coefficient nul, car a est normal; donc, vula formule

du produit (4.1), qui s’applique car n—p+ k> /2, et la formule de la dérivée
4.2):

|D"~ Pk [a(x, D) — Dglu, S,, ol <
<||D"Pthkeg S, o (1 + —;E) |Dm¥r-prk-loy S ol.
Les trois inégalités précédentes donnent
|Dm+n—p+k,uou’ St’ QI <
<c"[1+ | D" PTheg S, o] <1 + %) |Dmtroptk=ley S ol +
+c"|D"Pteep S, ol.

D’ou, par récurrence sur k >0, la formule, évidente pour k=0:

k
DTk s, ol < (1 1D a5, ol (142 f 17 s, o
k . 0 k—j .
+¢ Y D oa S el (14 5) DTS, ol
j=1

la valeur de c¢” a été modifiée; la formule de la dérivée (4.3) a été appliquée
al...|.

Pour tirer (7.5), de l'inégalité précédente, il suffit évidemment, vu (7.5),,
de prouver ceci:

(7.7 |D""P*i®p S, 0| < (;t

Preuve de (7.7). Puisque D"~ 'b| S, =0, nous avons

Jj
)(b(t,g) pour j=1,..,p.

X0

-_— 4 .—1
DP+b(x) = S ___("0(],_"{’; Di, DP*7b(x’) dx)

0
pour x=1(Xg, X1, ...y X)), X' =(X05 X1, -5 X)),
060=0, 0<j, j+Bo=n;
d’ou
t

—t j—1
#2715 | LGP0 b S

0
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et, en appliquant ) _sq’_ sup .., ou|flsn—jetag,=0:

t
_, t—ty-! ,
D*~52,5, ¢l < | (—U%w"'wb, Se» 0l dt
0
(7.8) , 3
t—ty-
< S(—(I%—B(t’,g)dt’, pour 0<j<n,
) !
car’
(7.9) ID™*b, S,, ol <B(t, o).

Or le lemme 9.2 va déduire de I’hypothése

dAt, 0 .
T>O pour j=0,...,p—1
que
t
p¢ —_¢V-1 p—j
B(t, o) < 0 (t’Q), S (t. ry B(t’,g)dt’«ﬁ—de_(L.’Q pour 0<j=<p.
(7.10) ar? G—1! orP~J

Les majorations (7.8) et (7.9) de b donnent donc:

PId(t, o)

ID"5b, 8, 0] € 20

pour 0=j=<p.

Voici prouvé (7.7), donc le lemme 7.

§ 3. Problémes de Cauchy formels

L’emploi du lemme 7 va introduire des problémes de Cauchy formels.
Etudions leurs propriétés, dont 'une (7.10) vient d’étre appliquée.

8. Linégalité classique pour Péquation différentielle du premier ordre
Lemme 8. Soit (D(t) la solution du probléme de Cauchy

(8.1) [ —a0] 80=b0, 20)=0,

ou a et b sont des fonctions sommables
a(t)=0; t=0.

Alors Tapplication
(a,b)> D
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est croissante en b et, si b 2 0, en a, pour les relations d’ordre suivantes :
((a<a* signifie: a(t) Sa*(1);

(8.2) b<b* signifie: b(t) S b*(t);
D < P* signifie: D(t) < D*(t) et _dZI? =< j—;;, Vt=0.
Preuve. Cest évident, car
t t
(8.3) &o(t)= S b(t') exp S a(t")dt"| dt' et % =ad+b.

0 t

9. Extension de cette inégalité a un probléme de Cauchy formel
Donnons-nous une série formelle en g, fonction de t =0, A(t, g) telle que

A(t,0)=0;
notons® L 'opérateur

L (t, Qr(%) =A(t, o) (1 + —a%);

soit un entier p > 0. Etant donnée B(t, @), série formelle en g, fonction de t 20,

nous en cherchons une autre, @(t, @), qui soit solution du probléme de Cauchy
formel

d ? oo .
(9.1)—5—L &(t, o) = B(t, ), W(O,Q)=0 pour j=0,...,p—1.

Lemme 9.1. Ce probléme (9.1) posséde une solution unique; elle s'obtient
par quadratures.

Lemme 9.2. Supposons
VA, 0)
ot
Alors Papplication (A, B)—® est croissante en B et, si B> 0, en A, pour les

relations d ordre suivantes:

9.2) >0 pour j=0,..,p—1.

i j
A(t, 9)< A*(t, @) signifie: (—(%) A< <§t—) A* pour j=0,..,p—1;

B(t, 0)< B*(t, 0) signifie: B<B*;

®(t, o)< D*(t, 0) signifie: (%)J d< (%)] ®* pour j=0,...p.

3 Ce qui suit est plus généralement vrai pour

[} 0
Llt, o,—) =A(t, Alt, 9) —
(aao) o+ (")aq
A'(t, 0), A(t, o) étant des séries formelles en g, fonctions de ¢, vérifiant: A(t,0)=0; on compléte
(9.2) par
dA Q)
o

>0.
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D’ol, en particulier, puisque 0< 4, les inégalités (7.10): si B> 0, alors

PP
0<B(t, o) < o 60,
9.3) ‘
e—ey~t o L Tk o)
0< g =T B(t, ¢) dt S
0

Preuve du lemme 9.1. Notons

p—j

le probléme (9.1) se décompose en les p problémes d’ordre 1
0
0.4 5 1] 26.0=0,.0.0, 20,00
ou
J=L..,p, ®,=B et S,=0.
Supposons ®;_ (¢, o) calculé; il s’agit de résoudre (9.4); les coefficients @,(t) de

S

2t0=3 Lo

s=0

se calculent successivement pour s=0,1,2, ... en résolvant des problémes
de Cauchy du type (8.1):

9.5) [Edt— - ao(t)] @,(t)=donnée, ¢, (0)=0
ou

ag(t)= —g%(t, 0).

Preuve du lemme 9.2 pour p = 1. Les coefficients @,(t) de D(t, o) se calculent
par (9.5), ou le second membre donné est une combinaison linéaire, a coeffi-
cients positifs, des coefficients de B et des coefficients ¢, ..., p,_, de &. I
suffit donc d’appliquer le lemme 8.

Preuve du lemme 9.2 pour p> 1. Puisque le lemme vaut pour p=1,9.4),
1

prouve que @, et sont croissants* et, si B> 0, qu’ils sont > 0. Puisque

a i
4 La croissance de (Et—) ®; signifie la croissance de Papplication

a i
(4, B)— (57) '3

pour la relation d’ordre suivante :

AN AN o (a)‘ Y\
(a—t) &< (E) ¥; signifie a7 Dt g)<<5> Yt 0.




Equations et syst¢mes non-linéaires 181

0P,
le lemme vaut pour p =1, (9.4), prouve donc que @, et —= ot sont croissants*

et, si B>0, qu ’ils sont > 0; d’ou, en appliquant n a (9.4), et en employant
2

r 6 PR ——= est croissant* et, si B> 0, est > 0.

Le raisonnement se poursuit de fagon évidente.

Voici un lemme analogue au précédent:

Lemme 9.3. Soit D(t, ¢) la série formelle que définit le probléme de Cauchy
(9.1). Supposons

oA
0,... -
T ——(0,9>0 pour j=0,..,p+k—1
0B
7 (0,0)>0 pour j=0,...,k
Alors
oo
W(O,Q)»O pour j=0,..,p+k.
FRV)
Preuve pour p=1. On applique (5?) (j=0,...,k) & I'équation
%?:L(D+B, puis I'on fait t=0.

Preuve pour p> 1. Puisque le lemme vaut pour p=1,

9.4), donne (0 0)>0 pour j=0,....k+1;

9.4), donnea (0 0)>0 pour j=0,...k+2;

le raisonnement se poursuit de fagon évidente.

10. Enoncé d’un probléme de Cauchy formel non-linéaire
Notations. Etant donnée ®(t, ¢), série formelle en g, fonction de t=0,
i+j
&(t, o) d’ordrei+j=<gq;

. 0
nous notons D?®(t, g) 'ensemble de ses dérivées ———— TP

(g+1)(g+2)

2 ' 1)(q+2
Notons: 7 un vecteur variable ayant pour composantes Lq_t_)2(q_+)
(@+1)(q+2)
2
variables formelles commutant entre elles et avec ¢ ; F,[7, ¢, 0] une série formelle

en (g, 0),a coefficients fonctions de 7; F,> 0 signifie que ces coefficients sont
= 0. Notons

leur nombre est

variables numériques = 0; 6 un vecteur ayant pour composantes

Fy(D*®)=F [D*®(t,0), ¢, D'®(z, @) — D*®(t, 0)];

C’est une série formelle en g, s’annulant avec g si F,[t,0,0]=0.
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Etant donné deux entiers p=2q et deux séries formelles, F, et F,, nous
considérons le probléme de Cauchy Sormel suivant, (il servira a majorer le
probléme qu’énonge le n° 1): trouver pour 0 <t < T (T petit) une série formelle
&(t, o) vérifiant

(10.1) [a—at —Fo(D) (1 + 1?%)]? @ =F (D'9), %j:i(o, 2)=0
et telle que pour J=0,op =1
(10.2) gj%(:;—g—)>0 pour j=0,...,p;
nous supposons Ceci :
F(t,0,0]>0

J
(103) FO[T,O,O]'—'O; %F0[1,9’0]>0 pour U[:O,...,P;

14

ot?

si p=gq, alors ne figure pas dans F »(D? D).

11. Le théoréme de Cauchy-Kowalewski permet de résoudre le probléme (10.1)

sous les hypothéses suivantes: Fy[z, g, 0] et F,[1, 0,0] sont des fonctions
holomorphes au point (0, 0,0); p= q.
En effet (10.1) est du type Cauchy-Kowalewski & un détail prés: dans
I’équation figure non seulement
al'+ jd§
D e t
atl ag_, ( td Q) b

mais aussi

o't

— (£, 0);

ot'dg’ t0);
mais ce détail n’altére ni Pénoncé ni la preuve du théoréme de Cauchy-Ko-
walewski.

Le probléme (10.1) posséde donc une solution &D(t, ¢) qui est une série de
Taylor en g; ses coefficients sont des fonctions de ¢ holomorphes pour
O<[t|<T; T est un nombre > 0, dépendant des données.

Prouvons que & vérifie (10.2) si tous les coefficients de Taylor des fonctions
holomorphes Fy(t, g, 6) et F,(t, ¢, 6) sont =0. Notons

A(t, @ =Fo(®), B(t, o)=F,(D*®);

vu (10.3),, nous avons:
A, 0=0.
Supposons prouvé que:

oo
(11.1),_, W(O’Q)>O pour j=0,..,p+k—1 (k=0),
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ce qui a lieu, d’apres (10.1), pour k=0. Nous avons alors:

j

%(0,9)»0 pour j=0,....,p+k—1,
j

%?—(0,@»0 pour j=0,.. k;

d’ou (11.1);, vu le lemme 9.3.

Donc (11.1), a lieu pour tout k; les coefficients de &(t, o), dévelopée en
série de puissances de g, sont donc des fonctions de t, holomorphes a l'origine,
dont tous les coefficients de Taylor sont >0; ces fonctions et toutes leurs
dérivées sont donc =0 pour 0 <t < T; d’ou, en particulier (10.2).

En résumé:

Lemme 11. Adjoignons aux hypothéses (10.3) les suivantes:

p=q;

Folt, @, 0] et F,[t. 0.0] sont des fonctions holomorphes au point (0,0, 0);
leurs coefficients de Taylor en ce point sont tous 20.

Alors le probléme de Cauchy formel (10.1) posséde pour

0Zt<T (T petit, T>0)

au moins une solution vérifiant (10.2).

12. Opérateurs sur les séries formelles

Etant donné un nombre o> 1, nommons A I'opérateur qui transforme
comme suit les séries formelles:

i Do)=Y L), alors i)=Y - B0
s=0 S! s (S!)'z
. Ay
i F0.0)= T4 Fal),
0]‘.1 'y=(’yl, ,))2’ -..), 0=(01, 02, ..-), 07=0}1"9§2 ceey v!zyl!yz! e
alors
1 0

lF(t,e,0)=§Wg;!—Fw(r), ou |yl=yi+y,+ .

L’opérateur A a les propriétés suivantes, faciles a vérifier (voir [10], n° 19 et
[11],n°6 €t 9):

Formule du produit.
(12.1) MP P)<(AD)-(AYP).

Formules de la dérivée.

oy 0 .
/1( '—a—g—><(i¢)'—5£(/1!l’), si @(,0=0.

oV o\ oY . q+r
x(—) ¢<(—) (1+ —) 10, si jeqa<itl
de de FP 7= q

(12.2)

13 Math. Ann. 170
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Formule de composition (que [6] note: A(F o @) <(AF)o (1d)):
(12.3) AF(P)< f(AD), si AF=f.

Appliquons ces formules au probléme de Cauchy linéaire, formel (9.1).
Lemme 12. Considérons le probléme (9.1) et le probléme du méme type

5t ~at.0 1+ )] ot 0=bt 0, 52 0, 01=0
pourj=0,...,p——1,

ou
‘ a(t,0)=0.
Supposons :
o\’ o\ .
0< (7?7) AA(t, @) < (ﬁ) a(t,e) pour j=0,..,p—1;
0<AB(t, o) <b(t, 0).
Alors

Y iot0<(2) o) pour j=o,.
ot

Preuve pour p = 1. Les formules du produit et de 1a dérivée donnent

(12.4) A[A(, o) (1 + %) d(t, g)]1 < alt, 0) (1 + —a%),ld)(t, 0).

Donc
et 1+ 5] -
[777 —a(t ) {1+ En AD(t, @) <AB(t, ) < b(1, 0);
donc, vu le lemme 9.2 (croissance):

d 0
AD(t, @) < 0(t, 0), 3 AP < a(f

Preuve pour p> 1. Notons

0 I L
Q;= [at —aft, Q)(HE)] ® @o=b, ¢,=0¢;

nous avons les formules analogues a (9.4);:

29, |5 a0 1+ o)) o 0=0,-16.0, 0,0,0=0.

Puisque le lemme vaut pour p = 1, (9.4), et (12.5), donnent

0 0
AD, <€ @y, Ei‘px < E‘h ;

(9.4), et (12.5), donnent alors:

17 0
AP, < 2r 925

AP, <€ ¢, T
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d’ou, en appliquant -(%— A, puis (12.4),2 (9.4),

0* o*
FEERN TR

Le raisonnement se poursuit de fagon évidente et donne

(5) 2o<(5) <
- ; — . <i<i .
az) i < 5;) ¢ pour 0sj<isp;

en particulier, puisque &, = @ et @, = @, on a les inégalités énoncées.
p (pP

13. Classes de Gevrey formelles

Définition. — Etant donné un entier p = 0 et un nombre « = 1, nous nommons
classe de Gevrey formelle I'”® I'ensemble des séries formelles

[c o]

¢ ¢ o
¢(t’ Q) = Z F ¢a:(t)’ F [T’ o, 0] = Z_S—'—F Fsy(t)
! sy S° !

s=0
vérifiant la condition suivante pour ¢ ou t petits:

0 )j _ o o,
(5[ A0 0= L h o
1 & 0

a\ )
(E) AF[5,0,0)= T mmer oy oy Faold U150

S, 7

sont des fonctions de ¢ ou de (g, 6) holomorphes a I'origine, uniformément
par rapport a t ou t; C’est-a-dire : il existe un voisinage de I'origine, indépendant
de t ou 7, ol elles ont une borne, indépendante de ¢t ou 7.

Cette condition peut s’énoncer:

1

1 did,| T+
W +sk lar | =%
ou
1
1 Iaan(T) 1+s+y]

su < 0
S.v,lz [L+s+yP | o

Propriétés. Les propriétés de 4 montrent que I'addition, le produit, la
dérivation en g et la composition transforment des éléments de I'”*® en élé-
ments de I'"@,

Note. Si ®(t, g) et P(t, o) sont des séries formelles en g, alors la série formelle
composée P(t, D(t, g)) est définie quand P(t,0)=0 et seulement dans ce cas
[4 moins que &(t, @) ne soit fonction holomorphe de g].

13*
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14. Résolution du probléme de Cauchy (10.1)

L’opérateur A permet de déduire du lemme 11 la propriété suivante, qu'em-
ploiera le § 4.

Théoréme d’existence, pour le probléme de Cauchy formel, non linéaire

Complétons les hypothéses (10.3) par les suivantes :
(14.1) FoeI™®, F eI*® oy 1<a< %.
Alors le probléme de Cauchy formel (10.1) posséde, pour

0<t<T (T petit, T>0)
au moins une solution ®(t, ) vérifiant (10.2) et
(14.2) bel»@,

Cette solution @ va étre construite par approximations successives.
Définition d’approximations successives Di(t, 0 (K=0,1,...).
Po(t, 0)=0;
quand la série formelle en g, fonction de ¢ >0, Dy(t, 0) a été définie, Dy, (¢, 0)
Pest par le probléme de Cauchy suivant:

0

0 P . Py,
(14.3) E_Fo(djx) 1+% Py 1= F (D dy),

ot/

0,0=0

(=0,...,p—1).
Rappelons que ce probléme (14.3); s’intégre par quadratures (lemme 9.1).
Positivité des approximations successives. Prouvons I'inégalité, évidente
pour K=0:

o\
(14.4), 0< (ﬁ) D2, 0) pour j=0,..., p.

Puisque F, et F,> 0, (14.4), (14.3) et (9.3) impliquent (14.4), ;.
Croissance des approximations successives. Prouvons I'inégalité, évidente
d’aprés la précédente quand K =0:

oV oV .
(14.5)c (5) 26 9< (Z) oxritcer  pourj=0,....p.

En appliquant le lemme de croissance 9.2 aux problémes de Cauchy (14.3)
et (14.3)x, 4, on voit que (14.5), implique (14.5) 4 1-

Définition dune série formelle (t, ), qui servira a majorer les approxi-
mations successives. — Les hypothéses (14.1) signifient ceci: il existe des fonc-
tions £, (z, ¢, 0) et f,(z, o, 6), holomorphes au point (0, 0, 0) et & coefficients de
Taylor 20, telles que:

A o\ .
(Et_) AF°<(_6?) fo pourj=0,...,p, t|<T,
AF, < f, pour |t ST,
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quand 7 est a composantes = 0. Comme (10.3) le permet, nous choisissons
f0(7,0,0)=0.

Considérons le probléeme de Cauchy

[% —fo(@) (1 + %)]P¢=fq (D"(l + e%—)rqq))

o
ot

D’apreés le lemme 11, ce probléme (14.6) posséde une solution ¢(t, @), définie pour

(14.6)

0,90=0 pour j=0,..,p—1.

0<t=<T (T petit, T>0)
telle que

o\
(E) ot 0>0 pour j=0,..,p—1.

Nous choisissons T assez petit pour que

a pP—4q
D4 (1 +Q%> 0]

Majoration des approximations successives. Prouvons I'inégalité, évidente
pour K=0:

j FRY
(14.7)¢ (7%) A¢K<(§>(p pour j=0,...,p,0<t<T.

o0 =T,;

<T,.

Vu les propriétés de A (n° 12), (14.7)x implique

(g?)jm (By) < (T%)J folhd) < (%) 'folo)

P-4 a\" 1
AF,,(DWK)<fq(AD“¢x)<fq(D"(1+Qa—ag) w,() <‘f4(Dq (”Q%) (p>’

car o < p/q. D’ou (14.5)x,,, en appliquant le lemme 12 aux problémes de
Cauchy (14.3)g. ; et (14.6).

Fin de la preuve du théoréeme. Pour 0<t < T, la suite
oo, o by
3 e

0=j=p

est croissante d’apres (14.5) et bornée d’aprés (14.7); elle posséde donc une
limite @(t, ), qui vérifie (10.1) d’aprés (14.3), (10.2) d’aprés (14.4) et appartient a
r»® daprés (14.7). C.Q.F.D.

Nous aurons besoin du résultat suivant, que fournit la démonstration
précédente:
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Théoréme de convergence

Donnons-nous deux séries formelles en 0, fonctions de t(0<t<T): A(t, Q)
et B(t, g) telles que

J
A(t,0)=0, (%) At,@)>0(=0,...,p), Ael”®
B(t,¢)>0, BeI%®

, s a\?
Donnons-nous un opérateur différentiel, dordre q < D, he contenant pas (E)

sigq=p:
0 0
Lq(g,a—, 5?)9

ayant pour coefficients des séries formelles en 0, fonction de t, appartenant a
re® e 0.
Supposons

Isa<p/q.

Définissons, pour 0<t<T, des séries Jormelles en p, fonctions de t, oxl(t, 0),
(K=1,2,...) par les problémes de Cauchy suivants :

0 0 p aj 1 .
[ -400(+ L) o o-800. 22 0a=0 G-0..p-1

d o \1? 0 0 )
l:.a_t. —A(t, 0) (1 + E(Tﬂ Px+1(t, Q)—Lq (Q, E’TQ okt 0),

L .
——(g%l—(o,g)=0, G=0,....p—1)

(Rappelons que ces problémes s'intégrent par quadratures.) Alors

0\ oy .
(E) ox(t, @>0, @per»®, Z(Et—) ¢k(t, 0) converge (j=0,...,p),
K
Y oxel™® pour 0<t<T (o 0<T'ET).
K

Preuve. Les approximations successives @k quemploie la preuve du théo-
réme précédent ont pour expression :

¢0=0, ¢K=(p1+'"+¢x si K>0.

J
Or nous avons vu que ((%) Pk (=0, ..., p) est >0, croit avec K et tend vers

une série formelle dont chaque coefficient est une fonction bornée de .
Note. [10] prouve (§ 4) et emploie (§ 5 et § 6) un résultat plus précis: on peut
prendre T' =T si a < p/q.
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§ 4. Etude d’une application non-linéaire: v — u
Cette étude permettra au § 5 de résoudre 'équation non linéaire par approxi-
mations successives.
15. Classes de Gevrey
Définitions. Soit une fonction f: X —C; nous disons que
feyy@(X) si |[D™*f,S,elel™® pour 0=t=|X|;
c’est-a-dire si

1
sup oo DA, ST <co, pour (815 69=0, 0S¢ S X].
De méme, soit une fonction F: X x Y—C; nous disons que
Fey?®(X xY) si |D“*F,S,xY,¢nv|el>® pour 0<t=I|X]|;
C’est-a-dire si 1
8, T g (P8 3P S ol <o
pour |B|<n, go=0, 0=t=|X];

v est fixe et son choix n’altére pas la condition ci-dessus.

En remplagant |...| par |...|| dans les définitions précédentes, on obtient
celles de y35.

Propriétés. Les propriétés des qua51-normes formelles (n°4) et de '@
(n° 13) ont pour conséquence évidente ceci:
DLy (X)—yin @ (X), si Bosn;
si n>1/2, alors yj3{”(X) est une algébre; sin>1/2+1, f=(fy, f2, ...): XY,
f,€75@ et Feys(X x Y), alors F(x, f(x)) € yi3{” (X).
Dans toutes ces proprletes [2] peut étre remplace par 2,
Note. En particulier, si n>1/2+ 1, si f e y{P(X) et si 1/f est borné, alors

1/f e (X).

Cette propriété permet, si n>1/2+ 1, de diviser chaque opérateur différentiel
ey} (X) par son premier terme, sans qu’il cesse d’étre dans Y533 (X); autrement
d1t Phypothése, faite ci-dessus, que ces opérateurs sont normaux devient
superflue.

16. Définition d'une application v—u

Etant donnée une fonction v: X —C telle que Djv|S,=0 pour j<m,
nous définirons une fonction

u:X'-C, ol X :0=Zx,<|X'|(X'CX),
par le probléme de Cauchy:
a(x, D™~ v, D)u=b(x, D™v),
16.1
(160 {D{,ulSo=0 pour j<m.
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Nous supposons que a(x, y, D) et b(x, y) ont les propriétés qu’énonce le
n°20:(20.2) ... (20.7); les dérivées de v qu’on substitue aux composantes de y
s’annulent donc sur S,; Y est donc un voisinage de I’origine.

Nous supposons en outre

(16.2) veYFT"@(X), Div|Sy=0 pour j<m+n,
(16.3) D{b(x,0)|S,=0 pour j<n.

Enfin, y sera le caractére de régularité de ’ensemble des q..

Nous allons voir que, sous ces hypotheéses, (16.1) définit une application
v->u; nous allons la majorer et majorer son module de continuité; il suffira
d’appliquer la formule de composition (4.4) et le lemme 7.

17. Existence et majoration de Papplication v—u

D’aprés I'hypothése (16.2), il existe des séries formelles en g, fonctions de
t0=t<|X)), P,(t, o) telles que:

[Dmrrmethoy S, ol < Wit @) (k=0, ..., p);
j
(17.1) ¥,er*®; Woerr»®, (—;7) ¥o(t,0)>0 pour j<p, 0<t<|X|;
Notons #,(0,0)=0.
(17.2) Y(©)=Y,(t,0), ce qui implique (0)=0.

La formule de composition (4.4) et les hypothéses (20.2) ... (20.7) permettent
de construire, 4 partir de
ID™* "0 ®a;, 1 (x, y, D), S, x Y, g, 1, v|
ID™*al(x, y, D), S, x Y, o,n, v
ID™*b(x, y), S, x Y, g, 1, v|
des séries formelles en deux variables (0, 0), a coefficients fonctions de t:
Clr,0,0]er»®, C,1,0,0]er*®, B[, 0,0]er®®
telles que®:
IDms*r=d g, (x, D"=misPiy, D) S, o]l < C(¥o),
ID"~P*5®a(x, D=1y, D), 8, o] < Cy(¥,_,) k=1,...,p),
ID™*b(x, D™v), S,, ¢| < B(¥?,),
<B (‘Pp_l + —6% Y’p_l) si qg=p;
C(¥y), Ci(¥i-)), B(',) sont des séries formelles en o, fonctions de ¢; ces séries
€l'>®, Leur définition exige D™ve Y; pour réaliser cette condition, il suffit
(Sobolev) de prendre y(t) suffisamment petit; donc de prendre:
0=t=T(y)
* Rappelons gue C('P) désigne la série formelle en o fonctionde t:
C[¥(0), 0 P(t, 0 P(t,0)].
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ou T(y) est une fonctionelle de y, dont la définition est évidente et qui vérifie:
0<Tw) =1X]|.
Nous choisissons C|[z, g, 6] tel que

ol
'_'C[T’ Q’B]>0 pour jép

ot
Comme au n° 7, nous considérons la fonction de ¢
(17.3) Ao(w)=c(l,m, x, C[v(2),0,0]),

la série formelle en g, fonction de ¢, définie pour 0 =t < T(y):

(17.4) A, ¥o) = AW {Clw (), ¢, ¥o(t, ) — w(©)] — Clw(t),0,0]}

enfin la série formelle en g, fonction de t, &(t, g) que définit le probléme de
Cauchy formel

([ 2 - aw. w0 (1+ 5o)] eto=B) s a<

(17.5) < =B(<1+5%)W,,-1> si q=p;

i )

\——a—t—j—(o, ¢)=0 pour j<p.

A, BeI'>@; vu le théoréme du n° 14 et I'unicité de la solution du probléme
(17.5),

delrr®,;
@ est défini pour 0=t < T(yp).
Le lemme 7 montre ceci:
La solution u(x) du probléme de Cauchy (16.1) existe et est unique sur la bande
X,:0=x,=T(y);
uey; "@(X,);

plus précisément on a

(17.6) |[Dmtn-pthoy S o] < ®,(t, 0) k=0, ...,p
ol
Do =Ao(v)P
(7.7 {tpk:c;"Ao(w) [1+ Cilye- )I* <1+ —g—t—+:—g)k¢ (k=1,...,p).
Notons que

Diu|Sy=0 pour j<m+n;
en effet
Dib(x, D" ?*1y(x))| So=0 pour j<n.
Ces résultats vont servir & prouver le lemme que voici:
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18. Un sous-ensemble de y3*™@(X’) que Papplication v—u applique en lui-méme
Lemme 18. 11 existe une bande
X':0=x=1X|
et des séries formelles en g, fonctions de t0=t=1X)

Dt 0 eI (k=0,..., p)
telles que si .
IDm+"_p+k'wv’ S, 0l < d,(t, 0), D{)U'So =0

sous les hypothéses
' 0<t<I|X'|,k<p,j<m+n,
alors on a, sous ces mémes hypothéses :
|DmrrmRth Y, S, 0] < B, ), Dhu|S,=0.
Preuve. 11 suffit de choisir au n° 17 les Yi(k=0, ..., p)tels que

Wh(t9 Q) = ¢k(t, Q) ’
Cest-a-dire, vu (18.7), tels que

{W0=A0(V’)‘p

(18.1) 3 PN
P=ciAo®) [+ G )P (14 -+ L) 0 k=1,...p).

Notons
Pp(t)=2(t,0);
la définition (17.2) de y(t) s’écrit donc:
4
v=A4ov) o,

(18.2) J ol Ay(w) est une fonction de y que définit (17.3); elle vérifie

i
A0(0)>0,L°(."’);0 pour v20,j=0,...,p.
L dy’

Nous montrerons (fin de ce n° 18) que, pour y petit, (18.2) équivaut a une
relation

r .
v=f(®) (¢ petit),
{ ol f est une fonction vérifiant
df
0)= 0, —
|/O=0
Les relations (18.3) et (18.1) permettent d’exprimer p et ¥, (k=0, ..., p) en

fonction des dérivées de @ d’ordres <k; on peut donc éliminer p, P, et
¥ (ou ¥,_,)de(17.5), qui s’écrit avec les notations du n° 10:

|23 ~Fu@) (1+ 5] e=Fr

oo )
W(O’ 0)=0 pour j<p;

(18.3)
20 pour ¢ petit 2 0,j=0,...,p.

(18.4)




Equations et systétmes non-linéaires 193

(18.4) est un probléme de Cauchy formel d’inconnue @; F,, [1, o, 0] et F, [z, o, 0]
sont des séries formelles en (g, 0), fonctions de 7, vérifiant :

FoeI'™®, F er®®,
6jF0 [Ta Qa 0]

Fo[r,0,0]=0,—37

>0 pour j<p,F,[1,00]>0;

P
si g =p, alors %t—f ne figure pas dans F (D?®).

Pour satisfaire (17.1), il suffit qu’on ait
It 0)
0

(18.5) oel»® ———=— >0 pour j<p.

t
tJ

D’aprés le théoréme d’existence du n° 14, le probléme de Cauchy formel
(18.4) posséde une solution @ vérifiant (18.5). La preuve du lemme est achevée.

Preuve de (18.3). Faisons croitre y de 0 & un nombre { suffisamment petit
pour que /Ay () soit croissant, c’est-a-dire pour que

yp dA,
18.6 —
Alors ¢ croit de 0 2 ¢ et la relation yp = Ay () ¢ équivaut a une relation
v=[le) 0=¢=9),

ou f est une fonction croissante telle que f(0)=0, f(¢)=0. Supposons
prouvé que

<l1.

-1 ,
fs ,W,_fl 20 (=p).
&
Alors I'application de g

a la relation f (@)= Ao(f(¢)) ¢ donne
10 ta] 1

c’est-a-dire
[_i_dAo]d’f' >0
Ay dplde’ —
et, vu (18.6):
df
- >
o 20.

Voici prouvé (18.3).

19. Module de continuité de Tapplication v—u

Notons I'® I'ensemble des séries formelles en g, indépendantes de ¢,
appartenant & '@,
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Lemme 19. Supposons qu’on ait sur X, pour h=0,1:

a(x, D™~ v, D) u, =b(x, D™v

(19.1) (. w D) uy, ( )
Dyu,|So=0 pour j<m

[D™* ™y, S, o < O(o), D™, S,, 0| < O(g), Oel'™,
D'v,|So=0 pour j<m+n, donc Diu,|So=0 pour j<m+n.

Il existe alors des séries formelles en 0, appartenant & I'®, dépendant de a, b, O,
mais indépendantes de u, et v,,

A(0), B(e)
vérifiant :

A()>0, 4(0)=0, B(g)>0,

telles qu’on ait, pour k=0, v P

0 a \
DR () — ug), S, 0] < C(e) (1 tort E) ot 0,

si Pon a, pour k=0, .
D" ~% (0, —00), 5, 0l <C@) (1+ 2+ L o1,
ot do
5i C(@)>0, CeI'™ et si ¢ft, ) est la solution du probléme de Cauchy formel

[2 a0 1+ 3] #t0=80c@ (1+2 + 2y

ot do
quand q<p,
) _ ( 0 ﬁ_)”"’a_w
) B(e) C(o) |1+ Friaa 7o 30
quand q=p,

& ,
fat?-i(o’ @)=0 pour j<p.

Preuve. Nous avons
a(x, D™~ 'y, D) (ug — u;) = b(x, D™v,) — b(x, D™v,)—
‘ — [a(x, D""‘vo,D)—-a(x,D"“lvl,D)]ul;
autrement dit, en notant

vy=(1—h)vy+hv,, h variant maintenant de 0 at,
nous avons

1
a(x, D™~ lvo, D) (uy — u)= Z DB(Uo R jbﬂ(x: D™v,) dh
(19.2) ! 0
= Y DP(vo—vy) - [ ag(x, D™ 1v,, D) u, dh
] 0
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ou
Bl<m—p+q, DP+D7 si p=gq,
0b(x, y) da(x, y, &)
by(x, y)= et agx,y, &)= ——.

Or, par hypothése:
ID"*™®v,, S, 0| <O(g) pour 0<h<1.

Donc, vu la formule de composition (4.4) on peut construire, en fonction de &
et des normes formelles de a et b, une série formelle B(g), indépendante de v,
et u,, telle que

ID™“bp(x, D™vy), S, el + [|D™* ay(x, D™~ vy, D) uy, S, ell <B(e) ;
vu les propriétés des classes de Gevrey formelles, on peut choisir
BelI®,
Donc (19.2) donne, vu la formule du produit (4.1) et la formule de la dérivée (4.2)
|D™*a(x, D™~ P* vy, D) (o — uy), S, @] < B(@)ID™*""?" vy —vy), S,, el
quandg<p,
<B(o) (1 + 6%) ID™*"" 1 (vo —vy), Syl quandg=p.

I1 suffit d’appliquer le lemme 7 a cette inégalité pour obtenir le lemme 19.

§ 5. Déquation quasi-linéaire
20. Enoncé des résultats
Donnons-nous sur une bande de R'*!
X:0=x0<|X|, debord Sy:x,=0,
le probléme de Cauchy
a(x, D™~ 'u, D) u = b(x, D™u)
{D{)“ISO donné €y“(S,) (i<m);

son inconnue est la fonction numérique complexe u(x).
Nous faisons les hypothéses suivantes:

(20.2) a(x, y, D) ey (X x Y) et b(x,y) €y (X x Y)
[2]

sont respectivement un opérateur différentiel d’ordre m et une fonction, donnés
sur X, dépendant d’un paramétre ye Y ; Y est un ouvert de 'espace vectoriel
complexe de dimension égale au nombre des dérivées de u d’ordres <m;
Y contient 'adhérence des valeurs prises par les données de Cauchy Dju|S,;
quand on substitue 3 y, dans a(x, y, D) et b(x, y), les dérivées d’une fonction
v(x), on obtient a(x, D™ v, D) qui ne dépend que des dérivées de v d’ordres
<m— 1, etb(x, D™v), que nous supposons indépendant de D3 v; nous supposons

(20.1)

(20.3) a(x,D""'v,D)=a, ... aj.,(x,D" ™ Py, D)...a,,
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ou
(20.9) aj4+1(x, y, D) e ypyt "~ @ (X x Y)
est un opérateur régulierement hyperbolique sur X x Y, Vj;onanoté:
(20.5) m;=ordre (a,)+ * + ordre (@), my=m,my=0.
Soit q le plus petit entier tel que
0=q=<p
(20.6) a(x, D"~ v, D)=a(x, D"~ P*4y, D)

b(x, D™v) = b(x, Dm~Pray) .,

le sens de cette derniére relation est, bien entendu, le suivant: b(x, D™v) ne
dépend que des dérivées de v d’ordres Sm—p+q.
Nous supposons enfin

p
X Sas —, — .
(20.7) 1sas 4’2 +p<n

Voici les théorémes que nous allons prouver:

Théorémes d’existence et d’unicité
11 existe une bande
X':0=x,<|X| (X'cXx)
sur laquelle le probléme de Cauchy (20.1) posséde une solution
uey; "@(X).
Sur aucune bande plus petite
X":0=x<|X"| X"cXx)

il ne posséde de solution € y7* ™@(X") autre que u.

Note. Si ¢=0, on peut prendre a = oo, c’est-a-dire employer comme dans
[3] des espaces de Sobolev au lieu de classes de Gevrey: on est dans le cas
strictement hyperbolique : voir P. DIONNE [3].

Note. Un exemple de Giorgr [6] montre que ces théorémes d’existence et

d’unicité sont faux si£ <a.
q

Théoréme local d’unicité (domaine d’influence)
Supposons
Isa<p/q.

Soient deux fonctions u, e yp+m@(x )(h=0,1) qui, sur un domaine D' de X ’,
soient solution du probléme de Cauchy (20.1). Supposons que D' posséde la
propriété suivante, relativement au céne caractéristique de Popérateur

a(x, D" 'u,y, D) :
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Pémission rétrograde® dans X' de tout point de D' appartient a D' US,,. Alors
ug=u; sur D',
Note. 1l suffirait de supposer u, € y2*™®(D’), moyennant diverses compli-

cations, dont la premiére serait de définir y3+™@(D").
Prouvons d’abord le théoréme d’existence.

21. Réduction a des données de Cauchy nulles

Il est ais¢ de déduire de (20.1) les valeurs que doit avoir Dju|S, pour
j=m,...,m+n—1; ces valeurs ey{(S,). Construisons sur X une fonction
we s ®(X) telle que Dyw|S, (f<m+n—1) ait ces valeurs; prenons pour
nouvelle inconnue u — w.

Nous voici ramenés au cas suivant: les données de Cauchy sont nulles,
c’est-a-dire: ’

(21.1) D" lu|S,=0;
de plus le probléme (20.1) implique
D™+ 1y|S,=0.

D’ol, en appliquant D"~ ' 3 qu=»b:
D" 1b(x, D™"u)|S,=0;
Cest-a-dire:
(21.2) D}b(x,0)|S,=0 pour j<n.
Voici donc réalisées les hypothéses (16.3) qu'emploient les lemmes 18 et 19.

22. Définition dapproximations successives

Notons uyx (K=0,1,...) ces approximations successives de u. Nous

choisissons
u=0;

nous définissons ug, ; & partir de uy par le probléme de Cauchy
{a(x, D™ Pty D)ug,, =b(x, D™ Py,

(22.1) :
Dyug.11So=0 pour j<m.

23. Majoration des approximations successives

Le lemme 18, ol I'on remplace les @,(t, ¢) par une série formelle, ©(p),
qui les majore et est indépendante de t, a pour conséquence immédiate ceci:
il existe une série formelle en g, indépendante de K, @ € I'®, et une bande
indépendante de K :

X"0=x,=|X|
¢ L'émission rétrograde d’un point x de X’ est la réunion des arcs de X’ d’extrémité x, a

tangente dans le cOne caractéristique (cone convexe) de 'opérateur linéaire a(x, D™—P*ay, D);
ces arcs sont orientés dans le sens ou x, croit.
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sur laquelle tous les ug(x) sont définis et vérifient
(23.1) ID™* "2 uy, S, o < (o).

24. Convergence des approximations successives

Le lemme 19 a pour conséquence évidente ceci : il existe des séries formelles
en ¢, indépendantes de K, A(p), B(g) appartenant & I'® et vérifiant

A(@)>0, A(0)=0, B(g)>0

telles qu’on ait pour 0 <t < | X' et pour k=0, ..., p:

_ 0 0\
(24.1) |D™*n p“"w(ulﬁl —ug), S,, 0| < ClO\l+——+— Px+1(t 0),
ot do

quand on choisit Ce I'® tel qu'on ait (24.1) pour K =0 et quand @, , est
défini, pour K >0, par le probléme de Cauchy formel

(240 (1+2 )] oxertco=5 €@ 1+ 5+ -2 oxtt 0
quand g <p,
0 0\ ! de
4. J - ( 9 ‘> 9ok _
(24.2) B(e)C(o) |1 + a7t 70 70 quand g =p,
o :
(27 ©9=0 pour j<p.
D’apres le théoréme de convergence du n° 14, la série
oV )
Z(E) ¢k(t 0) i<p
K

converge pour 0 <t < |X"|; donc
o\
Igl_{rolo (Ft-) ¢kt 0)=0 pour 0<Zt< | X,
Par suite uy converge vers une limite u sur la bande
X":0=5x0<|X"|.
Plus précisément, vu (24.1), D™* "y, converge vers D™*"y sur X ”s
ueyztn@(x”),

Les théorémes de Sobolev permettent de préciser que D™ u, converge uniformé-
ment; vu (22.1), u est donc solution du probléme (20.1).
Voici prouvé le théoréme d’existence qu’énonce le n° 20.

25. Preuve de premier théoréme dunicité (énoncé n° 20)
Supposons que
(25.1) ueyztm@(x) (h=0,1)
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soient deux solutions distinctes du méme probléme de Cauchy (20.1). Notons
X*:0<x,<|X*
la plus grande bande semi-ouverte ot elles sont identiques. En remplagant X

par X — X* nous obtenons deux solutions Uy, u; d'un méme probléme de
Cauchy (20.1), qui sont distinctes sur toute bande

X:0=x,<|X| (X'cX).

Montrons que c’est incompatible avec 'hypothése (25.1).
Réalisons les conditions (21.1) et (21.2); appliquons le lemme 19, en ¥
faisant u, = v,; nous obtenons ceci: I'inégalité

0 0 \*
(25.2)k |DmrrmRtRoy, —yg), S, 0] < C(o) (1+§+55) ex(t.e), (k=0,...,p)

implique I'inégalité (25.2)¢, ,, si ®x+1 est défini par le probléme de Cauchy
formel:

([2- 401 +3)] o 16.0=B0C@ 1+ Z+-2) o0

de
4 quand g <p,
d a>q—la(px _
=B0CO (1+5+52) quand g=p,
¥ oxiq _ . .
0 0.0=0 pour j<p;

ce probléme est indépendant de K ; A(0)=0.
Choisissons, ce qui est possible par hypothése, ¢, tel que (25.2), soit vrai
et que

@ Vo, ,
@™, 54 (£ 0>0 pour j<p.
D’apres le théoréme de convergence du n° 14,

; <—§—t)j¢x(t, Q) G=p

converge sur un intervalle 0<t < |X’|; donc

j
lim (58;) ¢x(t, @)=0 pour 0=Ztr<|X'|, j<p;

| G-
donc
Up=u; surlabande X':0<x,<|X'|;

cette conclusion contredit les hypothéses.

Voici prouvé le premier théoréme d’unicité. Son seul intérét est de ne pas
exiger a < p/q, ce que va supposer le théoréme d’unicité locale, dont les con-
clusions sont plus fortes.

14 Math. Ann. 170
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26. Preuve du théoréme d’unicité locale (énoncé n° 20)
Soient deux fonctions
u, €93 (X)) (h=0,1),

solutions sur D’ du probléme de Cauchy (20.1). Sur D', nous avons donc (19.1),
avec v, =u,. Donc uy,—u, vérifie une équations hyperbolique non stricte,
linéaire et homogene; ses coefficients vérifient les hypothéses qu’énonce le
n°23 de [10]; D™ *(ug —u,)|So = 0. D’aprés le théoréme d’unicité qu’énonce
le n° 24 de [10] et la note qui suit ce théoréme, nous avons donc

ug=u, sur D';
le théoréme est prouvé.

§ 6. Systémes quasi-linéaires diagonaux

L’ extension des théorémes du n° 20 aux systémes quasi-linéaires diagonaux
est aisée ; nous ne donnerons pas le détail des preuves ; mais nous expliciterons
les résultats, que A. LICHNEROWICZ [12] et Mme. Y. CHOQUET-BRUHAT [2]
appliquent & la magnéto-hydrodynamique relativiste.

27. Enoncé des résultats
Donnons-nous sur une bande de R'*!
X:0Zx,<|X|, debord Sy:x,=0
le probléme de Cauchy’:
(27.1) {a"(x, D™=k, Dyu* = b*(x, D™ u),
Diu’|S, donné ey9(S,), (j<m'—n’),

ou u, vvalent 1, ..., N; les inconnues sont les N fonctions numériques com-
plexes u(x).

Nous faisons les hypothéses suivantes:
(27.2) a'(x,y, D) ey (X x Y) et b'(x,y)ey; (X xY)
sont respectivement N opérateurs différentiels d’ordres m” —n” et N fonctions,
donnés sur X, dépendant d’'un paramétre ye Y; Y est un ouvert de 'espace

vectoriel complexe de dimension égal au nombre des dérivéesdesu”(v=1, ..., N)
d’ordres <supm*—n"; Y contient 'adhérence des valeurs prises par les
13

données de Cauchy Dju’|S,; quand on substitue dans a*(x, y, D) et b*(x, y)
a y les dérivées de fonctions v*(x), on obtient

a’(x, D™ " "1p* D) et b"(x, D™ "v"),
que nous supposons indépendant des Dg“~" v*; nous supposons
(27.3) a’(x, D™ ™" 1pk D)=aj...a},(x, D™ "™ TPk D). 4},

7 Bien entendu, si m* <n", alors ni #* ni aucune de ses dérivées ne figure dans b*(x, D™ ™" u*),
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ou
(27.4) ajs1(x, y, D)€y~ 4@ (X x Y)
est un opérateur régulierement hyperbolique sur X x Y; on a noté
(27.5)  mj=n"+ ordre(a}) + - + ordre(a)), m,.=m’, my=n".
Soient g* les plus petits entiers tels que
0=g¢"sp
{a“(x, D=1yt D)= a¥(x, D™ " TP Ty D)

(27.6) - e
b (x, D™ =" 0k) = b (x, D™ TP e )

Nous supposons enfin

P!

(27.7) 1 iy

IIA
lIA

o +p'<n’, Vv.
Théorémes d’existence et d’unicité
Il existe une bande
X :0=x,<|X'] (X'CX)
sur laquelle le probléme de Cauchy (27.1) posséde une solution
uweyy@(X).

Sur aucune bande plus petite X" il ne posséde de solution € y3"®(X"), autre que u".

Note. Si g" =0, Vv,on peut prendre o= oo, Cest-a-dire employer des espaces

de Sobolev au lieu de classes de Gevrey ; on est dans le cas strictement hyper-
bolique.

Théoréme local d’unicité (domaine d’influence)

Supposons
1=a<p,/q,,Vv.

Soient, sur un domaine D' de X', deux solutions
upeys @ (X) (h=0,1)

du probléme de Cauchy (27.1). Supposons que D' posséde la propriété suivante,
relativement au céne caractéristique de Topérateur []a*(x, D™ "™~ 'u, D):

v
Pémission rétrograde dans X' de tout point de D’ appartient a D' US,,. Alors

up=uy sur D'.

28. Preuve sommaire

On opére, comme au §5, par approximations successives, aprés s’étre
rameneé au cas:

Diu’|Se=0 pour j<m’'—n"; Dib*(x,0)|So=0 pour j<n’.

14*
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Il faut d’abord avoir étudié, comme au § 4, I'application v—u que définit le
probléme de Cauchy

a*(x, D™ ="~ 1p* D)u’ =b(x, D™ " v¥)
(28.1) . .

Dyu’|Sy=0 pour j<m’'—n".
Majoration de Papplication v—u. — Supposons, comme au n° 17,
ID™ TPkt S, 0l < PR @), (k=0, ..., p")

les ¥ vérifiant (17.1); on pose
(28.2) w(t)= Z Y5t 0);
on obtient, sur une bande X, : v

Dtk S, 0l <@t o) (k=0 ..., p"),

en posant

P = Ao(y) D° )
) ops = oty 1+ C)P 1+ 242 ) Vo,
ou

O<j=p"ri=inf(p"—j—1,4"—j), P»=¥4 pour r<0,

et en définissant les ¢” par le systéme de Cauchy formel :

[2 sz fie 2] ot 0= s

bl ¢ .
5 0.09=0 pour j<p’;

(28.4)

dans B*, on remplace ¥4, par <1 + .6%) ¥%u_1,quand ¢* = p*.
Un sous-ensemble de y3"“(X") que {v’}—{u’} applique en lui-méme
s’obtient alors, comme au r;" 18, en montrant qu’on peut choisir
(28.5) ‘ V=),
On note
@)= Z @'(t,0);
la définition (28.2) de y s’écrit donc
v=4,w)¢;
on met, comme au n° 18, cette relation sous la forme
(28.6) o=f(v).
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En éliminant les &; entre (28.5) et (28.3), on obtient
Yo =A4oy) 9’
(28.7)

(L0 . Yy
v o =c" A) ot | do. '
P j=c"Ao(w) [1 + C(P2)] (1+ o * 69) 7

Puisque rf =p* —1i, o0l i>j, les équations (28.7) se résolvent par un nombre
fini d’itérations; on obtient, en employant une généralisation évidente de la
notation du n° 10:

¥, _;=G}(p, D" i, Dt d"), ou ixj.
Prenons j > 0, ce qui implique i > 0, donc r# < ¢*; il vient :
¥, _;=Gj(p, D" I®’, D*~1¢*) pour j>0;
d’ol, en faisant j=p*—g¢” quand ¢"<p’, puis j=1 quand ¢q"=p":
{5”;‘, =G"(y, DT P, D"~ 'd¥) pour q'+p’,
b S

En portant (28.8) dans (28.4), nous voyons que {&"} doit étre une solution
du probléme de Cauchy formel

(28.8) e 1
1=G(p, DY 'd*) pour ¢'=p°.

0 o \1” "
3 — Fy(P*) (1 + 7y P’ = F" (D" ¢")
(28.9) ; ¢
oo 0,00=0 pour j<p’;
a tj , @)= p J D
ce probleme a des propriétés analogues  celles du probléme (18.4); par exemple :
P bv
% ne figure pas dans F*(D% ®*).
Il sagit de trouver une solution du probléme (28.9) telle que
o 09
(28.10) " eI'PO®, 6(5 (t,@>0 pour j<p'.

Une telle solution existe, car le théoréme d’existence du n° 14 s’étend
aisément 4 des systémes formels du type (28.9).

Voici achevée la construction de I'ensemble que I'application v —u applique
en lui-méme.

La majoration des approximations successives en résulte, comme au n° 23,

Le module de continuité de Tapplication v—u est donné par un lemme
analogue au lemme 19: on suppose

ID™*u}, S,, 0l < O(e), ID™*u}, S, 0| <O(), o Ol h=0,1;
ona

- 0 a \*
@811 (Dbt ), ol < C@) (14 57 + ) #6 0
(k=0,...p")
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si 'on a
mH — pk + k, co 4 0 )
(28.12) |D™7FTRR(W] —vg), S 0l <C(Q) L+ - + Fr3 v, 0)
(k=0,...,p")
et siles ¢* sont la solution du probléme de Cauchy formel :

[% — A(e) (1 + %)]pvqu ;BZ(Q) Co) <1 + Taa? + i)quw“

@8:13) 4 ¢
\4 F v,
pw (0,0)=0 pour j<p’;
0 0 )"“ u , ( 0 0 )”““‘ oy
. —_—t = 1 R —
dans (28.13), (1+ ET: + 7 y* est remplacé par {1+ EP + 7 20

quand ¢"=p"; A, B, dépendent de a’, b’, @, sans dépendre de uj ni de v};
A(0)=0; A, B, sont >0eteI'®.

La convergence des approximations successives en résulte, comme au n° 24,
en employant une extension facile, aux systémes formels, du théoréme de
convergence du n° 14.

Les théorémes d’unicité se prouvent, comme aux n° 25 et 26.

§ 7. Systémes quasi-linéaires ou non-linéaires

29. Un tel systéme peut étre transformé en un systéme a partie principale
diagonale, c’est-a-dire du type qui vient d’étre étudié au § 6: voir Mme. Y.
CHOQUET-BRUHAT [2].
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