Séminaire BOURBAKI
(Mai 1951)

IA RESOLUTION DES PROBLEMES DE GAUCHY ET DE DIRICHLET
AU MOYEN DU CALCUL SYMBOLIQUE ET DES PROJECTIONS QRTHOGONALES ET OBLIQUES

par Jean LERAY,

I, CALCUL SYMBOLIQUE ; PROJECTIONS.

SAMAIRE du I, - Le n° 1 définit un anneau E et un sous-anneau F de fonctions
réelles, un anneau A et un sous-anneau B de fonctions holomorphes ; il définit
sur ces anneaux diverses normes. Au n°® 2 la transformation de Laplace et le théo-
réme de Plancherel montrent que E est une algébre sur B et F une algébre sur
A , ce qui définit le caleul symbolique. Lo n°® 3 4éfinit des projections, qui ne
comnutent ni entre elles, ni avec les opérateurs {(qui commutent entre eux) de cal-

cul symbolique,

HISTORIQUE. — M, RIESZ et L. GARDING ont utilisé quelques opérateurs du calcul

symbolique, H, WEYL, VISCHIK, GARDING ont utilisé des projections orthogonales ;
pour la théorie des projections, voir J. DIXMIER,

1, Définition de deux anneaux fonctionnels et de leur topologic.

Données. - Nous nous donnons un espace vectoriel X sur le corps des nombres
réels (dim X =1 (o) , son dual & et, dans & » un domaine convexe [* .

Définition de l'anneau E et de son sous-anneau F. - Les fonetions £(x)

définjes sur X et mesurables possédent les normes
1

269 1, =0 [ [1e" axyeix 37

E sera l'ensemble des f(x) telles que

e

e (8 x) £(x) ]!2 ( +o0  pour tout ¥ € [
1thypothése que [* est ouvert et 1'inégalité de Schwarz montrent que
- x
lem B e I, (oo powr £eE, TEL ;

donc, » désignant le produit de composition,
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flw fZEE si fl ot f2€E.

E , muni de ce produit, est donc un anneau., Les f(x) dont les dérivées de tous
ordres existent et appartiennent & E constituent un sous-anneau de E j nous le
notons F .

Nous utiliserons sur E la topologie borne supérieure des topologies définies

sur les normes | e~ <&,x) £(x) || P + € [0 1 relativement A cette topologie
E est complet.

Définition de 1l'anmeau A et de son sous-anneau B, -~ A est 1'anneau que

=

constituent les fonctions a( g + in) holomorphes dans le tube (g, p) €[x &

.

ot inférieures & certaines puissances de | \7ll pour ¥ € partie compacte de
[y Ipll— o « 0n pose

la(z+ip) |l =[L /la(§+ 1p)Mdp, wadp ]

la(z+ip) = bozgxg'gup la(g+ ip)] , pour ¥ fixe.

S

B est le sous-anneau de A constitué par les a( 5+ 17 ) tels que
I a(g+1ip) "oo est borné sur toute partie compacte de [’ .

Nota, — Dans A 1la multiplication est la multiplication numérique et non le
produit de composition,

2. Le calcul symbolique.

D'aprés le théoréme de Plancherel, lo transformation de Laplace

21 tx)—alg+ ip) = (2%) 2[ f o SEHD T p(3) ax poesdx,

est un isomorphisme de E sur l'anneau constitué par les a(g+ iy) holomorphes
dans le tube ['x @ et tels que [l a(3+ip) |, soit borné sur toute partie
compacte de [ ; or cet anneau est un idéal de B ; donc,

gl £(x)€E ot b(E+ip)€B, alors 1 (b, $E)€E ;

L -1 (be §£) sera noté b(p) £(x) et nommé produit symbolique de f£(x) par
b(p)« En vertu de cette définition E est une algtbre sur Bt b(p) €B est un
opérateur lindeire de E tel que

b(p) [£,(x) » £,0)7=[b(p) £,(x) T £,0) = £,(x) » [B(p) £,6)]
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PROBLEMES DE CAUCHY ET DE DIRICHLET

(b, (p)eby(p) ] £(2) = by (p) [b,y(p) £(x) I = by(p) [b(p) £(x) 135
b(p) est continu ot, plus précisément
(1) D B np) ) I, g N o(5+19) I, « e <E™ 200 |,

pour tout ¥ &€L' , On déduit de (1), cecl & si [ n'est pas borné, la valeur
de b(p) f£(x) au point x ne dépend que. de la restriction de f(x) & x+C,
C étant l'adhérence de l'ensemble convexe ( ) que constituent les points x tels

e
borne inf [log || b(x+ ip) "oo -<{E,x>] - .
EE€&
A chaque b(p) correspond une distribution k telle que
b(p) £(x) =k » £ ;

si b g) = 0 est un clne algébrique sans singularité, k s'exprime 2 l'aide
d'intégrales abéliennes (HERGLOTZ, BUREAU, PETROWSKY) ;
si | o(g+ip) l,<o , X estla fonction

(2) k(JC) = (2%)—% o-o/e<2+ il’) ’x>a(g+ iD) d!)l XY dl)e’ .

REMARQUE 1. - Soit une fonction analytique b(%) ; || b(g+ip) "n est une
fonction convexe de § (HARDY), définie sur un ou plusieurs ensembles convexes
disjoints @ f’l seany r’o_ (BOCHNER) ; notre hypothése que [ est convexe n'est
donc pas restrictive ; mais, si o ) 1, le symbole b(p) f(x) n'est défini sans

ambiguité que si 1'on précise le choix de [ en écrivant 1 b(p) f£(x) pour péelly
EXEMPLE 1, - Soient un point a de coordonnées 8yreeerd 9 et une fonction

f(xl,...,x&) de carré sommable, nulle hors d'un compact @

B1PytesetagPy
e f(xl,...,x,z‘) = 1‘(x1+a.-1,...,x€ + a&) 3

C est le point a o

EXEMPLE 2, x
1
1
5‘1 f(xl,.nQ'XQ‘) -— f(t,ﬁ’-u.’xe) dt pO'ur pl 7 0 ;
-0

(1) Cot ensemble est une réunion dénombrable d'ensembles fermés convexes.
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+00
= —/ f(t,xz,...,xg)dt pour p, 0.
X
REMARQUE 2, - L'adjoint de a(p), pour la nomme | &~ § %% £(x) l, est

REMARQUE 3. - 51 £(x) €F , alors 7 (2,$f) F quel que soit a(g+ ip)é€a;
donc F est une algébre sur A : le produit symbolique a(p) f(x) a un sens,

Si a(p) est un polyndme,

O) alppeenny) £ =0 G ey ) £ 5

en particulier, si a(p) =<¢p,a) et £(x) = (fyx) sont linéaires et homogénes,
alors : a(p) f(x) =<{f,a>.

3. Les projections.

On utilise sur E d'autres opérateurs que coux du calcul symbolique. : les
projections, qui en général ne commutent ni entre olles ni avec les opérateurs

du calcul symbolique.

! — — —
DEFINITION. — Une applicetion linéaire & de E en lui-méme telle que O = &2

est nommée projection de E sur ©E parallélement 2 &a‘(o).

Soient V et W deux sous—espaces vectoriels de E j pour qu'il existe ume

projection de E sur V parallélement & W , il faut et il suffit que 1

E=VeVW (somme directe),

EXISTENCE, ~ (cf. DIXMIER). Soit qg (v,W) [ soit o('% (VW) ] 1la borne infé-
rieure des angles des droites de V et W [des droites orthogonales 3 V et &
W] dans 1'espace de Hilbert que constituent les fonctions f(x) telles que

- / ’
Il e <% %) £(x) ||2 {oo ;s V et W sont fermés dans E et si dg(V,W) et
°L’E(V,W) ont_des. bornes inférieures positives quand % & partie compacte de [V,

alors la projection W de E sur V parallélement & W existe ; elle est

continue et plus précisément

(&) W) =g () 5 1 e™ 55260 |y gy o7 577 1) |
si E € P . E
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PROBLEMES DE CAUCHY ET DE DIRICHLET

II. LES PROBLEMES AUX LIMITES.

SQMMAIRE du II : HISTORIQUE. — Le n° 1 attache & une variété algébrique a(g) =0

divers domaines convexes de &= ¢ les [ ui régissent le probléme de
a ’ P

Cauchy ; les A(” , qui régissent le probléme de Dirich}et. Le n® 2 retrouve

et précise la solution du probléme de Cauchy donnée par GARDING GARDING en¥ri-
sage les clnes directeurs Y, des f‘o( sans utiliser les [ o« ) il ne peut
donc pas obtenir 1'inégalité (6). Le n° 3 définit des opérateurs des Green du

type

(8) a Z(poa

DO
N

(p) ’

ot & est une projection [ non nécessairement orthogonale comme chez He WEYL,

VISCHIK, G:'-’\RDING, qui ont résolu divers problémes self-adjoints sans utiliser ni
le calcul symbolique, ni d'opérateur du type (8) ]; enfin le n® 3 étend 1l'alter-
native de Fredholm, pour les équations totalement elliptiques, aux domaines bor-
nés, Les équations & coefficients variables ne sont pas étudides ici ; les pro-

blémes aux limites du type mixte non plus,

4, Définition de divers ensembles convexes attachés & la variété algébrique a(g): 0

Soit a(g) , ob g€ , un polyndme 3 coefficients récls ; soit m son

dogré ; soit am(’g) 1'ensemble de ses termes de degré m o

Envisageons les points g €= tels que a(¥+ ip ) = 0 pour au moins un
H €& : ce sont les milieux des couples de points imaginaires conjuggés de la
f'u( les composantes convexes du

variété algébrique a(g+ i?) = 0 ; soient
complémentaire de 1'ensemble de ces points ; vu n® 1, remarque 1 (BOCHNER), les-

[y~ sont des domaines convexes & 1'intérieur desquels || a._l(‘g«'- in) | o o5t
r o Soit

borné ;3 Y < désignera 1'intérieur du cdne directeur ¥y de

() = os?)icngion arg a(g + in) ;

les points des {"d en lesquels 2&0(2) < 7% constituent des domaines convexes,

notés A(’) 3 ils ne peuvent exister que pour m pair,

REMARQUE 1. - Les points g tels que toute droite passant par g coupe la
variété a(g'+ iy) = 0 en des points tous réels constituent un ou plusieurs
domaines [‘; , dont les frontidres font partie de cette variété et dans les-

""1 . - -1 . »* . ,
quels | &7 (% + ip) ”oo = [a™(g)| + chaque [§ estw [y 3 1a réeipro-
que est exacte quand a(gF) est homogeéne.
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o
REMARQUE 2. - Tout ¥, associé 3 a(E) estun [, associé a am(g) 3
la réciproque est cxacte, sauf si la variété a(g +i|7) = 0 touche 1'hyperplan
de 1'infini en un point réel,

REMARQUE 3. - Si les singularités réelles de la varidété a(g) = 0 ont une
dimension ¢ € -2, alors le pombre des f‘; ost

0, 1 ()?; vide) ou 2 (}?I et ‘o‘l; opposés, non vides),

EXEMPIE, - Enumérons les f& ’ fc': , A(a correspondant & diverses
veriétés a(z) =0 pour L =2o0u3.

1. Ellipsoide ou ellipse imaginaires, paraboloide hyperbolique : aucun.

2°, Ellipsofde ou ellipse réels 3

3°, Paraboloide elliptique, parabole

4°, Hyperboloide & 2 nappes

5°, Hyperbolofide & 1 nappe

6° Hyperbole
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7°, Deux hyperboles
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5. Le probléme de Cauchy.

Si f(x) est nul hors d'un compact, 1'équation d'inconnue u(x)

(5) a(p) u(x) = £(x)

posséde une solution vérifiant

(6) | "< i) |, (+o0 pour TEL
clest, d'aprés le n° 2,
(7) ux) = a™H(p) £(x) pour PEL, -

Si Po( n'est pas borné, la valeur au point x de a-l(p) £(x) pour pé€ [}

ne dépend que des valours prises par f(x) sur x + Cd ’ G« étant le cbne
dual de \60( :

xECO( signifie <% ,x ) L0 pour % € Xok :
Donc (7) est la solution d'un probléme de Cauchy & données initiales nulles ;

le cas de données initiales () non nulles s'y raméne aisément ; ainsi le nombre

des problémes de Cauchy toujours possibles est le nombre des TO( non bornés,
L'unicité de la solution d'un de ces problémes résulte, si ]?O( n'est pas vide,
de la résolution du probléme de Cauchy pour 1l'équation adjointe. Rappelons que
1fessentiel de ces résultats est dans L. GARDING [13] .

6. Probléme de Dirichlet.

1
Choisissons pour [* un domaine A@ ; posons b=a “(p). Soit D wn
domaine de X ayant une frontiére de mesure nulle ; soit L (et M) 1'ensemble
des f(x)€E nulles dans (hors de) D ; on peut déduire du n® 3 et de la défini-
tion de A o qu'il existe une projection @ de E sur Eﬁb-l(L), parallé~

lement 2 l'adhérence de b(M) ; posons
(8) g=b&®b ;

g est continu et plus précisément

-1
1o <® g a6 1, (N B ) Joo =<8 0y ), mgea

sinw(g) ?

(2) Ces données sont portées par une hyporsurface dont les hyperplans tangents
ont des directions € ¥y
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g sera nommé opérateur de Groon relatif 3 D et a(p) ; en effet, si f(x)¢E ,

alors u(x) = g £f(x) €E vérifie :
1
(9) az(p) u(x) €E , u(x) = 0 hors de D, a(p) u(x) = £(x) dans D,

(Les deux premitres conditions généralisent les conditions classiques 3 u(x) et
ses dérivées d'ordre <% s'annulent sur la frontiére de D). g résout donc un
probléme de Dirichlet.: il existe autant de problémes de Dirichlet toujours pos-
sibles que de domaines A(s . L'exemple 8 du n° 4, ol am(‘g ) >0, est celul
dtune équation pour laquelle un probléme de Dirichlet et quatre problémes de
Cauchy sont toujours possibles ; chacun de ces problémes a une solution unique.

Supposons D borné : g est complétement continu et indépendant du choix de
A(} ; supposons am(g) >0 pour g #£02: a(g) + ¢ posstde un A(& quand
la constante ¢ est voisine de 1" ; donc, vu l'extension due & F. RIESZ de
la théorie des équations lindaires de Fredholm, il existe une fonction u(x)
vérifient (9), sauf dans les cas exceptionnels oh, pour f(x) =0, (9) a une

solution wu(x) # O.

Si a(p) est self-adjoint, g 1l'est et & est une projection orthogonale,
comme chez H. WEYL, VISCHIK et GARDING [12] .
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ADDITIF
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