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CHAPITRE L

THEQOREMES D’EXISTENCE NON LOCAUX.

1. Sowmase. — Les théorémes d’existence fournis par la Méthode
des approximalions successives sont en général locaux. Dans des cas
appropriés on peut, en répétant lapplication de celle méthode,
alteindre de proche en proche des résultats non locaux : il faut que le
rayon de convergence ne tombe pas a zéro | ¢/. les travaux relatifs &
Péquation du = e"; les Mémoires de M. S. Bernstein sur les équations
aux dérivées partielles du second ordre et du type elliptique]. D’autre
part M. E. Schmidt a montré que les solutions d’une équation inté-
grale, considérées comme fonctions des parameétres, peuvent admettre
des singularités de nature algébrique. Dans ce cas le procédé ci-dessus
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est surement mutilisable. U est done naturel dessaver d'obtenir des
résultats non locaux en appliquant de proche en proche la méthode de
M. Schwidt. (Test ce que nous avons fait, au cours de la premicre
section de ce chapitre, sous une forme qu’exige la vigueur. mais dont
je regrette Uabstraction. Pour pouveir conclure, il faut compléter les
hypothéses de M. Schmidt par quelques conditions de nature essen-
trellement différente. | Les solutions du probléme doivent ¢tre bornées
dans leur ensemble, ... ]. Il est bien remarquable que ces nouvelles
conditions sont récessairement vérgfices quand les solutions sont des
fonctions des paramétres finies, algébroides et & nombre fini de déter-
minations.

Au cours de la deuxidne section de ¢e chapitre, ces conclusions sont
appliquées & des exemples simples; ceux-ci ont été multipliés afin de
montrer la diversité des résultats que I'on peut obtenir et 'impossi-
bilité de donner un critéve pratique qui définirait le type des équations
relevant de notre méthode. Ces exemples ont éé tirés de problémes
que divers auteurs avaient étudiés en appliquant de proche en proche
la méthode des approximations successives; nous avons simplement
supprimé Uhypothése qui entraine Punieité de la soluuon. 1l est vrai
que du mcéme coup les problémes envisagés ont cessé de correspondre
A aucun probléwe de Physique.

La section Il aborde enfin I'étude des régimes permanents et montre
comment on peut y utiliser les résultats de la premiére section.

I. — Généralités.

2. Une équation intégrale est une équation fonctionnelle du tyvpe
suivant :

L inconnue est une fonction u(s) qui doit étve définie sur un certain
domaine @: clle doit annuler une fonctionnelle donnée & | u () ]; celle
fonctionuelle est construite a partir de u(s) par Pintermédiaire d’un
nombre fini on d’une infinité dénombrable de quadratuves, de fone-
tions de fonctions, de passages a la limite. Dans cette équation peuvent
figurer des paramétres ; nous supposerons, pour simplifier, quiil ¥ en
a au plus deux : het &.
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Donnons comme premier exemple I’équation :
ol
1) vy - I I Fla(t) k]dt =,
o
ou F'[u, &] est une fonction rationnelle. | Toute solution de (1) a unc
valeur constante u qui satisfait I'éguation : u + AF[u, F]==0.]
Un second exemple élémentaire est I'équation

(2 S {3y + ale b (s) () + he(s) =o,

ou a(s), b(s), ¢(s) sont des fonctions continues données.

Les solutions de ces deux exemples sont des fonctions de £ et de &
de natures tvés différcntes. Il convient donce d’étudier des types parli-
cuhiers d’équations intégrales, et non l'équation intégrale la plus
génévale.

o, Clest ce qu'a fait M. E. Schmidt dans son mémoire bien connu
des Mathematisehe Annalen (t. 651 1908). Il se donne une soluation
arbitraire de 'équation, «,(s). correspondant aux valeurs A, et £, des
paramdctves. Puis il suppose salisfaites certaines conditions; quand ces
conditions seront vérifiées, nous dirons que 1'équation est du type de
Schmwdt au voisinage de la solution : u,(s), &, &y. M. Schmidt cons-
teail alors deux nombres positifs : g, et #,3 et il limite son étude a
certaines solutions de l'équation; ce sont, dirons-nous, celles qui
appartiennent au voisinage de Schmidt de la solution donnée : u, (s),
hay &y elles sont caractérisées par les inégalités
130 sy — wgi8) < s =y <. h— Ky <.

Zolin il les détermine explicitement : elles sont fonctions analytiques
et régulitres de £, de & et de », nouveaux paramétres: a, v, ..., 3. Ges
n,-+ 2 paramétres sont liés par un systéme de n, relations analytiques.
réguliéres dans le domaine oti on les utilise et désignées sous le nom
d’équations de bi furcation

() Ph how vl 3= s LN A A I

Il ne reste plus qu'd discuter (4) : en effet & toute solution de (4)
correspond une seule solution u (), i, k de I'équation intégrale; ct réci-
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proquement. Si Ay, &, u.(+) et I'égquation intégrale sont réels toutes
les velations utilisées sunt & voefficients réelsy alors les solutions réclles
de l'éguation intégrale et les solutions réelles du systéme (4) se
correspondent.

Les svstémes de valeurs de ¢, v, . ... 7) correspondani & un sys-
“téme de valeurs de 4 et de & ne peuvent constituer un ou plusicurs
continus que dans des cas trés exceptionnels; sinon ils sont en nombre
fini: si ce nombre est 1 nous divons quil 0wy a pas de b furcation : ¢’est
toujours le cas quand o est la scule solution d'une certaine équa-
tion de Fredholm homegéne, qu'on peut nommer : équation aur
rvariations.

En résumé les résultats de M. Schmidi nous permetient d’obteniv
des propriétés locales de I'ensemble des solutions d'une équalion inté-
grale.

N. B, — L'équation (1) est dutype de Schamdtau voisinage de cha-
cune de ses solutions ; P'équation (2) est du type de Schmidt au voisi-
nage de toute solution continne #,(s), telle que fa(s)u ()4 b b (Y|
ait une borne inféricure positive. "

. UN MOYEN D'OBTENIR DES RESULTATS XON LOCAUX. — Supposons
dés mantenant que Péquation intégrals est réelle et que le point (&, &)
veste sur un ensenble fermé 3, constitué par un domaine réel borné <
et pav sa frontitre. Soit & ¢tudier 'ensemble ¢ des solutions réelles et
continues [#(s), &, k] qui correspondent aux divers points de 2 el ¢jui
possédent cu oulre, éventuellement, une certaine propriété (). La
eirconstance la plus simple qui puisse se présenter est la suivante :
e conslitue un cnsemble compact en soij cest-a-dire : toute suite
d’éléments de ¢ a au moins un élément d'accumulation appartenant d e.
Or, pour reconnaitre cetie éventualité, nous possédons une régle pra-
tique : ¢'est le célébre théoréme d "Arsela, dans le cas usuel ol 'espace
fonctionnel employé est celui des fonctions continues et on L'on utilise
la notion de Imite uniforme : il faut et il suffit que les fonctions cons-
titnant ¢ soicnt bornées dans leur ensemble; qu'elles possédent une
égale continuité; enfin que toule suite convergente d’éléments de e
ait pour limite une solution de I'équation, possédant la propriété ().
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Supposons que la nature de 'éguation nous permet d’établir ces
trois derniéres propriétés; supposons ¢n outre que I'équation soit du
tvpe de Schmidt au voisinage de chacun des éléments de e. Désignons
par X le voisinage de Schmidt relatif & chagque élément de ¢, dans le
cas olt la propriété () n'existe pas; lorsque cette propriété existera
eflectivement il conviendra, dans chaque cas particulier, de définir ¥
soil comme élant le voisisage de Schmidt, soit comme étant un voisi-
nage plas restreint, défim par des inégalités de la forme

(M THESY — i 8) < &, h— by << v LR YRGS AN
on

n \csu‘\«s\\‘ “\'.rm'\w‘fn--

Cect posé, utilisons le ldemme de Borel-Lebesgue : une suite fine
Ve V4, oo W, de voisinages 0 suffit & couvrir e tout entier.
On étudiera diés lovs chacun des voisinages R par les développe-

ments de M. Schmidt; ot des vésultats non locanx seront ainsi acquis.

8. Faizons cntin Uhypothése que les solutions réelies contenues dans
le voisinage U d'un élément de e appartiennent toutes & e. L'étude de
chacun des voisinages U revient & discuter les solutions réelles du svs-
téme des équations de bifarcation. c’est-a-dire Uintersection de n;
surfaces analytiques réelles dans un espace i n;—+ 2 dimensions.

Nommons usuelles les portions de cette intersection qui conshituent
des variétés a deux dimensions sur lesquelles /4 et & sont variables
indépendantes; nommons exceptionnelles les variétés constituant le
reste de l'intersection. [L’cxistence de variétés exceptionnelles a plus
d’une dimension exige des conditions extrimement particuliéres. | Le
nombre des solutions usuelles est loujours fini} il ne peut changer que
st le point (A, &) traverse certaines courbes analytiques; mais sa
parité reste la méme. Les variétés exceptionnelles sc projettent sur le
plan (4, £) suivant des courbes analytiques ou des domaines limités
par des courbes analyliques; si de tels domaines existent, il corres-
pound & chacun de leurs points une infinité continue de solutions.

Résumons ce qui précéde : le point (A, &) appartenant & un
ensemble ¢ coustitué par un domaine borné ¢ et par sa frontitre, on
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étudie celles des solulions réelles de I'équation intégrale qui possédent
une propriété ().

On suppose établi que ces solutions vévifient les hypothéses ci-
dessous :

(H,) L’équation est du tvpe de Schmidt au voisinage de chacune
d'elles
{ H1,) Chacun de lears voisinages de Schmidt contient un voisi-
. plus restreint. défini par des inégalités (5) et a
Uintéricur duquel toute solution véelle de Péquation
(H) possi‘-d‘c la propriété (7).
( H,) Ces solutious sont bornées dans leur ensemble.
(H,) Elles possédent une égale continuité [ce qui. en général,
se déduira sans peine de (H,)].
(H,) Toute fonction limite d une infinité d’entre elles est solution
de Péquation.
| () Cette fonction limite posséde la propriété ().

nage

Retenons sculement les conclusions les moins théoriques, celles qui
concernent le nombre des solutions :

5 est divisé en régions pae un nombre fini d'arcs de courbes,
analytiques dans un domaine qui contient 5. A lintéricur de
chacune de ces végions le nombre des solutions exceplionuelles
de I'équation étudiée est eonstanmument nul ouinfini, et le nombre
des solutions usuelles est fimi ot constant (*).

(G La partté du nombre des solutions usuelles est la méme a Uinte-
ricur de toutes les régions dont Uensemble constitue 5.

Bemarque.— Sil'équation ne comporte qu'un paramétre, f, le
role de 5 est joud par un intervalle (ouvert) de l'axe des 4; velui
de 2 par le segment (fermé) correspondant; celui des régions
par un nombre fint d'intervalles, en lesquels ¢ se trouve divisé.

(1Y) Nous indiguerons i la tin du paragraphe 10 du présent chapitre un cas com-
pertant ellectiveme st des solutions exceptionnelles, Daws cetle équation ligure un
novau dégénere K (s, §), ce qui nous permetira de la vésondre a Faide de fone-
tions élémentaives, Maiz Ja propriéwe de cette équation & laquelle est en véulité
lice l'existence de solutions exceptionnelles est la suivanie : soil u (s) une de



PIVERSES EQUATIONS INTEGRALES NON LINEAIRES. 7

Remarque. — Ces résultats s’appliqueront tréquemment dans les
conditions suivantes : on connaitra dans le plan (&, £) une région 3,
bornée ou non, telle que tout domaine borné intérieur soitun domaine s,
A sera alors divisé en régions par un nombre fini ou une infinité
dénombrable d’aves, analytiques en tout point intérieur & A: ces
régions posséderont les propriétés qui résultent de (C).

6. DETERMINATION DE LA PARITE DU SOMBRE DES SOLUTIONS USUELLES. —
Cette détermination est importante ; en particulier :

F

Si le nombre des solutions usuelles est impair 'équation inté-
(€. grale admet «u moins une solution, quelle que sott la posttion du
! potnt (hy &) @ Uintéricur de s ou sur sa frontiére.

Or pour connaitre ceite parité il suffit de la déterminer sur un petit
domaine intérieur i 5. Le procédé le plus simple sera le suivant : on
cherchera un point particulier {#', #') de 2, auquel corresponde un
nombre fini de solutions, qu'on sache toutes détermiuer ; il
suffirait de construirve les solutions appartenant au voisinage 3 de
chacune d’etles pour obtenir toutes les solutions (ui correspondent &
(h, £) intéricur & 3 et & un cercle suffisamment petit, centré en (&', &)
[on le démontre par U'absurde]; le décompte de ces dernicres sera
done aisé.

Le principal but de ce Mémoire est de montrer que les conclusions
(C) — et, éventuellement, (C) — s’appliquent & diverses équations
intégrales appropriées. Le mode d'étude que nous venons de décrire
se nommera : « Méthode d'Arzela-Schmidt ».

ses solutions : elle est définie pourogsgam: convenons que # (s = ax) —r (§):
alors, quelle que seoit la constante @, #(s —w) est également une solulion,

‘équalivn en question est done telle que toutes les tansformeées: de chacune de
ses solutions par les opérations d'un groupe continn la satisfassent encore: Dés
quelle posséde une solution gqui n'est pas invariante par les apérations de ce
groupe elle en posséde une infinité d'anires.
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II. — Application i divers exemples simples.
7. Premier exemple. — Soit I'équation

\ 1
(6 u(s):/.f K(s. huitydt =k [ Ns 1. aqnr)er,
Les fonctions données sont suppostas vérifier les inégalités sui-
vantes :
Ponapouro<s{r. o<1, —z<u<+=x

{7} TRus. 1 <T X (R ) — Rys << s
(& THis i ] < B MHlsc b u]—Ms. toul << Cran,

A et B désignent des constantes; s[5, —s.] et v} s, —s:] sont des fonc-
tions de (5, —s.) qui tendent vers zéro avec (5, — )3 C{u) ost une
fonction de| | positive et croissante. On suppose enfin que, quel que
soit le nombre réel «,. on puisse développer H[s. ¢, #] en une série de
la forme

ny W st 0] =3 Waiso dvim — w00,

L4

BTl

i

oyl Hy(s. #)| a une limite supérieure indépendante de p.
Soit I'(s, £: 2.) le novau résolvant de I'équation de Fredholm :

sl

sisi=1 [ Ris.rsuarde
Soient 7, les valeurs singulicres de cette égquation, numérotées par
ordre de grandeur croissaate. Supposons que /4 ne soit égal & aucun
des nombres 7;; et mettons I'équation (6) sous la forme équivalente :

i P
frey wis =4 f H s o uith]dt— h& ’ stz i Bt € wid ) edt ot

i
)
e

Montrons que la méthode d’Arzela-Schmidt s'applique damns les
conditions suivantes : la propriété (<7 est inexistante; < est I'un yuel-
congue des domaines bornés intérieurs a la bande, A, du plan (4, £},
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que définit la double inégalité : L,<h<%,. [S1l n'existe aucune
valeur singuliére A;, A est le plan entier; s'il existe une valeur singu-
liére 2, inférieure { ou supérieure i toutes les autres), on pourra prendre
pour A le demi-plan : & < %.(ou h>2,).] Les conditions (H,), (H,),
(H,), (H,) sont vérifiées. D’auntre part U(s, £3 A) satisfait les inéga-
lités

st by, < fuby, Uiss 8ol — Uiy £, B < Jud) s, — s

ot f1 M est borné sur tout segment fini ne contenant aucun point 7.
On ad’aprés (10):

(vey casy < BA - BAL o,
EnCIBLA - BREL fehy] — BAK f{hs,

i LS Y — (S ]

Les conditions ( H,) et (H,) sont donc satistaites. Et les conclusions
(G) sont valables.

Pour 4 = o la solution est unique: c'est u(s)1=o0; I'éguation aux
vaviations correspondante n'admet (ue la solution nulle: il 'y a pas
de bifurcation au voisinage de cette solution. La conclusion (G est
donc également valable.

Faisons tendre / vers »; ou 2;_;: lc nombre des solutions usuelles,
qui n'est Jamais nul, peut augmenter indéfiniment ; il serail possible
de préciser comment elles se comportent. Nous ne le ferons pas; nous
nous contenterons d'indiquer un cas élémentaive et suggestif : prenons
H[s, t, u]=F(u): Ky, ) =13 la senle valeur singulicre est &, =11
les fonctions cherchées sont des constantes u qui satisfont la relation :
(1 —u=EkFu).

Les raisonnements précédents s'adaptent aisément au ecas oi I'on
remplace dans la premidre inégalité (8) la constante B par une fone-
tion B{a), bornée sur Ltout cnsemble horné de valeurs de u et telle que
T =" Byue) tende vers zéro avec u ',

8. EXTENSION DES RESULTATS PRECEDENTS. — Soit & étudier I'éguation {6)
lorsque les inégalités (7) et (8) sont vérifiées, sans que la condition (g\
le soit. La méthode d’Arzeld-Schmidt ne peut plus étre appliquée.
Mais considérons une suite de fonetions H*[s, ¢, u ] vérifiant les con-
ditions (7). (8) et () et convergeant uniformément vers Hfs, ¢, u] &

Journ. de Math., tome XL — Fase. 1, 1933, 2
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ntérieur du domaine : 0 < s <130 < t <13 — 2 < 4 <+ xsurlequel
Hfs, i, ] cst supposé continu. Donnons & / et k des valeurs fixes (i£2,)).
Remplagons dans (6) H| s, ¢, ] par H*[s, ¢, «]; I'équation (6*) ainsi
obtenue a au moins une solution, #*(s). La suite des fonctions u*(s)
cst bornée dans son cosemble et posside une égale continuité, pavee
que les o () vériicnt les inégalités (11) el (12). Cetle suite a au moins
une limite, dout 'exislenee prouve gue (0) @ encore, duns ce cas, au
moins une solution st h n'est égal @ aucun des 1.
Mais Iensemble des solutions réelles de (6) n'est plus, en général,
JH s 1, w |
e
wkini pour certaines valeurs de «, la plus grande complexité est a pré-
Ms. 1. u]
du
M. Schmidt peut servir & analyser la structure locale de 'ensemble
des solutions, & condition de résoudre par la Méthode des approxima-
tions successives les problémes qui v trouvent résolus par des déve-
loppements en séries.

aussi végulier que précédemment. St n'existe pas, oudevient

voar. Toutefols st est une fonction continue le Mémoire de

Y. Ux AUTRE PROBLEME, A PROPOS DE L'EQUATION (6). — Soit a étudier
les solutions a(s) de (6) qui possédent la propriété (<€) de n'étre
jamais négalives: on suppose h2o, k2o, K(s, 20 et Hls, t, ] >0
pour & 2o el les conditions (7)), (8), () vérifides pour u el u, positifs
ou nuls, H existe une constante positive #,, qui est la plus petite des
valeurs 2, positives, etune fonction, non identiquement nulle et jamais
négative, ¥, (s), vérifiant la relation

|
U (sy=12, / Ris. £ 0, (0) dr.
De (6) résulte :

1 1 i 1
r (WU ds = ;’-f a(sH YW, (s) dy = & f l. W[s, o] W, (t) ds dt.
A

v oy

Cette velation est impossible si 424, Il ¥ a donc lieu d’étudier
exclusivement la région A du plan (A4, &) définie par les inégalités :
0Lh< %,y o<k, Tout rectangle o <h<a<<h,; oA P est un
domaine ¢ pour lequel les hypothéses (H) sont vérifiées. Les con-
clusions ( C) sont donc applicables.
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D autre part pour h= & = o I'équation {6) admet la senle solution
u(s) =o3 il ne s’y produit pas de bifurcation : la conclusion (C') est
également valable.

Remargue. — Le cas ot hypothése (g) n'est plus vérifiée peut étre
étudié par le procédé du parvagraphe 8 : & tout point de Ail correspond
encore au moins une solution.

10. UxE SECONDE EQUATION INTEGRALE :
wesy - b ’ KNis. OF[ei]edl == o,

Nous nous proposons d en étudier U'ensemble des solutions réelles qui
correspondent aux valeurs positives du paramdétre A, quand les condi-
lions suivantes sont réalisées: K(s, )+ K (¢, 9 est un noyau symétrigue
posttif, c’est-d-dive dont toutes les valears singulitres sont positives:
K (s, ) est une fonction continue sur le vectangle : 0<s<13 08880y
Fa) est une fonetion analy tigue régulivve pour — e <<u <+ =3
F{a)] reste inféricure & une constante A sur U'ensemble des valeurs
de # pour lesquelles aFiu) <o, Awsi la pmpriélé (*T) est inexistante
A est le demi-axe : 024 : Nintervalic < peat avoir pour origine le poml
h = o. Etablir les conditions { H) revient a élabliv (H,).

Or désignons par E, Uensemble des valeurs de s pour lesquelles :
u($)Flu(s}] > o1 soit E; Uensemble complémentaire de E, par rapport
a 'mtervalle (o, 1). Nous avons :

f wis)Fluidsifds - A , l Kis. ) Fla(s) Flud)] ds dt

VE, YR,

»—h, F[u(.ﬂ]d.sl Ks. 0) Fla(t)]dt = o.

bk

Par hypothése | F{ < A sur E, ; d'aulre part :

] "K(s. ) Fe(s)] FLer{ )] ds e
\E -~

l?

l

L]

—{ [K(s, )+ K(t. s)]F[e(s)]F[u(t)] dsdt>o.

\-h‘:n.

H'
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Dong, B désignant le maximum de [ K (s, 1)/,

.

Iu(ﬂqusﬂdw<hAB VF[u(s)]] ds.

JE v E,

Soit E, ensemble des points de E, en lesquels [ (s)| > 24 AB.
Soit o (4) le maximum de | F(a)| pourini24 ABj il vient :

240 AB r JFleisy] ds < AAB il A AR ’ EF[a ()] ds.
K E,
D ou

[ Fluis)ids < S

vk,

vappelons que sur E; : [F{ <A ¢t que sur I,
Nous sommes donc en état de majorer

E, : |[F| < 2(h).

1
i [ KNs. DY Fluii ] et

eest-d-dire — u ()3 il vient :
w(sV: < AB A\ + g:;(ln | .

Atnst les conclusions (C) du paragraphe 8 sont valables. L’étude
de I'égquation pour 4 = o montre que les conclusions (C') le sonl éga-
lement. Enfin st Pon suppose F(#) continu au licu de le supposer
analytique on peat établiv, parle procédé du parvagraphe 8, Uexistence
d’au moins une solution correspondant a chaque valeur positive de 4.

N B, — 1l est aisé de véridier les résultals énoncés dans le cas particulier de
I'équation suivante :

HisY = :‘_ l feosts — 8 = a ][ (8) — buit)]dt = o,

ety

« ¢t b sont des conslautes, dont la premiére est positive.
Toute solution de celte équation est nécessairement de la forme

HESYT= § == LCOS(S — W),

L, 2, @ élant des constantes. La détermination de ces constantes est un probléwme

¢lémentaire. Enoncons les résultals que U'on obtient lorsque & > 0. a> ~:
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e U .
Pourogh < Tab’ il existe une solution:

ab
1 1
Pour — < A< <
aal ™ = b

R 1 T . . . . a. . .
PPour = < & < T———, il existe trois solulions isolées et une famille continue
[} 2t
A - hy
e solutions cxceptionnelles:
Ja—r1 . . . . .. . .
v < . il exisle trois solutions 1solées el trois {familles continues
Qg

de solulions exceptionnelies.

» tl existe Lrois solutions:

Pour

L1, Proeive pe M. T. Caruemay. — Soit & construire, dans un
volume I et sur la surface I qui le limite, une tonction conlinue u
satisfaisant les conditions suivantes sur I :

e -
PRbAJS TN
oIn '

dans I :

Auw =z, v, 50

g, v, 7) est une tonction donnée en lout point de 1, continue,
. . - - . . du
jamais positive [ ou la suppose non identiquement nulle]; — ost la
| . k ‘ dn

dérivée prise le long de la normale intérienre; A est le svmbole de
(;Jl —+ F;)T -+ ;;)7 - F(u)est une fonction définie et holomorphe
pour toute valeur positive de #: quand « tead vers + =, F(#) tend
aussi vers -+ 3 quand u lend vers zéro, F(u) n'a aucune valeur hmite
positive. M. Carleman a moatré que ce probléme admet loujours une
solution unigque dans le cas qui se présente en Physique : celui on
F'{u) > o | Math. Zedschrift. t. 9, 1921].

Nous ne ferons pas cette hypothése; 1l vésuite immédiatement du
Mémoire cité que le probléme reléve alors de la méthode d'Arzela-
Schmdt.

Nous nous permettrons d’en reproduive la démonstration. Rappe-
lons les formules classiques :

N
L) ll(',"_) . (IM ‘ i

13} Awaiacboey= Nv “Tdn T rdn - ”"ﬂ

Laplace

;1 JM ol ll’_r ol
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pour (4, b, ¢) inléricur a =,

\ -
o ‘( i_) 1 due "

5y

‘ i
A u 1.&»:, u — - — lds — l- el oV ol
() T, ©) "’: e > in .”H’_.\udl.l(l o
pour (a, b, ¢) sur I,
L - e \ A
Au est donné : & = F(u); d'aprés (13) le probléme se raméne 4 la

détermination des valeurs prises par ¢ sur X3 d'aprés (12) il équivaut
dés lors & 'intégration de I'équation

(13) wfa. b, o)y =

le point (a, b, ¢) dlant situé sur Z; nous avons explicité un parametre /5
F est supposé dépendre analytiquement de w et de /.

Soit un segment ¢ de I'axe des A, possédant les propriétés ci-dessous:
(%), minimum de F(u, /) sur 3, doit tendre vers -+ x avee 3 F(u),
maximum de F(«, /) surs, ne doit avoir aucune valeur limite posilive
quand « tend vers zéro. Nous éiudions les solutions continuesde (13),
u{a, b, ¢), qui possédent la propricté () d'avoir sur X un minimum
positif.

L’hypothése (H,), du paragraphe 3, est vérifice, sous réserve
d’apporterala théorie de M. Schmidt de légéres modifications, exigées
par la présence, dans (13), de fonctions non boruées. (H,) et (H;)
sont vérifiées. (H, ) est une conséquence de (Hy). 11 reste done & éla-
bliv (H;) et (H,). c'est-a-dire que les solutions étudides possedent,
dans leur ensemble, une borue supérieure finte et une borne infévicure
positive.

Soit u(x, ¥, 3) une solution du probléme, définie sur X et daus 13
soit V(u, ¥, ) la solution du systéme

AV = g{a, v, 3) dans IL. V=0 sur I,

Posons

w(a, vosy=Vix, v. )+ Pila, oy, )

b est harmonique.
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l.e maximum de # sur X et celui de @ dans I 4 X sont réalisés au
méme point (i, vy, 3,). En ce point

el
— } <o
dn )ﬁ‘l'

u'"u) AT

el dn ),
A

Fie, h)S ((d")

Soit x, la plus grande racine de I’équation, dont le second membre

est posilif,
Fiay=—= ) Ymax. de ( ;)‘) sur X1

Donc

¢’est-d-dire

On asurX
71 R M-S N
On obtient de méme
e w{. ve sy sur X

2, ¢tant la plus petite racine positive de I'équation

. SN
F(a) ::)’ min. de K;%) sar X }:

le second membre de cette équati‘on est positif. Et les conclusions (C)
du paragraphe § se trouvent ainsi établies.
Prenons, avec M. Carleman, pour F(u, %) la fonction

AF{u)y+it—yw

el pour 5 le segment 0 £A<1. Quand 4= o le probléme est linéaire et

admet une solution unique; il ne s’y produit pas de bifurcation. Donc

les conclusions (C') sont également valables. Un raisonnement ana-

logue & celui du paragraphe 9 prouve que le probléme continue &
g paragrap P q P

admettre au moins une solution si, au lieu d'avoir une fonction F(u)

holomorphe on a seulement une fonction continue.

12. I‘:QU.\JI‘[UNS AUX DERIVEES PARTIELLES, DU SECOND ORDRE ET DU TVPE
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ELLIPTIQUE. — Soit I'équation
. d2u dru . du du N
(10) g T ae T () "r—)._r O )0—‘_ = h T (u).

Nous nous proposons d’en étudier les solutions réelles et continues
qui sont définies sur une aire hornée X et (ui prennent sur les
courbes constituant la frontiére de cetle aire une suile continue,
donnée de valeurs [non loutes égales & un zéro de F(u)]; le para-
meétre & varie de 0 & 4¢3 a(a, v) ot b(a, y)sont analyliques et régu-
liéres en tout point de X et de sa frontiére: I'(«) est une fonction
analytique, réguliére pour toute valeur de «: il exisie une constante A

telle que

—A<Fi(mn potre o < o < - %

Fia)> A ponr —x << i < o,

St une de ces solutions, vy, y ). alteint son maximum «,, en un
point (&', ¥,) intérieur & X, on a en ce point

. duy duy
.\Ih;ti. (!’_)Tl_)|—“ (;)3‘)1——“

done Fu,)So. On peut établir I'inégalité plus préeise Fu, )< o.
Ainsi le maximum d’une solution quelconque du probléme sera suit le
maximum x des valeurs données sur le contour, soit un point de
U'ensemble ouverl du demi-axe des « positifs, que définit I'inégalité

Flu) <o

Le poinl ¥ = x et cet ensemble ouvert constituent un nombre tini
ou une infinité dénombrable d’ensembles d'un seul tenant 1,. 1., . ...
I, se réduit & x, ou bien se compose d'un intervalle el de son origine,
cetie origine étant x; [, peut s'élendre jusqu'a =, alors L, ...
n’existent pas; quand L, . .. existent, ce sont des intervalles (ouverts).
De méme le minimum d'une solulion quelconque u(a, y) appartient
nécessairement a un ensemble J, + J,-+ ... de I'axe des u, dont la
définition est analogue; tous les points de ce dernier ensemble ont
une abscisse inféricure & .

Considérons, parmi I'ensemble E des solutions de (16) que nous
avons a étudier, le sous-ensemble ¥, , constitué parles éléments u (2, »)
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de E qui possédent la propriété (<) d’avoir un maximum appartenant
a un I, déterminé et un minimum appartenant & un J, déterminé,
Indiquons comment I'étude de chaque E, , reléve de la méthode
d’Arzeld-Schmidt : A est le demi-axe /20, 5 est un intervalle borné
quelconque de ce demi-axe, 5 peul avoir pour origine le point b= 03
les fonctions u(x, ) satisfont une équation intégrale facile & déduire
de (16); si 1, et J, sont bornés on connait de ce fait une limite supé-
rieurce de toutes les fonctions [ «(w, 1»)|; sinon on connait une limite
supérieure de toutes les fonctions | Flu(a, »)]|; d'ou, par I'intermé-
diaire de DI'équation intégrale, une limite supéricure de toutes les
fonctions {u (v, ))|. Finalement les hypothéses (H) sont vérifiées; les
conclusions (C) sont applicables a chacun des sous-ensembles E, .
L’étude de I'équation pour 2=o0 prouve quc les couclusions (C’') sont
valables en ce qui concerne le sous-ensemble K, ,. Au contraire, si
I'un an moins des entiers n et p différe de 1, le nombre des solutions
appartenant a K, , reste nul lorsque % reste inférieur a une certaine
limite (variable avec n et p); le nombre des solutions usuelles appar-
tenant & £, , est donc pair (ou nul) sauf, peut-étre, pour des valeurs
de A ne pouvant s’accumuler & distance finie.

13. EQraTioNs INTEGRALES A NOMBRE PAIR DE SOLUTIONS USUELLES. — Soit
Péquation intégrale

1
(17} wu(sy=h f Wis, ) Flal(D)]dt+ & f(s) [fis) = o).

K (s, t) est continu sur le rectangle o <s<1, 0<¢<r; il existe une fone-
tion A(s), continue et positive pour o s<1, telle que la fonction de ¢
ol

/ Als) (s, s

ait un minimum B positif; d’ailleurs toute fonction suffisamment
voisine de A(s) posséde la méme propriété; on peut donc supposer

wl
/ \(\‘)_/‘(\') (n{\‘;;‘f 13

F(u) est analytique, réguliére et positive pour —oc<u <+ x;
u~'IF(u) tend vers + o avec u.

Journ. de Alath,, tome Xit. — Fasc. I, 1933, 3
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Nous nous proposons d'appliquer la méthode d’Arzela-Schmidt a
I'ensemble des solutions continues et réelles de (17), A étant le demi-
plan : &> 03 ¢ st un domaine quelcongque, borné et intérieur i ce
demi-plan; < ne doit admettre pour point-frontitve aucun point de
I'axe /= o. Etablir les hypothéses (H) se raméne tout de suite a
établic ( H,). Or nous avons

ol Al oAl Al
I ASVus)yds=h / l A(s)N(@a O Flat)y) ot - & / ALs) f(5) bs,
LA L I ] sy
Dol

i ' el
LY Hllj Fleegs] cl.s‘\“‘f '\(.s‘)u(.s'_u!s-——/.‘l A ) f(8) s,
n 0 'y

Soit \ le maximum de A(s); soit 204 la plus petite valeur positive
ou nulle de « telle que Pinégalité « ~> 3(h) entraine

1

B
u-\‘ﬁl-(n):

2(A) est une fouction décrossante de £ qui augmente indétiniment
guand 2 tend vers zéro. Nous avons

Al v N
" AUy Ny () — l—')’—' I Flue(s)] s,

v u

[

Et incgalité (18) doune, dés lors,

1

() " Mf Fla(s)jev < A y(lz)——hl N(Y () els,

Seit C le maximum de K(s. )13 de (19) et de (17) résulte
2 | ! i
sy << B [:\. g{f)— & [ As) i) u".\‘J & (s L

L’hypothése (H,) est bien vérifiée.
D’autre part nous avons, puisque le premier membre de (19) est
posilif_,

Wl
AJ-WMﬂwm<AHM-
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L’un des deux quadrants: % >o,4>0 et A >0, & <o, contient
douc une région en tout point de laquelle le nombre des solutions est

nul. | Si méme on peut trouver deux fonctions A(s) pour lesquelles
5 .
les deux intégrales / A(s) f(5) ds sont de signes opposés, chacun des
Jo LNASY

deux quadrants contieut siirement une telle région |. Et dans le demi-

plan /> o le nombre des solutions usuelles est pair, sauf sur certaines
lignes. Cependant la méthode des approximations successives déter-
mine un domaine : 0 < A< L(4)sur lequel il existe une seule solution
assujettie & ¢tre fonction analytique et bornée de A et de &, 11 existe
donc en oulre, en tout point de ce domaine, une ou plusieurs autres
solutions usuelles; les maxima de leurs modules augmentent indéfi-
nimeunl quand 4 tend vers zéro. 4 restant borné. Le nombre des solu-
tious usuelles peut d'ailleurs augmenter quand % tend vers zéro. Ces
résultals se vérifient tout «le suite dans le cas élémentaire
s £y = Jish=1r,

Indiquons également que U'hypothése \(s) > o est superflue lorsque
cu [~ F(u) tend vers +-a avec u.

Enfin explicitons 'une des conclusions obtenues : si 'égquation (17)
admet une solution u(s)=g(s). si 'équation de hifurcation corres-
pondant i cette solution

(o) visy — A / Wes, 3 F o) ]vitleft = o
Sa

n'admet que la solution v(s) =9, alurs Péguation (17) admet une
solution autre que g(s). Autrement dit, l'équation

1 al
u(.\‘)—hfl\'u.l,ni-‘[uu;_‘ldt::gm,)-—ir/ his Bt jodi

admet une solution dittérente de la solution évidente
u(s) == 2(s)
quand I'équation (20) n’admet que la soluticn évidente
v{s)==u.

Il est aisé de forger d'autves problémes dont 'étude st analogue.
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4. NoTE SUR DES EQUATIONS VOISINES DE L'EQUATION (17). — Nous nous
proposons d’étudier les solutions de Péquation Adu = — Ahu** qui sont
continues & 'intérieur d’une sphére I de rayon t et qui prenunent & la
surface de cette sphére une valeur constante 4: p est un entier positif;
soient s, ¢ des points décrivant l'intérieur de cette sphére, <5, &t les
¢léments de volume. rla distance de s & 'origine; nous nous bornous
a la recherche des fonetions u(s) qui ne dépendent que de r. Si G, )
est la fonction de Green d= la sphére, nous avons

{a) (sy= L ’ Gis. D)ol — 4.
AT n )

L'équation ainsi ebtenue n'est pas du type (17) parvee que G(s, ) n’est
pas borné supéricurement et a zéro pour borne inférieure. Noit € une
constante positive arbitraivement faibley soit N(s.?) la fonction
» s o R PR T ~ L

zale & G (5, 1) quand LG, O < d: quand G5, ) <z, & - quand

8
bl
~ -

(8, )2 s, Léquation

h Ll\(s. £) () ot — &

(22) ()= —
est du type {17). Mais — nous eroyons intéressant de le signaler —
pour p > 2, la structure de I'ensemble des solutions de (22) s'altére
profondément quand on fait tendre = vers zéro. L ensemble des solu-
tions continues de (22) a pour hmite I'ensemble des solutions de (21)

telles que Uintégrale l wi(s)ds ait un sens; ce dernier ensemble ne
-~ ]. )

posséde pas les propriétés énoncées au paragraphe 3 : une corres-

pondance biunivoque et bicontinue peunt étre établie entre ses éléments

et les points d'une surface de I'espace (A, &, &); Péquation de cette
k s 82 L)

surface est
T2t = 8, (&)

la fonction 8,(x) est représentée graphiquement ci-aprés; elle admet
une infinité de maxima et de minima au voisinage de la valeur x =1.
Toutes ces selutions de (21) sont continues, sauf celles qui corres-
pondent & la ligne singuliére de la surface

W IR apap — 3},
Ik = ———(31’ —

¥ e 34
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ces derniéres ont pour expression :
A.
3
et

=

Ainsi ni la méthode d'Arzeld-Schmidt, ni ses conclusions ne
s'appliquent & l'équation (21), bien que toute suite de solutions

A
RV

de (21) ait au moins une fonction limite si I'ensemble des valeurs
prises par &*—+ &* est borné; ¢'est que cette fonction limite peut étre

la fonction ——: qui est trop irrégulitre pour que son voisinage

rip—-l
posséde les propridtés des voisinages de Schamdt.

1II. — Application au probléme des régimes permanents.

13. Norarions. — Soient «; les composantes de la vitesse d'un
liquide visqueux, soil p sa pression; le systéme de référence utilisé est
un systéme de Galilée on un systéme en rotation uniforme par rapport
4 un systéme de Galilée; si le mouvement du liquide est permanent, il
est régi par les équations de Nasvter :

wAu— EIL-PS 2 du; —a\;+ ?S;Ai*"* (f=1, 12, 3},
31

da; f
(23) N =1

d‘uk N

— ]

o !

&=t
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u. et z sont deux constantes : le coefficient de viscosité et la densité:
X est la résultante des forces extérieures; ce vecteur satisfait une con-
dition de Holder: A;; est un tenseur svmétrique ganche (A -+ A== 0).
ses composantes sont des constantes; il représente la vitesse de rotation
dont est animé le systéme de véférence.

Sout un domaine II: sa frontiére est une surface Xsans nappe infinie,
sans singularité, et qui admet des rayons de courbure en chacun de
ses points: les inverses de ces ravons de courbure out sur X des
dérivées premiéres bornées: Tse compose ('un nombre fini de surfaces
fermdes et d'un seul tenavt : X,  X,, ..., . Nous représentons un
point de Pespace par 21 ses coordonnées par (.. &, 2;) i1 Pélément de
volume quil engendre par o ; Uélément de surface par (s, s, &y,
I'élément de courbe par (d,, day. da). Quand nous aurons & faire
usage d'un second point, nous utiliserons les mémes notations,
2 ¢tant remplacé par v

Détinissons un veeteur u .Y e solution réguliére de (23) dans un
domaine 1T borné » :
du,iey

da;
. \mui pomt de I et de X1 Ia derniere velation «23) sera véritide: les

ﬁ'*!‘:\ N g - N T - N e «
! , fomctions w {vy admeltront des dérivées secondes continnes & I'intérenr
¥

Les fonotions # et el deveont &tve delinies ol conlinues en

de Tl: et les trols premidves rvelations (a3) devront Jdéfinir une fonc-
L] N ~ - -~
¢ Uonr pos) contlinue of waiforwe dans et sure X,

16. Provitae RELATIF A TN pOMAE tokNE. — Donnoens-nous un
domaine Il horné et propusons-nous de rechercher les solutions de (23),
welles et réguliéres dans 1T, qui. surla surlace X, sont égales & un
vecteur donnd, z{@). Ce vecteur admet sur X des dérivies secondes
horndes: son flux total & travers X doit étre nul. Rappelons conument
M. Odyvist a ramené ce probléme A la recherche des solutions coun-
tinues d'un svstéme déguations intégrales (Math. Zevschrift., v. 32,
19300 : il aconstruit le tenseur de Green, Gi;(.v. »). relatif au syvsteme

»

\:J..l";—-— =5\ (F=n.2,3).

; Qu:
f bm = o
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et son Mémoire permet d'obtenir le vecteur 3(@) défini i Uintérieur
de U, solution de (-_'5), égal sur I au vecteur z(a); on a dés lors :

1, T~ < .
() () == —0 S I " Gplee ) |‘ wgi )4 l:hl: ) = Npz i1z 3) m v - 3.0k
Don
 duday A Gl V)] daain) N 930
() Te ;_—pS‘JMI T I“u‘;»m Y —m—— = App (v fav = T
1 . - S . . . du; ()
.es équations (26) et (27), ou les fonclions & () et e Sont les

inconnues, constituent les équations intégrales de M. Odgvist.

Afin d’appliquer la méthode d Arzel.l—Schmmdt, supposons que les
vecteurs \; () et 2;(&) — et par suite 3.{(&) — soient proportionnels
4 un paramétre &, Ulilisons les notations du paragraphe 3 : la pro-
priété (<) est inexistante; A est I'axe réel des /# en entier. Le sys-
téme (20), (27) est du tvpe de Schmidt au voisinage de toute solu-
tion continue. [’auntre part nous &tablirons au Chapitre Il le lemme
suivant :

Lewyg . — Soient toutes les solutions up &) réelles et régultéres qut
correspondent aux valears de h comprises entre les dewx quantités — b,

et + hy. Les intégrales
‘ ALY
1 :.f” SLdT, R

constituent un ensemble de nombres borné lorsque le flux du vecteur 2,( )
a travers chacune des surfaces S, | . . 5 est séparément nul. ( Condition
A. que nous supposervas remplie.)

Nous en déduirons au Ghapitre 111 le théoréme suivant :

constdérdes sont bornées

™ - o N -~ \
Tueorene A. — Les fonctions u;(x) et -—U;L'—-

i

dans leur ensemble et possédent une égale continutte.

Autrement dit les propriétés (H,) et (H,) sont sirement réalisées
quand est satisfaite la condition A. [Celle-ci est d’ailleurs nécessaire-
ment vérifiée quand /=1; quand [ >1, la considération de sources
placées a l'intérieur des frontiéres internes de II n'a guére de sens
physique.] Enfin nous rétablirons également le résultat classique gque
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pour / = v la solution est unigque; il ne s'v produit pas de bifurcation.

Done les conclusions (L)) et (€' sont valables: et nous sommies
assur’s de Uexistence d’an moins une solution correspondant @ des
donndes qui satisfont la condition A.

Remargues. — Du paragraphe 3 résultent des propriétés concer-
nant la nature de la solution en tant gue fonction de /j; elles pour-
raient étre étendues i des cas oit ;.Y et IT lui-méme dépendraient de
un ou de plusieurs parameétres.

— Tout ce qui préeéde peut dtre transposé sans peine au cas de
deux dimensions.

17, Prostive wwname & vy vovane Il waxi. — Nous supposons
donnés non senlement IT el 242}, mails ausst un vecteur a..x), de
divergence nuile. régulier en tout point de Uespace. I ne doit pas
accuper Uespace toul entier: les flux de z:(0) & travers chacune des
surfaces X,, X, ..., & sont sépavément nuls: enlin nous prenons
pour sumplifier \;= o. Soit X* une famille de surfaces réguliéres,
fermées, dont la plus courte distance & X augmente indéliniment (et
a une borne wnférieure positive). Soit I1* la portien de I intérienre
a X Soit a) () une solution de (23), régulitre dauns II", égale
d ) sur Xet da(e) sur XY — nous venons de dire quiil existe an
moins une telle solution — Le probléme que nous nous posons est de
savoir 81 la suite o] () 2 au meins une limite. Nous serons conduils Q
supposer @ @) égal a la vitesse d’un mouvement hélicoidal uniforme
satisfaisant les épuations (23): autrement dit on duit avoir

daia
Mgt o= ———»
da,

a(x) étant un polynome de degré deux au plus: pour qu’il en soit
ainsi 1l faut que la rotation de ce mouvement hélicoidal soit paralléle
a la rotation dont est animé le systéme de référence par rapport & un
svstéme de Galilée: ce parallélisme est considéré comme réalisé si
I'une de ces deux rotations est nulle: pour a(&)=0 nos raisonne-
ments restent d’ailleurs encore valables quand les composantes du
tenseur A;. au heu d'étre des constantes, sont des fonctions qui salis-
font des conditions de Holder sur tout domaine borné et qui se com-
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portent arbitrairement & I'infinl. Sous ces réserves nous démontrerons
au Chapitre II le lemme suivant :

Lenwe B, — Les tntégrales
1 ” " S ‘(\ﬂ‘u,: . dtlg Y
Lo & ’ da; day E

constituent un ensemhle de nombres bornés.

Nous en déduirons au Chapitre [l le théoréme suivant :

Tugoriwe B. — Sur toute portion bornée de W les fonctions u){x)
o )

et — - — sont borndes dans leur ensemble et possédent une égale
whae; ! )
comtinnite.

el ey

- ont aw
ey

Dapres le théoréme d Arzela les fonctions u] () et

. . - DETRES T e N
moins une lmite u,(2). 2250 on déduit aisément du Mémoire de

! d;
M. Odqvist, déja cité, que m_:llwe limite conslitue une solution de (23)
réguliére sur toute portion bornée de I, Nous nommerons « solution
de (23) végulicve dans le domaine 11 infini » tout vecteur w;{x) sus-
ceplible déire obtenu par ce procédé. lequel est d’ailleurs analogue
au passage i la limite effectué au cours du pavagraphe 8.

I8. Nous chercherons également & étudier les propriéiés de ces
solutions réguliéres. Nous sommes déja assurés qu'el en cxtste au
moins une correspondant au systéme de données défini an paragraphe
précédent. Nous établivons en outre les résultats suivants :

Lewne U — Supposons a(@2) five et ax) — a, (&) proportiounel a

un paramdctre h. Sotent toutes les solutions w2 réelles et réguliéres qui
correspondent aux valeurs de h comprises entre deux quantités — h,

ot = . Les intégrales
— N‘" S dhue; da 2 S
wt — - " 5= | N5
M 3\ oe; ~ 9
Ny

constitiwent un ensemble de nombres borné.

Nous en déduairons au Chapitre 111 le théoréme suivant :

Jowrn. de Math., tome X1L — Fase, 1. 1933 Ji
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T‘nkmniuﬁ C. — Sur toute portion bornée de Il les fonctions uix)
o ()
ada;

égale continuité.

et considérées sont bornées dany leur ensemble et possédent une

Nous démontrerons également gque pour A=o la solution est
unique; c'est u;() = a;,(2v).

Toutefois I'ensemble des solutions du probléme correspondant
& — h,<h<h, ne me parait plus pouvoir étre analvsé par la méthode
d’Arzela-Schmidt; le cas oft nous nous trouvons est trés analogue
celui qui fut signalé au paragraphe 14; il est également analogue i
ceux des paragraphes 8,9, 10, 11, 12 lorsque la fonction H{s, t, u]
ou F(u) n'est plus holomorphe, mais seulement continue : cet
ensemble de solutions est bien compact en soi; mais les voisinages de
certains de ses éléments ne peuvent plus étre étudiés par la théorie de
M. Schmidt, parce que 1l est infini. L'ensemble de ces solutions est-il
susceptible d'une structure trés irréguliére? Cette question, dont
nous ne reparlerons plus, reste done a élucider.

N. B. — Les résultats annoncés valent également en ce gui concerne
les mouvements plans.

CHAPITRE 11.

PROBLEME DES REGIMES PERMANENTS @ LEs LEMMES A, B v C. coxstoresces
DE LA RELATION DE DISSIPATION DE L'ENERGIE.

I. — Sommaire.

1. Rmppelﬁns la relation de dissipation de Uinergie :

I dhee; e e S l - TR & D N
] 4 - M YN o M\ [TER ¥
l | drs A | S LY P
R i h— &
] oA
——s S‘ f W\ o

Rigl
ﬁ N\ . du, \‘)i . T ):
() == o) (o

o e, dm dhu, wdm ", L dut
(_. ( (\ ) aa.

de, e-h do, du L dr.  day,
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Le domaine II est supposé borné; le vecteur ; est dirigé vers
I'extérieur de II.
Pour 2;(w) =0 le premier membre de (1) s'annule, et d’autre part

e dlli g_lﬁ e — o
S t’!’“ m d.vl?i Ot — O

l.a relation (1) devient donc

() ‘u‘”‘; S ‘(\:_‘;%)n 6}‘ - ‘OJ!";: S W\ o,

¢

Or I'on a, A désignant une constante,
M Swawen S (""' Yoo,
vhe! T S ” l)J, 3
)
ct par suite, d'aprés Uinégalité de Schwarz,
~ aa yuw . i Cmww dui a .
l\" ’" S N, o, l] <. -”’H S NG l’d.»m!‘”” S (m—fj LES

Portons dans (2); I'on obtient

IS (s aea(5) fir 8 o

A

Ainsi, quand z;(@) == o0, le lemme A se trouve établi.

2. Dans les cas qui se présentent en Physique, le champ de
forces X;(@) dérive toujours d’'un potenticl; les solutions u;(a) des
équations de Navier sont alors les mémes que si les fonctions X;(x)
étaient nulles; I’hypothése 2,(x) = o entraine donc w;(a") = 03 autre-
ment dit le résultat précédent n'a guére d'intérét.

Or si a(2) n'est pas identiquement nul le raisonnement du para-
graphe 1 tombe en défaut. Mais on peut modifier I'expression du pre-
mier membre de (1) : Soit y{a) I'un quelconque des vecteurs quisont
définis et qui admettent des dérivées secondes bornées dans II et
sur X, dont la divergence est nulle, qui sur X sont égaux & a,(x).



28 JEAN LERAY.

Nous avons
S M| 5+ 5 s § o
_S;[ l@x.‘m;*— —J\;,Gz ——r;S ’l [gi:i - M] ,)'di'
— p‘ {J [u&g& + ,-,;-u,;] v O
™ n Lk A
e E L] A N ST ’) i r) d\i
_{,,S‘Mlx,.m,.L#S!mnl.;;; - T]T
i LA

D’autre part
S I"'t)u, Quy Gr— l e dw .
014 dz, S "‘d‘m o

La relation de dissipation de I'énergie (1) peut donc ¢tre mise sous
la forme

2 el §(5) 2= LALE 7§
:
we Qe e
N

(Zest de cette relation (3) que nous déduirons le lemme A.

3. Tout d’abord nous opérerons par 'absurde : supposons que
a;(x) et v;,(x) solent proportionnels & un paramétre / et qu'a une
suite bornée de valeurs de /, distinctes ou non, corresponde une suite
de solutions réguliéres pour lesquelles I'intégrale

M8 (5%) s

augmente indéfiniment. Divisons tous les termes de la relation (3)
par »J; toutes les intégrales du second membre tendent vers zéro,
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sauf l'intégrale
) 5 S f et Z5E vy o
(RS
qui tend donc vers 1. Les fonctions rlj f]—:—;%:—) satisfont dans leur

ensemble une méme condition : la somme de leurs carrés, étendue
41, reste bornée; elles ont dés lors des propriétés analogues & celles
des fonctions qui possédent une égale continuité et qui sont bornées
dans leur ensemble; nous I'expliquerons en détail ultérieurement.
Pour I'instant contentons-nous de démontrer que l'intégrale (4) ne

Y 2e; (.
peut tendre vers 1 quand les fonctions j t—%‘:—) sont bornées dans

leur ensemble et possédent unc égale continuité : on sait alors extraire
de la suite précédente une suite telle que h tende vers une limite /,,

b ! a2}
et que chacune des fonctions 'ﬁ dz converge uniformément vers

V]
une limite; cette limite est de la forme ———Jfll——)
W4

&tant continues dans IT et nulles sur X. Il vient

. N LAY R VO Ug(w)
(5) ﬁS‘!”“Lk‘(mb)—m%—'“(mz,)ou,‘_n‘ P Fanbal
i, & &

wd

» les fonctions U (x)

[Dans l'expression des fonctions «,(x) et y{«x) la valeur %, doit
désormais étre attribuée & A.] Cherchons si la conclusion ainsi
obtenue n'est pas absurde.

Soit 2;(x) un vecteur défini et régulier dans Il et sur X, qu
s'annule sur T et dont la divergence est nulle. (5) reste vérifié quand
on remplace v,(2) par y{x) + ?\E(w). Donc

SJJ [,n(l) ( hu)o.n—o

Soit  une ligne fermée quelconque L, intérieure & II; on constate
aisément qu’un cas limite de la derniére relation écrite est la suivante :

] t dU,, ®
SS’S[;;(J)) _dul(ki—)dh: v

Autrement dit, le vecteur S Ui(x) ————)1 est le gradient d’une fonction
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P (), uniforme dans IT; et le vecteur U;(a’) se trouve vérifierles équa-
tions auxquelles obéissent les régimes permanents desliquides parfaits

Sl— )0[,,{.1. ()P(;l') dUA(.T)
a(r ory dx, > oy

Comme U, (x) est nul sur X, P(ax) prend des valeurs constantes P,,
P., ..., P, sur chacunc des surfaces X,, I,, ..., 5;; et la premiére
relation (5) s"écrit

P, ”; S'oz,»l"r'b gy 1 ”}- q e wyday ... - I’;.ﬂ: S Ay day= ‘E-

(TS -

Celle relation est effectivement impossible si chacune de ces inté-
arales de surface est nulle (condition A que nous supposons remplie).

Pour démontrer le lemme A il nous faudra donc substituer au rai-
sonnement de ce paragraphe un autre, envisageant toutes les éven-
tualités possibles. Nous établirons les lemmes B et C en méme temps
que le lemme A; a cct effet nous donnerons préalablement une
nouvelle forme & la relation (3).

II. — Une relation équivalente i la relation de dissipation
de Vénergie.

4. Cas p’ux poMaINE IT orxi. — Nous déduirons directement des
¢quations de Navier la relation annoncée; elle différe de (3) en ce qu'il
n'y figure que des intégrales triplesel qu'on v emploie le plus souvent

'}_/ﬁ

possmhﬁe les composantes du tenseur sy meh‘mque / d + — ce ten-

scur sannule dans tout domaine ot y;(2) est vﬂrﬂl a hl vmtesae d'un

mouvement de déplacement —. Wous utiliserons jusqu'a la fin de ce

chapitre « la convention de I'indice muet » : un terme d’une somme

ou un indice figure deux fois représentera la somme des termes obte-

nus en donnant successivement & cet indice les valeurs 1, 2, 3.

Ecrivons quatre identités valables sous la seule réserve que I'on ait
du; _ dy:

().1"[ - d‘.},‘,’ —
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nous y avons fait figurer une fonction «(a) (ui restera arbitraire

jusqu’a nouvelle indication

e »a

luﬂ (i — 1) )l:“ ory— @ ” Co— o) Awg G

T wenfl

el e G (i,

T ’ (dt“& !‘ll'& l)—‘l: - m o
»I.- “"! !h'i) .

R ‘u \ulm Y Aa

[ LY ity fJ AT
H.M t.“-i"‘?r‘_lﬁl_“@ .’ﬂm% :),:;._;ﬁ)j

N {ple) = aaed | L us— o) oy

- s‘

ot dl” . e e 3
—_ { LN (PR ] [ IN C I
_!“_M“ e " I')l, l.‘.;lmlk o i}d
", ] | - s I I - e ma
ro‘!tl Amngll,:»— ;MMMH&—- ti‘ TE e

=5 IN bty — “ehbeg :
was " HE

Ajoutons ces identités membre & membre; supposons que () soit
une solution, réguliére dans [II. des éguations de Navier :
du; o

dp .
O Nty — e — Gl — = — 8 Ny 5 N,
(6) : TR T v e e

= i,

o ¥y

Remarquons en outre que A, = Ay vy = o puisque A+ Ay=o.
Il vient

{(7) = Nx‘( i) (::#“— “tm %‘E\) oy — M Pp(e) -+ sale)] (ui—v:) oe;
i

Y

. '
-9 " |p Wil — — u,-umk-— 3 “‘;,‘_xl oL
L L ety 4 - -

:”:;,
= "
—
2
|
J
z
Q
=
1
. (]
"':::
——
Z
ES
b
c;l‘

S
[
—
=
]
-
Q.

&

i Qg N fa I
- H.’.”“ k_ - dum) df:: :)JL a) o

L

2T (5 dra\[ (oo dus\ i die) ],
o M\ & dey  da du o) |

Y N TA——
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Enfin tenons compte du fait que u;= y; sur . Nous obtenons la
relation, dont I'emploi est préférable a celui de (3),

. “ohee; i Jue; TN -
) 'uuh’il (\ dg U’J:k)‘ (ﬁ—u - fi’-l ) e

L : du;  J i
—T»Ul (a,h - ah){(ﬁ%*%] (t‘; "‘ETJ”“

gy r)‘,r) (oot VR
" I}J. N = ‘f.’.l.‘f / RPN Yie) o

(L] (LT () ﬂ
+— n M (a;— 0 X e — ’”i\,‘ﬂ ‘ Il(u G, ) o
wea I won KF R
Réciprogue. — Dans la délinition des solutions reguliéres donnée

au paragraphe 15 du chapitre précédent on peut remplacer la con-
dition que les trois premiéres équations de ‘iavier définissent une
fonction p(x), continue et uniforme dans II et sur X, par la coudition
que la relation (8) soit vérifiée pour tous les vecteurs v,( ).

Remarque. — Supposons que x{x) s¢ trouve éire égal & la
vitesse @;(x) d’un mouvement hélicoidal uniforme satisfaisant les
équations de Navier (6). Nous avons donc

"h,{ﬂ,‘ l)‘.——dg:‘-l—,

a(xr) élant un polynome du second degré auquel nous égalens la
fonction arbitraire qui figure dans (8). Prenons vi(a)=a (2), le
second membre de (8) s’annule identiquement

Donc ug @) = a;(x) est la seule solution réguliére qui corresponde
aux données que nous venons de choisir.

3. Cas p’uy poyase I ki, — On suppose donnés I, x @) el a(2);
\,=oj soit u;,(@) une solution réguliére correspondante. D'aprés la
définition que nous avons énoncée, a la fin du paragraphe 17 (Cha-
pitre I), u;( ) estla limite de solutions des équations de Navier, u; (),
réguliéres dans des domaines bornés II* qui tendent vers M. Les
vecteurs que nous nommerons Yi{(«) sont ceux qui possédent les pro-
priétés déja indiquées an paragraphe 2 et qm en outre ne différent
de a;(x) que sur un domaine borné. Dés que II* contient ce domaine
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borné les fonclions u; vérifient la relation (8), ot 'on prend pour a ()
le polvnome du second degré dont le gradient est

da{ )

da = i),

Toutes les intégrales qui figurent au second membre de cette rela-
tien (8) portent sur des quantités identiques & zéro hors d’un domaine
borné; un passage i Ia limite aisé nous donne donc

. it A ¢
ot ".l‘ ’M , ‘k:)‘tl Tk !,.;) (:J':,\ th,w) ou

. J.’ v \'l LN dw)‘ (d‘}, v g) 5
N — — — _— T
¥ooa “ \d\:l dh fhu oy de o !
5 it f e e \ o
— -) ! ()—— : dv L e~ WiV or
'lll i)a |
[ - ;‘Ji {85 — i) o,
Rappelons que
da(a)
3 i - = Ap ()
Remarque. — Soit S une surface réguliére et fermée qui s'éloigne

wdéfiniment. Toute solution u,(x) réguliére dans II vérifie la relation
que l'on obtient en remplawm dans (=) X par S+ X et Il par la por-
tion de IT intérieure & S. On en déduit que la quantité obtenue en
retranchant le second membre de () du premier est la limite de I'in-
tégrale

- <o s\ » ‘
R l u; —*a.‘k———; L) Seg— H [p -+ sa]tw,— a;) day
“w's da ¥ l}_l'j: ; e B

ﬂ:«
| Le vecteur €u; est dirigé suivant la normale extérieure a S. |
Par suite la dilférence des deux membres de (9)a une valeur indé-
pendante du choix de v;{a).

% I i
[u Wty — ~ M0 0 — ;uiai‘m]; dar.
K] bt

Journ, de Math. . vome XIE — Fase, L 1g3i.
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III. — Démonsiration par 'absurde des lemmes A, B ot C.

6. Supposons 'existence d'une suite de solutions réguliéres u’(a)
qui mettent en défaut les lemmes A, B ou C : I'intégrale

. [i" e e e} da; o
= (5 — ) (5o — 5t )b

angmente indéfiniment. Dans le cas A nous convenons yue le vec-
teur ai{x) et la fonction «(wx) sont nuls; dans le cas B nous
posons u; (@) =a;(x) sur II—I*. Nous désignons par z;(x) les
valeurs prises par u; () sur X, Les fonclions o/ (&) — a;( ) sont pro-
portionnelles a un paraméive A" [ et méme toules égales dans le cas B.
ot /i* représentera donc une suite de valeurs égales].

Introduisons une suite de vecteurs y; (&) : ils seront détinis dans 11
ils ¥ admettent des dérivées secondes bornées; sur X ils seront respec-
tivement égaux aux vecteurs z; (&t); leur divergence sera nulle en tout
point de I1; dans les cas B et € ils ne difléreront de «;(.") que sur un
domaine borné; nous ferons en sorte que les vecteurs y; (&) — a;(a)
soient proportionnels a 2%

Remplagons dans 'égalité (8) (cas A ou B) ou dans I'inégalité (g)
rcas C) u,(.r) et v,(&) respectivement par «; (@) et v/ () et divisons
par J* les deux membres. La relation ainsi obtenue sera nommée rela-
tion fondamentale. Dans le cas B elle n'est valable que pour les termes
de la suite de rang suffisamment élevé : 1" doit contenir tous les points
ol Y (&) =2 g

[ Dans le cas C, on cette relation fondamentale est une inégalité, la

différence de ses deux membres a une valeur indépendante du choix

de v)(x)]

7. Nous avons le droil de supposer la suite choisie en sorte que /i
tende vers une limite unique, ainsi que les intégrales

JITREN
i 5

te

lorsgu’elles sont étendues au volume de I'un quelconque des cubes
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intérieurs & [T dont les sommets ont des coordonnées rationnelles. Dés
lors a](2) et viix) tendent uniformément vers des limites z{a)
et vi() et les intégrales

U "”.}H e (”& _ d ] ar
\ J_tm e ey Dy

tendent vers des limites bien déterminées chaque fois que les fone-
tions Fj;(r) sont de carrés sommables sur 1.
Oun démontre que ces limites sont de la forme

o

Mﬂl Fiaam Ui,

e

fes U 0) étant certaines fonctions mesurables, de carrés sommables
sur I1. De méme les intégrales
\ N. Nl e Tduitaey dasay “d‘ugm vy - vy ot
= I S TP — e — - g6y
i a . e I | I s ! 9

B

tendenl vers

e " hx

MM N, Fogoa, v Uiy Uggd vy G oy
ve 1Y nea LU

e

quand les Fu(, ») sont de careés sommables sur le domaine a six
dimensions obtenu en faisant parcourir indépendamment I & & et a v,
O dit gque les fonctions

v |}' el ) Dt
\‘ J“ {A

hr; da;

convergent fatblement, en moveane, sur Il vers les fonctions U;,(a).
Ou trouvera dans le Mémoire de M. F. Riesz[ Ueber Svsteme tntegrier-

barer Funktionen Mathematisehe Annalen, 1910)] des renseignements

plus précis sur cette notion gui a pour origine certains travaux de

M. Hilbert.

. . . . v du;
8. Sachant ainsi comment se comportent les fonctions 5 o cher-
‘ ck i

chons & en déduire des renseignements coneernant les fone-

- l L || ~
tions — &, () elles-mémes.
] ‘
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Seit & un point intérieur & II: soit 5 un point de la surface X
tel que tous les points » du segment &z appartiennent a II. Nous
avons, en désignant par r et r, les distances respectives de @ & vet d 3,
par © I'angle solide sous lequel on voit Ede «

wiri—=— — v - —
' W, vy vy w

TR N
m N“—-— uilr) d(; p‘ﬁ ll N‘.Sﬁl;! —_—

les intégrales sont étendues aux ensembles de points » et 3 que nous
venons de définir. Le second terme du second membre est inférienr en
module & la plus grande longueurdu vecteur z{x). Le premier terme
est de la forme

- .
: NI
’W Heix. vy ——l;—‘-— By
wen 11 A

Imposons & & de rester & l'intérieur d'une portion de Il bornée :
wi A, A" ... désignant des constantes, nous avons

. \
Hetan oy <
. . ey
et
Hi{w, ¥I=o poar e > AT et pour v > AL
Posons

L]

Wiy, v’ :!ﬂnmh v vyt vhe

Nous avons, ' représentant la distance des points v et v,

. A"
R o<

et
bt ri=uo poar 33> AT el pour 1y > AT

Par suite I'intégrale

N}’; ”W‘NKMU R v gy

[ | ]
4 un sens.
Il en résulte que les fonctions

L= ’W Haoo vy U giviedy
wer I



DIVERSES EQUATIONS INTEGRALES NON LINEAIRES. 37

sont définies presque partout sur II et sont de carrés sommables sar
tout domaine . Or

e e 25520

e By Lt |

dugiv) - T
> [l iy — ,;—‘—“.kl IIL('RIM‘M) _Qﬂml‘—‘ﬁa}‘ ]

:“Mn“! [ uﬂx‘n_\':l_;lilzillﬁ }]l\wﬂ

x [l},u__m H— — M] v 9.

~

I

D’aprés le paragraphe précédent, cette derniére intégrale tend vers

zéro. Done
m‘[[?smx ) — \—% s u.r)] [[‘”51‘ 2 — %-L]_‘ 'Y (ax}] &0

wka my
tend vers zéro.
On exprime ce fait en disant que les fonctions — U 1 (&) convergent
N

fortement en moyenne vers les fonctions mesurables U{2) sur toute
portion bornée m de IL.

Soient Fi:(@) et Fy;(@) des fonctions mesurables bornées gul ne
ditférent de zéro que sur un ensemble borné de points de II : l'intégrale

"

IL' ’N F; (wYu? ()i ix) s tend vers ’ﬂ‘Fa; (o Uiixdar.
b | |
(1o
(e 1 ‘“ duf (&)
7 Lk‘,uﬂmw‘h e dr tend vm&lLF“mlh[ A Uik S,
(X1 % E

. De méme la relation fondamentale donne A la limite

(‘ll l) : ‘g (d‘; T 3;:&)1 l?gl"g !il‘..

Dans cette formule on peut prendre pour y;(2) un quelcongue des
vecteurs de divergence nulle, qui admettent dans Il des dérivées
secondes bornées, qui sont éganx & z{x) sur I et qui, lorsque H est
infini, coincident avec a;(x) hors d’un domaine borné,
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[ La différence des deux membres de la relation fondamentale est
indépendante du choix de y;(x):; cette propriété vaut a la limite
pour {11): autrement dit le second membre de (11) a une valeur indé-
pendante du choix de y{a).]

Soit = une longueur tendant vers zéro et soit @ 'ensemble des points
de Il distants de X de moins de 2 @ se compose de / domaines séparés :
@iy Bay ..oy & b correspondent respectivement aux surfaces X,.
¥ae ... X, Enoncons deax inégalités que nous démeontrerons aux
paragraphes suivants :

Premidre inégalité. — On peut trouver un vecteur vq(.r) qui ne
différe de a; () qu'a Vintérieur de & et tel que

A étant une quantité dépendant exclusivement de X, de xq2) et

de a;(2).
Neconde inégalité. — 1l existe une quantité A, dépendant unique-
ment de I, telle que

m Uiy Uprerde S 43 s ’ Uosten Upgian s,
ey & (XX W

—2 ‘({mﬁ; < VU< A, ] U Ui e,
2 M\ oy ™ o U
Ainst le second membre de (11) peut étre rendu arbitrairement voisin
de zéro, alors que le premier a une valeur positive. Ce résultat cons-
titue la contradiction cherchée, qui établit les lemmes A, B. C.
Indiquons que de simples raisons d’homogénéité suffisent & rendre
tres probable la seconde inégalité. Quand a la premicre, elle est
intuitive : considérons, par exemple & Nntérieur de m,, le courant
dont la vitesse est y;(@r) —a;(2): ce courant entre dans =, par cer-
taines portions de I,, sort par d’autres, avec des vitesses données; —
ceci exige la relation

_ww

N il rysry=o,
w ’
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le volume qu’il traverse a une section dont I'ordre infimtésimal est z:
le maximum de Pintensité de ce courant doit donc pouvoir étre choisi

\ . H ‘)“5 £ . ' N
de 'ordre de : ', et le maximum de %t—f iil : j de 'ordre de :-*.

10. DEMONSTRATION DE LA SECONDE INEGALITE. — Seit 23 le minimum
des longueurs de tous les ravons de courbure de X et de tous les seg-
ments perpendinulmi‘n‘m 4 X en leurs dem‘. extrémilés. Tracons en
chaque point de X un segment normal & X, intéricar a ll, de longueur A.
Ces segmenls umphnenl. un volume; défimssons en tout pownt .2 de ce
volume une fonction D) comme étant la plus courte distance de @
a X et un veeteur L) par les propriétés suivantes : ses lignes de
force sont les segments tracés; son flux est conservatif; sur X il a pour
longueur 1 et est orienté vers l'intérieur de II. Nous prendrons s < A:
@ est le domaine o0 D) <z, Seit v, une quanlité pesitive arbitrai-
rement faible; nous avons

. dD

— n \Eﬁ i — Yy houg — —_—————‘\n paecll v Lidr
i du;f
< i A i
- }“J!L X ;"\NT “ ‘I (dl & dl & D
== N Loy — Vs — Y Y D L durg ~ .

m

2 Do =

Divisons par J%, passons i la limite en utilisant (10), il vient

N‘j‘l‘ Ly —— ! Jn Liow<a M, | & lmD

L du.
(D7) dag (L *

NEL
D’ou. par Finégalité de Schwarsz,

- mn . ‘j—', d ) .
|0 o i bese | sl Vv se fff vestisse

LTS~ e Ty LT

Jb
En chaque point @ les vecteurs dx et L, sont paralléles; le pre-

mier a pour longueur 15 soit A le quotient de la plus grande longueur
da second par ld plus petme, nous avons

H/‘

"Ll'[b_,_ﬂ,_\ S AAG flu&l_;w.v
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Do, en remplacant D par son maximum dans @ : z, puis en faisant
tendre v, vers zéro,

| f| CUaegiage m Ue Ui b, C.Qe EL D

11. DEMONSTRATION DE LA PREMIERE INEGALITE. — Puisque

-
M () fayzz o,
N

LI,

on a .
J A faey — a ()] das== v,

il est possible de définir dans I et sur £ un vecteur Py, & dérivées

secondes bornées, tel que sur X

b an _ &Py
. aa,

d P _ d P .
o, dar,

Py i) _ dJ l‘u(.t‘g_
o, A,

Y — @y == »

X — @ (V=

A Y — () =

[£2= D)}

B

Or la fonction vaut 1 sur X, ses dévivées premiéres s'\

annulent; pour D{wY=z:, elle est nulle ainst que ses dérivées pre-
micres et secondes. Donc la « premiére indgalité » est vérifice par le
vectenr y;(«@) que définissent les relations

It

v d 1 .

MY — iy (Ve = e [ (S — DIV P - = — [t — D, wnr Py s g
e S dt‘fh A=z ax; Lt :] pone B
Vi) —a (Y=o dans T — =
L oo vod a1 L.

Y Yol ) — @y () == ¥ ox L —DpP ] — oo [ves— Dy, pour Dy s e
| v —ay (Y=o dans H — =
1od v 4 _ ,

Vi) — (Y= = e (3= R~ — — [ & — D ponr Diary s a2
) — (= o Lt ¢ ¥ g E ‘ |28 A e RS I
v} —ag(ad==a dans I — w».

Bemargue. — v () doit admettre des dérivées secondes bornées;
nous venons donc de supposer implicitement que D (@) posséde des
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dérivées troisiémes bornées. Quand il n’en sera pas ainsi, on intro-
duira une fonction positive et monotone, ®(a), définie pour D(a) <4,
& admettra des dérivées troisi¢mes bornées: la longueur de son gra-
dient et la fonction () D~'(a) devront avoir une borne inférieure
positive et une borne supérieurc finie; @ sera alors le domaine on

: - \ —— . oD
B (.Y <z, Ly sera paralléle en chaque point a ;'Ln » et non plus a 5=

et b sera partout substitué & D au cours des paragraphes 9, 10, 11.

Cas ot le veeteur 2, () — a(v) est tangent 4 X en chacun de sex
points. — Oun peut alors prendre le vecteur Py(a) nul sur £ : les
conditions imposées se traduivont par deux relations concernant sa
dérivée normale sur X. Et des formules (12) résulte une inégalité plus
précise que U'inégalité annoncde, & savoir

LAy
] I’.l“,(

-

«

th

|
P<<A

A étant une constante indépendante de <.

IV. — Détermination effective d'une majorante de J.

12. Nous venons d'établiv les lemmes A, B et (. 1l est naturel
d'essaver d'obtenir des résultats plus précis et de se poser le pro-
bléme suivant : u,{(2) étant une solution des éguations de Navier,
réguliére dans un domaine Il fini ou infini, construire, a I'aide des
seules quantités que nous avons nommées les données, une majo-
vante de l'intégrale

] ) (2 2
Sy O dag J N dug dayg,

Notations. — a;\x) a été délini dans le cas ou Il n’est pas borné.

Sinen, on peut prendre ce vecteur égal 4 la vitesse d'un mouvement
da;
d.fb‘g;’
a{@x) étant un polynome de degré deux au plus; par exemple, si sur

quelconque de déplacement qui satisfait la relation Ajayx)=

Journ. de Math., tome XII. — Fasc. 1, 1033, b
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une surface fermée frontiére de Il a;(a) se trouve étre égal a la vitesse
d’un tel mouvement, il sera trés avantageux de prendre dans la;(a)
égal & cette vitesse. Modifions maintenant comme suit les notations
précédemment utilisées : soient £, ..., X, celles des surfaces fron-
tiéres de II, fermées et d’un seul tenant, sur lesquelles x;(&) n'est pas
identique i a;(x); nommons A une longueur inférieure a la moitié du
plus petit rayon de courbure de I, ..., X,, & la moitié du plus petit
segment perpendiculaire en ses deux extrémités a 'une des surfaces
X, . .o, I, et inférieure & la plus courte distance de £, X,, ..., I,
aux autres surfaces fermées qui constituent A.

Tragons en chaque pointde X,, X,, ..., X, un segment normal a la
frontiére, intérieur & I, de longueur X. Ces segments emplissent un
volume; définissons en tout point & de ce volume la fonction D(a)
comme étant la plus courte distance de .« a I, et le vecteur L) par
les mémes propriétés qu’au paragraphe 10. Soit : une longueur
variant de o a A et soit @(2) U'ensemble des points oi D(ar) est infé-
vieur & . @ () se compose de r domaines séparés: @, (zh ..., ®,(2);
®,() a pour frontiére X, et une surface paralléle S,(z). Nous nom-
mons y;(x) le vecteur, dépendant de :, que délinissent les rela-
tions (12).

Nous supposons, pour simplifier, que les dérivées troisiémes de
D{x) existent et sont bornées. Posons

i) == () - (@), Tl Y =g () el
Introduisons enfin quatre constantes :

A} quiestle maximum de laire de 5, () +...+ S,(2), pouroL:<y;

o [ oe)

A, qui est le maximum de s | dVl_
L

et par suile une borne supé-
rieure de gy ()3

A, qui est le maximum de ! a; ()| dans @(A);

A, qui est la plus grande des quantités | A, .

Et, pour simplifier, supposons \;=o.
Dans ces conditions la relation fondamentale, c’est-a-dire 1'éga-
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lité (8) ou 'inégalité (g), nous donne

3/

T eh b',\
&+ ”um;” d:; v

rl/, "M‘w.
. day uh,'“

( Ay f),v

“+ w et — 152
dre | da HOe a1 o

o
E
1/
=
=
gr"
;"
it
l'u
-

Al . ‘-_l_ ]
RN R W e‘* I it o = I3 e N, e B \/-"/ IM T A
T4 2

AR G -
e AT ‘H:‘**— oA\ A - P
-0 :J.Jkl :\: :\1L A+ A Ij.

13. Ayons maintenant recours & des considérations analogues a
celles du paragraphe 10.

Soit I;(«w) le vectenr y;ix) correspoudant a :==2J3, ou un autre
vecteur régulier dans @(\) et égal & a;(a) sur . Nous avons

!M: N veg— U {i— ) T“IT 5%} | P :at[ﬂ: N v — ) d——————( tt;dﬂk Lo l%d
Dot
M N‘ \ (llf— Il‘,;‘j oy — l" ) r:% oD L& 60, l
NIUSEY
> 'umn N prg— Divves— U9 l‘f]l‘{ 64!{”“-\ i ";); Lo dt Un'h—: L) ar,

Et en désignant par A, le quotient du maximum de 'L, Ly par son
minimum
(it 9w — Ty d(—1Ty)

() Jﬂn -\.(N‘f— Foge— 1T, ) s G s -'k‘\}d” A g

6;1‘ .



44 JEAN LERAY.
Soit

2(g)== !” (y—T) (15— ) darz

A E
2'(¢) est la somme de (u;— I';Yu;— T) étendue a la surface

S(g) . =80

3'(2)e* reste bornée quand = tend vers zéro. La relation (14) s'éerit

~d - L . N Far. 1.
/ ¢ (.,M de <A f T ICuc—T) g,
Lo £ - [X A mm.‘.‘ﬂ d'“rk ‘d‘l‘k
Or
oie)1d s s
[.__“’f:'] = [ o [ Ui
£ [ Jy = (S &
On a done
2L8) gecang ﬂ[ =T AT 5
A& = N IL Ay Ay

Soit B? une quantité positive arbitraire; on ne peut avoir

:?E‘E) -~ B![ d‘( lg—‘-lz) d(";—‘— r,‘\j S
< NS v oy

sur un intervalle (v, A) de variation de ¢ quesi

Bilog — << 2 Aj.
n

EEN
Autrement dit entre A et vy =3¢ ¥

lesquelles

se trouvent desvaleurs de ¢ pour

U

WY } . . ’ i gy — f
,‘ {o;— Ty (ey— L) S B3t ” ‘ ("«I)‘n L) dr‘vl:‘;“r 3.

L ErEy v mlj]

14. Dans (13) prenons précisément pour : l'une de ces valeurs:
posons

L3

m L. 6 = Af:

el Aoy

ifir dLi—a) dLi—ad . _ .,
M[ N gy dxy =



DIVERSES EQUATIONS INTEGRALES XOX LINEAIRES,

45
Nous avons
JW et 0 — 3 A ,4 wiw G + A3 ‘B-Eﬁ“ —aAn T+ *ul']‘
wed grs -
¢’est-a-dire

VL ooz

=T

[vI—-A]—aL.

De (13) résulte donc l'inégalité

(131 aJ<OpA A T =300, [ByT = BA o+ A |
- _ 4 1 -1
= 3V3s A A :\J[B\ AT+ BAA - Ay -"—ﬁ
g AT A - 30 A A A - AT
—us ATALA AL - A
ol
L
¥, = Ne B

(15) est une inégalité du second degré en \'J, qui est vérifiée quel que
soit B: prenons

e

| Y

W

o

By
3

la résolution de cette inégalité fournit une majorante de J.
Montrons comment les lemumes A, B, C en résultent.

Lemme A :«¢{x)=0;], &, A, A,, A, sont indépendants de /;

A, As, A, sont proportionnels & ;3 (13) fournit dés lors une majo-
rante de J qui est une fonction de # continue, donc bornée.
Le lemme C résulte de considérations analogues.
Quant au lemme B, il est évident : #;{a’) = a;(@) sur la paroi externe
yui s'éloigne indéfiniment; donc la majorante obtenue est indépen-
dante de la position de cette paroi.

C.O.F. D

Si Uon fait tendre w. vers séro, les autres données restant fixes, la
meilleure majorante quel’on puisse déduire de (15) croit indéfiniment,
v . . ]
comme une fonction exponentielle de o

[}

15. ExaMex pE cas particeLiers. — Dans certains cas particuliers !

peut étre avantageux de choisir < autrement que nous Pavons fait au
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paragraphe 13, Waprés Pinégalité (14), nous avons

TR - v rases i u’w—l‘ldtcu—l‘a\~
_!,”n:_ iy — Uiy vae, — Coyvoa > Als .!.Mml ar T .2,

D on
/ ’f TN IONENE \m-l\ b N

ct, eu portant dans (13):

ey wly ﬁ;&:"t\.\::‘“;‘\.l4—3‘55‘%'-:1_\&,,‘\]*>,>.\.-,\.;—.-_«\:_s—‘ﬁ‘

—or AT =3 A

Cette relation doit étre vériliée quel que soit z. L'n premier cas ol
elle est utilisable est celui ot le vecteur () est suflisamment voisin

* .
d’un veeteur a; (@) pour que A< T Avee les hyvpotheses des
®

lemmes A et G, 22— a; () est pl‘oporlimmel a k. done A\, égale-
ment; la relation (16) est applicable pour les faibles valeurs de A3 et
puisque A, est en facteur dans tout le second membre, cette velation
prouve que J tend vers zéro avee h.

Un second cas inléressaml est celm ot I'on peut choisir ;) en
sorte que x;(.r)— a;.r) soit tangent & X en tous ses points; les der-
nigres lignes du paragraphe 11 nous autorisent alors & remplacer
dans (106) la constante A, par A,z, .\, élant une nouvelle constante.

il suftit de choisir = inférienr 3 A et a — ﬁ

pour que la relation (16)
fournisse une majorante de J.

Aunsi les lemmes A, B, C s’obtiennent bien aisément dans certains
cas et en particulier dans ceux qui correspondent le mieux i des con-
ditions aux limites pratiquement réalisables : le liquide adhére & des
parois que l'on fait glisser sur elles-mémes. Le eas plus général étudié
exigerait un dispositif permettant d’injecter un liquide dans un réei-
pient et de I'en laisser sortir avec une vitesse imposée en chaque point.
Rappelons & ce propos que nous avons du renoncer & étudier le pro-
bléme qui correspondrait a 'éventualité matériellement impossible
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dans laquelle certaines parois internes de Il contiendraient des sources
de liquide.

Remarque tmpartante. — Tout le contenu de ce chapitre peut &tre
transposé sans difficulté au cas d'un espace & nombre quelconque de
dimensions: les lemmes A, B, C restent valables.

CHAPITRE 1I1.

FIN DE L'ETUDE DES REGIMES PERMANENTS.
REMARQUES CONCERNANT QUELQUES AUTRES PRORLEMES DE L':IIYDRODYNAMI‘QUE.

I. — Dédmonstration des théorémes A. B. C.

L. Use wecaurte prELousalke. — Les lemmes A, B et C seront
tonjours utilisés par l'intermédiaire de Uinégalité en question.

Soit une solution du probléme des végimes permanents, u (1),
végulitre dans un domaine borné II; r étant la distance d'un point
quelconque de U'espace, &, & un point y de Il et y,{@) ayant la méme

signification qu'au chapitre précédent nous avons Pidentité

o

i

. A '
[eeit vy — v} et ey — vty |]4;~_ arv

AT
h ey — ] ve— e

= N! [eivy — ] L vl gy,
e ) o Ay ”~o

Dot en appliguant I'inégalité de Schwarz au second membre, I'iné-
galité annoncée

» ‘ .
{21 ] , Jes vy —~eiom L wet )y — e ] — o
L T oo

<5

jj L=y e

0.
. vy ey -

Soit maintenanl une solution du probléme des régimes permanents,
u (@), véguliére dans un domaine infini I Sur toute portion bornée =,
de II cette solution u;( &) est limite uniforme de solutions «; () régu-
litres dans des domaines bornés 11, qui tendent vers 1l: nous avons.
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dés que I* contient tous les points ol YA &)= a;(a) :

M{ [ee; () — v ful vy — T‘s{‘ry]'—:-ﬂ av

i

R ” bl .r)[u, — v O[] —vl s

3 av.,
M

H/’.

g -

Or, d'aprés le lemme B le second membre de cette derniére inéga-
lité reste borné; donc l'intégrale

ana
i

. - . 1
freavy —vidvafedvy — o] = gv
est 1nférieure a une borne indépendante de m,, autrement dit L'inté-
grale
.
3} vy — v laso) — o 5 dr
13) m [# Hasy — v s

we I
converge.
Mais on peut obtenir un résnltat plus préeis : soit S une sphére de
centre ., dont le rayon R angmente indéfiniment; soit V la portion
de Il intérieure & S; nous avons

%) ”i"“‘—‘"‘][!-=(l3—_,(;;|—~m
o

. N
- N\ ":K‘\‘!‘-‘_':i‘ll]["sk)'!—“':l‘r!]}l—k—’?i‘

ey

({_l'.:-

.. du:— 1] Vi &t

” [ v — )] .)‘7;-4\ —

e g

Seoit ¥'(R) I'intégrale de volume qui tigure an premier membre de(4).
L'intégrale de surface vaut R¥"(R). ¥'(R)est une fonction bornée et
croissdnte. Done 11 existe une suite de valeurs de R, augmentant indé-
finiment, et pour lesquelles RU”(R) tend vers zéro. D'autre part
r m‘egdhte de Schwarz appliquée au second membre de ( 4) donne

lm Nh~—-fl“]l"“’_"”']"Mh“u (H]‘

oy
= ”',"["”l_'"“H"l”—‘Hi.vm
ey
\nd e ) ‘— J .
<M e
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On obtient a la limite I'inégalité (2).

Linégalité (2) est donc applicable aux domarnes 1 bornés et aux
domatnes Il non bornés. Cette inégalité vaut dans le cas d’espaces &
plus de trois dimensions, sous la seule réserve de remplacer par un
auntre nombre le coefficient 4. Mais si U'espace est & deux dimensions
son premier membre n’a plus aucun sens.

2. LES INEGALITES PRELIMINATIRES RELATIVES AU PROBLEME & DEUX DIMENSIONS.
— Soit @ un point extérieur & I et soit \ sa plus courte distance a I.
MNous avons :

(3) ” ooy — v oy JLaes ) — vl )] —l— gy
1]

llog ZY
(e %)

< ,"‘jﬁ"f—‘{ﬁ] M o — ‘;‘t],h‘
=y e iz :

La démonstration en est analogue a la précédente; indiquons seule-
ment que la fonction bornée et croissante, ¥'( R) @ maintenant pour
expression :

i , v N
” [esi v d — v 3 w00 — ":'i‘._“)‘]—,—'ﬁ av,
Wy F!(ll)g K

et que le role de Uintégrale de surface qui figure dans (4) est joué par
Fintégrale curviligne
o =]

(ry— ey — v, — ey,

‘*ﬁ Fad ) —vanry{us vy — ~{)]
ey

2 log—

-

>

:ll"(ﬂ)ﬂﬂogl—:-

Mais il convient d’adjoindre une seconde inégahté a l'inégalité (3):
soit @, une portion bornée du domaine II, et soit & un point atcreeur.
Désignons par .\, le plus grand diamétre de m, et par &' la portion

de I1 distante de & de moins de 2.\, si la fonetion ¢()) s"annule surla
frontiére de @’ nous avous :

.- -
. ] de  dv
VR — ¥ sovEd ” dre dh o
- g o lmlg'+) PJo0ve O3
b ‘\.I

&
z
g
#
-
&
5
H
-
&
g
L2
W
[}
’_
I
L]
fé
9
.ﬁ'l
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Appliquons ce vésultat aux fonctions
vivi=lw: 00 — 00— 1A

et tenons compte de ce que (3) nous fournit une majorante de U'inté-
arale

N fus oy — i et v — v o

&

on obtient finalement une inégalité de la forme

{6) ” o vy — (¥ J e {0y — j":ukr‘u]—-——l————— oy

— 4
g r = "
& ‘t! &

‘\\
w i AR Iy

B ”T' i — o] M wi— 1] 4

<
B, est une constante qui dépend de &, et de Il

3. Linégalité (2) va nous permettre de déduive les théorémes A, B, G
des lemmes A\, B, C. Uespace étant supposé & trois dimensions. Consi-
dérons les ensembles des fonctions w0 envisagés par les ¢noncés de
ces trois théorémes : nous allons les étudier sur un domaine borné , ;
daus le cas du théoréme A &, sera le domaine IT lui-méme; dans les
cag B et C ce sera la portion de IT intérieure i une sphéve 5, arbitrai-
rement grande, et qui contient £ & son intérieur. Tracons quatre
sphéres concentrigques a 7,, de raxons croissants et supérieurs  celui
de 7, § 54, 3, 5, 75. Soienl @, . ... T; les portions de U respective-
ment intérieures i G, ..., 5;. Danslecas A &,. ®,. .. .. &, coincident
avec I1.

D’aprés les lemmes A, B, C et I'inégalité ( 2) nous avons :

N gl d\’"a\ (‘)""z‘ . .
i M 55 Fse <

(¥ .3 10 . ‘ I . ‘
{) ‘!!_ w vy iy oy < R.
On en déduit

(9} " ll;“j*_} "i(}'} 6\‘0’ < R’

e
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et

I e [ <
{(10) ¢ f]“ e E“MI “g“ .

M‘ RN ‘m < B:

e,

le symbole B représente au cours de ce paragraphe diverses quantilés
indépendantes de celle des fonetions u{x) que Uon cuvisage et de la
position qu'vccupe le point 2. Seit dantre part G (x, y) le tensenr
de Green relatif au domaine &, et au systéme

dyg R v
th—— I;f—;nj\& &E_U‘.

Nommouns 3;(x) la solution de ce systéme, régulitve dans @;, et égale
f () sur sa frontiére. Nous avons pour .« intérieur & ; [¢f. for-
mules (26) et (27) du premier Chapitre] :

. mtL i da.iv) . -
LD asey = .i" Lt ¥} l"ﬂ-“(;—rg = Api N_ﬂ_l‘}] oy = J@),
L dusa d LI,-J LAUSESS ] o we() C @30
fexh T —-—.u.lﬂm : McL‘ jT——.{rh lhi'l) 0!-—-—‘H§—--

Qr, d'apees le Mémoire dt‘j‘ill cité de M. Qdgrist :

ot~ a l‘
“J._:;‘(.l\ v <{—-
! L 7
. E dGuia. v} B
{131 e R
( 1 da; |
PIORRNSR TORACR S
- — “ = E < b B—-
dr; l).l‘i L :

r représeate la distance de & & o1 ¢ celle de @ 3 &' 1, estla plus courte
des distances de v a et aa’.

De (roYet dela premiére inégalité (13) résulle que l'intégrale figurant
au second membre de {11) estnférieure en valeur absolue a une quan-
tité B. On endéduit grice a(g):

’" :55 i\‘.‘l“) ;E{.l‘] nr < B.

LTS T,
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Par suite, pour tout domaine intérieur a ©; on a des inégalités de la
forme

1

Br=,

0% 1S0e) <B "“M”i L 193i)  d5i(a)]
- Pkt L) N

e or]

— Cette derniére affirmation est trop voisine de propriétés classiques
des fonctions harmoniques pour que nous la démontrions —. Maisil y
a plus : sur X 3;(x) coincide avec un vecteur ;(.); or, par hypothése
les vecteurs (') et ses vecleurs dérivés du premier et du second
ordre. calculés en déplagant @ sur I, ont des longuewrs bornées dans
leur ensemble. Par suite les inégalités (14) valent dans le domaine ®,.
Et puisque l'intégrale qui ligure au second membre de (11) est bornée
dans @5, nous avonus pour tous les poims @£ de @, et pour toutes les
fonctions u(a) :

>

(13) L) << B

Tenons-en comple dauns (12); 1l vient, pour & intérieur a @.,

. [y, A\ "'Vdu ¥}, s .
(16} SE P yout lb 5 T ifu — B.

en g
5 i

Multiplions les deux membres de (16) par l'inverse du carré de la dis-
tance de & i un point fixe de @, ct intégrons; on obtient

(L) q ” dt;:i“ ;161 <BS ”f ‘—d';:: 1g,_nal 3.

i e TF, ardR LR o N
Lo

Or, d'apres I'inégalité de Schwarz,
AR | B N & s wan .

]W ! RS “"_“' <By‘” du(x‘)!\ ” 1< B

s, dvi {r e .—.,Ii dv; | Wi,
Donc, @ étant intérieur i @,. le premier membre de (17 ) resteinférieur
A une quantité B el par suite celui de (16) : nous avons pour tous les
points & de @, et pour toutes les fonctions u,(x)

5 duia } :

'<B.

() E d'.r i

Tenons compte dans (12) des inégalités (13), (15), (18) et (10)351l
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vient, pour . et &' intérieurs a ©,,

o w{r) o {2ty o il (Gl ) ‘)Giw(dl"s.l'ﬂ o
e o d; ‘\ l‘.[.”;.—,*l daj da; P‘l + B
D'ou

i du{r) . d w2’

oy d;

(19) !< tbr

La validité des relations (13), (18) ct (1g) pour tous les points x
et 2" de @, et pour toutes les fonctions #,(.r) entraine 'exactitude des
théorémes A, B et C.

Le cas d'un espace 4 deux dimensions se traite aussi aisément, &
parctir des inégalité (3) et (6).

Et tous les résultats annoncés au premier Chapitre sc trouvent enfin
démontrés.

4. Revarove mportayte. — Pour ce qui est des espaces & plus de
trois dimensions les inégalités (13) doivent étre remplacées par d’autres
dans lesquelles les exposants de r et de R sont plus élevés; et je n’ai
pas réussi & déduire les théorémes A, B, C des lemmes A, B, C. Je ne
sais si les résultats énoncés au premier Chapitre sont également appli-
cables aux régimes permanents des liquides visqueux & plus de trois
dimenstons. Le nombre de dimensions de V'espace joue donc un role
esseutiel en ce qui concerne les problémes de I’'Hydrodynamique,
alors que son influence est secondaire dans toute la théorie des équa-
tions aux dérivées partielles linéaires.

II. — Allure d’un régime permanent aux points i 'infini.

3. GexgraLres. — Soit un régime permanent u;(x) régulier dans un
domaine IT intini. & trois dimensions. D’aprés le paragraphe 1 les

intégrales
[— ”?‘ o u; (&) . da;i.) dee, (&) _ da;(.x) S
v ,,“ d\r,w dul'j ] l’.L‘i d.,l‘i )

e

ol

ey = fl L) — )] [ — ]

e
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sont convergentes. 1l n'en rvésulte pas que w; (@) — a:(x) tende vers
zéro quand & s'éloigne indéfiniment. Mais considérons une sphére S,
ayant pour centre le point fixe @ et dont le ravon R angmente indéfi-
nmiment ; soit E(2) I'ensemble des valeurs de R telles que la moyenne
de Ju;() — a;(@)] [ {@¢) — a;(@)] sur S surpasse g5 on a

;’.za[ dR < 1)
“E

3

n

[l semble peu probable qu’on puisse énoncer d’autres résultats quand
a(x) est nul et que Ay est un tenseur symétnque gauche dont les
composantes satisfont des conditions de Holder sur tout domaine
borné, mais se comportent arbitrairement & l'infini. Toutefois 1'hypo-
thése que les Ay sont des constantes ne permet peut-étre pas, en
géncral, d'obtenir des résultats pins préeis.

Euvisageons maintenant le probléme i deux dimensions : Untégrale

| — "“ Dty dafey[dadiey daita)
l —J N dr;  dr; | dr; day |

est convergente; el si @ est un point extérienr a II, dont la plus
courte distance & 1l est \, l'intégrale

Iw)y= M Jews( ) — a@: () [ Lot vy — a3} ] ——l———_—; '
= n P (log t—\')-

est également convergente. Soit S une circonférence de centre @ et
dont le rayou B augmente indéfiniment ; suit E(¢) Uensembledes valeurs
de R pour lesquelles la moyenne de [u, (@) — a;(0)] [w:(2) — a:(2)].
prise le long de S surpasse £ nous avons

aTE ’ ——yss <L)

mais l'intégrale
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est convergente, et contrairement au cas de trois dimensions la propo-
sition gue nous venons d'énoncer ne suffit plus a différentier les solu-
tions du probléme qui correspondent i des fonctions a;(a) dont les
dilférences sont des constantes. Nous ne devons pas nous en étonner :
pour = o ces solutions sont identiques (paradoxe de Stokes).

6. Exavex p'uN cas PARTCULIER @ ¢;() =0, A= o0; ['espace a trois
dimensions. — Commencons par élabliv une formule tmportante
2 étant un point arbitraire de TI, représentons par R, S et V les
mémes éléments géométriques qu’an paragraphe 1. Introduisons les
fonctions :

T ry= ‘\l_‘ [(& -+ (i &) .(:r,-— ‘1"‘)];

1...UL r Fa
1 Vi— %
L) = = S
¥ r
N
v [ 9 (vi— ) (v — )
Fi{v)= — | L (3R — 2} + = o B
w(v) ST H:‘( R® ’
. 3 vi— .y
vy =~ ———:
b (-' g !l: l{_:
6;==a pour {z=j, 651 pour {=j;

T ) =T =T P =Pa0) — Pir);
T;(v) est nul sur V
et
JET) _ dby o aTy
* vy vy’ v,
Un calenl classique nous denne :

{20) u(l)_._.?”T ) e )l)l](l)’\_
ity

’ MERIE %4—0‘”)— 15~'6‘l'
l i d""k i ‘ﬁ. ok fove
A N VO f A A N
M \l (d‘k 2v; l'o'k i) e
R augmente indéfiniment ; I'intégrale

o [l Tt et 25

ey
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tend vers l'intégrale absolument convergente

[ty ) 255 3

..

atey=—p flf

(21)
et P; (y) tendent vers zéro, la quantité.

Puisque T, (y), %

”' Ti(» )l (d”' 31‘“) —Ia‘afﬁ] vk

N dT;I dT’l’K non | f ey Do

tend vers une limite () dont nous noterons les propriétés suivantes
J duw;
(‘( o quand &

Jll,(l) 0 5

!

»
b
-
»

w,(2) est solution du systéme :
g .
1) et g () tendent vers zéro respec-

s'éloigne indéfiniment, vy (.2), T
i

(22)

L f -
-

tivement comme (Tpay) ¥, (@pi)=! et (pa)—l.
Donc w;(x) = v;(x) 4+ wi(x) + lim0;(R), en posant
9,—(11):+o“ Ty (1) el )‘)";M av
AN

[ JI;  dTq . X
I l ( uo _’{) — P ﬁl;k‘l WOy L.
S i N

’~ # di T dyy,

Nous avons, C représentant une quantité positive indépendante de R

=

0 LS

SR

CloMR)] <p “ um)]
eelly

Il en résulte que intégrale

3

.

est convergente : la convergence de 'intégrale

J(' j (1) | Ju,(u‘)l
R, 154

R—{%(R)|dR

0
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s'établit en intervertissant I'ordre des deux intégrations, puis en uti-
lisant la convergence de l'intégrale

du{v)),
l!l“k l )

L

Quant a I'intégrale

elle peut s’écrire

or d'apres U'inégalité de Schiwarz le carré de cette derniére expression
est inférieur a la quantité finie :

‘l\‘ll l . i

”’ REGSES :on! —.dn

o DA WS
La convergence, ainsi établie, de I'expression

R %(R) | dR
R,
prouve I'existence d'une suite de valeurs de R faisant tendre 6;(r)
Vers zéro.
On a dés lors

{23) i 0) = vy ) + wile)

vi(@) est parfaitement déterminé par les relations (21); (@) Pest
par les conditions (22) et par la condition de satisfaire sur X la vela-
tion (23).

7. Indiquons dewx applications de la formule ( 23).
Divisens, par exemple a 'aide d'une sphére, le domaine 11 en deux
portions II, et IL,, la seconde étant bornée :

v(w)=—02 L T,,(t)u\(n)d""i” v
[” Ty () e ) j’(‘ ) ar.
nlu_ L

Journ. de Math., tome XIL — Fasc. 1, 1g33. 3



38 JEAN LERAY.

[9J‘”. i () s () dj‘(k ) & ]
<(|u )E’(‘Llli(r)uﬂ'} "l:_ 3 ﬁ."%_

e

due;
T

31
On peut choisir 11, tel que
M uu, dur; .
[ U’u vy
soit arbitrairement faible; la fonction

> en

(w)y= ” wil vy wilv) ;f;ay

e T

est bornée sur Il. Donc on peut choisir 11, tel que

i )
o ffy T 2o <

1

T, €étant une guantité positive donnée arbitrairement. Ceci fait,
éloignons indéfiniment le point x'; Uintégrale

’ﬂ Ty v )‘"U)dht”

1
tend vers zéro comme (x,x;,) .

Donc |u{(x)| < 27, pour tous les points x situés hors d'une sphére
appropriée, qui contient II,. Autrement dit u;(r') tend vers zéro guand x
s"éloigne indéfiniment.

Donnons la deuxiéme application de la formule (23). Supposons
les dérivées o;(xr) proportionnelles & un paramétre £ qui tend vers
zéro. D’aprés le paragraphe 14 du second Chapitre J tend vers zéro.
Donc d'aprés la formule (2) du présent chapitre la fonction 1(x) tend
uniformément vers zéro dans II. Il en est de méme pour ¢; (@) et wi(@):
u(x) tend uniformément vers séro dans le domaine I1. 1l est d’ailleurs
aisé de préciser que le maximum de ;(2°) tend vers zéro an moins aussi
rapidement que A*; et par suite w;(x) est un infiniment petit de
l'ordre de A.
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III. — Remargues sur les écoulements non permanents.

8. Donnons-nous un domaine borné II(#) variable avec le temps .
Il serait intéressant de savoir s'1l existe toujours des fonctions w;(ar, 1),
pla, 1) définies dans le domaine II(2) pour toute valeur positive de ¢
et salisfaisant les conditions suivantes :

e dp Uiy dag
@) g A —0— — A —gui—» — =
21) A T TR A T e

les u;(a, t) ont des valeurs données w;(«, o) pour =0 et prennent
des valeurs imposées ;(.v, t) sur la frontiére X(¢) de II(2): on suppose
naturellenyent

dur. o) P .
—L— —=u el M e, 1y Sy=o.
g L e

La relation fondamentale (8) du second Chapitre est valable, a condi-
. " - du; .
tion d’y remplacer \; par — —d%', puis d'y annuler A, et a(wx); pour
Putiliser, introduisons les notations suivantes :
= ” wi{w, 8) e, ) e,
wen I
T Al t) duilae )
I ‘:" il ~ Gt
() ’ oy they or

fyes ll{'_\

le symbole A(#) représentera diverses fonctions continues det, dépen-
dant de I(¢), de 2 (2, t) et de u;(x, o), mais indépendantes de w et
de 3 choisissons une fois pour toutes y,(a, t), en sorte que

<< At

i e, | )-.'v_: @,
velae, ) << A (0. {%c%—ﬂ \LLMI
)

|< a0 5

on déduit bien aisément de cette relation fondamentale I'inégahité

ol
v!!"]l‘[»h

D’ou

;;I Plui— ) (g— v ] g+ p I (O o AW 1) + (@ + 2) A (1)

al [
2 1(6)+p [ .]w(t")dt'gprA(t')l(l’)mll'—i—(p‘l—{»p}}k{l),
W gy
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Et finalenuent

e ~ (1w ——
{23) Ly < '15—".-&”), I Iyt < “—u.——”—);um.
N ' )

Dans le cas trés particulier ot #,(x, #)== 0. on a plus exactement
At
2l{t) = 2p [ I dU =21t
Il me semble peu probable qu'on puisse déduire des deux méga-
lités (23) la régularité du mouvement pour toutes les valeurs positives
de 2.

Supposons que le mouvement cesse détre régulier & Uépoque ¢,3
faisons tendre ¢, en croissant vers ¢, alors les fonetions w;(x, t) con-
vergent faiblement en moyenne vers des fonctions u(a, 1), de carrés
sommables sur H(#,); mais ces fonctions sont peut-étre trop irrégu-
liéres pour qu'aucune méthode d’approximations successives permette
de défimr les u; (2, 1) guand ? surpasse .

9. Les tentatives que jai faites pour démontrer que ces fonctions
w, {2, 1) sont bornées out atticé mon attention sur les solutions du
systeme (23) végulieres dans tout I'espace, et de la forme

w1y = k) U)ol
A ) étant le point de coordonnées A(¢)a,. On constate que Uy)
doit satisfaire le systéme, ol 2 représente une constante arbitraire

. . i JU,T oP . dU; U
) hd §— A o Le—— —_— — =0 raai] - =
o) pAli—xp m_" v ﬂ ol el oA TR
et que

[}

)U”: L
y —2x{l — )

M %

Si ¢e systéme admet des solutions non identiquement nulles, x est
sirement positif, dés que le nombre n des dimensions de l'espace
dépasse 2. En effet, 1T désignant espace tout entier, nous avons

e

fil

PN ||

Jau, dP v l)[{j\.

& —_—_— — =~ o' — 0
d..l‘ ] dul‘g N & dll}

L',-!{‘u Al — as U — asa
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D’ofi, par une intégration par parties, el moyennant des hypothéses
supplémentaires concernant I'allure & l'infini des fonctions Uila)
et P(a),
’ U, 9t
ey

Dés lors les fonctions

t . T R,
Lo = - xoln— a) IM U dr=—u.
LS R o'

-

~

wi{we. )y = ! | ( a )
v —2alt —1,) N R — 8,

définiraient un mouvement, rvégulier pourt<{t,, qui deviendrait
irrégulier quand ¢ tendrait vers ,. On aurait dailleurs u (@, ;) =03
et le mouvement pourrait étre détini pour > ¢, : ce scrait le repos.

10. La difficulté signalée au paragraphe 8 est de méme nature que
celle qui nous a empéché de déduire les théorémes A, B, C des
lemmes A, B, C, dans le cas d'un espace & plus de trois dimensions.
Elle nous interdit de compléter I'étude des régimes permanents par
une étude similaire des régimes quasi périodiques ou presque pério-
diques, parmi lesquels se trouvent vraisemblablement les régimes
stables qui coueapmmdent aux phénoménes réels.

Pourtant il n’est pas impossible de la tourner : un premier procédé
consisterait & modifier les équations de 'Hydrodynamque, en y ren-
forgant Ueffet des forces de viscosité: il est raisonnable d’admettre que
la régularité du mouvement devient certaine quand le coefficient de
viscosilé u cesse d’étre une constante dés que la quantité scalaire

Tdu | du (fif_'_,ﬁ'_
‘Ld‘.rk ' ;ﬂ:) day  dayy

dépasse une certaine limite L, pour étre alors une fonction rapide-
ment croissante de cetle quantité scalaire.

Les équations de Navier doivent maintenant s’éerire
_ d o iy ‘r)uk)" du; dp t)‘u dni
(7 dug|* (dwk Tda )| VA AT (d e,

ce sont les quantités
1(t)= M‘ e, Py ot ¥) o
4|2

o
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day ' o day - dx;

o el Cdus(a t TR RN &£ ez, )]
'« '“"N PIQ"JI Y dugla IlMdm v, 1) N dug(a I‘)‘lmr

" O | P

qui vestent inféricures A certaines fouctions continues A(#). La
démonstration de la régularité exigerait unc étude trés longue; et
celle-ci terminde la question se poserail de chercher comment se com-
portent les solutions u;(x, #) ainsi construites quand la quantité L
augmente indéfiniment.

Démontrer quc ces solutions convergent uniformément vers une
limite serait aussi difficile que de dcnmlm‘er directement la régularité
et lanicité des olulmn\ de (24), ce & quoi nous avons renoncé. Mais

les intégrales L) et [ J( )t restent inférieures i une fonction A1)

ndépendantes de Li; et sur tout le domaine & quatre dimensions engen-

dee e, §
dré pae U(r) les fonetions wg.x, ) et "g;‘ ' convergent doue faible-

ment en moyenune vers une ou plusieurs limites, Uy (. 0) et U, (@, O,
quil convient d'étudier. Ces limites satisfout certaines relations inté-
grales, que vérifie daillears toute solution réguliérve de (27). Il w'y
aurait pas lieu de considérer les fonctious U, {0} et U (@, 1) comme
dénudes de sens physique, méme si elles présentaicnt les plus grandes
irrégularités : les composantes de la vitesse d'un liquide sont définies
par un passage  la limite, celut d'un milicu discontinu, constitué
d’un grand nombre de molécules, & celut d’un milicu continuy ce pas-
sage A la Lmite ne peut-il justement préscoter les mémes dificultés
que le passage & la Hmite que nous venons d’elfectuer en fulsant aug-
menter L indétintment ?

Il w'est pas paradoxal de supposer qu'il conduise a des fonctions
U@, ) irvéguhiéres etindéterminées. Au cas on les fonctions U (@, 0.
U (@, D) ne coincideraient effectivement pas avee une solution régu-
liére de (23). nous proposons de dive que ces fonclions constituent
« une solution turbulente » de ce syvstéme.

Remarques. — Le procédé que nous venons de décrive peut étre
transposé & étude des régimes guasi périodiques oun presque périe-
diques et des régimes permanents des espaces & plus de trois dimen-
sions: il est analogue & celui par lequel nous avons abordé les régunes
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permanents réguliers dans des domaines II infinis. Et cest par un tel
procédé que Uon a déji souvent cherché a élucider la question des
liquides parfaits : on les considére comme liquides A coefficient de
viscosité évanescent: quand u tend vers zéro la fonction I(#) reste
wmférieure & une fonction continue A(#); on est donc assuré que les
composantes de la vitesse des solutions, réguliéres ou turbulentes,
de (24) convergent faiblement en moyeune vers des limites, dont il
reste & préciser les propriétés. Ainsi les difficultés relatives aux
liquides & coeflicient de viscosité constant sont analogues a ces diffi-
cultés, signalées depuis longtemps, que présentent les liquides parfaits.

L1. I est prétérvable de donner, des « solutions turbulentes », non
une définition constructive et assez arbitraire, comme la précédente.
mais une défimtion descriplive consistant en un systéme de condi-
tions imposées aux fonctions Ui, 1) el U j(a@, #). La considération
des équations (27) ne sert plus dés lors qu'a montrer Uexistence d'au
moins une solution, végulicre ou turbulente, des équations (24). Mais
on peut établir ce théoréme Jd'existence & laide de svstémes plus
simples que (27), vowsins de (23) et n'ayant plus nécessairement de
signification hydrodynamque : on fait lendre ces systémes vers (23)
el I'on prouve que leurs solutions ent au moins une limite, qui est une
solution de {23). régulidre ou lurbulente. Cest un tel procédé
d’étude que nous utiliserons effectivement au cours de deux autres
Mémotres: Fun étudiera un liguide & deux dimensions, enfermé dans
des parois: autee un ligquide illimité & trois dimensious.

St le ligude est & deux dimensions et 57 est illimité, Pexistence
d’une solution régulicre est d’ailleurs assurde, et méme le passage an
cas d'un liquide parfait s'etfectue sans difficulté : les démonstrations
seront le sujet d'un guatriéme Mémoire; elle sont basées sur les pro-
prictés du tourbillon découvertes par Helmholtz. Dés qu'existent des
pavois ces propriétés sent inutihisables ; et nous ne disposons plus que
des indgalités (23) dont Porigine est la relation de dissipation de
I'énergic; ausst est-il intéressant d'établir que la régularité des mou-
vements pians d'un liquide visqueux illimité résulte des seules pro-
priétés de (23) qui permettent d'établir la relation de dissipation de
Uénergie; tel est Fobjet du chapitre suivant.
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CHAPITRE IV.

MOUVEMENTS PLANS B'UN LIQUIDE VISQUEUX ILLIMITE,

1. Sommage. — Les mouvements d'un liquide plan, de viseosité
et de densité z, sont régixs par les équations de Navier:

. duir 8y  dpie i) das{ e 5
. Aa i)y — 5 - - — — = s ) ————
Q pAueie h—s—g e FHE O T
{1} N
o . duga, i
( ——S—!——‘}:u (i =12l
dar; :

On peut les metire sous la forme équivalente, ot v=

.
L
5%
b

) o wa, 1) dgir, ¢ “duie. D duzia b
v i, 0 — \ LA Ak ):IL ]

— TN o L'
& dus da; e *
{2) i
dugie, O
— T
J‘t's '

2 est un point d'un plan Il ses deux coordonnées sont ;3 I'élément
~ e 3 ) v N
d’aive quil engendre sera nommé s,
Posons
Q= ” TN O ST RO SR
I

LT

e

3hh = “

- I d.l’_;; W

Quiw £y dugr by
G

et soit V(¢) la plus grande longueur 4 linstant ¢ du vecteur vitesse
u,(x, t).

Le liquide étant au repos & l'infim, une solution ux. 1) du sys-
téme (1) sera dite réguliére de Uépoque t = t, d Uépoque t =1, guand les
Jonctions J 1) T(2). () seront bornédes pour t, St Sty Nous neus pro-
posons d ctablir Uexistence dune solutton réguliére unique, définie pour
t20 et coincidant d Uépogue t = o avee des donndes w, (&, o)

Ces valeurs initiales sont continues ainsi que leurs dénvées pre-
migres: J(o), G{o), 3 o)sont hornées; entin

Jd . o)
—_— O,
l’L!‘;;
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La construction de cette solution s’effectuera suivant un mode clas-
sique (¢f. Chap. I, § 1) : une méthode d'approximations successives
convenable nous permettra de la définir pour 0 S2<T, ; puis les quan-
tités u,{@. T, ) nous serviront de valeurs initiales et le méme processus
d’approximations successives fournira la solution pour T, Le<T,, ete.
La suite croissante o, T,. T,. Ty, ... a une limite T_, et la solution
est construite pour 0<t<{T.. Or nous prouverons que T, =-a
en utilisaut la propriété du second membre de (2) qui sert & établir la
relation de dissipation de P'énergie, a savoir :

I du; duey ]
3—2_; _ (ﬁ? U ld—— 0.
~ L7
Mais il est nécessaire d'étudier d’abord le systéme

dud e, ty dgie t) .
Jt T T Nelwy 0.

i v e, 1Y —
13\ [

‘ duz(r. ty .
d.r,a -

Les fonctions X;(.x. ¢) sont supposées données; elles sont continues,
dérivables. et

Finv= || Ni@. 0 i@ D
« il

reste inférieur, pour 120, & une fonclion continue de ¢. La définition
des solutions réguliéres étant la méme pour le systéme (3) que pour
le systéme (1), nous établirons un théoréme d’existence ayant méme
énoncé.

Remarque. — Les coefficients numériques, autres que les exposants,
qui ligurent dans les diverses inégalités de ce chapitre jouent un role
accessoire. Quant aux valeurs de ces exposants elles peuvent étre pré-
vues, le plus souvent, par de simples considérations d"homogénéité.

I. — Etude préliminaire du systéme (3}.

2. PREVIER cas PARTICCLIER. — Supposons X; = o. L'obtention d’une
solution de (3) réguliére pour ¢20 et dont les valeurs sont données
pour == 0 est aisée : on prend g{x, t) = oet u;(x, t) égal i lasolution

Joura. de Math.. tome XII. — Fase. I. 1g33. 9
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de I'équation de la chaleur:
dn(a, 1)

. . n— o
[y v Ao { ) R G

qui vaul e (@, 0) pour t=o

(3} il b)) =< T‘Jl'."lme fa{ ooy

rest la distance du point . au point y.

deie 1Y

De méme —;—— est la solutionde (§) qui vaut M
bt

pouri=o.

Rappelons que le maximum a I'instant ¢ d'une solunon a(a, ) de ()
est une fonction décroissante de ¢, ainsi que l'intégrale

"’I‘;n‘*{.r. fyor.

Done
({3 REE RSN JUYET (), iy Vo,
Remarque. — 1l est également possible de majorer (¢) a 'aide des

seules quantités v et J(o) : I'inégalité de Schwarz appliquée a (5)
donne

e P

1 s
ol Dyadr, 1 e————— e T ay,
' RETETER N" :
¢lest-a-dire
SR T
() Ty
yrTwd

3. SEcoxD cAs PARTICULIER . — Supposons maintenant le vecteur X, 2)
nul hors d'un domaine fini @ du plan II. M. Oseen a fait connaitre une
solution de (3) définie pour ¢2 o, nulle pour ¢ = o [ Acta mathematica,
t. 34; ou Hvdrodynamik, Leipzig, 1027]; cette solution est de la forme

wie = | e M] Tistrs 1 b — )N E)dr.
R

On a des inégalités :

Tt v o — 1) ———r
T SRS
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el
dT;; i Ar '
"L~ ‘ * -_— t ——————— t - [ X
l)..l ( )I< ("-2+ & — tr)i ( =~ )

A représente une quantité qui dépend de v.
Donc quand x s’éloigne mdeﬁmment u;(, t) tend vers zéro comme

deei( v, t)
Tda;

(@), comme (2,;) *; on constate de méme que g(x, )

L]
tend vers zéro comme (&) *. Or on a, sur toute portion hornée &
de II:

t
u[ ot " wilw, Oy A (e, ) o

0 oy
¢
Lot N DT A, bl vt
— - N wi{a, fya (e, Yoo — I et N TN M )
B, o v a5 dlt

' .h

= /" et ” wile, Uy (e, ) e,

] T

Intégrouns par parties et faisons tendre & vers II; nous obtenons :

~l
. Sa gt . LI RN o
(49) v I FU A = -y = — f ot H ol U NGlae, 87 g
<a 2 Ju 1
D’ou
f i
o . b P | g »
u/ Jy -J'(F_):‘ JLEYTFY
- =
“a " T

Or la solution de Péquation

A
";Fﬂ(n_—_fﬁ(w);?(t’y elt’
est
_ 2
J(l‘_):fﬁ(z"l)t“'.

Nous avens donc

!
(1o) J(l)</‘5(t")dl'.

Ce premier résultat acquis, considérons 4 nouveau la relation (8) :
'inégalité de Schwarz permet d’en déduire

!
:m.l-.‘nz<f¢?(f'wt'\/ H Tilw. v 8 — )Ty 2t — 1) 6y
1l

[N
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Un calcul élémentaire donne

L] , ‘ ' , o l
‘!:LTHLLQ ‘]‘9 I'— t )Tli(‘”!u‘? t—' t )6}._. —__]Gﬁ'u(t_ t").
Done
F{") dt
(x1) ‘“(t)<[‘j -————______&(“d
VRt —1")

4. Il reste & majorer J(¢). Posons

vi(w, &, )= IL‘TU‘(wy My t—1t) xi(.]'s‘ ) 6,“’1
(8) s'écrit
(8) y
NN t):/ vi{ae, 4, ) dt;
L9 o

§ ,
o __ ™ . “d"g(il'. [ ) d("_;(.l‘, l‘, t!) .
FU = / dt / dr ”] o T dr

v w

Posons

Kg, ¢, t7) =

A

l“dc«'i(‘m ) dea, £ 87) P
4-, oy dixy h

Nous avons
Xy t
;lﬂm:, f K¢, U, )de dr'.
A U {J

Or le vecteur v;(&, t, ") satisfait I'équation de la chaleur

v & wvgian, b 2Ty — d—%—tt—)
Done

v, 2, £ o

yR(e ) =— [d““'”
n

/
lr ".‘ MT;;(J‘:. oty N (e ) ordy.
Wl T ¢

=

dv; (v t7)
o

NN deivoT Y]
R e

a d’lv(‘ _t)‘ .
d»,[ & .I @

Le vecteur vérifie le systéme
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d’aprés le Mémoire de M. Oseen déja cité nous avons done

AR Y WY LI N X
____d?_____'!nT,,(&,‘;, r— ) - Sz  (z>1).

Prenons T=—=2t—1¢, il vient :

T ot 71 N Y Bl 1 2 RO
”I\{tet@ ¢ )-—_!’ﬂ d(‘lf——l"’)‘ \,[),E)a_}

” {'\(‘L t)dT”(;I:.}'.“*t-—t t)\,(l,l!)a.ral

n

Wi d'm d(2t —t'—1")
Doun
. U ST A T A ooy [T, 2l — 8 — 87
§I\(l.t",t)1<;‘!L‘!L{li(¢r.r)ll ¢J(1(>t——l ) ) XG0, ) | e 8y,

On a

! e-“—"’iﬂ our &=

;d’]‘,,(a, V. 9) hrvedt P =J

! 1 -8 i

—o pour {=j.

Puisque les fonctions

w; (i, 5)“‘ I[l ir:uﬁ‘ "0 Ny, £)ldy

LXY

satisfont I'équation de la chaleur
doylx, §)

2y Ay, §) — g =0

et qu'elles coincident avee | X (y, )| pour =0,

’Lm}*(@, 9 8

est une fonction décroissante de § et

ﬂcw'f(x, §)dr< (r-\'?(x, t') dx.
w'l

D’autre part,

'Y ] " 2 > ! 5 F T
[K{e, ' )< ue(zt—-t’—t”)“ﬂ;[ap"(x’t'”“‘(m’ at — ¢ — %)

+ 2f Ny w4+ X [y 4+ [ Xy {0, | Oz,
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Daonc
[}
L M —  _ F(YI().
L A }E\u‘t’{'}.t—-‘l-—l'ﬁ) ()yal)
Finalement
N R
L
) ey o S — T A A L
{12) aJ (l)\‘.( ‘Io ‘“,(‘3,_’_!_)*{ YELL )AL .

3. Cas ginéraL. — Ajoutons les deux solutions particuliéres du sys-
téme (3) définies aux paragraphes 2 et 3. Nous obtenons une solution
particuliére de (3), égale pour ¢ =0 d des valeurs données w;(x, 0); &
savoir :

(33 [
. 1 -3, ~
(13) il )y = 5 ” e Mg, oy
‘ vt [y

al
-+ [ ot ” T, v 6 — ) NG, Yo,

.~
v w1l

D’aprés (6). (10), (11) et (12), cette solution satisfait les inégalités

ol
a{) < J(u)-i—/ Sy dl,
(o
T ot G
BIUESIUES [ ] S—————e— A TR YA
J(J:J"U) \/unuu "J(‘('ll——f——l)r( et )( ‘

(1)« e —
. ‘) .‘-‘. h i
<< Jlo) -+ tl: \/';Z’_(l——t')‘“" } et

At

F A

- . 1
"\‘(i) é"\’{(l)—‘:—-; —
By oy mw(t—1)

De plus un calcul analogue a celui qui fournit (9) donne ici

¢
el

(13) ,J JHEY dY - %Jwﬁ“_]: %J:(n)w— /‘ ol M" i, Yy Ng{e, ) b,
[y a - g “

Ces résultats sont valables & condition que X;{a, t) soit nul hors
d’un domaine borné. Or supposons donné au second membre de (3)
un vecteur N (&, f) continu, dérivable, assujetti a la seule condition
que F(¢) veste inférieur & une fonction continue de . Soit une
longueur R qui augmente indéfiniment; soit X} (&, {) un vecteur con-
tinu et dérivable, égal & N;(x, t) pour &y SR2, de longueunr infé-
rieure en tout point & celle de X;(x, 1) pour R*<xrx$2R2, nul

B



DIVERSES EQUATIONS INTEGRALES NOX LINEAIRES. 71

pour 2 R*Sapay. Le systéme (3*) obtenu en remplagant dans (3) X
par X; admet une solution ;(x, #) donnée par une formule (13*)
analogue & (13); et sur toute portion bornée de I, u; (x, t) tend uni-
formément vers le vecleur u;(x, 1) que définit (13). Mais les fonctions
I, (0, V(¢) vérifient des relations (14") analogues a (14);
leurs plus petites limites sont au moins égales & J(¢), F(z) et V(¢).
Les inégalités (14) sont donc satisfaites. De méme résulte de (15)
I'inégalité

e

~t
. - ’ + LI a - " w g EEES
(18} v I FI e - ;Lhup; N J(0) —f eft’ ” e, U) N 1) s,
' v n
M)n démontre facilement qu’en réalité les deux nombres de (mﬁ) sont
toujours égaux : pour chaque valeur de ¢ les fonctions u; (x, ) et
deel e, B du,(v ).
_d.a ; day g
¢'est-a-dire

convergent fortement en moyenne sur It vers u; (., t) et

)l‘

LY

ldui‘(tr.l) TR H]

du; oy

o

P (s 1y — e 1)) 6
1

-

et

f

e
tendent vers zéro. |

Le systéme (3) n'admet pas de selution réguliére autre que (13) :
il suffit de le montrer pour \{(x, t)=o ct u;(.r, 0) = o0} or les équa-
tious intégrales de M. Oseen permettent bien aisément d’établir dans
ce cas l'identité & zéro de toute solution de (3) telle que J(¢) et J(¢)
restent inférieurs a des fonctions continues de ¢.

6. OBTENTION U'UNE NOUVELLE INEGALITE — Supposons maintenant

\;(x, ¢) de la forme
Jog(a, 1)

Ni(e, =i 1) =53

les fonctions «;(.x, ¢) sont des fonctions données; elles sont hornées et
continues ainsi que leurs dérivées; pour la durée de ce paragraphe
nOus Posons

2 = ” ve(a, O egla, 0 6o,

.. g, ) e, t)
2O _“”“ day day
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par hypothése J(¢) et J(¢) restent inférieurs & des fonctions continues
de ¢. Il sera important de savoir majorer la plus grande longueur &
Pinstant ¢ du vecleur w;(x, t), V(?), 4 I'aide de J(t) et de J(z). Con-
sidérons d’abord le cas ol #;(@, 0) = 0. Nous avons

f RS 4 . 74
i 0= [ [[ Tt 1= 1oty 280,
Jooo dn e

D’o1, & I'aide de I'inégalité de Schwarz,

t =
Vg [ 3@/ [[Tutw o = 0Tt n = Ot 00t 0.
o wll

Or T,;(w, »,t —0)T (@, y, t—1) est inférieur a 3 . et

AW — O
. T
a *&—;:_;3, sout

s=ayy(E—F):

la premiére majorante est préférable pour r<s, la seconde pour» > s.

Posons
Vy— By T= P COs W, Ve— LTI FSIine:

oxn
22(r) :f el v By e, 1) dw,
0

11 vient

"] < 1 ‘ 4 ’ r /'l .s‘w ! ® T a
(7} \‘(112;7—:’:3'(!)0’! \ c—;{ rR(ryrdr +..( F?\-(r)rh.

w

Notons les renseignements que nous avons sur la fonction A(7)"

8 f R rder=J%(l").
L1}
D’autre part,
9 ex( ),

MYV (r) ::f— (0 1) -T”dm.

D’on, par l'inégalité de Schwarz,

gn ] - " -
1’2(,.‘)%/\ ‘a“k‘(;‘. ) dc‘kgﬂ, i) de
0

Jr
et par suite

{19) f ‘R’g(r'):-dr<;1*(t’).
L]
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Ecrivons l'identité
z:cf Biryrdr=[r8r)j—a I rrR(ry ey dr.
L] L]

k3 a X o
‘Il Lhst ’[ W{ryrdr I KE(ryr dr
“a g

D’ont ‘
[‘J I‘ ) WRiry e dr — 82 34(8)
et - ‘
/ siﬁ(r}rdr{s\f f ey e 4= “‘E)-
a W

vai

On a de méme
T e, - LYY L
mJ: ;_—R‘rsu_)d = [ﬁ}.-yn‘}hJS-‘—al FM” ¥irydr.
D’ou
Sap. N . N o~ &
2 ml <3 [ wnwar [ rirenar
I J,

ey

’[Q}' — Ay dr —
o s s?}
\[\ '|‘

et S
S E——
\/ [ -—)*uha’r\ \/ W*(Mudv—r
~ \\ .!

M
s T a9
: / l‘l('“wﬂl“—*—‘}( ﬁ’ () dr \[ \:f (( Wy de - “i‘ .

Tenons compte de (19) et portons dans (17); il vient
g

‘ H”‘ {"MM+MH]

wt —

Ainsi

’L'?[—-

1
) << 5—
! r
;"ﬁm!\)

{20)
Ainsi le probléme se pose de majorer A(s). Utilisons d'abord l'inéga-

. . é
f 2 k(o) da [ —1"— <! mw)ﬂlm'

lité (19) :

i‘ - i
un—his.la*:i I Viplds | &
Donc

. o et ‘mc '

Mr)>A(s) — J0 )\//:l%sl ’

AR > ZMs)  pour s <r<sys
) T\‘ - s

“’“’ s=se ¥

10

H=%e

Journ. de Math., tome XII. — Fase. 1, 1933
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Dés lors I'inégalité (18) nous donne

e

s ,
( ) e < 2307,
3

’

vy
c’est-a-dire
' IRIEY
;8213 (s5) sh — gt
_ d SHO N
et a fortiort
I ATEY] . N VoS )
—‘.\"‘:—_),—<("('). I.(.‘T)< ———‘-———;—"
BJ3) VY — 1)

Portons donc (20), nous obtenons

A TINAY /M P "’-% '.j .
V() < = f LU M’. T, K l D “g di’,
AT,y (=) a7, l,u_[’)}?
Considérons maintenant le cas général ou u;{ . o) n’est plus identi-
quement nul; c'est par l'inégalité (7) que nous compléterons la précé-
dente; 1l vient

Al gt gt \ Wl . .
qa(¢ aF 93 . .
() V< / Hnd ';f./ d U:‘)dt 4ot
o, o 1\,“ — ,xﬂ? ay arud

And, vu(E=1) A

II. — Solutions réguliéres du systéme (1).

7. Une méthode d’approximations successives va nous permettre de
construire une solution u;(a, t) du svstéme (1), réguliére durant un
certain intervalle de temps : £,2¢<t,+ 7, et coincidant pour t =1,
avec un vecteur donné u,(2, ¢,). Ecrivons une suite de systémes :

dua' (w. ) Jdpl(a,l X dud (e ty ‘
_ = Q. ———— = b,

ot da; i Oy
dui' (w, ) duadie ) l.

vV ) —

du(x, 1) dpir,

vAdw? el — =it (e, f)

ot ox; duy A
.. Y dpt e, a0 da e
vAw® o) — == d‘i.'l - d.{c: 2= ML D) : ""d‘zi: )’ uldz(': ==e.

.........................................................................

Le premier de ces systémes admet une solution qui est réguliére
pour #, <7 et qui coincide avec u(, t,) pour t=1,; cette solution
satisfait des inégalités

J(2A), F(BLIW), () SV().
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L.e second systéme est du type (3);

F AN O,

Il admet une solution qui est régulicre pour ¢, <t et qui coincide
avec ux, t,) pour ¢ = t,. Le troisiéme systéme est du type (3), ete.
La suite des fonctions ™ (., 1) est ainsi définme pour 12¢,; nous
allons I'étudier ypom‘ 63834+ T, 7y devant étre choisi ultériearement.
Soient J,, J.. V. les maxima respectifs de J (), 3.(2), V(1) pour

LSSt 4 7, Nous avous

J!:J l_f!). ,:T!:;] (l‘_}- ‘;’l:“\’@'f‘}\
et (1.3) fournit les formules de récurrence :
LS ‘\ s T e Ve
3= AW l“--\
\ g™ et f[k}_‘m_lo_“_‘;l Ve <2 ] IR f:i;w N
(‘J‘j‘l Maer g \“ v L2 17 \Tf v L]

Dot

oo/ oty B

Le produit J,, reste douc inféricur i la plus petite racine positive

o R NS E

Cette équation est supposée admetire une racine positive. Nous
choisirons 7, en sorte qu’elle admette une racine double positive :

de I'équation

—
B §

{231 \Sfi_\:/——\”i\'.'l——\‘\’l!n

MNous avons done

3 :ao\,:u =

<

D’aprés (22) les quantités J,, J.. V. sont dés lors borudes dans
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leur ensemble: on a par exemple

v - v
=Jac+ 3V <<y S =
IV =1

11 est facile d'en déduire la convergence des fonections u;™ (&, t) vers
une limite w;{x, 1) qui est délinie pour ¢, 3151, + 7, et qui constitue la
solution réguliére cherchée du systéme (1). Cette solution vérifie l'iné-
galité

£y

1 . h
(25) —e D~ (D S \/ 2.
RN B
8. ArpLicamions. — Soient des valeurs imtiales données w;{x, o).

Prenons ¢, =03 le processus que nous venons de décrire nous fournit
une solution de (1) qui posséde ces valeurs initiales et qui est réguliére
pour o S¢3 T, dlaprés (23)

EY Y P — [
j" i \;‘" =\ :]‘Uﬂ Rl W ‘»‘».’”‘L‘@’.i.
TV =

Prenons 7, =T, le méme processus définit cette solution w;(x, N
pour T, Le<Ty

VT =V i T = 5,

Soit T, la limite de la suite croissante T,. T, .. .; une solution
réguliére du systéme (1), ayant les valeurs initiales imposées, se trouve
ainsi définie pour 02¢<T,. Au cours du paragraphe 1 nous avons
déjh annoncé que T, = .

Pour le démontrer, il suffira d'établir gue les fonctions 5 (1) et (1)
restent in férieures & des quantités indépendantes de t quand TSt < Tx.
Mais une digression s'impose.

Théoréme d’unicité : Solent deux solutions du systéme (2) u;(x, 1)
et u; (., 1) + vy(@, 1) réguliéres pour #, <<, et coincidant pour ¢t = #:
je dis qu’elles sont confondues :

e (e, 1) _ JQ (. B

ot duy
[d : ,;; 0o i;:: ”] w1
_ [(‘:‘ NN dios{a, 0 _ duzr. ) . Fug . 1

! duy drz A oy

vAdelae ) —

]‘ el 8,
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et

deg(, 1) —
ﬂ.&}

N

Le second membre de ce systéme satisfait la condition imposée au
second membre de (3). La relation (16) vaut denc

v ""dt' ’i‘.dl‘f(‘rl ) dele. ) do + % ’i“‘i‘(\l}\ 1) el b)) de
! R

Joo dh da day
g ~ -
Ve Plravda. £) dvp(a, ) ) .
<f ac M : - s Lug{ae, ) vl ) de
"“!} --”ﬂ d.l‘g d.l;'i ( v )
Posons

=) :.!,;;i'i(-l‘- SRVIF SR TN

Pt — ’ v, 1) deg{a, 1) .
® w axr; d.t‘§

Nous avons, en désignant par C une constante,

(O Gy,

o

¥ "' SR de — %a‘i{ngcf

Dou
— T it f ot
\'-ni(t)\/lﬁ(f’)d!’;‘c / [Fu“‘nﬂ' / {ﬁ(t’\dt’.
4 e \/ - \"’ -~
At
nrzmgcﬂ ey dr
e
et, par suite,
L) == C. Q. F. D,

Conséquences des relations (23) et (24). — Soit ¢, une valeur quel-
conque comprise entre zéro et T.. En vertu du théorcme d’unicité
w{, 1) est identigue & la solution de (1) qui coincide avec a{a, 2,)
powr ¢ = ¢, et quiest définie par les approximations successives du para-
graphe 7. Liinégalité (23) est done valable pour o2t —1, <=,. Autre-
went dit, soit ¢ une valeur quelconque comprise entre o et T, @ soit ¢,
une valeur quelconque comprise entre o et 7; ou bien

L winee f
—_— ity = 3“0“);\;
AR )

MARA
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ou bien

Vizra/z

— ¢, Ty

A

D aprés (23)

— 2

3.’

v 1 : |
\/r:[\/ AU 'l“"”‘-’] :

Nous remplacerons cette égalilé peu maniable par I'inégalit¢

et nous avons linalement, en désignant par le symbole { A : Bl la plus
petite des deux quantités A et B:

F

- b oy bd v . i
{23} ~_-_:‘|I-U‘.\~—f|l\lhk;~\\_f : =30 =200 - eZ8 T
v PV =0 oy !

9. Une relation équivalente o la relation de dissipaiton de U énergre
va nous fournir des indégalités dont la confrontation avee (23) prouvera
que J{) et V¢ r)sont bornés pour T, St < T, Les fonctions w; (v, 1),
définies pour oSt < T, . satisfont le systéme (2), dont le second
membre vérifie la condition imposée au second membre de (3). Nous
avons done, d apres (16), la relation

W

3 g N | IR
R’ ’ ;]:tf ;MM’I —-= :; J‘\\l}‘

dule. 'y dugiae )

A B ‘ ; ; . , "
s 3 S0} — A eﬂ M‘l o ren —_ o juglae g !t )6.1.

ATk,

;.‘,l-

a6) vf 3OEE < S a%e el Qi a.

~

De plus la relation (21) est applicable : jointe aux deux précédentes
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elle va nous permettre d’établir que l'intégrale

n ! ’ )
‘ ’.——:]H.l‘l) +40(4)
U = dt,

—_ el v
t— ¢, | log )
\ t(l.’_‘,!

v

reste inférieure & une quantité¢ indépendante de ¢ — on constate que
sous le signe f figure le premier membre de (25) —. Nous avons,
d’aprés (21):

I ITR RS SN

I \ T Ed!.
T - al N a
V=1 log =&
ST—1,

o [ At et . 1[ dt, g i
~ = | — =

\ s el \% T ot S vl —1)
\l—f,(lngt [) \!—I,(lngf )

— —_

14

2 4, MR A
o 3 T
"o — N T vt

Vit (log L) [v(8,—1')]
S5 )
N = (U‘l ~t (!{|
RN T
R S : E
\‘l\f—!,(lng[ ”!)
— %
Or,
o S0 ety

VR et \Y
y ! r,(lu,,,___!“
L t
S—=4 ) f J2E) el
\:\:' v

d’autre part :

T,
. -~
o
“
—_
P
P
—
o
—
=]
£}
e
el
-
o
[%4

i et I"' JOY e

N A
T [ el Yy ‘\..V‘U“h"" i }
vE— 1 (log i )

4

’ e, 0w

wt
1 o gy
<L = {‘:T"(l}c.'l [ =y

P s S EY
Ty ey (b=t (=) gy
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puis :
LR € 4 + 2 :3 £ *
13 et IE() I At
= E) E}
«n ——— s et v e ‘J{[ _") \
vt — 1, Uwg’_") [»{4, ]
Vo Masieyaiede d
‘ OVAE( I .
< =z f - r - R
pea' AR b

(‘.lo\‘ ——‘&t )‘. o Vf"l[’u""]
oo t—1

] A
ey R ) de
~TTE ’ ' 3
*oowg L7 o f +
v U——t')‘(\hgr:'.)
ES 1
avavato ~ i + dt * ~J o
<2 fo) [ 22)ar [ : | <13 e
v L) w8 (f—'.) (102- .\). Vs
S |
enfin
\':!l[l—_qn) ‘ lt, < \ Q-J_lu) [ _ ol <\‘/'_3~_T_:J'm
VTV Wy 3 o VBN 8 -7

- ’ ot )4 Y
Tt — 1 (log S

Vi 1(\ S

Donc

1
—=J{) =+ 1) .
t L . N\ ae , ) a
\ < (i el _,_( L ﬂf;ﬁ) ),

Ve oo - p SoovE
) Vvi— | log _et
ST—u,

o

Tenons compte maintenant de (25); il vient
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3
— et \-"
t — | log
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Conclusions. — Introduisons donc la fonction
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DIVERSES EQUATIONS INTEGRALES NOX LINEAIRES. St
‘ 0 1 i . .
— Rappelons que le symbole g‘ ——: B : représente la plus petite
Fyi—g

des quantités ——— et B.
\V1L— 5
g| B] est une fonction Jde B continue et ¢roissante: elle est propor-
tionnelle & B pour 0SB 1: elle augmente indéfintment avee B car
Uintégrale

ot .
* s

4 e +
(v—g) | log
L — 7,

diverge, fait qui est esseatied. Soit B = G[C] la relation inverse de
C = g|B]; G| C] st délinie pour 0 XU elle est continue et croissante;
elle est proportionnelle a C pour les faibles valeurs de C: elle augmente
indéfimment avee C.

La relation { 27) s"éenit

1 f"“ “ T L= ot < -— Jg |
(28) ——=3 it = 2 \\;’ ; G lki -y :z) _(:‘) - ( l__ Y -1‘.’:) fu) I .
W L d \ T R

'

Cette indgalité achéve la démonstration des résullals annoncés au
parvagraphe 1.

III. — Compléments.

- = . oy . » L
10. Larelation (28) montre que J () et V(0 tendent verszéro avec
- . - 1 .
au moins aussi rapidement que —. Les résultats obtenus ne permettent
| o

PO T e . 1
dailleurs pas d'aftirmer que M O lend verszéroavec ; - s ne permetient

pas non plus d’étudier comment se comporte u (v, ¢) lorsque Pon tait
tendre v vers zéro.
La rvelation de dissipation de U'énergie est vérifide.
Quand J(o) tend vers zéro, J(2), J(&) et (2) tendent vers zévo.
M. Oseen a prouvé que si & un instant & la quantité

dusle, 1Y daglae, 1)

(e I, E) e, b)) - )t
ey gt Fpasiae, ) () du; e

(x>0)
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est bornée, il en est de méme pour £, <0ty + 7., T, ¢lant convena-
blement choisi; autrement dit les épogues auxquelles cetle quantité est
bornde constituent certains intervalles de Uaxe des ¢ et certaines ori-
gines de ces intervalles; nous ignorons si ces intervalles, quand ils
existent, se réduisent nécessairement & un seul qui s*étendrait jus-
qua +x.

Signalons une derni¢re difficulté : soit une suite de valeurs initiales
ui\x, o) qui convergent fortement en movenne vers une lunite w2, o)
lelle que 'un au moins des nombre: V(o) et Jj(0) n'existe pas; on
déduit bien aisément des indgalités (28) et {26) que les solutions régu-
licves de (1), uf(x, ), correspondant aux valeurs wmitiales «}(x, o)
admettent au moins une limite &, (.2, ¢) qui est solution régulicre de (1)
pour ¢ > o. Cette himite satisfait les indgalités (28) et (26): on peul
¢tabliv {acilement que w (v, t) converge fortement en movenne vers
i, 0) quant ¢ tend vers zéro. Mais je ne sais pas si vette solution,
qui correspond anx « valeurs mitiales ierégulicres » w;(@, 0), est
ndcessairemenl unique.

Ainsi certains problémes posés par le systéme (1) présentent des
difficultés comparables & celles qu'¢nonce la dernidére section du troi-
sicme Chapitre.,



