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ANALYSE MATHEMATIQUE. — Discussion du probléme de Dirichlet (").
Note (*) de M. Jean Lieray, présentée par M. Gaston Julia.

Soit l’équatioh aux dérivées partielles, du type elliptique

(1) ' ' f(r,s,t,[) gL, y,5)=0
/,o<4frfz;./,>0 pour f=o;.r=—=2s%, ,r/::"),

la surface d'équation (1) décomposera l’esp’ace (7, 5, t) en deux domaines.

~ Soit une solution z(x, y) de (1) limitée par un contour y d'un ou
plusieurs tenants; soit I" le cylindre paralléele a Oz passant par y;
soit I' I'intérieur de I'V; T et I" seront tronqués par deux surfaces X, et X,
entre lesquelles z(x, y) se trouvera inclus. Pour-majorer p*>+ ¢* en
fonction de v, X, et X, effectuons le changement de coordonnées :

(2) : _ x=1, ry=Y, z=X
(p=P~, g=—0QP, r—=— Rp": s=—Rp*q —Sp*, t=—Rpg*— 28pg — Tp),

(*) Cette Note prolonge le paragraphe 12 de ma Thése (Jourrml de Math., 9° séric;
12, 1933, p. 16) et les Chapltres IV et V de mon travail en collaboration avec
M. J. Schauder (Ann. sc. de I’Ecole Norm. sup., 51, 1934, p. 45).

(%) Séance du 12 juillet 1937.
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et: mettons( )bous la forme . ' »
(3) & R+ F(S, T, P, Q, 2 pos)=o  (FRLhFy.

1. CAS GENERAL, — Commen(;ons ‘par énoncer certaines conditions
Conditions imposées a U'équation (*). — Soient-&_(£), & (+), (“*—)
les ensembles des pomts (T, Q, z; ¥y é) en lesquels

F(o T, *=0,Q; 2, z)<0 =0, >0;

sur uo(+> et sur w(,( ), (Q, = y, ~) prend tous les systemes de
: Valeurs possibles; :

b. =F (o, T, _'_o, Q, x, y, 3)>0 sur 5(+) et en son voisiﬁa’ge-

~ou bien : ¢;. &,(+) et &,(—) sont bornés; ou bien.: €y & (+)

et 5+(+) n’ont pas de point frontiére commun; : 7

d. quand (T, Q, @, y, z) est voisin de &, (=) et que ¢ S et P sont voisins
" de o, les dérivées secondes (cas¢,) ou troisiémes (case,)de F sont bornées..
_ Condztzon imposée au contour. — Il existe une constante ¢ Zo suivant
que Test par rapport ar du cole @ = w, telle que l on ait sur I

ml ¥

(4) ‘ : eI‘(o, sz——-e(l—l—x ) : io y, Z, ¥, B)2 0.

Remarques.. — Tous les contours satlsfont ([;) si G_(=F) et 6+(+) sont v1des
sinon le’ probleme de Du‘lchlet est impossible pour certains contours; a. entraine
que (4) est vérifice quand le cylindre T est-convexe et a une courbure sufﬁsamment
grande. Si l’megahte b. n’a pas lieu en un pomt de 60(+), ot F -est analythue la
_majoration de P g*est 1mp0551b1e ; Coe

L’mtenszon d’un théoréme de M. S. Bernstein (*). — Quand l’equatlon (1 )
et le contour < vérifient les condltlons precedentes on peut majorer p*- ¢*
en fonctlon de v, T, et 3,. :

Y . . o Do

Ce theoreme se dedmt facxlemeht d’une généralisation aisée de la‘notion de fonction
urharmomque ‘et du lemme fondamental de M. S. Bernstein = « Une fonc-
tion w(p, g &, Yy %) n’admet de minimum intérieur sur aucune solution de (1),
quand elle vérifie une certaine inégalité aux dérivées partielles, du second ordre ».
M. S. Bernstein avait supposé f linéaire en r, s, ¢ et avait limité ses conclusions au
cas ot F(o, 0, >0, Q, =, ¥, 5) = o, ce qui falsalt jouer un role spécial -au cas ou le
_ cylindre I"est convexe. Nos-conditions sont au contraire invariantes pour toute tr ansfm-'
“mation ponctuel]e transformant entre elles les paralleles i laxe des 5.

‘ (*) On suppose que les condmons énoncées restent vemf‘ees quand on permute les
.roles de x et y; on peut supposer | Q|<1. a :
( ) Ann. sc. del E’cole Norm. sup.s 2, 1912, P- 455
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Extension d’un théoréme d’existence de M E Picard (*). — (Corollaire
du précédent.) . :

Supposonsflmeau'e enr, s, t; soient deux surfaces 2, (2, y) et X, (ac, y)
sur lesquelles on ait respectivement /<o et f20;supposons Z, > X,; soit un,
‘contour reguher Y tracé entre X, et X,. Si’dquation. (1) et ¥y vérifient les
conditions ci-dessus, y limite au moins une solution réguliére de (1).

2. COMPLEMENTS :

Les deux théorémes précédents valent encore quand on connait o intégrales
de (1) permettant de tirer convenablement parti du lemme suivant : Soient, dans
lespace Es (p, g, &, ¥, 8), une variété v* image d'une intégrale de (1) et une
varigté v image de ' intégrales de (1) sans enveloppe ; tous les: points d’intersection
de v* et de v* ont un indice topologique positif. Donnons un exemple, on ces inté-
erales conrrues sont des cylindres & généf‘atrices paralléles au plan zy. =

Les deux thPoremes precedents valent quand les condmons lmposees au
contour et & I'équation sont les suivantes :

Condition imposée au contour (dite condition des 3 pomts) — Le
cylindreI est convexe; aucun plan parallele a ’axe des z ne peut étre limite
de plans coupant y en 3 points au moins. -

- Conditions unposces & leguatzon( ) — F(o,0,P,Q, 2, ¥, z) est mde—

pendant de « et y quand P est voisin de o;  une mtegrale vamable del’ équa-
tion différentielle ,

I)/:.' —+ F(_OJ o, P, Q) z)=o,
- ot Q est'un paramétre variable, ne peut tendre vers o pour une valeur de z
sans converger uniformément vers o quel que soit 5.
Application au calcul des variations. — Supposons que (1) exprime

Pextrémum de . :

f_g(p,'q,'z)dxdy ’ (g;$3<gpa gq=,am>0)

SOIth(p2+ 7, ave.tgplg, 3) = ng(p, q,Z)+ng(P, 9,%) —&(p, 9,2), -
h croit avec P ¥4+ ¢*. Le systéme des conditions i 1mposees a (1) par ce

paragraphe-ci equlvaut au suivant
Quand p*+- ¢2 —> oo, & doit tendre uniformément vers sa hmlte (finie ou
v 1nﬁme) et cette limite d01t étre indépendante de . , S L

(*) Voir les-Lecons de M. E Picard, redlgees par M Brelot(Ca/uers sczentlﬁques
~ de M. Julia, 1g30).



