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un noyau symeétrique qui satisfait a (1). Je profite de cette occasion pour
signaler que la notion de noyau défin: s'étend de la méme maniére a un
noyau non symétrique. ‘
- On a alors la proposition suivante :

Les valeurs caractéristiques du noyau K (z, y) sont simples, les unes réelles
et les autres de la forme &= ia. :

Il suffit de remarquer qu'on peut écrire f

K2, )= [K(2, ) + K(y, 2)] + 2 [K(2, y) — K(5, 2)] = M(z, ) € (2, ),

ol M(z, y) est symétrique et satisfait a (1) en méme temps que K(z, y),
tandis que N(2, y) est symétrique gauche. _ '

8° Lorsquon a seulement I(K, u)=£ o, il faut ajouter une hypothése
supplémentaire pour conserver les propriétés 6° et 7°. 11 suffit, par exemple,
de supposer N(x, y) fermé. Alors H(x, y) est défini (prop. 3°) et le
noyau P(z, y) a des valeurs caractéristiques simples, de la forme —=iu
[O. Tzino (*), P. Sergesco (*)].

ANALYSE MATHEMATIQUE. — Sur la résolution du probléme de Dirichlet.
- Note (") de M. Jean Leray, présentée par M. Gaston Julia.

Soit I'équation aux dérivées partielles du type elliptique

(‘I) - J(rys, ¢, p, g, x,y, 5)=o.

Nous allons étudier 'allure des dérivées secondes des solutions de cette
équation, puis énoncer un théoréme d'existence basé sur cette étude des
dérivées secondes et sur notre étude des dérivées premiéres, qu’expose une

Note (*) précédente. Nous emploierons les notations de cette Note anté-

rieure, dont les paragraphes 1, 2, ... et les relations (1), (2), ... seront
Zor Lo T * * . * .

désignés ici par 1%, 2%, ..., (1%), (2%), . ...
1. ETubE DES DERIVEES SECONDES. — PREMIER cAs : dans Pespace (r, s, t) la

surface f=o et la conique & I'infini rz= s> n’ont pas de tangente com-

mune.

*) Bull. de I'Ecole Pol. 'de‘Timl'soara, 1, fasc. 2, 1926, p. 40;41.
*) Bull. de la-Soc. Roumaine de Math., 26, 1926, p. 16-17.

(*)

*)

(*) Séance du 11 oclobre 1937. A
(*) Comptes rendus, 208, 1937, p. 268,
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 Eaxtension d un tkeoreme de M. S. Bernstezn (*). — Il est possible, dans ce
. cas, de maJorer r’+4s —{—t2 en fonction de f£, du contour v et du maximum
de p*+ ¢*. ‘

Démonstration. — On effectue d’aboxd cette majoration le long de ') L’identité et -
T'inégalité

‘ggp‘dq :ﬂ(rf}»« stydxz dy, s*— rt > const. (r*—+ s+ 83 — éonst.

permettent de majorer ﬂ‘(r‘l—%—s‘l%-t‘?) dxdy. Une adaptation remarquable, due 2

M. Caccioppoli (*), d’un raisonnement de M. Lebesgue (3) fournit alors un .module de
continuité de p et de g. Ceci permet de définir, au voisinage de chaque point (z, ),
, une: fonction w(r, 5,%, p, ¢) qui n’a pas de maximum relatif et qui est de la forme -
- log(s®*— rt) - fonct. (p, ¢) pourles grandes valeurs de r*—+ s>+ £2.'On peut, d’autre

: . ow\? dw\? ’ 1 - S
part, majorer_ﬂ% <§§> + (@-)édxdy par un procédé analogue & celui qui a
" majoré 'ﬂ"(rQ—i—".szv%‘t‘l) dz dy. Ces prppf‘ié;és de w donnent une borne supérieure
de w, c’est-d-dire la ihajqrante annoncée de f§+ 2+ %,
2. ErupE DES DiRIVEES SECONDES. — DEuxiime cas : dans Vespace (7, s, ©)

la surface J/=oapour courbe a linfinirz=+*, quels que soient =, y, s, p, q.
Autrement dit :

(2) - ==+ g(rys, b pog, X ¥, 5)+...=0 (fi>o),

g étant homogéne. en 7, s, ¢ et de degré 1, les termes non écrits étant de
‘degrés inférieurs. En outre nous supposerons (ce qui a toujours lieu quand
J=oestune équation de ‘Monge-Ampére) que

(3) o borne inf. (4 f, f;— f12) >0
pour p* - ¢*+ z* borné supérieurement et f=o.
Eztension d'un théoréme de M. S. Bernstein (* ) — Dans ce cas la majo-
ration des dérivées secondes n’est possﬂ)le que si
e L
(4) I (E)‘_, d_pd' q>g(I GU;P;C];%}M)<0

Elle est pos‘sib'le, en fonction de f, de'y et du maximum de p?-- ¢ si (7)a

3

(?) 8. BERNSTEIN Math Annalen 69 1910 p- 11g-125.

(*) R. CacarorroLs, Rendiconti d. r. Accad. dei Lincei, 22,7135, ] p- 307 308.
(%) H. Lesrseus, Rendiconti del Circ. mat. di Palermo, 2k, 1903; p. 56.

(%) S. BrrusteN, Annales de Lcole Normale supérieure, 21, 1910, p. 246 253.
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lieu et si y vérifie I'inégalité

(5) o E[d—limpig(r, — @, 22, p, 4 2, ¥, 5)] >0

" pour p = FFw, | px, + ql borné, =¢ > o (le§1* définit ¢).
* Cette condition (5) n’est jamais plus stricte que les conditions 1mposées
au contour vy par les paragraphes 1* et 2% (cf: § 3, Remarques).

~ Démonstration. — Nous ulilisons les procedes décrits au paragraphe 1% la transfor-
mation de coniact d’Ampére [qui joue un role analogue & celui de la transformation
ponctuelle (2*)], la notion, due & S. Lie, de courbe intégrale de (1) [afin d'interpréter
géométriquement (4) et (5) et d’établir leur invariance] et enfin le lemme de
M. S. Bernstein, qu'utilise déja le paragraphe 1 : « Une fonction w(r, 5, ¢, p, ¢, 2, ¥, 5)
n’admet de maximum relatif sur aucune solution de (1) quand elle Veuﬁe une certaine
inégalité aux dérivées parnelles, du second ordre ». ‘

3. Extension (*) DE THEOREMES D’EXISTENCE DE MM. E. PicarpET S. BERNSTEIN.
— Soient deux surfaces Z,(z, y) et I,(«, y) sur lesquelles on a respecti-
vemrent f<o et f20; supposons I, > X,; soit un contour y tracé entre £,
et X,. Supposons ou bien que la surface /= o et la conique & 'infini rz = s*
n’ont aucune tangente commune, ou bien que f est du type (2)et vérifie (3)
et (4). Supposons en outre que l’equatlon J=o0 etle contour v satisfont ou
bien aux conditions énoncées au paragraphe 1* ou bien a celles du para-
graphe 2*. Alors y limite au moins une solution réguliére de (1).

Remarques concernani la condition (4*). — Supposons réalisées les condi-
tions énoncées aux paragraphes 1 et 1*; au lieu d'imposer & I' de satisfaire
a l'inégalité (4™), il suffit de I'imposer & . )

Supposons réalisées les conditions énoncées aux paragraphes 2 et 1*; la
fonction F(o, T, &= o0, Q @, y, z) n’est pas définie hors de l'intervalle

(T —limp-igl, = Q, Q4 . g, 235 5)] <0 (pim, [pQ+g] bome),

F ne vérifiant qu’a 'intérieur de cet intervalle les conditions que lui impose -
le paragraphe 1; on peut alors substituer a la condition que I" satisfasse
a(4")la su1vante la partie de I comprise entre y et I, satisfait & 'inéga-
1ité (5) et y satisfait a I'inégalité (4*), dans laquelle == est remplace par le
‘sigue de —&.

.

(7) Ge théoréme englobe les théorémes d’existence que nous avons énoncés aux
paravraphes 1" et 2°.



