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TOPOLOGIE. — Propriétés de 'anneau d’homologie de la projection d’un espace
Jibré sur sa base. Note (') de M. Jean Lerav.

1. Le polynome de Poincaré %(t, t") d’une représentation =.. — Soit = une
représentation d’un espace bicompact E dans un espace bicompact E*; soit un
corps & ; soient €/ les modules d’homologie (*) de = relatifs & €U; supposons
qu'ils aient des bases finies; désignons par ¢(IMN) le rang d’un @-module IN;
posons ‘

T V=Y r(2T); E(4 1) = Wt rig(8rjErLa+ )
e Py
B4, )= B L0 (BRI )

pProf

Papplication aux homomorphismes A, et I' du théoréme sur le rang d'un
quotient de modules donne
(1) B0, 1Y =Tt 1) — D ) @4, 1)

' T

(2) (L ) = D era(er)
/l

est le polynome de Poincaré de E relatif 4 &@;

(3) &(t, 0) :2 trp(ErOfEr-11Y;
, -

nous désignons par & le p*™ module d’hdmologie de E relatif 4 @ et par
&1t le sous-mbdule de &"" que constituent les classes d’homologie Z” de E,

telles que Zr. —l(.r*) ~ 0, quel que soit le point * de E*; s 7':(.17*) est connexe
quel que soit x*, on a, &7 Teprésentant le pt= module d’homologie de E*
relatif a ¢, ) ‘
(. &(o, /*)=Zt”9(7-1(6*"')),

»

2. Extension du théoréme de dualité de H. Poincaré a la projection = d'un
espace fibré E sur sa base E*. — Supposons que E et E* soient des multiplicités
Jermées, connexes, orientables a [+ m et m dimensions, que la fibre F soit une
multiplicité fermde orientable & I dimensions et que G soit le corps des rationnels
ou le corps des entiers calculés mod. n, n étant premier. Les modules d’homo-

(*) Séance du 26 aout 1946.
(?) Deux Notes antérieures, dont pous conservons les notations, définissent I'anneau
d’homologie d’une représentation et précisent sa structure (Comptes rendus, 222, 1946.

pp- 1366 et 1419).
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logie 227 de = relatifs 4 @ ont des bases finies et une généralisation du théoréme
de dualité de Poincaré prouve que 7 et 27”7 sont duals (*) relativement
4 leur intersection qui est définie dans £;", module isomorphe a4 @; les pro-
priétés des homomorphismes A, et I" permettent de déduire de cette dualité les
conclusions suivantes : Les modules dhomologie %' et. 2 """ * de = relatifs
@ @ sont duals, leurs sous-modules "7 et 277" étant annulateurs Pun de I autre ;
les modules &’ homologie & ° et &m+"~p de E relatifs a & sontduals (H. Poincaré),
leurs sous-modules &1 et &P+t~ n=1+1 étant annulateurs lun de 'autre. D’ou

Q(t,'t’):t’z*'"f(il,{;); G(t,t*):t’t*"‘é;(%,t—l,); w,(z,z*)=t1~r'1*'rl~r-1(o,.<it,?‘,>.

3. Cas ot l'anneau d’homologie de = est le produit direct des ‘anneaux
d’homologie de F et de F*. — Ce cas se présente quand, F étant connexe et @
étant un corps, on peut établir entre 'anneau d’homologie d’une fibre fixe et
I'anneau d’homologie de la fibre la plus générale F un isomorphisme qui varie
contintiment avec F, car le (p, ¢)* module d’homologie de = est alors le g'*
module d’homologie de E* relatif au p*= module d’homologie de IF; il en est en
particulier ainsi quand E* est simplement connexe ou quand F est une sphére
_ qu'on peut orienter continiiment. Soient &(t), & (¢) et 6*(¢) les polynomes de

Poincaré de I, F et E*; soit &:(¢)[et F(t)] le polynome dont le coefficient
de 2 est le rang du module que constituent les transformées par = des classes

d’homologie de E* | les intersections par F des classes d’homologie de E]: avec
les notations du n° 4 :

(¢, t*-)\:ﬁ(t)é*‘(t"'); &(t, t)=26(2); &(o, t)=6-(¢): &(¢, o):yg-(t);
posons ((¢) =2 ¢ ®.(t, t); le symbole o = A(t) exprimera que le développe-

ment de @(¢) suivant les puissances croissantes de ¢ a dés coefficients positifs
ou nuls; les formules du n° 1 et les relations

@Pe.GOT € XPT et XP0.Q% < Y

donnent

(5) E(Y=F(t) &) — (1+ )D(t), ou oL dD(t);

(6) 1=6x(0)=6%(2);  6x() L 6(¢); L Fe(e) = F(2); Fe(t) =&(¢);
(7) F(t)—Fe(t) = R() L[F (1) — Fe(£)]6°(2);

(8) Fe(2)[6°(2) — 6x(2)] L R(2). -

D’ou les inégalités suivantes entre &(z), F(¢) et &*(2)-

l—tfg(t)—l]g,(t)‘é &(t) é?(t)‘@*(z)
14 1+t 1+ ¢

(9)

(3) Clest-a-dire : chacin de ces modules est le groupe des caractéres de I'autre; ils sont
isomorphes. ‘
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et plus particuliéerement .

o

(1) fr—t[F (t)—l]'b(t)éé(t)éﬂ"(t)@"(t),
Gr (1) &)
) O£ s =

M. G. Hirsch m’a sighalé qu’il a obtenu (5) par un autre procédé. Dans le
cas particulier ou F est une sphére, (5) et un corollaire de (11) furent établis
par M. W. Gysin; le raisonnement de M. Gysin utilise un homomorphisme
qui généralise 'invariant que M. H. Hopf a attaché a une représentation d’une
sphére & 44 —1 dimensions dans une multiplicité 4 24 dimensions (*); I'inva-
riant de M. Hopf et 'homomorphisme de M. Gysin peuvent étre rattachés a
" notre homomorphisme 4A,.

CORRESPONDANCE.

a

M. le SecrErarre PERPETUEL signale parm1 les piéces imprimées de la
Correspondance : : )

1° Faculiad de Ingenieria. Montevideo. Publicaciones del Instituto de
matematica y estadistica, vol. 1, n> 1, 2, 3.
2° Les priz Nobel en 1940-1944.

THEORIE DES FONCTIONS. — Sur quelques inégalités pour les derivées des
-fonctions d'une variable réelle et pour les différences des suites. Note (') de
M. Nikora Osrecukorr, présentée par M. Paul Montel.

Dans une Note récente, nous avons démontré quelques inégalités pour les
fonctions d’une variable réelle définies pour > a. De nos théorémes, on peut
tirer encore le résultat suivant : '

L. Soient f(x) et o(x) deux fonctions qui, pour x >> a, admettent des dérivées
. Sm(x) et o () intégrables dans chaque intervalle (a, X), X > a, ¢"'(x) étant
toujours non négative pour x > a. Supposons que, pour x > a, on ait

(1) Sr(x) <o (@)

et que, pour une suite y,, ¥, ¥s, - . ., de nombres croissant indéfiniment et pour
un nombre entier m (0 <~ m < n), les limites

f(yf’) :A, ’ CP(yP) A1
p>w yp ’ P->°° )’p

(*) H. Hoer, Fund. math., 25, 1935, p. 427; W. GysIx, Comm. math. hely., 1k, 1941,
p. 112, th, 35 et 34.

() Séance du 26 aoit 1946.



