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TOPOLOGIE ALGEBRIQUE. — Sur{’anneau de cohomologie des espaces homogénes.
Note (*) de M. Jean Leray.

Nous désignerons par (N,), ..., (N;) sept Notes antérieures (").

1. Soit X un espace compact, simplement connexe sur lequel opére un groupe
de Lie compact Y dont aucune transformation autre que Uidentité ne laisse fixe
de point de X : y € Y transforme € X en zy € X. Par exemple X peut éire un
groupe de Lie compact el Y un sous-groupe fermé de X. Soit W — X/Y labasé
de X fibré par les Y il s’agit d’étudier #¢,,, algébre de cohomologie de W
relative & un corps commutatif de caractéristique o.

Y est localement isomorphe au produit d’un groupe abélien par des groupes
simples; s’ils appartiennent tous aux quatre grandes classes, nous dirons
que Y n'est pas exceptionnel. ' ’

On nomme toroide tout groupe de Lie compact connexe et abélien : ¢’est un
produit de cercles. Soit T un teroide maximum de Y3 soit N, le normalisateur
de T, c’est-a-dire I’ensemble des éléments n de Y, ou de X quand Y est sous-
groupe de X, tels que T =Tr; soitN; la composante connexe de N,
contenant 1. Si €Y NN, 'application @ — zn applique #Y sur lui-méme et
2T sur #nT; si nous posons ‘ '

V=Y/TcU=X/T, W=X/Y=U}V,

le groupe Y NN, opére donc sur U, V et applique identiquement W sur lui-
méme; son sous-groupe Y NN, applique identiquement 3¢, et 3¢, sur eux--
mémes; le groupe fini | : "

x= (Y AND)/(Y Nk 22 (VNG 01 N2 )/ € Ny N

opére donc sur #¢,, J¢, et transforme identiquement 4¢,,.

La preuve du théoréme de (N;), légérement modifiée, donne :

Tutorime 1. — Supposons Y non exceptionnel (connexe ou non). L' application
canonique de U = X|T sur W = X/Y a pour réciproque un zlfomdrphisme de 8¢,
sur l'ensemble des éléments de 3¢, invariants par Oy

Corovrake 1. — Soit Z un sous-groupe de Y ayant méme rang que Y : X|Z a
pour fibre Y{Z et pour base X|Y. Supposons Y non exceptionnel : ' application
de X{7. sur X|Y a pour réciproque un isomorphisme de Iy dans Hy,. Supposons
en outre Y connexe et L non exceptionnel : [ ‘application topologique de Y |Z dans

2

(*) Séance du 18 juillet 1949.

(") (Ny) : Comptes rendus, 228, 1949, p- 1902 donne les références de (N;), ..., (N;).
Ces Notes contiennent les errata : t. 223, p. 396, formule (8), au lieu de @D(L), lire td (1),
t. 228, p. 1786, ligne 3, au liew de 4 =, lire ¢ ; P- 1904, ligne 2, au lieu de 8ew® 5y;
lire 8w @ Jey; ligne 15, au licu de Hxpy D oy, lire 9oxpn @ Sy,




282 ' AGADEMIE DES SCIENCES.

X// a pour réciproque un homomor, phisme de Hy,, sur Iy s Hyy el 5€W® éf(i, -
sont des miodules isomorphes.

COROLLAIRE 2. — J,; ne depend que de X et Y N N;.

Soit & chercher tous les 3y correspondant & X donné et Y quelconque, rion
exceptionnel; d’aprés le corollaire 2 on ne modifie pas 'ensemble des #¢,, en

se limitant aux Y dont la composante connexe est abélienne; le théoréme 1

raméne cette recherche a la suivante : soiz T un toroide de Y ; soit U=X[T;
déterminer 3¢y et la facon dont le groupe fint Ni/Ny opére sur 5¢,. On peut
appliquer la théorie due a W. Gysin des espaces fibrés par des sphéres (voir n°3).

2. Supposons que X soit un groupe et Y un de ses sous groupes : W est un
espace homogéne. Soit R un toroide maximum de X contenant T; U= X/T a
pour fibre le toroide R/T et pour base X/R; &y, est déterminé par le lemme
de (N,) quand X n’est pas exceplionnel; d'oli une autre fagon d’ apphquer la
théorie de W. Gysin.

Mais il faudra procéder autrement pour voir comment N /Ny opere ‘sur J¢; :
envisageons le centre de N : c’est l'intersection des toroides maximum de X
_contenant T'; soit S celle des composantes connexes de ce centre qui contlent
~ Punité; S est un toroide;

- TcScNr=NscNrcNgj

on utilise les invariants topologiques que le n° 1 de (N,) attacke a Uapplication ..
canonique de Uespace X|T, fibré par le toroide S|T, sur sa base X[3; le groupe Ny
opere sur X|T, S|T et X|T; il en resulte, d’aprés le n° 2 de (Ny), que le groupe
Jini NyfN7 opére sur ces invartants.

Il faut étudier préalablement l’algebre Jys et la fa(;on dont le groupe
fini T \IS/\I opére sur elle; il suffit de traiter le cas ou X est simple; voici un
premier renseignement. : ‘

Triorine 2. — Soiz X un groupe simple non exceptionnel, de rang I, soit S un
toroide szngulzez de rang l—1, c’est-a-dire appartenant & plusieurs ‘tordides de
rang I : #ys= 3" QNI e est Yy mod. I'idéal engendré par les éléments
de degré 2 de Hxp qui correspondent canoniquement aux caractéres de T nuls
sur S; NI est Ualgébre extérieure d’un module 3¢ derang 1, quu est applzque
isomorphiquement sur le module des éléments primitifs de ¢ de degre maximum
par I’ homomorphisme réciproque de ’application canonzque de X sur X/[S; cet
homomorphisme annule les éléments de 3¢ de degrés ~>o. Un toroide non
* singulier de rang / — 1 n’a en général pas ces propriétés.

3. Espace fibré par une sphére. — (N,) permet de compléter la théorie de
W. Gysin () : :

TutoriMe 3. — Soit & la projection d’un espace Jibré X de dimension D sur sa
" base Y de dimension D — d, la fibre ayant méme algébre de cohomologie qu'une

() Comm. math.-help., 1%, 1941, p. 61.
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sphere de dimension d; on suppose que X,'Y et I¥ sont des multiplicités compactes
et orientables. Les polynories de Poincaré X(Is) et Y(s)de X et Y s'eaxpriment en
Jonction du polynome de Poincaré Q(s) de £ 3¢, :
X()=Q()+s"Q0™),  Y(5)=[Q(s) — " Q(s)].[1— st ],

. —1q . X

Les éléments hy € 38, tels que & hy=o sont les multiples de l'un d’euzx, m, dont

le degré estd +1. Il existe un tsomorphisme canonique, qui diminue le degré de d,

—1 —4 . .

du & 3Cy-module Jy|E 8y sur U'annulateur de m. Soit hy € 5¢y degré hi=p;
. = . . <1 )

pour que K€ & 8¢y, il faut et il suffit que hL.E RY7 — o pour tout hy ™ € ¥, de

degré D — p. Les quatre conditions suivantes sont équivalentes

dep =T dty, X&) =01+sH)Y(5), Q(s)=Y(s), m=—o;

;
elles sont réalisées en particulier quand d est pair. Pour qu'il existe un module %
tel que '
sex = 9y @ A %,

il faut et il suffit que les deux conditions suivantes sotent simultanément réalisées :

a. les multiples de m constituent I’annulateur d’un élément n de Iy,

b. il existe un élément de 3, étranger & Elgcy, de carré nul et de degre :
d —+ degré n. N

Ona:rang € =1, degré & —=d -+ degré n. - : -

St d + degré n est impair, b est oujours vérifié ; La condition a équivaut a :

a'. l'annulateur de m est I'ensemble des multiples d’un élément n de 3¢, .

M. Roeer Heix présente la traduction francaise, rédigée par M. Jacoues
Ducui, de I'Ouvrage : Antagonismes microbiens et substances antibiotiques, de
M. Serman A. Waksmax, Correspondant de I’Académie.

M. Cosrantivo Gorint fait hommage d’un fascicule : Nuovr contributi alla
mia dottrina microbiologica dell’ insilamento lattico.
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