ACADEMIE DES SCIENCES.

SEANCE DU LUNDI 20 FEVRIER 1956.

PRESIDENCE DE M. Liox BINET.

MEMOIRES ET COMMUNICATIONS
DES MEMBRES ET DES CORRESPONDANTS DE L’ACJ\DEMIE-

EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. — Le probleme de Cauchy pour une
équation linéaire a coefficients polynomiaux M. Note de M. Jean LEeray.

Le probléme de Cauchy est résolu par une transformation fonctionnelle, définie par
une quadrature et opérant sur la solution d’'un probléme de Cauchy particulier,
relatif & une autre équation i coefficients polynomiaux; I'ordre de 1'une des équations
est le degré des coefficients de autre : si Péquation esta coefficients linéaires, le pro-
bléme de Cauchy est réduit & un systtme diflérentiel ordinaire et 3 une quadrature.

1. Soit X Pespace affine de dimension / sur le corps C des nombres
- complexes. Soit s() une fonction holomorphe de x&X, qui s’annule sur un
morceau d’hypersurface de X; notons V un pelit voisinage de ce morceau
d’hypersurface. Notons Z le dual de Uespace des vecteurs de X. Soit a(&, x) un
polynome défini sur E > X, de degrés m—- ¢ en % et g en 2. Notons h(E, .X) sa
partie principale en £. Soit enfin ¢(2) une fonction holomorphe sur V.,

Posous le probléme de Cauchy d’inconnue u(x) :

(1) a(b%,x)u,(x):v(x); () sannule 1 -+ ¢ fois pour s(a) == o.

Par hypothése I'hypersurface ou s(x) = o ne sera pas caractéristique :
ds N
(2) h(\(*)}’ ‘z) Z 0 . pour s(x)==o.

Tuiorime. — La solution de ce probleme de Cauchy est
(3) w(z) =&, zyv(a)]

La transformation fonctionnelle J est définie au ne 2 par des quadratures;
J dépend seulement de I'hypersurface ou s(x)=o.
La fonction w(¥, x) est définie au n° 3, comme solution d’un autre probléme
de Cauchy; w (%, 2) dépend seulement du polynome a(%, ).
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Nota. — Tout probléme de Cauchy se raméne aisément & un probléme dont
les données de Cauchy sont nulles.

9. L.a TRANSFORMATION J. — Préliminaires. — Les diverses expressions de J
que nous donnerons sont des intégrales calculées dans des espaces analytiques
complexes. Elles porteront sur des formes différentielles holomorphes, qui
seront, par rapport aux différentielles, de degré maximum, c'est-a-dire égal a
la dimension complexe de I'espace ; ces formes sont donc fermées et nulles sur
toute hypersurface analytique. Une telle hypersurface sera donnée; la théorie
des espaces fibrés montrera que le groupe d’homologie de U'espace, relautif a
cette hypersurface, pour la dimension reelle égale a la dimension complexe de
I’espace, a le rang 1; ce groupe, qui est utilisé en coefficients entiers, a donc
une base, définie au produit prés par —=1; ce signe étant choisi, nous nomme-
rons cette base, base d’homologie de Uespace relative d Phypersur face. Notre inté-
grale sera prise sur un cycle arbitraire de cette base. B

Notations. — Les fonctions linéaires £,z de x€X constituent un espace
vectoriel 2’ de dimension [+ 1; son quotient par le sous-espace des fonctions
constantes sur X est Z. Si z a les coordonnées (&, - - -, ), alors

PR PO i

I'image canonigue de &'=(%,, £, ..., 5)€E dans Z est E=(&, -+ ).

A Despace vectoriel 2 est associé un espace projectif 2* de dimension /: c’est
Pespace des hyperplans de X. '

Dans l'espace produit = >< X envisageons un domaine D’ qui soit le produit
de V par un domaine convexe de E/, ayant les propriéiés que voici : son Image
dans 2’ contient les hyperplans tangentsa s(z) =0 ¢'il contient Z’, il contient
<& quand T€C, [v|>15 [|F']] ¥ est grand. J transforme en fonctions holo-
morphes de €V les fonctions (%, x) holomorphes sur D" et & croissance
polynomiale : il existe une constante 7, dépendant de f, telle que

2l f (2. &) est borné pour HE | —ee-
Notons j’(E_, x) la fonction de x et de 'image Z€ Z de £ qui vérifie
7(__ a)=f(Z. ) pour Zx=o.

 La définition de J|[] est la suivante : il existe une base d’homologie '
de D’ relative a la réunion des trois hypet‘surfaces

-

(4 s(z) == 0; Yo = 0; Yz h=o0 (A == const.);

() J[j'(g’,x)]:mfwf(i’,Jc)exp('g’.:)d;o...d'g\dxl...dx/ 6 l<m;
o PR o
e =b( )10 QS )]

ou b(%) est I'un des polynomes tels que le second membre soit défini par () :
ce second membre est indépendant du choix de b.
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Les propriétés de J s’obtiennent aisément, sauf la derniére qu1 résulte d’une
récurrence sur [ : J| /| est indépendant du choix de la constant i
pour s(z)= o, J[ /] s’annule  fois de plus que (&, ) pour s(z)=o0;

A= af] (k=)
o - )7 - S
sl (f1=1|=f = 3L ]; 1=37- 5L
L =1ad] s f@m=o  powr s@)=o;

TS (2) =/ (5).

La deflnmon de J| /] se simplifie dans certains cas particuliers. Supposons f
fonction de (&, 2); soit D 1’1mage de D' dans Z >< X; il existe une base d’homo-
logie o de D relative a la réunion des deux hypersurfaces

(6) s(z)=o; i(z—x)+)h=o0;
(7 IISG x)]:mfj( 2y exp|i.(c — o) |div. . didis. . odr, s L— 1< m.
Supposons f(&, ) homogéne en & de degré — m; m est entier. Soit D’

1 image de D’ dans " >< X; il existe une base d’homologie '* de D'* relative a
la réunion des trois hypersurfaces (4), oit L = o;

rr Ml VAN
&)  J[f]l= — ,f (%) A ) (= iy i iy dy L d
ar

(2 mi)— (m——

A0

s1{<m; dcﬂ signifie la suppression de dE,{ Pour I =m, J [/]s’exprime par une
mte”rdle etendue a la partie du bord de o’ contenue dans |’ hyperplan '.z=o.

Supposons enfin ffonction de (£, ), homogéne de degré — m en £; soit =*
I'espace projectif de dimension [ —1 associé a l'espace vectoriel Z de dimen-
sion /; soit D* 'image de D dans Z*>< X; il existe une base d’homologie «* de
D* relative a la réunion des deux hypersurfaces (6), ot A =o;

E(s—z)]mt | . N o
9 JlfJ“_ )lnf[‘ ((m._Q;))]Y f{g, 1)2(~[)A6kd£1df/..dé/d.%’ldx‘/

k0

sil=_m;sil—r1=m, J[f]sexprime par une intégrale élendue 4 la partie du
bord de «* contenue ddns la quadrique ¢.(z —2)=o.

3. Lavoxcriox w(&', ). — Notations. — Notons X' I'espace dual de E' :le
produit de &= (&,, ..., 5)eZ par &' = (o, ..., x;)€X’ est le nombre
Ja=Fxg .+ Gy

X est donc ’hyperplan de X' ot &y =1.
~Soit (&, «’) I'un des polynomes, définis sur 2/ < X, qui vérifient les condi-
tions suivantes : la restriction de a(§, ') & Z><X est le polynome a(£, x)
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donné au n° 13 les degrés en 2 ct en &', df ctd,, de chacun de ses monomes

vérifient les inégalités
di - dh%=q.

Notons H(Z, &) la partic principale en 2 de a(%, «'); H(Z, 27) et a(z, 2"

ont la méme partie principale 2(%,2") en %; elle est homogéne, de degrés
I I ’ 5 gene, g
m--q en % et g en ' sa restriction 4 = >< X est la partie prinel ale, déja
f 5 ’
notée h(E, x), de a(Z, ) en 2. Nous choisissons 1) assez petit pour que I'hypo-
thése (2) implique
Wz )y o pour  (Z..myeb;

les données du probleme de Cauchy suivant ne sont done pas caractéristiques.
La fonction «w(%', x) est définie dans D' pav le probléme de Cauchy :
/. Jd N L
17 (\;_, - )j ) \"(;_, Ay I

w2 ) sannule ¢ fois pour Iz o,

Oun véritie (ue w(Z', x)a une croissance polynomiale en £

Nota. — La donnée de a(Z, ) détermine incomplétement a(&, +'), donc le
probléme de Cauchy précédent, donc w (&, x). On peut lever cette indétermi-
nation comme suit : on modifie, ce qui n’altére aucun des résultats énoncés, la
définition de m et ¢; m sera le plus grand entier el ¢ le plus petit lels que les
degrés en Z et en x, df et d), des monomes de a(%, x) vérifient

e e d) L dY = m - g

a(é, x') sera le polynome dont la restriction & Z><X esl a(Z, x) el dont les
monomes veérifient ‘
m A dy, = di.

Alors H(E, ') =h(%, 2'); w(&, x) est homogeéne de degré —m en £ la
solution (3) du probléme de Cauchy donné se calcule par l'intégrale (8), c’est-
a-dire dans le produit de X par 'espace de ses hyperplans; la transformation
de contact de Legendre transforme les caractéristiques de 'opérateur a(djox, )
en celles de I'opérateur a(k, — 0/0Z") qui sont des cOnes de Z’ de sommet zéro;
ces deux opérateurs ont mémes bicaractéristiques.
/. EQUATIONS A COEFFICIENTS LINEAIRES. — Supposons «(£, ) linéaire en @ :
l

WG @) =g (2) + X an(Z) vk

k=1

Autrement dit le probleme de Cauchy (1) est

/
. ;0N ~ ) N ) ,
(1 bis) /r,,( o }u.(.z:) ~<}—) (/,4,( D{—;) [y w(e) |==v{a):
ket

w(x) sannule m fois pour s(z) == o;
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m désigne le plus grand des degrés de a,(%), ..., a(£). Choisissons a(%, '),
non comme le dit le Nota du n° 3, mais linéaire homogéne en 2’ :
!
P % -
(ﬁ(:., ,1,‘/) ?Tzd [ (g)?’A

k=z0
Léquation (10), qui définit (%, 2), devient

(10 bis) AN i (: dw (2, ) s

()f/

sa résolution se réduit a celle de son systeme caractéristique

dz dz 78
(11) O P
() ai(f) w(Z)

Takorine. — Soit (&, )= (14, 71, ..., 1,) le point de Z' oit la courbe
wmégrale de (11) issue de &= (%, £,, ..., &) coupe Uhyperplan n'.x = o;
sott (&', )= (1, ..., 1) la projection de 1/ (%', ) dans =. La solution du

IN=> 115 s pProy | s
probléme de Cauchy (1 bis) est
Lo T}t ?
o . E - N P
(3 bis) w(z)y=J{| a(n(Z, x)) +Z ar (o (Y, a)) e, p{a) ‘
ke J

5. EQUATIONS A COEFFICIENTS CONSTANTS. — Supposons a(§, )= a( %) indépen-

dant de .x. Le probléme de Cauchy (1) devient

(1 ter) //((7();\)11(1) = ¢(x).

w(a) sTannule m fois pour s() == o;

m est ici le degré de a(&). La solution de ce probléme est

(3 ter) w(s) = at (2o ()],

ol J est défini par () ou par (g). Cetie for'xxluie, qui résout (1 ler) par qua-
dratures, a été donnée par Fantappié¢ (*), sous une auire forme, voisine de
celle qui résulte de (13), (16), (17).

Quand (1 zer) est un probléme hyperbolique bien posé, sa solution globale
par quadratures a été donnée par Herglotz, Petrowsky et Gérding; c’est () le
produit de composition de ¢(x) par le transformé de Laplace de a=*(£); c’est
donc ce que fournissent les formules (3 ter) et (7) quand on y choisit « égal au
produit d’une classe d’homologic non compacte de = par une classe non
compacte de X relative a 'hypersurface s(x)=o0: on peut convenir (ue ce
choix correspond a la valeur 7. == du parameétre % dont o dépend.

6. La roxcrioxxerie e Faxravets I[4] a é1é définie par Fantappié, sous le
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nom de produit fonctionnel projectif de /4 et Ay, quand (%, x) = h, (&) ho(2)
est homogeéne de degré — 1 en £ et en .

Notations. — En choisissant une origine dans X, faisons-en un espace
vectoriel. Soient X* et =* les espaces projectifs de dimensions [ —1 associés
aXet E; soit D* I'image dans 2*>< X* du produit de deux cones de E et X,
convexes, cerclés : si £ est dans le premier, ~E aussi pour tout <€ C. Nous
supposons ces cones assez larges pour qu’a tout point de l'un correspondent
des points de Vautre vérifiant fLx—=o. '

La définition de T[] est la suivante : il existe une base d’homologie o2
de D** relative a la quadrique £.x =0}

o ' I (— syl .
2) A= > — R,
e e T il U s SR ) D e,
kor
§ AN 3 AN
X diy . diy. . dyde . die L dxy,

si { < m; sinon, pour tout polynome b tel que (12) définisse le second membre,

WzJ:I| AIGTE VIERS

Les propriétés de 1 sont les suivantes :

y Ok T Con”
qgkh]:lt-(k%, I[xkh]:ltd—in,

(— ) (m—0) I[(E.a)™h(x)] = h(s) si m>o.

La relation entre 1 et J est

(13) JSE, 2y ]=11h(Z, 2, 3)]

ou, s1l{<m,

(14) hin, v, 3) = ?Iﬂ,fg’(rl1’““/"(g’, Y exp (2.5) diy de d,
= Loy T ooy T, LTS A LY 7, xyeD’;

5" est la base d’homologie, relative a la réunion des trois surfaces (4), du
domaine que décrit le point de coordonnées (%, =, t).

La définition de % se simplifie dans les cas déja envisagés au n° 2. Si fest
homogéne de degré — m,

(13) h(Z s ”:J@ (m—1—1)!

el (‘/ z)m—/——t

teL (Y ) diadi

TG Zn e 2)y 2= e )y w=msefy, (2, 2)eD™

3'* est la base d’homologie, relative a la réunion des trois courbes (4),
ot A = o0, du domaine que décrit (%, ?).
Si fest indépendant de &,

1

(16) k(g sy = f(ﬂ:t\’"'(/‘({_, xYexp[i(s — )| drdt;
8

AT

i=wn,  aweos4ly,  (E 2)eDb;
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5 est la base d’homologie, relative a la réunion des deux courbes (6), du

domaine que décrit (=, ¢).

Si fest indépendant de £, et homogéne en % de degré — m
(17) Lz vy sy = / ez a) di =z AR

. .'jk

Parc 3" joint le point 5 au point ol s(x') = o.
")
(*)
)

our plus de détails, yoir Congrés math. canadien, 1955, notes miméographiées.
ANTAPPIE, Annali di mat., 22, 1943, p. 1-100.

})
F
J. Leray, Comptes rendus, 23%, 1952, p. 1112,

THERMOCINETIQUE. — Convection calorifique dans un conduil en régime
d’écoulement turbulent. Note (*) de M. Gusrave Risaup.

L’auteur montre que, pour les grandes valeurs du nombre de Prandtl, la concep-
tion d’'une zone purement laminaire 4 la paroi conduit & des valeurs nettement trop
faibles du coefficient de convection. 11 rappelle une formule, proposée antérieurement
par lui, qui s'accorde trés bien avec les résultats expérimentaux,

En 1940 nous avons discuté le probléme de la convection de la chaleur dans
un conduit circulaire en régime d’écoulement permanent turbulent (*) et
proposé une expression nouvelle du coefficient de convection :

JC

172
(1) Gy == - = 2

’ 1—;—0,75(1)%—1)
dans laquelle ¢, est la température dans 'axe du conduil, u, la vilesse sur Paxe,
S le frottement unitaire a la paroi, C la chaleur spécifique a pression constante
et P le nombre de Prandtl du fluide en écoulement.

De nombreuses autres formules ont été proposées depuis; nous nous
proposons de discuter ici celle proposée par Martinelli (*) qui parait adoptée
présentement par les spécialistes américains (7).

Dans notre étude (*), pour parer a la discontinuité de tempéralures que ’on
rencontre dans la théorie de Prandtl, nous nous sommes efforcé de remplacer
la courbe des vitesses dans I'ensemble de la couche limite et de la zone de
transition. par une expression unique sétendant jusqu'a l'entrée du noyau
turbulent. Nous avons montré en particulier que cette expression pouvait
s’écrire '

(2) U = —



