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passionnantes et émouvantes), ceci au méme titre et avec les mémes
effets que ce qui a lieu déja a I'égard des événements et des acteurs des
guerres et des révolutions.

C’est un nouveau veeu que j’exprime en terminant et que, je pense,
vous voudrez bien approuver.

() Voir Asort GiLLois, Les Grandes Familles de France, p. 216.
(?) Séance du 16 décembre 1938 & 'Académie francaise.

MEMOIRES ET COMMUNICATIONS
DES MEMBRES ET DES CORRESPONDANTS DE L’ACADEMIE.

ANALYSE MATHEMATIQUE. — Le calcul différentiel et intégral sur une
variété analytique complexe. Note (*) de M. Jeax LEray.

Nous énoncons les propriétés des classes de cohomologic antérieurement notées
dr i"‘[_w.]/dS’l’rP A AT s s N(?l'ls' notons /- »*"[a';],/ds{’ N
certaines d’entre elles, qui ont les propriétés formelles des dérivées partielles des
fonctions. Nous déterminons cerlaines autres pav la formule de Cauchy-Fantappié.
Enfin nous les employons & 'étude des intégrales, fonctions d’un paramétre.

Nous conservons les notations et définitions d’une Note antérieure (*).

1. Lis proprikrs pe dr= [ w]/dsi*” /N\ ... /N ds7™ /\. .. /N5, |s,s TéSUltEDE
immeédiatement de cettc Note : ce symbole est défini quand w(x, y) est une
forme différentielle de z, réguliére prés de y €S et que

(2 w(x, v)
7 ) 55 (\JT« .‘. )lf/). .. S/'(ZL'., .:),)1+r/. LSl &Z, :]»v)1+7‘

est une forme de 2, définie au voisinage de >, fermée, nulle sur S, indépendante
de y; ce symbole représente une classe de cohomologie, & supports arbitraires,
a coefficients numériques complexes, de S rel. S'; cette classe ne dépend que
de o, 8, S'; son degré ‘est d°(w) —m; elle est multipliée par —1 quand on
permute deux des symboles ds)™7; sip =P, ..., r ZR,

dr+-- .—f—/'[m"‘ P [ 1 d R {5“‘1‘71’. . 33517['0)] )
o o — T o - 2
dstP NN dsi s T PR dsTP A LA AN | sis)
At - .+//+r[ w'l | R dr+- ( o\
T vz = 7. hes T T NEY )
dS}_'"/) /\ e /\ dﬁ}z{—”} \ (]SII/:H [%, 80 (1.9} “ /\ Tt /\\ d'gm -Hx S ! SN NS ——5,, 81

Si ¢() est une forme fermée réguliére sur X et si 2*(X) est sa classe de
cohomologie, alors

d//—x’—. A (m /\ '\]J % B (l//—v-. o [0)} [
dsTr AL NS s, dASTPN L NdsT Is\

(X0
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Soit p*, i*, 0* le triplet exact de la cohomologie relative [(?), n° 5];

(s, §')

i*

N
AN S
| S
W (SAS, &) S U (S, S'uS)

on a
. d/)%,u—k/'l'w] dpfr...fr[w]
p — = ] B
CodsTT N NS s s ASTP AL NS s s
N e [&)] dar+-- ‘+r[wT
1 ~ e frnund = - :
Ay NAST ssy ASTP AL NS Isnse s’
dp e [GS]
() g
dSq /\ “e /\CZS;,L (SNS”, 87
dr i S8, ds, ds,,
[l G A - - - dw — ——/\w———l Am
(= dsir oo N\dstE ‘ p...r ( P 8 Sin ) (S, $7USY)

si @(x, y) est une forme de x, réguliére prés de ye€S et si
w(x, y)/s:(x, ¥)?...su(2, y) est une forme indépendante de y, fermée
sur 3", nulle sur S'. Enfin, si f est une application d’une autre variété analy-
tique complexe X* dans X et si /* est I'application réciproque, qui transforme
variétés, formes et classes de cohomologie de X en variétés, formes et classes

de X*, on a
f*{ dr= )] ] _ dr - [r]
Ad.s“.ﬁ/’/\ C e /\(,{.‘:‘1+r 18,80 d(f*sl)”:”/\ v /\d(f*s,,l)’*r RS 80

n

si les f*S;, f*S; sont réguliéres, en position générale.

2. Cas oD LES S; ONT DES EQUATIONS GLOBALES. — Limitons-nous aux définitions
et aux formules les plus simples, dont 'intérét est de relier les définitions pré-
cédenles au calcul différentiel classique.

Casm=1.— Soitw(z) une forme réguliéresurX, telle que ds(x) /\ dw (x)—=o0;
définissons

dra _drlds \ @) A dw ]

ds? (8,8 o dSl+p (8,8 dsp

(5,59
Pégalité des deux derniers termes résultant de la relation
pls—=rds Nw~(p—1)ls7?de.
Cas m >1. — Soit @ (@) une forme réguliére sur X, telle que
(2) dsi(z) N oo Ndsw(x) \ dos(z) = o;

définissons de méme, quels que soient p, ..., r>x o0, la classe de cohomologie,
de degré d°(w) :

gpt g | odeeemrlds N Lo Ndsi A w ] .
Os5 ... Oy |s,sn dsy™" N .o Nds 8,5

"

cetle classe ne change pas quand on permute 9s”, . .. 9s.
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Les propriéiés de ces classes de cohomologie résultent aisément de la construo-
tion de Gelfand et Silov. Si @ () et n(x) vérifient (2), on a la formule de
Letbnitsz :

d[’+...+R[m /\ TE]
dst ... Ods¥,

(8,87
Z P! R! QP+ (E'I QP+ R [ ﬂ.]
pHP—p) rl(R—r)l st ... 05, |55 OSY 7705 s
0£p 2P
0sr2R

On a la formule du changement de variables : solent
t1<S1, ~'~,Sm.)y vy 2m<5|7 ...,S,n)

m fonctions analytiques, telles que

O+ R [ 55]
ost ... dsk,

. dp-i—. . .—%—r[w]
— 1. 01l
- 2 CRLth o7 ... ot

0P+ ek
18,87) P+..+R

les nombres complexes Cf:7; ne dépendant que de P'allure des fonc-

tions #;(sy, ..., ) pour s;==o0 : ce sont les coefficients de la formule analogue
du calcul différentiel classique. En effet :
Cas ou w(x) est de degré nul et S' vide. — L’hypothése (2) signifie que

w(x)y=F[s,(x), ..., sn(x)]; on voit aisément que

OPFeeatr U]
()Sé) cre ()Srm (S)

()P+..‘+I'F[Sh . -,Sm]
os? ... 0s

est le produit du nombre .
m Sy Sm =0
par la classe de cohomologie unité de S.

3. La rormure pE Cavcny-Faxrapren: (*) permet de calculer quelques résidus.
Notons : X un domaine convexe d’un espace affin complexe de dimension /;
2 Yespace vectoriel de ses fonctions linéaires, numériques complexes; E* l'es-

b:*

pace de ses variéiés planes de codimension 1 : Z* est un espace projectif
complexe de dimension /, image de E. La valeur de EeE en x€X est notée
Ex=E+Ex+... 8, (2, ..., x) étant les coordonnés de x, (&, ..., &)
celles de &. Sur E*, prés de £¥, image de £=(%,, ..., %), si &£ 0, on utilise

les coordonnées locales (§,/&;, ..., &/E;). Notons
w(x)=dz \... N\ dz,

!
O (E) = Dy (— D dio Ao A Ay A Ay A A

k=0

puisque & d(E,/E) N\ . A\ d(E/5) = w*(£), g(5)w*(E) est une forme diffé-

rentielle de B* si g est homogéne de degré —/-—1. Donnons-nous un
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point y € X; considérons la variété plane P et la quadrique Q de &% >< X que
décrit le point (£, @) de (E* =< X)) quand

P: f.y=o; Q: Z.z=o.

Quand £* décrit la variété plane y* de E* d’équation

2T Ly =0,
munie de son orientation naturelle, alors (£, y) décrit un cycle compact de
PN Q; nous noterons sa classe d’homologie (—1)=*"2A(P’NQ); c’est une
base du sous-groupe de H.(PN Q) de dimension 2/ — 2. Soit enfin f(x) une
fonction holomorphe sur X; la formule de Gauchy-Fantappié et la formule du
résidu donnent

1 d- [ fleyer(E) Ao(x)],
) S = .me d(Zay N[dE- )7

la classe de cohomologie figurant sous le signe f est donc (2mi)"* f(y) fois la
classe de base.

Soient p et ¢ les deux homomorphismes, appartenant & deux triplets
différents d’homologie relative

p: IL(PAQ)=W.(PNQ,S);  d: H(P,QuS) >H.(PNQ,S); -
de (1) et (3) résulte que, s'il existe 2(P, QU3)eH. (P, QUS) tel que

dh(P, QNnS)=ph(PnQ);

alors
(4) SOy e [ AL E AR,
(2m)" S, b aus, ld(E.z) ]
4. DERIVATION D'UNE INTEGRALE, FONCTION D’UN PARAMETRE. — Reprenons les nota-

tions de (*), en supposant que m =1 et que S =23, dépende d’un paramétre
te'T, dont S’ et w ne dépendent pas. Limitons-nous icl au cas o S appartient
A une série linéaire de sous-variéiés : son équation locale s(a, y, t)=o0 est
linéaire en ¢; nous supposerons s(z, y, ¢)/s(x, y, t' ) indépcendant de y.

Soit ®(x, y) une forme réguliére de xe€X, nulle sur S/, telle que
w(x, y)s(x, y, t)~7 soit une forme fermée de x&€X — S, indépendante de y;
stds \ © est donc, pour dy =dt=o0, indépendante de ¢, si ¢=<o0; nous
supposons cela encore vrai pour g = o.

Sotent £(X, SUS) et A(S, S') des classes d’homologie 4 supports compacts,
de (X, SUS) et (S, §) variant continfiment avec ¢;

dim (X, SUS ) =d(w); 0 H (X, SuS)—H(S,8); dimA(S,8) =d(w)—1.
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Soit P un polynome homogéne de degré p. On a les formules de dérivation,

-, —s(e, v. Y]
L0t A X, SUSY) L)
’ ) —s| 7y .
— P(ms,)L—-]—'m 81 p=Z— s
A (X, SUS7 (—p—gt
APEI=  Pl— s w ] .
f— T S1 ()<—(/<i/);
ah1X, SUS” s
d di- ] d? = P — s w)
(6) P{ = T —_— st o<q.
) (d[ _//:Q\ s /]M\ dsri =1
5. RAMIFICATION D’UNE INTEGRALE, FONCTION D’UN PARAMETRE. — Les points ¢ tels

que S ait un point singulier constituent Penveloppe des sous-variétés planes
de T d’équation s(z, y, t) =o. Soit K 'ensemble de ceux des points de cette
enveloppe tels que S soit en position générale par rapport & S' et ait un seul
point singulier, ¥, ou

Sa(otr, ¥y £) =0, si(a, ¥y, 1) 70, Hessien,|s(.z, ¥, £)] # 0 pour x—y.
K est une sous-variété analytique de T, de codimension 1, d’équation

K: k(t)=o [fi% 05 K, est paralléle & s,(y, v, 1))].

Nous nous proposons d’étudier prés de K I'intégrale

sy, vl )] \ .
J(z‘):[ L—s'*m(x.,)') st g =20,
s X, S U SY (-— (/)-!

(7) o di-w] R
J([)_/ — S o > 0.

\ bS8

TrrorkME. — J(2) est holomorphe sur K 51 d°(w) £ 1.

Supposons d°(w)=1{. Les sous-groupes de H.(X, SuU$8’) et H,(S, S') qui
s'annulent pour 1€ K sont constitués par les multiples entiers des deux classes
e(X,Sul) et e(S, Sy—=ae(X, Sus)
images de deux classes d’homologie qu’E. Picard a nommées évanouissantes :
e(V,S) et e(VNS)=20e(V,S),
ot V désigne un voisinage ouvert du point singulier qu'a S pour z€K; ces
classes ont les dimensions respectives / et /— 1; quand ¢ décrit un lacet autour
de K, 4(X, SUS’) et (S, S") deviennent /(...)+ne(...), Uentier n étant

Pindice de Kronecker de :
R(S,S) et ¢(VAS) - (S. Lefschetz)

Détinissons, quand P (k)£ o5 p=d°(P),

/'p(t):f R A (9=p);
| Ye(v.s) (]) T (/> ' ])(_‘S’.) -7

. drv
/,.m:f e = (p<9);
eV

wg AT Pi—s)
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va (H)et(6)
JN . .
®) P (5 )6 = jato)
TrtoreME. — 87/ est impair
I
Jr(t) /lf(zf)(/_/}‘E et J(t) — g'/} (t) sont holomorphes sur K.

St L est pair, jo(t) est holomorphe sur K et s’y annule p— q 4 (1/2) fois;

l FaN . :
pour q — ;éﬁ, J(e)-- % ( 5—)/ ) [fv()logh()] est holomorphe sur K.
) 7 y

La preuve utilise les propriétés et la définition trés simple de e dues a
L. Fary (*).

6. LA DISTRIBUTION QUE DEFINIT UNE INTEGRALE, FONCTION D'UN PARAMETRE. — Appli-
quons le théoréme précédent aux hypothéses que voici :

T et K sont des variétés analytiques réelles; h varie continiiment en fonction
de 7, méme aux points de K.

Si { est impair, il existe un entier n(%), constant de chaque cété de K, tel que

(o) =3P (g ngeo] (=1 )
soit holomorphe sur K; la distribution P (0/0t) [n(t) j,(¢)] est indépendante du
choix de P et est parfaitement déterminée par la donnée de % [vu (8) et I'iné-
galité imposée a p .

S1 [ est pair, il existe un enlier constant n et un entier N(z), constant de
chaque coté de K, tels que

(o) I — P () U0 logk()] — v (3 cseen (4= =

2Tl

soit holomorphe sur K ; la distribution

71

) aN .. ) Td N L .
EP(&){JPU)IO:‘;/{(OJ—*‘ P(((/TI)LN(’)./PU)J

est indépendante du choix de P et déterminée par la donnée de %, & I’addition
prés d’une fonction holomorphe sur K. D’ot :

Tueorime. — Il existe, prés de K, une distribution unique J(t), égale hors
de K a la fonction J(t) et telle que la distribution (g) (I impair) ou (10) (I pair)
sott une fonction holomorphe sur K. [ La distribution J(t) est la fonction J () si
2q <+ 1]. Convenons que Uintégrale () désigne cette distribution : les formules
de dérivation (5) et (6) restent valables.

Ces résultats permettent de poursuivre 'étude du probléme de Cauchy ().
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Séance du 22 décembre 1938,
L. Firy, Ann. Math., 65, 1957, p. 35-37 et 47-533.
J. Lenay, Comples rendus, 247, 1958, p. 2233.
J. Lenav, flend. Accad. Nas. Lincei, 20, 1956, p. 58g-3go.
(*) J. Leray, Bull. Soc. Math., 85, 1957, p. 38g-429; 86, 1958, p. 75-96; Comptes
rendus, 242, 1936, p. gb3.

EQUATIONS DIFFERENTIELLES. — Sur les équations différentielles périodiques.
Note de M. Arxavp Dexsoy.

Continuation de Fétude de Véquation périodique dX/dz= =F (X, z), N =—(x, y).
Le tore méridien C2(0) du tore S de Pespace Ut & quatre dimensions étant repré-
senté par le carré (i dans le plan 3 = o de U?, et un domaine G, du plan 5—1 véri-
fiant le principe (), on construit un réseau de trajectoires changeant G, en G,.

Dans ma derniére Note ('), jal défini des domaines G, ; satisfaisant dans le
plan =1 au principe (p). Nous devons montrer que les points N, de G, ;sont
les extrémités d’arcs ¢* (N, ) intégrant un systéme différentiel dX/dz =F (X, z).
Nous étudierons la possibilité d’imposer a la liaison (N,, N,) diverses condi-
tions remarquables.

1. Nous nous aidons des considérations suivantes :

Dans deux plans z=¢, z2=d(c<d) solent I'(z=¢) et A(z=d) deux
ensembles décrits respectivement par les points I{z, &/, ¢), J(J, j/, d) se corres-
pondant chacun & chacun, avec conservation des congruences par (r, m, 0),
enfin reliés par des arcs <(I, J), disjoints et congruents en méme temps que
leurs extrémités. Nous dirons que ces arcs, décrits par le point N(«, ¥y, 5),
forment un réseau normal, si :

1° sur <, 3 croit de c a d;

2° il y a variation continue de l'arc ©(l, J) avec I dans I" (et J dans A), et
de sa tangente avec x, y, s dans la bande ¢ £z d;

3° = est, en ses extrémités I, J, orthogonal aux plans s =¢, z=4d.

Si ¢ =o, I'= G, parcouru par Ny, et d =1, A = G décrit par N, les t(N,, N,) forment
un volume ou Fy==dz/dsz, ¥y—=dy/ds, donc dX/dz =T (X, =), sont définis en chaque
point. Ces fonctions sont périodiques par (o, 1, 0) et (1, 0, 0) sur la frontiére de ce
volume, nulles pour z =0, 5 =1, donc prolongeables dans tout 'espace U? par les transla-
tions (7, m, g). Le réseau normal 7(N,, N;) définit donc une équation dX/ds =T pério-
dique.

Si e<Cd<Cg, et si dans le plan 5 =g un ensemble A(g), décrit par un point I, est en
correspondance ponctuelle biuniforme avec A (et avec I'), la réunion des deux réseaux
normaux (I, J), (J, H) est un réseau normal d’ares =(I, H).

La substitution de (s — ¢') /(d'— ¢') & (s — ¢)/(d — ¢) change le réseau normal joignant T
& A en un réseau normal joignant les projections I'', A’ de I, A sur les plans s =¢/, z=d'.

Il sera commode de ramener toute construction de réseaux normaux aux



