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Liste d’exercices n° 1

1 Exercices fondamentaux

Espaces vectoriels, sous-espaces vectoriels
1. Montrer que I’ensemble des suites u = (uy,)nen de nombres réels est un espace vectoriel sur R.

2. Dans chacun des cas suivants dites, en justifiant votre réponse, si F; est ou n’est pas un sous-espace
vectoriel de F;, les divers espaces vectoriels E; étant munis des opérations usuelles.
Si votre réponse est non, précisez cependant s’il y a stabilité pour 'une des deux opérations.

1. By =R3; Fy = {(2,y,2) € R®; 2z + 3y — 42 = 0}.
2. By =C3; Fy = {(v,y,2) ER?; 20+ 3y — 4z = 1}.
3. BE3=F(R,C); Fs={f e F[R,C); f(3)=0}.

4. By =R[X]; Fy = {P € R[X]; d°P < 5}.

1. Le vecteur g = (2,14, —34,7) appartient-il au sous-espace de R* engendré par e; = (1,4, —5,2) et
er =(1,2,3,1)7
2. Dans C3, déterminer A de facon que le vecteur (\,1+1, 1) appartienne au sous-espace engendré par
(34,2,0) et (1,4,1).
4. On donne dans R? les vecteurs : uy = (2,3, —1),us = (1 — 1,-2),v; = (3,7,0),v2 = (5,0, 7).
1. Montrer que les deux sous-espaces engendrés par u; et ug d’une part et par vy et vy d’autre part
sont identiques.
2. Déterminer Fj N Fy, ou F} = Vect(uy,us) et Fy = Vect(vy,v2) avec u; = (4,2, —5),us = (—1,3,1),
v = (3,-4,2) et vo = (5,-2,2).
(Indication : on pourra écrire les équations paramétriques puis cartésiennes des sous-espaces vectoriels
considérés)
5. Dans R?, soit By = {(7,y,2) ER3; x =y = 2} et By = {(0,y,2) € R?; y,z € R}. Montrer que E;
et F sont des sous-espaces vectoriels de R? et que R3 = E; @ E».
Familles libres, liées, génératrices et bases

6. Précisez la dépendance linéaire des familles de vecteurs suivantes en donnant, dans chaque cas, une
relation de dépendance s’il en existe une ainsi qu’une sous-famille libre de cardinal maximal.

1. Dans R?, (u,v,w) avec u = (3,2),v = (4,—1) et w = (5, —2).
2. Dans R3?, (u,v,w) avec u = (2,5,7),v = (1,5,—-2) et w = (1,1, —4).
3. Dans Co[X],(P,Q,R) avec P=3+3X+ X2 Q=1-X—-X?et R=—-1- X + X2

1. Déterminer si les familles de vecteurs suivantes forment ou non des bases de R3 :

Fl == ((17171)7(17273)>
F, = ((1,1,1),(1,2,3),(2,-1,1))
2. Méme question dans C? :
Fl = ((13 2a Z)) (727 73Z7 75)a (9a 67 7)) .

3. Méme question dans Co[X] :
Fi=01+X,1+X%X+X?).



8. Dans cet exercice il s’agit, pour chacun des cas ci-dessous, de prouver que B est une base de ’espace
vectoriel F/, puis de calculer les coordonnées du vecteur u dans la base B.

1. E:R3;B:((O,1,1) (1,0,1),(1,1,0)); u = (a, b, c).
2. E=C3; B=((1,-1,4),(~1,i,1), (5,1, =1)); u = (1 +14,1 — 7).
(R,

9. Dans 'espace vectoriel F(R,R), étudiez la liberté des familles suivantes :

1. (f,g,h) avec Va € R, f(
2. (f,g,h) avec Vx € R, f(x

x) = cos(z), g(x) = sin(z) et h(x) = cos(2x).
) =x,9(x) = exp(x) et h(z) = exp(2x).
Espaces vectoriels de dimension finie

10. Soient E et F les sous-espaces de R* engendrés respectivement par (2,1,4,5),(1,2,3,4) et par
(2,2,1,0), (1,4,2, —1), (2,1, -1,0), (2, —5,4, 2).

Déterminer les dimensions de F, F, E + F, E N F en donnant une base de chacun d’eux.
11. Soient u = (1,2,3) et v = (6,7,8) deux vecteurs de R? et E = Vect(u, v). Montrer que B = (u,v)
est une base de E.

Exprimer les coordonnées du vecteur w = (4,5,6) de E dans la base B.

12. Soient P et ) les sous-espaces de R? définis par

P = {(z,y,2) eR¥ /x4y +2z=0},
Q = Vect(v; =(2,-1,0),v2 = (-2,2,-1),v3 = (4,—1,-1)).

1. Déterminer une base et la dimension de chacun des espaces P et Q).

2. Soit v = (z,y, z) un vecteur de R3. Trouver une condition nécessaire et suffisante sur z,y, z pour
que v appartienne a Q.

3. Déterminer une base puis la dimension de P N Q puis de P + Q.

2 Exercices complémentaires

13. Dans chacun des cas suivants dites, en justifiant votre réponse, si F; est ou n’est pas un sous-espace
vectoriel de F;, les divers espaces vectoriels E; étant munis des opérations usuelles.
Si votre réponse est non, précisez cependant s’il y a stabilité pour I'une des deux opérations.

1. By =R3; Fy = {(z,y,2) e R3; 22 + 2 + 22 < 1}.

2. By =R[X]; Fo ={P € R[X]; d°P = 5}.

3. BE3=F([R,R); F3={f € F(R,R) ; f dérivable sur R et f + f' = 0}.
14. Soit E un espace vectoriel sur R ou C, et F' et G deux sous-espaces vectoriels de E.
Prouver que E'\ F n’est jamais un sous-espace vectoriel de E.
Donner un exemple prouvant que F'U G n’est pas toujours un sous-espace vectoriel de FE.
Montrer : (F'U G sous-espace vectoriel de E) <= (FFC Gou G C F).

Montrer que F'+ G est le plus petit sous-espace vectoriel, au sens de 'inclusion, qui contient F'UG.

L

15.

1. Déterminer si les familles de vecteurs suivantes forment ou non des bases de R? :
F=((1,1,1),(1,2,3),(1,1,a)) ou a est un parametre réel.
F=((1,1,1),(1,a,a?),(1,b,b%)) ou a et b sont deux parametres réels.

2. Méme question dans Ry[X] :

Fp=(1+X,1+2X + X% X?)

16. Soient U, V,W les sous-espaces vectoriels de R? suivants :

U = {(z,y,2)2c +y+42=0}; V ={(z,y,2)/3x = 5z},
W = {(JJ,y,Z)/I:y:O}

Déterminer une base de chacun de ces trois sous-espaces. Déterminer les trois sommes U+V, U+W, V+W,
en précisant a chaque fois si la somme est directe.



3 Exercices d’entrainement

17. Parmi les sous-ensembles suivants de R?, quels sont les sous-espaces vectoriels ?
1. {(,y,2) €ER3; x +y =0}
2. {(z,y,2) €ER®; x4+y=1}.
3. {(z,y,2) €R?; . +y >0}

18. Soient u = (1,1,1),v = (0, —1,2),w = (1, -2, 3) trois éléments du R-espace vectoriel R3.
1. Montrer que la famille (u, v, w) est liée.
2. Soit F' le sous-espace vectoriel de R? engendré par (u,v,w). Donner une base de F.

3. Soit G = {(w,y,2) € R3; x+ 2y + z = 0}. Montrer que G est un sous-espace vectoriel de R3.
Déterminer une base de GG. Montrer que F' = G.

(Indication : Montrer correctement que F' C G et G C F')

19. Avec le moins de calculs possible, précisez si les familles de vecteurs suivantes sont libres ou liées.
Si la famille est liée, donner une relation de liaison.

1. Dans R3, (u,v,w) avec u = (1,7,2),v = (2, —14, —4) et w = (7,5, —3).
2. Dans Ry[X], (u,v,w,t) avec u = 1,0 = X,w = X? et t = a + bX + cX?2.
3. Dans R3[X], (u,v,w,t) avecu =10 =1+ X, w =1+ X+ X2 et t =1+ X + X%+ X3,
4. Dans C3, (u,v,w) avec u = (1,0,1),v = (1,4,5%) et w = (4,52, 1).
5. Dans F(R,R), (u,v,w) avec u = sin(x),v = cos(x), w = cos(z + ).
20. Montrer que I'ensemble des solutions d’une équation différentielle de la forme 2’ + a(t)z = 0 ou a

est une fonction continue est un espace vectoriel dont on donnera la dimension.
Méme question avec z”(t) + a.2/(t) + b.x(t) = 0 ot a et b sont des réels.

21.

1. Montrer que F' = Ry[X] est un sous-espace vectoriel de R5[X] dont on donnera la dimension ainsi
qu’une base.

2. Montrer que I’ensemble G des polynémes de Rs[X] divisibles par X(X — 1)? est un sous-espace
vectoriel de R5[X]. Donner la dimension et une base de G.

3. Montrer que R5[X] = F & G.

4. Soit P un polynéome de Rj5[X]. Utiliser la division euclidienne pour reprouver directement qu’il
existe un unique couple (Pj, P,) € F x G tel que P = P + P.

5. Application numérique : P(X) =1+ X + X% + X3 + X* + X5,



