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L’algebre linéaire est présente dans tous les domaines des mathématiques (calcul diffé-
rentiel, calcul intégral, théorie des nombres, équations différentielles, géométrie,. ..) et de ses
applications (physique, analyse des données, modélisation,. . .).

La structure linéaire repose sur la définition d’ensemble munis de structure supplémen-
taire (les espaces vectoriels), qui sont mis en correspondance par des applications compatibles
avec leur caractere vectoriel (les applications linéaires). La mise en ceuvre de calculs linéaires
donne lieu aux matrices et au calcul matriciel. Le probleme particulier d’inversion des appli-
cations linéaires (ou, en termes matriciels, des systemes linéaires) est résolu (partiellement)
par le calcul des déterminants. Tels sont brievement présentés les quatre chapitres de ce
cours, suivis d’'un appendice' qui en reprend quelques éléments en prenant un point de vue
aisément qualifiable d’algorithmique et ou les concepts précédemment développés donnent
un éclairage utile.

En évitant ’abstraction, il convient de faire le choix explicite des nombres a la base des
calculs linéaires, les scalaires. S’inspirant de la géométrie élémentaire (source de I'intuition
géométrique de certains concepts linéaires et motivation a ces développements), un choix
possible est celui de ’ensemble des nombres réels R. Un autre choix (guidé par exemple par
les équations différentielles de 1'électricité avec les solutions complexes oscillantes ') est
celui de ’ensemble des nombres complexes C. C’est ce dernier choix qui a été la regle dans les
notes présentes (au contraire de I’exposé oral qui se limitera aux espaces réels), a I’exception
de l'appendice : le lecteur, incité a en faire une lecture réelle, n’y verra pas beaucoup de
différence, tout en gagnant plus de proximité avec le monde linéaire (la lecture compleze de
I'appendice acheévera de le convaincre du role véritable joué par le type de scalaires choisi).

Quelques courts éléments biographiques ont été introduits lorsqu’apparait au détour
d’une définition ou d'un exemple un mathématicien du passé. Ils témoignent du caractere
ancien des préoccupations linéaires liées de maniere naturelle a I’étude de systemes d’équa-
tions linéaires, et qui aboutissent aux notions plus structurelles formalisées dans les années
1930 : la présentation de ces notes (& l'inverse du développement historique de la linéarité)
s’est en fait imposée dans la seconde moitié du XXe siecle. Ces bribes de lecture histo-
rique inviteront le lecteur a d’autres lectures, tant les ouvrages d’algebre linéaire remplissent
toute bibliotheque (quelques références sont données en cloture, ou exposés et exercices sont
pareillement recommandables), sans parler de l'intervention récurrente dans toutes les ma-
thématiques des quelques concepts linéaires introduits ici (le cours d’analyse qui suit énonce
et prouve certaines propriétés de linéarité, réflexion faite déja non triviales).

Aucune figure n’accompagne ces notes : le cours oral palliera a ce manque, rappelant
I'origine géométrique des structures linéaires.

Laurent Guillopé
Nantes, le 1¢ janvier 2003

Quelques coquilles ont été corrigées a l'issue du cours oral de début 2003. Ce texte est dispo-
nible sur www.math.sciences.univ-nantes.fr/“guillope/MIAS_Math2. Merci de signaler toute
remarque a laurent.guillope@math.univ-nantes.fr. Nantes, le 15 décembre 2003

LCet appendice a été rédigé par X. Saint Raymond.



1. Espaces vectoriels

Généralisant des objets rencontrées précédemment (vecteurs du plan ou de 'espace, qui
sont additionnés ou multipliés par un réel), la notion d’espace vectoriel offre un cadre concep-
tuel efficace, aux incarnations multiples. Ce cadre permet I’étude des phénomenes en premiere
approximation (linéaire : une droite approche une courbe, un plan une surface) et est a la
base de I'étude algébrico-géométrique des espaces a n dimensions.

1.1. Structure vectorielle
Les définitions générales (1.1 et 1.2) s’appliquent a des exemples connus

Exemples 1.1

— —
1. le plan E5 (resp. 'espace E3) de la géométrie élémentaire vu comme ensemble de
vecteurs v ;

2. Pensemble M,, ,(C) des matrices & m lignes et n colonnes a coefficients complexes;

3. ensemble R[X] des polynomes a coefficients réels.

Définition 1.1 Un espace vectoriel sur C est un ensemble non vide E muni de deux opé-
rations, a savoir une addition

(e,f)EE* e+ fEE

et une multiplication
(,e) eCXxFE—a-e€FE

vérifiant

(A1) Pour tout e, f,g dans E, e+ (f +g)=(e+ f)+g;

(A2) il existe un élément O tel que pour tout e dans E, e+ 0 =0 +e = e, l’élément Og
est dit vecteur nul de F ;

(A3) pour tout e € E, il existe un élément de E, appelé opposé de e et noté —e tel que
e+ (—e)=(—e)+e=0g;

(A1) pour tout e, f de E, e+ f=f+e;

(B) pour tout e, f de E et tout o, de C,

(B1) a-(B-€) = (af)-e,

(B2) a-(e+f)=(a-e)+(a-f),
(B3) (a+f)-e=(a-e)+(0-e),
(Bf) 1-e=ce.

Un élément de E est appelé vecteur et un élément de C un scalaire.

A Les axiomes (A1-4) font de (F,+) un groupe commutatif (ou abélien?) : (A1) confere
a l'addition de vecteurs la propriété d’associativité (qui permet de ne pas se soucier de
parenthésages dans la somme de vecteurs e; 4+ ex + ... + ¢,), alors que (A4) énonce la
commutativité de 1’addition.

La notation e— f signifie e+ (—f). On peut simplifier e+¢g = f+¢g en e = f en ajoutant
a chaque membre de 'égalité —g et en utilisant (A1) (associativité), (A3) (opposé) et (A2)
(élément neutre). v

La notion d’espace vectoriel sur C est un cas particulier de la notion d’espace vectoriel

sur un ensemble de scalaires S ayant la structure de corps. Ainsi, si S = R, on parlera
d’espace vectoriel sur R.

2Niels Henrik Abel, 5 aoiit 1802, Frindoe, Norvege — 6 avril 1829, Froland, Norvege.



Définition 1.2 L’ensemble non vide E est un espace vectoriel sur R sl est muni d’une
addition et d’une multiplication par un réel, opérations vérifiant les axziomes (A1-4) et (B1-4)
de la définition 1.1 ou « et 3 sont des nombres réels quelconques

A Dans la suite, et sauf indication contraire explicite (comme lorsque la notion d’aire sera
introduite comme vision géométrique du déterminant), toutes les notions introduites, et
les résultats établis ci-dessous, pour les espaces vectoriels complexes (i. e. sur le corps des
scalaires S = C) se transposent immédiatement aux espaces vectoriels réels : la raison en
est que R et C sont munis d’une addition et d’une multiplication aux propriétés algébriques
similaires (celles qui définissent une structure de corps, en particulier, tout scalaire, réel ou
complexe, non nul est inversible). Un autre cas est fourni par S = Q (et les espaces vectoriels
sur Q). A T'opposé, Pensemble des entiers naturels Z ne peut étre pris comme ensemble de
scalaires : cela provient de la non inversibilité pour le produit de Z des entiers relatifs non
nuls différents de 1 et —1. v

Exemples 1.2

1. Soit n un entier non nul. L’ensemble
C'={z=(21,...,2,) 1 21,...,2, € C}
muni des opérations
r+y=(T14+y,. ., Tntys), a-x=(ar,...,0z,)

est un espace vectoriel sur C. On vérifie Ocn = (0,...,0) et —x = (—x1,...,—x,).

2. Soit A un ensemble non vide et F un espace vectoriel. L’ensemble des applications
F(A,E) = {f application de A dans E}
avec les opérations

(f +9)(a) = fla) + g(a), (af)(a)=af(a), acA

est un espace vectoriel. On vérifie que I'application 0z(4 g définie par 0zap)(a) =
Op,a € A convient comme neutre et que U'opposé —f de f € F(A, E) est défini par
(=f)a) = —f(a),a € A.

Comme cas particulier lorsque F = C, on a, pour A = [ intervalle de R, 'espace
F(I,C) des applications de I dans C et pour A = N, I'ensemble F(N,C) des suites
u = (ug, uy,ug,...) a valeurs scalaires. L’espace C" est de ce type avec A l'intervalle
d’entiers [1,n] : I'espace F(A, E) est noté parfois E4 (ce qui donne F(N,C) = CV).

Proposition 1.1 Soit E un C espace vectoriel. Alors pour e € E et a € C
(Z) a - OE == OE,
(ZZ) 0-e= OE,

(iii) (—a)-e=a-(—e)=—(a-e),

(iv) si a-e=0g, alors a =0 ou e = 0p.

Preuve :
(i) a-0g=a-(0g+0g)=a-0g+ a-0g, soit O =« 0g.
(ii)) 0-e=(0+0)-e=0-e+0-es0it Og=0-¢
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(i) e+ (—a)-e=(a+(—a))-e=0-e=0g soit (—a)-e=—(a-e)
a-(—e)+a-e=a-(—e+e)=a -0 =0g soit a-(—e
(iv) Si a #0 et a-a=0g, alors OE:é-OEzé-(a-e):

[
Définition 1.3 Soit eq, ..., e, desvecteurs d’un espace vectoriel E. On appelle combinaison
linéaire de eq,...,e, tout vecteur e de E qui s’écrit
e =mx1e1 + T9es...+ THEN
avec les x1,xs...,x, des scalaires.
Exemples 1.3
1. Soit x un vecteur de C™. Il s’écrit
r = (T1,...,%,)
= 21(1,0,...,0) + 22(0,1,0,...,0) + ...+ 2,(0,0,...,0,1).
Ainsi tout vecteur x de C™ est combinaison linéaire des e, es,..., €, ou e; note le
vecteur de C" dont la seule coordonnée non nulle est la i-eme, qui vaut 1.
2. Soient a1 = (a11,..-,001),--.,ap = (Q1p,..., Q) p vecteurs de C". Alors b =
(B1,- .., Bn) est combinaison linéaire des ay, ..., a, s'il existe des scalaires (z1,...,z;)

tels que b = x1a; + ... + x,a,, c’est a dire

61 = onxri+...+ A1pTp
62 = Q9x1+ ...+ QopTp
Bn = naT1+ ...+ appty

Cet exemple est a l'origine de la théorie géométriqgue (ou wectorielle) des systemes
d’équations linéaires.

Proposition/Définition 1.1 Soient E et F des espaces vectoriels. Le produit cartésien
ExF={(e,f):ec E, feF} muni de l'addition

e, Y+, fH=(e+e,f+[), e ek ffeF
et de la multiplication par un scalaire
a-(e,f)=(a-e,a-f), ec B, feFaecC
est un espace vectoriel, appelé espace vectoriel produit de E et F'.

Preuve : On a Opxr = (0p,0r) et —(e, f) = (—e,—f). Il est aisé de vérifier explicitement

les propriétés (Al-4, B1-4). ]
A On définit de maniere analogue le produit £ x...x E,, de n espaces vectoriels Ey, ..., E,.
On retrouve C" = C x ... x C (n facteurs). v



1.2. Sous-espaces vectoriels

Définition 1.4 Une partie F' de l’espace vectoriel E est appelée un sous-espace vectoriel
de F si F vérifie

(i) la partie F est non vide,

(ii) pour tous vecteurs e, f de F', la somme e+ [ est dans F,

(iii) pour tout e de F et o de C, le vecteur o - e est dans F'.

Alinsi, un sous-espace vectoriel F', partie non vide de F, est lui-méme un espace vectoriel,
avec ses opérations obtenues par restriction de celles de E.

Exemples 1.4

1. Si E est un espace vectoriel, les parties {Og} et E en sont des sous-espaces vectoriels.

2. Les parties F' = {(z,0,0,0) : x € C}, G = {(z,y, 2,t) € C* : x+2x — 7z +sin(1) t = 0}
sont des sous-espaces vectoriels de C*.

3. Si E est un espace vectoriel, les parties Pg = {f € F(R, F) : f(—z) = f(z),z € R}
et Ip = {f € FR,E) : f(—x) = —f(z),z € R} sont des sous-espaces vectoriels de
'espace vectoriel F(R, E).

4. L’ensemble C,[X] des polynomes de degré au plus n est un sous-espace vectoriel de
'espace vectoriel des polynomes C[X].

Proposition 1.2 Soit F' une partie d’un espace vectoriel E . La partie F' est un sous-espace
vectoriel de E si et seulement si

1. la partie F contient le vecteur nul O,

2. pour tout e, f de F et o, 3 de C, le vecteur ce + Bf est dans F'.

Preuve : Soit F' sous-espace vectoriel de E. La partie F' est non vide, donc si f est un de
ses ¢léments, son opposé —f = (—1) - f est dans F d’apres (iii), ainsi que O = f + (—f)
d’apres (ii) : le vecteur nul Og est bien dans F'. Si «, 3 sont des scalaires, e, f des vecteurs
de F, alors les vecteurs ae et Gf sont dans F' d’apres la propriété (iii) et leur somme aussi
d’apres (ii) : F' est bien stable par combinaison linéaire ae + f.

Réciproquement, soit F' une partie de E vérifiant les propriétés 1. et 2. Vu que le vecteur
nul Og est dans F', la partie F' est non vide. Par ailleurs, en prenant « = =1, puis § =0,
les propriétés (ii) et (iii) résultent de la stabilité par combinaison linéaire. La partie F' est

bien un sous-espace vectoriel de E'. L]
Proposition/Définition 1.2 Soient e; ..., e, des vecteurs de E. L’ensemble des combi-
naisons linéaires de ey, ..., e, est un sous-espace vectoriel, noté Vect(ey, ..., e,) et appelé
sous-espace vectoriel engendré par (eq,...,ep).

Preuve : Le vecteur nul O est une combinaison linéaire des ey, ..., ¢, :

Op=0-e1+...+0-¢,.

Ainsi le vecteur nul Op appartient & Vect(ey, ..., e,).
Par ailleurs, étant donné les deux combinaisons linéaires = zie; + ... + 2pep, Yy =
yie1 + ...+ ype,, la combinaison linéaire ax + Sy est combinaison linéaire des ey, ..., e, :

axr + By = (axy + Pyr)er + ... + (ax, + Byp)e, .
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La proposition résulte de la proposition 1.2. O]

A Le sous-espace Vect(e) est égal Ce = {ae : a € C}. Si e est non nul, c’est la droite
vectorielle engendrée par e ; si e =0, c’est le sous-espace {Og}.

Si e est combinaison linéaire des e,...,e,, le sous-espace Vect(e,eq,...,e,) coincide
avec le sous-espace Vect(eq,...,e,). En effet, si e = aje; + ... + apep,
e+ Brer + ...+ Boe, = (Aar + Br)er + ...+ (Ao, + By e, . v
Le sous-espace Vect(ey, ..., e,) est le plus petit (pour la relation d’inclusion) des sous-espaces
vectoriels contenant les vecteurs ey, ..., e, au sens suivant

Proposition 1.3 Soit F' = Vect(ey,...,e,). Alors, pour i =1,...,p, le vecteur e; appar-
tient a F'. Si G est un sous-espace vectoriel contenant les e;,i =1,...,p, alors G D F'.

Preuve : Le vecteur e, est combinaison linéaire Zle a;e; en prenant tous les scalaires «
nuls, sauf celui d’indice k égal a 1.

Soit G un sous-espace contenant tous les e;. Tout vecteur v de F' = Vect(ey,...,e,) est
de la forme v = aye; + ... + ape, d'apres la Prop./Déf. 1.2 : le vecteur v appartient a G
(qui est un sous-espace vectoriel) et donc F' C G. O

Proposition 1.4 St F' et G sont des sous-espaces vectoriels de l’espace vectoriel E, alors
[intersection F'N G est un sous-espace vectoriel de E.

Preuve : D’une part, par hypothese le vecteur nul O appartient aux sous-espaces F' et G,
et donc a leur intersection. D’autre part, si e;,es € FNG et ag,as sont des scalaires, la
combinaison linéaire ajes + apey appartient a F' et a GG et donc a leur intersection. Ainsi
F NG est un sous-espace vectoriel d’apres la proposition 1.2. [

Proposition/Définition 1.3 Soient F' et G des sous-espaces vectoriels de l’espace vecto-
riel E. La partie F'+ G définie par

F+G={f+g:f€F,geqG}
est un sous-espace vectoriel de E, appelé somme de F' et de G.

Preuve : On a O = 0p + Og (ces trois vecteurs nuls coincident!) et donc O est dans la
partie '+ (. Par ailleurs, soit aje; + ases une combinaison linéaire avec e; et ey dans
F + G. Le vecteur ¢; (i =1,2) est de la forme e; = f; + g; avec f; € F' et g; € G. Ainsi

arer + agey = a1 (fi + g1) + o fo+ g2) = (o fi + aafo) + (g1 + a2g2)

est un vecteur de la partie F'+G. Ainsi, d’apres la proposition 1.2, F'+ G est un sous-espace
vectoriel de F. L]

Exemple 1.1 Soit pour « complexe le sous-espace F,(a) = {P € C,[X], P(a) = 0}. De
I’écriture
pP—-P
P= <T(O) + P(O)> X+ P0)(1-X).
résulte C,[X]| = F,(0) + F,(1) pour n > 1, ainsi que la somme C[X] = F(0) + F(1) ou
F(a) ={P € C[X], P(o) = 0},



A Outre l'inclusion de FN G dans F et G,onadonc FF C F+G et G C F+G. En
général, il n’est pas vrai que 'union F'U G soit un sous-espace vectoriel.
On généralise a p sous-espaces F1,..., F,, en introduisant la somme

F1++Fp:{f1—|—+fpf1€Fl,Z:1,,p}

On remarquera que Vect(ey,...,e,) = Vect(ey) + ...+ Vect(e,) = Cey + ...+ Ce,. v

Définition 1.5 Soient F' et G des sous-espaces vectoriels de E. Il est dit que E est somme
directe de F' et G, ou que F et G sont des sous-espaces supplémentaires de E, si

(1) FNG={0g},

(ii) F+G=FE.

On notera E=F @®© G si F et G sont des sous-espaces de E en somme directe.

A Si F et G sont des sous-espaces tels que FFNG = {0g}, alors, si S = F+G, F et G
sont des sous-espaces supplémentaires de ’espace vectoriel 5. v

Exemple 1.2 Soient, dans ’espace vectoriel C3, les sous-espaces
F=C(1,0,0), G={(0,49,vV22):9,2€C}, H={(x,y,2) €C>:y+2=0}.

OnaC=Fad vu ,
r,Y,z) =2 17070 + 07 7\/5_ >
(z,y,2) = 2(1,0,0) + (0, y \/5)
mais les sous-espaces F' et H ne sont pas supplémentaires : FNH = F # {0c¢s}.
Reprenant 'exemple 1.2, on a F(R, F) = Pg @ Zg. En effet, une fonction f de l'inter-
section Pgp NZg vérifie f(z) = f(—x) = —f(z) soit 2f(xz) = 0 et donc f = 0. Par ailleurs
f s’écrit comme somme f = f, + f; avec

f@) + f(—x)
5 ,

f@) = f(=2)

, eR
5 x

fp<x> = fz(x> =

ou fPEPE et fl €lg.

Proposition 1.5 Soient F' et G des sous-espaces de l’espace vectoriel . Alors E = F&G
si et seulement si tout vecteur e s’écrit sous la forme e = f+¢g avec f € F et g€ G, [ et
g étant définis de maniére unique.

Preuve : Supposons £ = F&G. Soit e un vecteur de . Vu que E = F'+ G, alors il existe
fe€F et ge G tels que e = f + ¢g. Supposons une autre décomposition ¢ = f' + ¢, avec
fle F.g € G. Alors f — f' = ¢ — g, vecteur de E a la fois dans F' et dans G, et donc
égal & O (unique vecteur de FFNG). Ainsi f = f', g = ¢’ et 'écriture e = f + ¢ est donc
unique.

Réciproquement, supposons 'existence et I'unicité de ’écriture e = f+g avec f € F,g €
G pour tout vecteur e de E. L’existence de cette écriture assure £ = F' + G. En outre,
pour e € FNG,onae=¢e+ 0 =0p+ e et par unicité, il résulte 0 = e = Og et donc

FNG={0g}. Les sous-espaces F et GG sont supplémentaires dans F. L]
A Les sous-espaces F1,. .., F, sont dits en somme directe, et on écrit F; @ ... D F},, si tout
vecteur e de F admet une décomposition unique e = f; + ... + f,, avec f; vecteur de F;
(i=1,...,p). v



1.3. Familles libre, liée, génératrice et base

Par famille f d’éléments d’un ensemble A, on entend une énumération d’éléments de A,
chacun de ces éléments étant étiqueté par un élément ¢ d’un ensemble d’indices I. Souvent,

I est I'ensemble des entiers de 1 a p et on écrit f = (ay,az,...,a,) (il peut avoir égalité
entre des éléments de la famille f, ce qui n’est pas le cas dans la description ensembliste
d'une partie {oy,...,q,});si I = N, on écrit £ = (ag,a1,az,...) et en général, on écrit

f = (a;)ier- Une sous-famille f de f = (a;);c; est déterminée par une partie ITdel:cestla

famille des éléments de f indexés par 1.

Définition 1.6

(i) La famille e = (eq,...,e,) de vecteurs de l'espace vectoriel E est dite liée s’il existe
des scalaires v, ..., o non tous nuls tels que aner+...+ope, = 0. La famille infinie
e de vecteurs E est dite liée s’il elle admet une sous famille finie liée. Les vecteurs
d’une famille liée sont dits linéairement dépendants.
Deux vecteurs ey, es sont dits colinéaires s’ils sont linéairement dépendants.

(ii) Si la famille e n’est pas liée, elle est dite libre et les vecteurs de la famille e sont dits
linéairement indépendants.

A SiTun des vecteurs, soit e;, de la famille € = (ey,...,e,) est nul, alors cette famille
est liée. II suffit de prendre tous les a, ..., q, nuls, a 'exception de «; pris égal a 1 pour
représenter O = >0, aje;.

La famille (e,e) est liée (il suffit de prendre a3 = 1 = —az); toute sur-famille d'une
famille liée est liée. Ainsi si deux vecteurs, soit e;,e; (avec i < j) de la famille (eq,...,e,)
sont égaux, la famille est liée.

La famille réduite a un vecteur (e) est libre si et seulement si e est non nul.

Si la famille (eq,...,e,) est libre, alors toute égalité

are; + ... +aope, = 0p

implique la nullité de tous les «;, et cette propriété est caractéristique : si pour la famille

e = (e1,...,¢p), la nullité de toute combinaison linéaire Y > | o; implique celle de tous les
scalaires o, ..., q,, alors la famille e est libre. v
Proposition 1.6 Soit une famille e = (e1,...,e,), avec p > 2, de vecteurs d’un espace

vectoriel E. La famille est liée si et seulement si ['un des vecteurs est combinaison linéaire
des autres.

Preuve : Supposons la famille liée. Il existe une combinaison linéaire nulle
are; + ...+ ape, =0

avec un scalaire, soit «;, non nul. Alors

Q€ = —01€1 — ... — 0161 — Q416441 — ... — Qp6p
soit
g Q1 Qi1 ap
€= ——€1 —...— €1 — €i+1 — ... — —€p
o7 7 Q; &

et donc e; est combinaison linéaires des autres vecteurs de la famille e.
Inversement, si

€; = )\161 + ...+ )\i_lei_l + )\i—i-lei-i—l + ...+ /\pep,

alors aje; + e+ ... +ope, =0 avec a; = —1 et oj = A si @ # j : la famille e est liée. []



Définition 1.7 La famille e de vecteurs de l’espace vectoriel E est dite génératrice de E
si tout vecteur de E est combinaison linéaire de vecteurs de cette famille. On dit encore que
la famille e engendre [’espace E.

Exemple 1.3 La famille (1, X,..., X™) est une famille génératrice de C,[X].

A Sila famille e est finie, ©. e. e = (eq,...,€,), la famille e engendre E si et seulement si
Vect(ey,...,e,) = E. v

Définition 1.8 Une famille b = (by,...,b,) est appelée base de l'espace E si elle est libre
et elle engendre E.

A On ne parlera ici que de base qui soit une famille finie de vecteurs. v

Proposition/Définition 1.4 La famille b = (by,...,b,) est une base de E si et seulement

si pour tout vecteur e de E il existe un p-uplet scalaire (aq,..., o) unique tel que e =
are; + ...+ ape,. Les scalaires o, ..., ap s’appellent les coordonnées du vecteur e dans la
base b.

Preuve : Supposons que b soit une base. Soit e un vecteur de E. Vu que b engendre F, il
existe des scalaires ay, ..., o tels que e = ayby + ... + apb,. Supposons une autre écriture

e = Biby + ...+ Bpb,. Alors
(Oél — 61)()1 + ...+ (Oép - ﬁp)bp =0

et donc oy = f34,...,, = 3, vu que la famille b est libre. L’écriture e = o101 + ... + b,
est donc bien unique.

Réciproquement, que tout vecteur e s’écrive e = aby + ... + a,b,, énonce le caractere
générateur de la famille b. Par ailleurs, soit a;,...,q, tels que a1b; + ... + apb, = Op.
L’unicité de la représentation

OE:Oé1b1+...+O[pbp:0'b1—|—...+O'bp

implique a; = 0,...,q, = 0, c’est a dire le caractere libre de la famille b, qui est donc une
base. ]

Exemple 1.4 L’espace C" admet pour base la famille
b= (b =(1,0,...,0),by = (0,1,0,...,0),...,b, = (0,0,...,1)),
dite base canonique de C™.

Proposition 1.7 Soit F' et G deux sous-espaces supplémentaires de l'espace E. St f =
(fi,-- s fm) (resp. g = (g1,-..,9n)) est une base de F (resp G ), alors

ng:(fla-"afmagla"'7gn)

est une base de E'.

Preuve : On écrit tout vecteur de e comme somme d’un vecteur de F' et d’'un vecteur de
G, vecteurs décomposés suivant les bases f et g resp., de telle sorte que

e:alfl+---+amfm+ﬁlgl+-“+ﬁngn-

Une décomposition de ce type est unique, du fait que F' et G sont en somme directe, puis
que f et g sont des bases de F' et G resp. [
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1.4. Espaces vectoriels de dimension finie

Définition 1.9 L’espace E est dit de dimension finie s’il admet une famille génératrice

finze.

Exemple 1.5 Si A est finie, I’espace F (A, C) est de dimension finie, puisque toute fonction
f est combinaison linéaire f =3 _, f(a)d, des fonctions J, définies par

dala) =1, d,(b)=0sib#a.

A 11 existe des C espaces vectoriels non de dimension finie, ainsi de I'espace des polynomes
C[X]. En effet, si P = (P4, ..., P,) est une famille finie de polynomes et mp désigne le plus
grand des degrés des polynomes P, ..., P, toute combinaison linéaire de ces polynomes est
de degré au plus mp : un polynome de degré mp + 1 (par ex. X™P*1) n’appartient pas a
I'espace Vect(P, ..., P,). L’espace des polynomes n’est pas de dimension finie.

On démontrera que, si 'ensemble A est infini, 'espace F(A, C) est de dimension infinie
aussi. Remarquons que le calcul vectoriel en dimension finie est le cadre axiomatique naturel
de la géométrie élémentaire, alors que les espaces non de dimension finie surviennent souvent
en analyse. v

Proposition 1.8 Soit E un espace vectoriel non nul. On peut extraire une base de toute
famille génératrice finie.

Preuve : Soit g(p) = (ey,...,e,) une famille génératrice de E. Si elle est libre, c’est une
base et la proposition est démontrée. Sinon, il existe un vecteur qui est combinaison linéaire
des autres et donc, si g(p—1) est la famille g(p) privée de ce vecteur, la famille g(p—1) est
encore génératrice (car Vect(g(p)) = Vect(g(p — 1)) ). Continuant, on arrivera a un entier k
(au plus égal & p—1 et au moins égal a 1, puisque E contient des vecteurs non nuls) tel que
la famille g(k) de cardinal k, sous-famille de g(p), est génératrice et dont aucun vecteur
n’est combinaison linéaire des autres, i. e. la famille g(k) est libre : la famille g(k) est donc
une base. []

Proposition 1.9 Un espace non de dimension finie admet une famille libre infinie.

Preuve : Soit F non de dimension finie. Si f est une famille libre finie, alors il existe un
vecteur e tel que f U {e} soit libre. Sinon, tout vecteur e serait combinaison linéaire des
vecteurs de f et F, engendré par la famille finie f, serait de dimension finie. On construit
ainsi par adjonction successive d'un vecteur une famille infinie libre. [

Proposition 1.10 Soit E un espace vectoriel. Soit g = (g1, ...,9,) une famille génératrice
de E et £ = ({y,...,0,) une famille libre de E. Alors, p < q et il existe une sous-famille g’
avec q — p vecteurs de la famille g telle que la famille €U g’ soit génératrice.

Preuve : Soit Pg(k) la propriété de récurrence avec k < q :

Pg(k) : si eq,..., e, sont linéairement indépendants, il existe ¢ — k vecteurs
(by,...,b4—i) de la famille g telle que la famille (e,...,ex, b1,...,b,—k) soit
génératrice.
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On va montrer que Pg(1) est vraie, puis que, si k < ¢, la validité de Pg(k) entraine celle de
Pg(k+1). Remarquons que Pg(q) signifie qu'une famille libre de ¢ éléments est génératrice.
Soit donc e un vecteur non nul. Il est combinaison linéaire des vecteurs de g,

625191+ﬁ292+--~+ﬁq6q-
Lun des scalaires (3, s, ..., 3, est non nul, soit [3;, ainsi

1
gi = E (e—=Bigr — ... — Bic1gi1 — Bis1Giv1 — - — B49q) -
et
VeCt(eagla927 e i1, 95415 - - - >gq) = veCt(glaQQa s >gq) =k
et la famille (e, g1, 92, ..., Gi—1, Git1,- - -, gq) €st génératrice, ce qui prouve Pg(1).
Supposons Pg (k) vérifiée et soient ey, . .., ;41 linéairement indépendants. D’apres Pg(k),

il existe ¢ —k vecteurs by, ..., b,_; de la famille g telle que la famille (eq, ..., ek, b1,..., bg—_x)
soit génératrice. Ainsi, e,,; est combinaison linéaire

€rr1 = a1y + ...+ apeg + P10y + Paba + .o+ By by -

ou les fi,..., 0B,k ne sont pas tous nuls (sinon, la famille (e, es..., ek, €x41) ne serait pas
libre), soit par exemple ;. Alors
1
b; = E (€k+1 —are; — ... —agep — by — ... = Bisibiy — Biyibigr — .. — ﬁqfkbqfk) .
(3
et

Vect(ekﬂ, €1,... ,€k,b1, ey biflybz#la e bq7k> = Vect(el, vy Cfy b17 Ce ;bqfk) =F

et donc (e, ..., €k, €gt1,01,. ., bic1, bit1, ..., byi) est génératrice, ce qui prouve Pg(k +1).
Si p < ¢, on applique la propriété de récurrence Pg(p) a la famille libre £.
Si p > q, d’apres la propriété Pg(q), la famille (¢,...,¢,) est génératrice. Ainsi, le
vecteur f,41 est combinaison linéaire des ¢,...,/,, et la famille ¢ n’est pas libre, ce qui est
contraire a '’hypothese. Ainsi p < q. L]

Cette proposition a le corollaire suivant

Corollaire 1.1 5i l’espace vectoriel E admet une famille génératrice g a q vecteurs, toute
famille a g+ 1 vecteurs est liée.

A Si A est infini, Uespace F(A, C) n’est pas de dimension finie. En effet, d’apres la proposi-
tion précédente, il suffit de trouver une famille libre infinie (dont toute sous-famille non vide
est libre). La famille de fonctions (0,)aca avec dq(a) = 1,9,(b) = 0 si a # b convient.

L’espace C°(R, C) des fonctions continues de R dans C, est aussi non de dimension finie.
Soit (pn)n>1 la suite de fonctions définie par

i €ER—-(z—1)(x—2)-...-(x—n)eC.
Si on a une relation linéaire
aipr + aspy + ... +anpy =0,

(qui provient éventuellement d’une relation » . A\ipy, = 0 avec k1 < ky < ... < ky,
qu’on aura complétée de maniere triviale en une combinaison linéaire sur pi,...,py avec
N = k), 'évaluation en z = 2,z = 3,...,2 = N + 1 donne successivement a; = 0,
200 = 0,...,ila; = 0,...,Nlay = 0 : cette combinaison linéaire a tous ses coefficients nuls.
La famille (p,)n>1 est donc une famille libre infinie de I'espace C°(R,C). v
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Théoréme/Définition 1.1 Soit E un espace vectoriel de dimension finie, non nul. L’es-
pace E admet une base et toute base de E a le méme nombre de vecteurs.

Ce nombre est appelé la dimension de E. Si l’espace E est nul, il est dit de dimension
zéro ou nulle.

Preuve : L’existence d’'une base a été vue dans la prop. 1.8. Soient b et b deux bases de
Iespace E, avec n et n éléments resp. Vu que b est génératrice et b libre, on a n < n.
L’inégalité inverse valant pareillement, on déduit I’égalité de n et n. [

Exemples 1.5

1. L’espace C" est de dimension n , avec pour base la base canonique

2. Si A est fini de cardinal #A, l'espace F(A,C) est de dimension finie #A. La famille
d, (introduite dans 'exemple 1.5) en est une base.

3. L’espace C,[X] des polynomes de degré au plus n est de dimension n + 1, la famille
(1,X, X2 ..., X") étant une base.

On a le théoreme dit de la base incompléte

Théoreme 1.1 (de la base incomplete) Soit E un espace vectoriel de dimension finie.
Toute famille libre £ = ({q,...,0,) peut étre complétée en une base, i. e. il ezviste q =
dim(E) — p vecteurs fi,..., f, tels que la famille (¢4, ..., ¢y, f1,..., f,) soit une base de E'.

Preuve : Soit n la dimension de F et b = (by,...,b,) une base de E. C’est en particulier
une famille génératrice. Ainsi d’apres la proposition 1.10, il existe n—p vecteurs (51, - ,gn,p)
pris dans la famille b tels que (¢4,... ,ﬁp,gl, e ,En_p) soit une partie génératrice de E. Elle
est libre, sinon on en aurait une sous-famille de cardinal <mn —1 qui serait une base, ce qui

ne peut étre puisque toute base est de cardinal n. La famille (¢y,...,¢,,b1,...,b,_,) est une
base de E. L]

Proposition 1.11 Soit F sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel de dimension finie.
Alors F est de dimension finie et sa dimension est au plus égale a celle de E.
Le sous-espace F' est de méme dimension que E si et seulement si E et F coincident.

Preuve : Soit n la dimension de E. Si F' admet une famille libre de k& vecteurs, une
telle famille, libre aussi comme famille de vecteurs de E, ne peut exister des que k > n
d’apres la proposition 1.1 puisque F, de dimension finie n, admet une famille génératrice
de cardinal n. Ainsi, F' est de dimension finie (puisque F' ne peut avoir de famille libre de
cardinal arbitrairement grand) et sa dimension (cardinal de ses bases qui sont des familles
de vecteurs de E libres) est au plus égale a n = dim E.

Si F' est de dimension dim £, une base b de F' engendre E, sinon, complétée en une
base de E elle donnerait une base de E de cardinal strictement plus grand que dim F, ce
qui n’est pas; ainsi £ = F'. La réciproque est claire. L]

Définition 1.10 Un espace vectoriel de dimension 1 (resp. 2) est appelé droite vectorielle
(resp. plan vectoriel ). Dans l’espace vectoriel E de dimension finie, un sous-espace de di-
mension dim E — 1 est appelé hyperplan vectoriel.
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A Dans un plan, une droite est aussi un hyperplan, ce qui n’est pas le cas dans un espace
de dimension n > 3. \V/

Proposition 1.12 Soit F' un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel E de dimension
finie. Alors F admet des sous-espaces supplémentaires. Si S est un supplémentaire de F,
dim F =dim F + dim S'.

Preuve : Soit f = (f,..., f,) une base de F' et e = (ey,...,e,) une famille libre de E
complétant la base f : f U e est une base de E. Alors le sous-espace S = Vect(e) engendré
par les vecteurs de la famille e est un sous-espace supplémentaire de F'. En effet, tout vecteur
v de E, combinaison linéaire des vecteurs de f U e

v:a1f1+---+ozpfp+ﬂ161+---+aqeq

est somme d'un vecteur (ayfi + -+ a,f,) de F et d’'un vecteur (freq + - -+ B,e,) de S,
et ceci de maniere unique puisque la famille f U e est libre. La famille e est une base de S,
il en résulte la relation sur les dimensions.

Si S est un sous-espace en somme directe avec I’ et ¢ une base de S, la famille de fUc
est une base de E d’apres la prop. 1.7. La relation sur les dimensions en résulte. [

Théoréeme 1.2 Soient E et F des espaces vectoriels de dimension finie. Alors le produit
E x F est de dimension finie et

dim(E x F') = dim E + dim F.

Preuve : Si b = (by,...,b,,) est une base de E, ¢ = (¢y,...,¢,) une base de F', alors la
famille ((b1,0F), ..., (bm,0r), (0g,c1),...,(0g,c,)) est une base de £ x F'. En effet, il suffit
de décomposer tout vecteur (e, f) de E x F sous la forme (e, f) = (e,0r) + (0g, f) (les
sous-espaces E X {0p} et {Op} x F de E x F sont en somme directe), puis de revenir aux
définitions. O

A On peut déduire le théoreme précédent de la derniere proposition en remarquant
ExF=Ex{0p}®{0g} x F.

Par ailleurs, la définition de somme directe de deux sous-espaces se généralise a la somme
directe d’une collection finie de sous-espaces : Fi, ..., Fy sont en somme directe de somme
F,etonécrita F=F&...®F,,si F=F +...4+F et ladécomposition d’un vecteur de
e € Fenlasomme e = fi+...+ fr avec f; € F;,i = 1,...k est unique. Si F' est somme
directe de Fi,..., F} et b; est une base de F; pour : =1,...,k, alors by UbyU...Uby est
une base de F'. Ainsi

dim(Fy & ...® Fy) =dim Fy + ...+ dim F}, . v
Théoreme 1.3 Soient F' et G sous-espaces de ’espace E de dimension finie. Alors
dim(F 4+ G) =dim F + dim G — dim(F N G).
Preuve : Soit Sg (resp. Sg) un supplémentaire de F'N G dans F' (resp. G). Alors
F+d= (FﬂG)@SF@Sg.

En effet, tout vecteur v = f + g de F' + G s’écrit de maniere unique v = u + vp + vg avec
u€ FNG,vp € Sp,vg € Sg. D'une part,on a f = f1+ fo, 9 = g1 + ¢» avec fi1,1 € FNG,
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fo € Sp, g2 € G : on prendra donc u = f; + g1,vF = fo et vg = ¢go. D’autre part, si
v = U+ Up + Ug est une autre écriture, on obtient w + UVrp — u — vp = Vg — Vg, vecteur de
F NG (membre de gauche dans F', de droite dans G) et de S (membre de gauche), donc
nul vu G = (FNG) & Sg. Par suite, vg = Vg, puis, de maniére symétrique, vp = Up et
enfin v = u, ce qui donne bien 'unicité annoncée.
On en déduit
dim(F + G) = dim(F N G) + dim Sr + dim S

alors que I'écriture des sommes directes F' = (FNG) @ Sp et G = (FNG) ® S donnent
les relations entre dimensions

dim F =dim(FNG)+dimSp, dimG =dim(FNG)+ dim Sg .

L’égalité du théoreme en résulte. [

1.5. Rang d’une famille de vecteurs

Définition 1.11 Le rang de la famille de vecteurs e = (e, ez,...,€,) est la dimension de
Iespace Vect(ey, e, ..., e,) qu’elle engendre.
A On n’a pas supposé l'espace E auquel appartiennent les vecteurs ey, . .., e, de dimension

finie : ces vecteurs (en nombre fini) engendrent un sous-espace de dimension finie. De maniere
plus générale, on parlera du rang d’une famille quelconque e = (e;);c; dans le cas ou le
sous-espace Vect(e) est de dimension finie et alors le rang de e sera la dimension de ce
sous-espace.

Si #e désigne le cardinal de la famille e, on a donc

rg(e) = dim Vect(e) < #e. v
Terminons en répétant les propriétés suivantes valides dans un espace de dimension n :
— D’entier n est le cardinal maximal d’une famille libre de FE,
— n est le cardinal minimal d’une famille génératrice de E ;

— une famille libre (resp. génératrice) de cardinal n est une base.

Exemple 1.6 Soit g, x1,...,x, n + 1 scalaires distincts. Alors la famille de polynomes
(P, dits polynomes d’interpolation de Lagrange®,

PX)=(X—-z)(X —21)...(X —zi1)(X —2441) ...(X —2,), i=0,...,n

est libre : ¢’est donc une base de I'espace C,,[X] (qui est de dimension n + 1).

3Joseph-Louis Lagrange, 25 janvier 1736, Turin, Sardaigne-Piémont (désormais Italie) — 10 avril 1813,
Paris, France.
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2. Applications linéaires

Une fois les espaces vectoriels introduits, il s’agit d’étudier les relations qui peuvent
s’établir entre eux. Les applications qui respectent les structures vectorielles (le réceptacle
de la morphologie linéaire) sont celles qui importent : ce sont les applications linéaires (parfois
nommés morphismes linéaires).

2.1. Application linéaire
Définition 2.1 L’application f de [’espace vectoriel E dans [’espace vectoriel I est dite
linéaire si elle vérifie

(1) fle+e€)=fle)+ f(e),ee €k,

(i) flae) =af(e),aeC,ec E.

Une application linéaire de E dans E est appelée endomorphisme de F.

Exemples 2.1

1. L’application identité (notée Id ou Idg) de E est linéaire, ainsi que I'injection naturelle
e€ F — e e E si F est un sous-espace vectoriel de F.

2. Soit A € C. L’application e € E — Ae est linéaire et est appelée I’homothétie de
rapport \.

3. L’application ¢ de C* dans C définie par ¢(z,y,2) = = + e"y — z est lindaire.

4. L’application de C[X] dans lui méme qui au polynéme P associe son polynome dérivé
P’ est linéaire.

5. Soit (uy),>0 une suite et Du la suite obtenue par décalage des indices : (Du), =
Uns1,n > 0. L’application u — Du est une application linéaire de CY dans lui-méme.

6. L’application de C* dans C qui & x = (z;) associe max?_; Réz; n’est pas linéaire.

Proposition 2.1 Soit f application linéaire de E dans F. Alors

(i) f(0r) =0r,
(ii) f(—e)=—f(e),e € E.

Preuve : On a simplement

f(O0g) = f(0-0g)=0-f(0g)=0g
f(=e) = f((=1)-e)=(=1) fle) = —f(e). O

Proposition 2.2 Soit f une application de E dans F'. L’application f est linéaire si et
seulement si pour e,e’ € E,a,a’ € C

flae+a'e) = af(e) +a'f(e).

Preuve : Si f est linéaire, les propriétés (i) et (ii) de la définition 2.1 sont appliquées
successivement pour avoir 1’égalité de la proposition.

Réciproquement, si f vérifie 'identité de la proposition, on prendra o = o’ = 1, puis
o/ = 0 pour obtenir les identités de la définition 2.1. O

A Une application linéaire f conserve les combinaisons linéaires au sens ou

flaner + ages + ... 4+ apey) = arfer) + asf(e) +...a,f(ey),

pour ey,...,e, € E,ay,...,0, € C. v
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Proposition 2.3 Soit E espace vectoriel de dimension n, b = (by,...,b,) une base de E
et (ay,...,a,) une famille de vecteurs de F. Alors, il existe une unique application linéaire
f:E — F telle que f(b;)) =a; pouri=1,...,n.

Preuve : La fonction linéaire cherchée vérifie nécessairement, du fait de sa linéarité,

et dongc, si elle existe, est définie de maniere unique. L’égalité précédente définit une fonction
de manieére unique, car un vecteur e a un unique n-uplet de coordonnées dans la base b.
Cette fonction est linéaire, en effet si e = A\jby + ... + A\ub, et € = Njby + ... + \.b, sont
deux vecteurs de E, a et o deux scalaires

flae+ad'e) = fla(Mby+ ...+ \by) +/(Nb1+ ...+ X,by))
= f((ahi +a'X)by + ...+ (aX, +'X,)by,)
= (e +dN)ag + ...+ (a\, + ' N))a,
= a(Ma;+ ...+ \a,) + o' (Na + ...+ XN a,)
= af(e)+df(€).

et qui vérifie bien
pour i =1,...,n. -

Exemple 2.1 Soit (P, ..., P,) des polynomes de degré au plus n. Il existe une et une seule
application linéaire f de C,[X] dans lui-méme tel que f(X*) = P, pour i =0,...,n.

Proposition 2.4 Soient E, F' et G des espaces vectoriels. Si f est une application linéaire

de E dans F' et g une application de F' dans G, alors go f est une application linéaire de
E dans G.

Preuve : 1l suffit de vérifier la définition de compatibilité avec les combinaisons linéaires

(go fllae+a'e) = glf(ae+d'e)]
= glaf(e) +a'f(e)]
= ag[f(e)] +g[f(€)]
= afgo f)(e) +a(go f)(€). 0

2.2. Isomorphie, image et noyau

Rappelons qu'une application f de source A et de but B est

— bijective si tout élément de B est image d’un et d’un seul élément de A,

— surjective si tout élément de B est image par f d’au moins un élément de A,
— injective si les images de deux éléments distincts de A sont distinctes dans B.

Définition 2.2 Une application linéaire de E dans F bijective est appelée un isomorphisme
(de E dans F'), un isomorphisme de E dans lui-méme est appelé automorphisme.

Proposition 2.5 Soit f un isomorphisme de E dans F. Alors lapplication inverse f=1
est une application linéaire de F' dans E.
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Preuve : Soient v,v" des vecteurs de F', a, o’ des scalaires. Pour montrer
fHav+av) = af (o) + ' fTH(),

il suffit de montrer que I'image par f des deux membres coincident, vu l'injectivité de f.
On a d’une part
flf Hav + V)] = av + V'

et d’autre part, par linéarité de f,

flaf= @)+ f7H )] = af[f7H )]+ fIf ()]

= av+adv,
ce qui conclut la preuve. [

Définition 2.3 Sl existe un isomorphisme de E dans F', les espaces E et F sont dits
isomorphes, et on notera £ ~ F'.

Proposition 2.6 Les espaces E et E de dimension finie sont isomorphes si et seulement
st leurs dimensions sont égales.

Preuve : Supposons E et E isomorphes. Soit b = (by,...,b,) une base de E. Alors
Fb) = (f(by), ..., f(by)) est une base de E. En effet, d’une part f(b) est libre : si Ay f(b;)+
oo+ A f(by) = 0p, alors f(Aby + ...+ A\b,) = Op et par unicité de l'image inverse Og
du vecteur nul Op de F, on a Aby + ... + \,b, = O, soit tous les \; nuls puisque b
est libre. D’autre part, f(b) est génératrice : un vecteur v de F est image de e € E
qui est combinaison linéaire des (b;), € = aiby + ... + aub,, et par suite v = f(e) =
flanbi + ..+ anby) = arf(bi) + ... + an f(bn).

Réciproquement, si £ et E sont de méme dimension n, on introduit une base b =
(b1,...,b,) de E, une base b = (by,...,b,) de F. Alors I'unique application linéaire f qui
applique le vecteur b; sur gi, i=1,...,n (cf prop. 2.2), vérifiant

f((l/lbl + ... -anbn) = 04151 + ...+ O[nbn,

est bijective. En effet, tout vecteur v de E est de la forme v = algl + ...+ angn, il est
I'image du vecteur a;b; + ... + ayb, de F, et, puisque b et b sont des bases de £ et E
resp., ceci de maniére unique (1’égalité a1by +...4+anb, = &by +. ..+l b, implique I'égalité
des coefficients «; = o). Ainsi les espaces E et E sont donc isomorphes. O

A Un espace de dimension n est isomorphe a C". v

Définition 2.4 Soit f une application linéaire de E dans F'.
(i) L’image de f est la partie de F', notée Im f ou f(E), définie par

Imf={vekF: ilevisteec E,v= f(e)}.
(ii) Le noyau de f est la partie de E, notée Ker f, définie par
Kerf={e€ E: f(e) =0},

A Ker est le début de Kern, le mot allemand signifiant noyau (et aussi de kernel, sans
majuscule, I’équivalent anglais). v
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Proposition 2.7 Soit f une application linéaire de E dans F. Alors son noyau est un
sous-espace vectoriel de E, son image un sous-espace vectoriel de F'.

Preuve : On a f(0g) = O, donc Og € Ker f et Or € Im f. D’autre part, si ey, es € Ker f
et ag, a9 € C, alors f(aje; + ages) = aif(er) + aof(ea) = Op, soit aje; + asey dans
Ker f. De maniere analogue, pour ej,e; € E et aj,as € C, le vecteur oy f(e1) + asf(es) =
f(aier + ages) est dans Im f. Les parties Ker f et Im f sont des sous-espaces de E et F
resp. d’apres la caractérisation de la proposition 1.2. L]

Exemple 2.2 Soient U,V des sous-espaces supplémentaires dans FE. L’application 7 qui
au vecteur e de E associe le vecteur u de la décomposition e = u+v,u € U,v € V est une
application linéaire : il suffit de remarquer, avec les notations évidentes

ae+ad'e =alu+v)+ (U +0') = (au+ a'u') + (av + av'),

oun au+a'v €U et av+av' € V, et donc m(ae + d'e’) = an(e) + o/w(€'). Elle est appelée
projection de E sur U parallelement a V. Elle vérifie Kerm =V et Imm =U.

Corollaire 2.1 Soit U un sous-espace de E. Alors f(U) est un sous-espace de F' et f(U) C
Im f.

Preuve : L’application fijy :u € U — f(u) € F est la restriction de f: £ — F a U et est
linéaire. Le résultat se lit dans la proposition précédente. L]

Proposition 2.8 Soit f application linéaire de E dans F'. Si la famille € = (eq,...,ep)
engendre E, alors la famille f(e) = (f(e1),..., f(ey)) engendre 'image Im f.

Preuve : Soit f(e) dans Im f, pour un certain vecteur e de E. Alors e est combinaison
linéaire des eq,...,¢,
e=aoie; + ...+ ape,

et donc
fle) = flaner + ...+ apey) = anfler) + ... +a,flep)

c’est-a-dire, f(e) est combinaison linéaire de f(ey),..., f(e,)- O

Définition 2.5 Soit f une application linéaire de E dans F. Si Im f est de dimension
finie, alors le rang de f est défini comme étant la dimension de ’espace Im f.

A Si (e;)ier engendre | le rang rg f est celui de la famille (f(e;))ie; (supposée engendrer
un espace de dimension finie), comme défini dans la définition 1.11. v

Proposition 2.9 Soit f : E — F linéaire. L’application est injective si et seulement si
Kerf = {OE} .

Preuve : Si [ est injective, O est I'unique e de E tel que f(e) = 0p. Ainsi Ker f = {0g}.

Réciproquement, supposons Ker f égal a 'espace vectoriel nul {Og}. Si e; et ey ont
méme image, alors f(e; —eg) = f(e1) + f(—e2) = f(e1) — f(e2) = Op et donc e; — ey est un
vecteur du noyau Ker f, par suite c’est le vecteur nul. Ainsi e; = es et f est injective. [J

Exemple 2.3 L’endomorphisme ¢ de C[X] qui a P associe le polynome P(X +1) — P(X)
a pour noyau le sous-espace des polynomes constants, il n’est pas injectif donc. En effet, si
P est un polynome non constant de ce noyau, si s est une de ses racines, s + 1,s + 2,...
sont aussi racines, ce qui ne peut étre (P a un nombre fini de racines).
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Théoréme 2.1 (du noyau et de 'image) Soit E de dimension finie et f une application
de E dans F. Alors, les espaces Ker f et Im f sont de dimension finie. De plus

dim F = dim Ker f 4+ dimIm f .

Preuve : Soit S un supplémentaire (dont I'existence est assurée par la Prop. 1.12) de Ker f
dans E. Alors 'application fig : S — Im f est bijective : un vecteur de son noyau est dans
Ker f, et donc nul vu SNKer f = {0g} ; tout vecteur e € E s’écrit e = k+ s avec k € Ker f
et s € S et alors f(e) = f(k) + f(s) = f(s), en résulte la surjectivité de fig : S — Im f.
Ainsi, I'application fig : S — Im f est un isomorphisme, donc S et I'image Im f sont de
méme dimension. En outre, vu que dim £ = dim Ker f + dim S, 1’égalité entre dimensions
de la proposition est établie. L]

Exemple 2.4 L’endomorphisme ®,, de C,[X] qui a P associe P(X + 1) — P(X) a pour
noyau la droite vectorielle des polynomes constants. Son image, de dimension n, est contenue
dans C,,_1[X] : ¢’est donc ce sous-espace tout entier.

A Vu que, si E de dimension finie, rg f = dimIm f = dim £ — dim Ker f et que Im f est
un sous-espace de F', on a, si E' et F' sont de dimension finie, rg f < inf(dim £, dim F). v

Corollaire 2.2 Soit E et ' deux espaces vectoriels de dimension finie, de mémes dimen-
stons. St f est une application linéaire de E dans F', les propriétés suivantes sont équiva-
lentes

(i) [ est injective,
(i) [ est surjective,
(iii) f est bijective.

Preuve : On a n = dim F' = dim E = dim Ker f + dim Im f. La proposition énonce en fait
I’équivalence de

1. Ker f = {0g} (soit dimKer f =0),
2. Im f = F (soit dimIm f = n),
3. Imf=F et dimKer f =0 (soit dimKer f =0 et dimIm f =n).

ce qui est immédiat vu la relation entre les dimensions rappelée en début de preuve. L]

Exemple 2.5 L’hypothese de dimension finie est essentielle. Ainsi, I’endomorphisme & in-
troduit dans I’exemple 2.3 n’est pas injectif, mais est surjectif puisque, avec les notations de
I'exemple 2.4,

C[X] = Unzlcn[X] = Un22q)n((cn[X]) = Un22¢(cn[X]) = (I)(Un22(cn[X]) = (I)(C[X]) .

A Tinverse, I'endomorphisme de C[X] d’intégration

VP (xH/OxP(t)dt)

est injectif, mais n’est pas surjectif (son image est le sous-espace des polynémes P s’annulant
en 0).
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2.3. Espaces d’applications linéaires

Proposition 2.10 Soient E et F' deux espaces vectoriels.
L’ensemble L(E,F) des applications linéaires de E dans F muni de l’addition

fi,l € LE,F) = (fi+ fa:e € E— fi(e) + fale) € F)
et de la multiplication par un scalaire
acC,fel(E,F)—(a-f:e€c E—a-fle)eF)
est un espace vectoriel.

Preuve : L’ensemble L£(E,F) est une partie de l'espace vectoriel F(FE, F'). Cette partie
contient 'application Org ) : e € E — Op, vecteur nul de F(F, F'). Ainsi, pour montrer
que L(E, F) est un sous-espace vectoriel de F(E, F), il suffit de montrer que A\ f1 + Ao f2
est une application linéaire pour A;, Ay scalaires et fi, fo applications linéaires. On vérifie,
pour e,¢’ € E et a,a/ € C

Afi+ Xafol(ae+d'e) = Afi(ae+ ') + Nafo(ae + a'e)
= Mlafi(e) +d fi(€) + Aa(afa(e) + o' fa(€))
= Nafi(e) + M fi(€) + Xaafa(e) + Ao fo(e)
= a(Mfi(e) + Aafa(e)) + o' (ALfi(€)) + Aafale’))
= a(Afi+ Aafa)(e) + ' (Afi + A fo)(€). O

Proposition 2.11 Si E et F sont de dimension finie, 'espace L(E,F) est de dimension
finie et dim L(E, F) = dim F dim F'.

Preuve : Soit b = (by,...,b,) une base de E, ¢ = (¢1,...,¢,) une base de F. Si e =
x1by + ... + xpb, est un vecteur de E et f une application de L(E, F),

fle) = mf(b)+...+,f(by)
= xl(fncl + ...+ fnlcn) + ...+ xp(flpcl 4+ ...+ fnpcn)

ot on a décomposé f(b;),j =1,...,p, dans la base ¢

f(b;) = fijer + ...+ fojcn -

Soit pour % et j entiers avec 1 < ¢ < n,1 < j < p l'application linéaire ®,; de E dans F
définie par ®;;(by) =0, k=1,...,p sauf pour k = j ou ®;;(b;) =¢;,ona f= Z(i’j) fii®ij
ou la sommation porte sur les couples (i,j) avec i = 1,...,p,j = 1,...,n. La famille ®;;
est donc génératrice dans L(FE, F') (qui est donc de dimension finie). Elle est aussi libre :
si Z(m) Nij®i; = 0, évaluant sur le vecteur by, on obtient 0 = ). \jxc;, soit tous les A
nuls, puisque c est libre. Ainsi la famille ®;; est-elle une base de L(E, F), qui est donc de
dimension pn = dim E dim F'. O]

Définition 2.6 Une application linéaire de E dans C est appelée forme linéaire. L ’espace
L(E,C) des formes linéaires sur E est appelé [’espace dual de E. Il est souvent noté E*.

A D’apres la Prop. 2.11, si E/ est de dimension finie, son dual E* est de méme dimension.
\Y
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Exemple 2.6 La famille de formes ¢,k = 0,...,n définies sur C,[X] par (,(P) = P(k)
est libre : si Agly + ... + A\l = 0, évaluant sur le polynome P, de degré n et ayant
comme ensemble de racines {0,...,n}\ {k} et tel que Py(k) =1 (le polynéme de Lagrange
de l'exemple 1.6 associé a la suite de réels x; = i, = 0,...,n), on obtient A\, = 1 pour
k=0,...,n. C’est donc une base de I'espace des formes linéaires sur C,[X]. Si 0 est une
fonction continue sur [0, 1], la forme linéaire ®y : P — fol P(t)0(t)dt est combinaison linéaire
des /,k = 0,...n, ainsi il existe des scalaires «y, ..., a, tels que

/1 P(t)§(t)dt = agP(0) + ...+ a,P(n), PeC,[X].

Les scalaires ay, k = 0,...,n dépendent de 6 et de n (mais pas de P).

Proposition 2.12 Soit E de dimension finie. Le noyau d’une forme linéaire non nulle sur
E est un hyperplan de E et tout hyperplan de E apparait comme le noyau d’une forme
linéaire non nulle. Deux formes linéaires non nulles sur E définissent le méme hyperplan de
E si et seulement si elles sont colinéaires.

Preuve : Soit ¢ une forme linéaire non nulle. D’apres la proposition 2.1 et vu Imp = C, on
a dim Ker p = dim E — 1, ainsi Ker ¢ est un hyperplan. Inversement, soit H un hyperplan,
b = (by,...,b,_1) une base de H et v un vecteur hors de H. Alors (by,...,b,_1,v) est une
base de E et I'application qui au vecteur e associe sa coordonnée y dans la décomposition
e=x1by + ...+ x,_1b,_1 + yv est une forme linéaire dont le noyau est H.

Soient ¢;,i = 1,2 deux formes dont le noyau coincident avec ’hyperplan H et v un
vecteur hors de H, qui n’est pas annulé donc par les ¢;,i = 1,2. Soit o = 1(v)/p2(v).
Alors, vu que I'hyperplan H et la droite Cv sont supplémentaires, tout vecteur e s’écrit
e=h+ v avec h € H,A € C et donc

p1(e) = @1(h + Av) = Adp1(v) = Aawa(v) = apz(Av) = apa(e),

soit 1 = as. L]
A Avec les notation du Lemme précédent, I'hyperplan H a pour équation cartésienne ¢ = 0.
Par ailleurs, on dit que H a pour représentation paramétrique

(.CCl, Ce ,xn,l) € (Cnil — l’lbl + ..+ an,lbn,l .

Ceci peut étre généralisé a tout sous-espace vectoriel U de E. Si (by,...,b;) est une base
de U, une représentation paramétrique de U est donnée par

(Il,...,l’k>G(Ck—>l’1bl—|—...+l’kbk.

Le sous-espace U peut-étre considéré comme l'intersection des hyperplans H;,i = k+1,...,n
définis par
Hi: {y1b1++ynbnyz :0}7

ou la base (by,...,bx) de U a été complétée par la famille (byyq,...,b,) en une base
(by,...,b,) de E. Le sous-espace U a

yi:O, Z:]{I—f—l,,n

comme représentation cartésienne. v
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3. Matrices

Les calculs explicites sur une application linéaire f : E — F' sont en général tributaires
de choix de bases dans F et F', choix qui permettent de représenter par une matrice ’appli-
cation linéaire f. Toute opération impliquant une application linéaire se traduit en termes
de matrices, 'effet des changements du choix de bases de références sur ces représentations
étant spécialement étudié. Le point de vue inverse, qui associe a une matrice une application
linéaire, éclaire de maniere fructueuse certaines propriétés matricielles.

Dans cette partie, tout espace vectoriel sera supposé de dimension finie.

3.1. Tableaux matriciels

Définition 3.1 Soit n,p des entiers positifs non nuls. Une matrice M a n lignes et p
colonnes, est la donnée de np scalaires (m;)1<i<ni1<j<p (notés aussi (M);; ou M;; ), repré-
sentée sous la forme d’un tableau

mi ... Myy
M =

Mp1 ... Mpyp
a n lignes et p colonnes. L’ensemble des matrices a n colonnes et p lignes est noté M,,,.

A Si le corps des scalaires est C (resp. R), on parle de matrices a coefficients complexes
(resp. réels) et on précise la notation M,, en M,,(C) (resp. M,,(R)). Dans la suite, le
corps des scalaires sera implicitement celui des complexes (les résultats restant valables si le
choix de R est fait). v

Si n =1, on parle de matrice ligne ou vecteur ligne, si p = 1, on parle de matrice colonne
ou vecteur colonne. En particulier, les vecteurs lignes de la matrice M sont les n vecteurs
ligne

Li:(mil,...,mip), T::l,...,n,

et les vecteurs colonnes de la matrice M sont les p vecteurs colonne

miyj
Cj: y jzl,,p

mnj

Si n = p, les éléments de M,,, (noté aussi M, ) sont dits matrices carrées d’ordre n. La
matrice carrée d’ordre n, dont les coefficients diagonaux m;;,7 = 1,...,n valent 1 et les
autres coefficients sont nuls est notée I, .

Définition 3.2 Si M est une matrice de M,,, sa matrice transposée ‘M est la matrice

de M,,, définie par

(tM)kg:<M)gk, kzl,...,p,le,...,n.
A La transposition induit une bijection de M,,, sur M,,, dont 'inverse est induit par la
transposition. La matrice identité I, est laissée invariant par la transposition. v

La transposée d'une matrice ligne est une matrice colonne, et inversement

t
1 X

t(xl,...,xp): : , Sl = (2, T

T Tn,
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Définition/Proposition 3.1 La somme M + N de deur matrices M, N de M,, est la
matrice de My, de coefficients

La matrice obtenue en multipliant la matrice M € M, par le scalaire \ est la matrice A\M

de M,,, de coefficients
(AM)ZJ:/\(M)U, 2:1,,71, jzl,,p
Muni de ces opérations, l’ensemble M,,, est un espace vectoriel.

En fait, M,,, est de la forme F (A, C) avec A 'ensemble produit {1,...,n} x{1,...,p}.
Ainsi, d’apres l'exemple 1.5, I'espace M, est de dimension finie np, avec pour base la
famille de matrices E;;,7 =1,...,n,j = 1...,p ol la matrice F;; a tous ses coefficients nuls
a I'exception de celui sur la ligne d’indice 7 et la colonne d’indice j valant 1.

Définition 3.3 Le produit MN de la matrice M € M,, et N € My, est la matrice de
M., de coefficients

(MN)ip = (M)a(N)ig + ..+ (M)ig(N)jr + ..+ (M)ip(N)
= > (M)y(N)je, i=1....n k=1..7q.

J=1

Proposition 3.1 5% les matrices M, N, P ont des dimensions compatibles de telle sorte que
les produits (MN)P et M(NP) sont bien définis, alors on a égalité M(NP) = (MN)P.

Preuve : Cela résulte d'un calcul explicite

- Z (Z Miijk) Pro = Z(MN)ik:Pké = ((MN)P); .

k k

ou il n’a pas été précisé les tailles des diverses matrices. L]

A Les parentheses otées, on écrira simplement MNP pour le produit M(NP) = (MN)P.
On remarquera que si M € M,,, on a I,M = MI, = M. Si M et N sont carrées de

méme ordre, il n’est pas vrai en général que MN = NM, par exemple M = (é 8) et

0 1
N = .
Définition/Proposition 3.2 Une matrice M carrée d’ordre n est dite inversible s’il existe

une matrice N carrée d’ordre n telle que MN = NM = 1I,,. Si M est inversible, une matrice
N est uniquement déterminée et sera appellé inverse de M , notée M~!.

Preuve : Si M est inversible, si N7 et N, sont deux tels inverses, multipliant a gauche
I’égalité I, = NN, par Ny, on obtient

Ny = Ni(NN;) = (NyN)Ny = I,Ny = N,
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Ainsi I’ inverse est-il bien uniquement défini. [

La transposition est compatible vis a vis du produit
"AB)='B'A, A€ M,,, BeM,,,

puisque

("(AB))ri = (AB)g = ZAiijk . (B'A)i =D (‘B Aji = ZBjkAij

J

et de 'inverse
(AT =(4)",
si A est inversible, puisque ‘(A1) !A = {(AA™Y) =1, = I,, et pareillement 'A*(A™1) = 1,,.

3.2. Matrice d’une application linéaire

Définition 3.4 Soit E un espace vectoriel de dimension n et b = (by,...,b,) une base de
E. Sie=x1by + ...+ x,b, est un vecteur de E, la matrice colonne X ="(xy,...,1,) est
appelée la matrice colonne des coordonnées ou composantes du vecteur e dans la base b.

A Relativement & la base canonique, le vecteur (z1,...,z,) de C" a *(z1,...,z,) pour
vecteur colonne de coordonnées. v

Définition 3.5 Soient E, F' des espaces vectoriels de dimension finie, p,n leurs dimensions
respectives, b = (by,...,b,) une base de E, ¢ = (c1,...,c¢,) une base de F'. Si f est une
application linéaire de FE dans F', la matrice de f relativement aux bases b et c est la
matrice M = (m;;)1<i<n1<j<p dont le j-iéme vecteur colonne est le vecteur des coordonnées
de f(bj) relativement a la base c¢. On note la matrice M par My o(f), ou simplement M(f)
sl n’y a pas d’ambiguité sur le choix des bases.

A La matrice My (f) de f dépend des bases de E et F' choisies. Néanmoins, si £ = F,
auquel cas f est un endomorphisme de F, on prendra en général les bases b et ¢ identiques :
on parlera alors de la matrice My (f) de f dans la base b de F, matrice carrée d’ordre la
dimension de E'. v

Exemple 3.1 Dans un espace E de dimension n, I'application Idg est représentée dans
n’importe quelle base b de E par la matrice diagonale I,, : My(Idg) = I,,.

Dans l'espace C,,[X] des polynomes de degré au plus n, soient application de dérivation
D : P — P et les bases

b=(X"X"1 ... X, 1), c=0X"Y(n-1)X"?...2X,1,X").

Alors

[
o = O
)

O-
o= o
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A Soient CP et C", munis de leurs bases canoniques (ey,...,e,) et (e1,...,€,) respectives.
La matrice M = (my;)1<i<n,1<j<p €st la matrice de application linéaire de C? dans C™ qui
envoie e; sur myje; + ...+ my€, = (Mg, ..., My;). v

Proposition 3.2 Soit f une application linéaire de E dans F, b = (by,...,b,) et ¢ =
(c1y...,¢y) des bases de E et F respectivement. Si X (resp. Y ) est le vecteur colonne des
coordonnées du vecteur x de E (resp. y = f(x) de F') relativement a la base b (resp. c).
alors

Y = Myo(f)X
Preuve : Soit © = x1b; + ... + z,b,. Alors

y=f(z) = flzbi+...4+xpbp)
= a1f(b1) +...+ 2, f(bp)
= zi(mucr + ... Fmpicy) + .o+ 2p(Maper + ..o+ Mypcy)
= (mnxi+...+mpxy)er + .o+ (Mpix + .00+ Mty ey
soit
miTy + ... + Mipxy
Y = : = Mp(f)X
Mp1T1 + oo+ MypTy 0
A Lécriture Y = M X, ou plutot M X =Y peut s’interpréter comme un systeme d’équa-
tions linéaires, ou, Y étant donné, on cherche un X vérifiant M X = Y : I'"étude d'un
systeme linéaire (a savoir 'existence et I'unicité de la solution) est donc équivalente (par
le choix de bases) a la considération des propriétés (i. e. surjectivité et injectivité) d’une
application linéaire. v

Théoreme 3.1 Soient E et F des espaces vectoriels de dimension p et n resp., b =
(by,...,by) et c=(c1,...,¢,) des bases de E et F' resp.
L’application
Mye: f€L(EF)— Mye(f) € My

est un isomorphisme linéaire.

Preuve : Soient f, ¢ des applications linéaires de £ dans F' de matrices resp. My o(f) =
(aij)1<isni<j<p €t Mpe(g) = (Bij)i<icni<j<p resp. On a done, pour j =1,...,p,

f(by) = Z%’jcm 9(b;) = Zﬁijcz’-
i=1 i=1

Alinsi, pour A, u scalaires,
A +n9)b;) = M(b) +nglby) =D agei+p ) Byei = > (i + pfy)e
i=1 i=1 i=1
soit Mpe(Af + pg) = AMpo(f) + My (g). L’application My, est donc linéaire. La pro-
position 2.3 énonce qu’'une application linéaire est déterminée, et de maniere unique, par
les images des vecteurs d'une base : c’est simplement exprimer que l'application My :

L(E,F)— My, est un isomorphisme. O
A On retrouve par cet isomorphisme que L£(E, F') a pour dimension dim F dim F' (et donc
I'espace des endomorphismes de E a pour dimension (dim F)?). v
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Proposition 3.3 Soient E, F,G des espaces vectoriels, de dimensions respectives p,n, m et

munis de base b,c,d resp., f une application linéaire de E dans F' et g une application
linéaire de F' dans G. Alors

Mb,d(g of)= Mc,d(g)Mb,c(f) .

I e e I e e

pour 7 =1,...,p

go f(b;) = g(f(b)))
= glogjer + ...+ agjcy)
= ayg(cr) + ...+ anjglcy)
= ay;(fudi + ...+ Boadm) + @i (Bindi + ... + Bindin)
= (Buay + ...+ Binon)ds + ...+ (Bmiaaj + .. 4 BrnCinj)dim, -

e e

n
P)/k] — ﬁklozlj 4+ ...+ ﬁknanj = Zﬂklaw ;
=1

soit Mp,a(ge f) = Mea(g)Mpe(f)- [
A Le produit des matrices a été construit en fait a partir de cette relation sur la matrice
d’une composée d’applications linéaires. v

Proposition 3.4 Soit E muni de la base b, F de la base ¢, E et F' de méme dimension
n. L’application linéaire f de E dans F est un isomorphisme si et seulement si la matrice
My, o(f) est inversible. Si f est un isomorphisme, alors My (f™1) = My (f)7".

Preuve : Si f est un isomorphisme de E dans F', son inverse f~!, isomorphisme de F
dans E vérifie f~'o f = fo f7!' = Idg. Ainsi Mep(f D Mpo(f) = Myp(Idg) = I, et
My (/)Mep(f71) = Mc(Idp) = I,,. Ainsi My (f) est inversible, d’'inverse Mcp(f™!) :
(M e())~ = Mep(f7).

Réciproquement, supposons My, o(f) inversible, d'inverse N. Alors, I'unique application
linéaire g de F' dans E ayant pour matrice N relativement aux bases c et b, i. e. N =
M.y (g), vérifie

Mb(g o f) - Mc,b(Q)Mb,c(f) = NMb,c(f) = [n>
M(fog) = Mye(f)Mep(g) = Mpe(f)N = 1.

Par injectivité du morphisme My, de L£(FE) dans M,, et vu que My(Idg) = 1I,,ona go f =
Idg et, pareillement, f o g = Idg, soit I'isomorphie de f. L]

3.3. Changement de base

Définition 3.6 Soient b = (by,...,b,), b= (I;VI, ..., by) deux bases de l’espace vectoriel E
de dimension n. La matrice de passage de la base b a la base b est définie comme étant la
matrice P, ¢ = (pi;) de M, avec

bj = pijbi + ...+ ppjbp, J=1,...,n

La matrice P = P, ¢ est appelée aussi matrice de changement de base.
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Exemple 3.2 Soient les bases

b = (X", X" ... X 1),
c = X" (n-1DX"2 ... ,2X,1,X")

de C,[X]. Alors

0 1 0 nt
0 0 0 0 (n—1"1 0
Pb,C: O n_l ) PC,b_
10 1 0

sont les matrices de passage de la base b a la base ¢ et de ¢ a b resp..

A On a deux visions d’une matrice de changement de base P, ¢ :

— celle des coordonnées des vecteurs de E~dans la base b, c’est donc la matrice de
'application Idg relativement aux bases b, b, i. e. P,z = Mg, (Idg) ;
— celle de 'endomorphisme f, > de E qui a b; associe le vecteur b; relativement a la

base b, i. e. P, g = My(fp
Dans la premlere VerS10n on change le systeme de coordonnées, alors que dans la seconde

on a un endomorphisme différent de I'identité représenté dans une seule base de E'. v

Proposition 3.5 Une matrice de changement de base est inversible et toute matrice inver-
sible peut s’interpréter comme matrice de passage.

La matrice de passage de la base b a la base b et celle de la base b a la base b sont
wnverses ['une de ['autre.

Preuve : Vu que P, ; = M; ,(Idg), une matrice de changement de base est inversible.
Inversement, soit M une matrice carrée d’ordre n inversible : si C; note le jeme vecteur
colonne de M, la matrice inversible M représente ’application linéaire de C™ qui associe au
jeme vecteur de la base canonique le vecteur Cj, application qui est donc un isomorphisme
d’apres la proposition 3.4 : la famille (C}), image d’une base par un isomorphisme est une
base.

On a
Mg’b(IdE)Mbvg(IdE) = Myp(ldg) =1,
M, 5(Idg) Mg ,(Idg) = Mgg(ldp) =1,
soit
Pb,EPB,b - PB,be,E =1
ainsi les matrices Pb,E et PE,b sont inverses 'une de l'autre. []

Proposition 3.6 Soient b, b deuz bases de I’espace vectoriel E et P la matrice de passage
de b a b. 51 le vecteur v de E_a vecteur colonne de coordonnées X dans la base b et X
dans la base b, on a X = P, $X.

Preuve : On a

X = M, 5(1dp)X = Py, X
soit, _
X=P:X
en ayant multiplié par l'inverse P5~' = P, 3 O
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Proposition 3.7 Soient b, b (resp. ¢, ¢€) deuz bases de l’espace vectoriel E (resp. F') et
P =P ¢ (Q = P.g resp.) la matrice de passage de b a b (c a ¢ resp.). Alors, pour f
application linéaire de E dans F', on a

My o(f) = Q' Myo(f)P = PecMyo(f)Py 5

A En particulier, pour un endomorphisme f de E, on a Mg(f) = P'My(f)P avec P =

vag. v
Preuve : On écrit f =Idgo foldg, dou

Mg o(f) = Meg(Idg) My o(f) Mg, (1dg)
ce qui permet de conclure en invoquant P = F g = Mg (Idp) et Q = Pz = chl =
Mez(Idg)~t. O

Exemple 3.3 On a donc My, o(f) = PerMpn(f), soit en reprenant 'exemple de la dériva-
tion D dans C,[X]

10 0 nt 0 0
0 1 0 0 (mn=1)" 0]|n o
0 1 0 : 1 0
00 1 0 1 0

3.4. Rang d’une matrice

Définition 3.7 Le rang d'une matrice M de M,, est celui de la famille (C,...,C,) de
ses vecteurs colonnes, considérés comme des vecteurs de C™.

Exemple 3.4 Soient p,n avec p <n et M la matrice de M,,

mir 0 . 0
0
Mg
M - 0
mp1 Ce Mpp
mn1 c. Mpp
Siles my,i = 1,...,p sont tous non nuls, le rang de la matrice M est p. En effet, si
(Cy,...,C,) sont les vecteurs colonnes de M, I'égalité x,Cy +. ..+ z,C, = 0 est équivalente
au systeme échelonné
mi12q =0
mo1Xq + MooZs =0
mpry  + ...+ myr, = 0,
Mmp+1121 + N + Mpy1pTp = 0
Mmp1T1 + + Mty =0
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dont les p premieres équations résolues successivement donnent z; = ... =z, =0 : les vec-
teurs (C1,...,C,) sont linéairement indépendants. Remarquons que, sans que ses coefficients
diagonaux soient tous non nuls, la matrice

o O =
_ o O

est de rang 2.

Le choix d’une base b de E de dimension n induit un isomorphisme de E avec C" : si
(v1,...,v,) est une famille de vecteurs de l'espace vectoriel E, alors au vecteur v; correspond
dans C" le vecteur colonne C; de ses coordonnées relativement a la base b et les familles
(v1,...,vp) et (Cq,...,C,) ont méme rang. La matrice constituée de ces vecteurs colonnes a
méme rang que la famille (vy,...,v,). Le rang d’une matrice est relié a la notion introduite
précédemment pour les applications linéaires.

Proposition 3.8 Le rang de la matrice M est le rang de toute application linéaire repré-
sentée par cette matrice.

Preuve : Soit f l'application linéaire de E dans F' représentée par la matrice M pour
un choix de bases b = (by,...,b,) et ¢ = (¢1,...,¢,) de E et F. Les vecteurs colonnes
de M correspondent aux vecteurs colonnes des coordonnées des vecteurs f(by),..., f(b,)
décomposés dans la base ¢ de F'. Ainsi le rang de la matrice M est celui de la famille
f(b) = (f(b1),..., f(by)) et donc celui de I'application linéaire f. O

Proposition 3.9 Soient E et F espaces vectoriels de dimensions respectives p et n. Soit
f une application linéaire de E dans F de rang r. Il existe une base b de E, une base c

de F' telles que
I, 0O
Mb,c(f) = (O 0)

Preuve : Soit S un supplémentaire de Ker f, b une base de S , b une base de Ker fetb

la base b =bUDb de E. Vu que fis : S — Im f est un isomorphisme (cf. preuve du Th.
2.1), la famille f(b) est une base de Im f, qu’on compléte avec une famille ¢ en une base ¢

de F'.la matrice My (f) est de la forme indiquée dans le théoreme. O
. : : : I, .
Soient p,q,r des entiers avec r < inf(p, ¢). La matrice <O 8) de M,, est de rang r. Si
L : , . I. 0 .

P et Q sont des matrices inversibles d’ordre p et ¢ resp., la matrice @) 0 0 P est aussi

0 0

déduites des bases canoniques de CP et C" par des changements de bases décrits par les
matrices P et Q1.
On peut reformuler la discussion précédente par le théoreme

. , . e e I. 0
de rang r, puisque elle représente la méme application linéaire que ( ‘ ) dans des bases

Théoreme 3.2 Soit M une matrice de M,,,. Il existe une matrice ) inversible d’ordre n,
P inversible d’ordre p et un entier r tel que

I, 0O
M=qQ (O O) P.
L’entier v est le rang de M .
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Preuve : On considere 'application linéaire f de CP dans C" représentée par la matrice
M dans les bases canoniques. La proposition précédente assure ’existence de bases de CP

0 L. 1, .
6 N Ainsi, en considérant les matrices de
passage Peanb, Peanc de chacune de ces bases a la base canonique, on obtient

et C™ dans lesquelles f se représentent par

_ _ I, 0
M = Mcan,can(f) = Pc;ull,ch,c<f)Pcan,b = Pcallhc <O O) Pcan,b

soit la forme indiquée par ’énoncé. L]

Théoréme 3.3 Soit M une matrice de M,,,, "M sa matrice transposée. Les rangs de M
et de ‘M sont égau.

I, 0
0 0

I, 0

Preuve:SiM—Q( 0 0

) P, sa transposée vérifie ‘M =P ( ) t{Q. Ainsi M et 'M

ont méme rang.

Corollaire 3.1 Le rang d’une matrice M de M,, est égal au rang de la famille de ses
vecteurs ligne, considérés comme des vecteurs de CP.

Preuve : Les vecteurs ligne de M sont les vecteurs colonnes de sa transposée ‘M . [

Théoreme 3.4 Soit M une matrice de M,,. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. la matrice M est inversible,

2. relativement a une base b de ['espace vectoriel E de dimension n, la matrice M
représente un automorphisme f de F,

3. la matrice M est la matrice d’un changement de base dans un espace de dimension n,

4. le rang de la matrice M est n.

Preuve : L’équivalence de 1 et 2 a été vue précédemment, celle de 3 et 2 a été vue lors de
la définition des matrices de passage. Enfin, la derniere assertion affirme simplement qu’une
application linéaire représentée par la matrice M est surjective, et donc un isomorphisme
vu que les espaces de départ et d’arrivée ont méme dimension. L]

3.5. Matrices particulieres
3.5.1. Matrice diagonale

Définition 3.8 La matrice carrée M = (m;j)i1<ij<n est dite diagonale si m;; est nul dés
que i # 7j.

A Une matrice diagonale est donc de la forme

d 0 ... ... 0
0 dy O :
: 0 d,.1 0
0O ... ... 0 d,
qu’on notera Diag(dy,ds,...,d,). v
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Proposition 3.10 (Interprétation vectorielle) Soit E, muni d’une base b. La matrice
de 'endomorphisme f de E relativement a la base b est diagonale si et seulement si l’image
par f de tout vecteur b; de b est colinéaire a b;.

Preuve : Dire que f(b;) est colinéaire est équivalent a affirmer 'existence d’un scalaire d;

Exemple 3.5 Soient U et V sous-espaces en somme directe de E. La projection p sur U
parallelement a V' est représenté par une matrice diagonale dans une base constituée d’une
base de U et d'une base de V.

L’homothétie de rapport A est représentée par la matrice diagonale Diag(J, ..., \) dans
toute base de E.

La matrice diagonale avec des 1 sur la diagonale, sauf sur la i-eme ligne, est dite affinité.

Proposition 3.11 (i) L’ensemble des matrices diagonales d’ordre n est un sous-espace vec-
toriel de M,, de dimension n, stable par multiplication et transposition.

(ii) Une matrice diagonale est inversible si et seulement si tous ses coefficients diagonauz
sont non nuls. L’inverse d’une matrice diagonale inversible M est diagonale, a coefficients
wmverses de ceuxr de M .

Preuve : La premiere partie résulte directement de la définition. Une base est par exemple
donnée par (Eqq,..., Ey,) ou Ey; a été introduite dans le paragraphe 3.1. Si le coefficient d;
de la matrice D = Diag(dy,...,d,) est nul, alors le noyau de D contient au moins le i-éme
vecteur colonne et la matrice n’est pas inversible. Si tous les d; sont non nuls, la matrice
diagonale Diag(d; !, d,", ... d;1) est bien définie et est inverse de Diag(dy,ds,...,d,). [

»'n

3.5.2. Matrice triangulaire

Définition 3.9 La matrice carrée M = (m;j)i1<ij<n est dite triangulaire supérieure (infé-
rieure resp.) si m;; est nul dés que i > j (resp i < j).

Une matrice triangulaire supérieure ou inférieure avec tous ses coefficients diagonauz
nuls est dite nilpotente.

La définition des matrices triangulaires supérieure (U, comme Upper) et inférieure (L comme
Lower) est facilement rendue par la représentation picturale des matrices :

mi1r M1 ... Mip mi1 0 e 0
0 ma2 : ma1  Ma2
U - , L =
0 oo 00 my, Mpl oo oon Mpp

Proposition 3.12 (Interprétation vectorielle) Soit E un espace vectoriel muni d’une
base b et E; la suite des sous-espaces Ey = {0}, By = Vect(by), Fy = Vect(by, bs), ..., E,_1 =
Vect(by,...,bn—1), By = E. La matrice d’un endomorphisme f de E relativement a la base
b est triangulaire supérieure si et seulement si

f(E)CE;, i=1,...,n—1.
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Preuve : Le ¢-eme vecteur colonne de la représentation matricielle M de I’endomorphisme
f relativement a la base b est le vecteur des coordonnées de f(b;) dans la base b. Ainsi, si M
est triangulaire supérieure, f(b;) est combinaison linéaire de by,...,b; et donc f(E;) C E;.
La réciproque va de soi. L]

Proposition 3.13 L’ensemble des matrices triangulaires supérieures d’ordre n est un sous-
espace vectoriel de dimension n(n + 1)/2, stable par multiplication. La transposée d’une
matrice triangulaire supérieure est une matrice triangulaire inférieure.

Preuve : Commengons par remarquer que la transposition induit un isomorphisme de I’es-
pace des matrices triangulaires supérieures sur celui des matrices triangulaires inférieures.

Une base de 'espace des matrice triangulaires supérieures (inférieures resp.) est la famille
des E;; avec ¢ < j (resp. ¢ > 7), d’ou la dimension n(n +1)/2.

J 9
Si M, M, sont deux matrices triangulaires supérieures représentant les endomorphismes
)

f1, fo dans la base canonique de C", on a, avec les notations précédentes,

fio fo(Es) C fi(E;) C E;

ce qui montre que M; M, , matrice représentant fio fo est triangulaire supérieure. Si My, My
sont triangulaires inférieures, leur produit M; M, (transposé de “My *M; ot *My et *M; sont
triangulaires supérieures) 1’est aussi. O

Proposition 3.14 (i) Si M est une matrice triangulaire nilpotente d’ordre n, M* = 0 pour
k>n.
(ii) Si M est une matrice triangulaire nilpotente d’ordre n, I, — M est inversible et

(In—M) ' =1, +M+M +M ... +M"".

(#ii) Une matrice triangulaire supérieure (inférieure resp.) est inversible si et seulement
si tous ses coefficients diagonauz sont non nuls et l'inverse d’une matrice triangulaire supé-
rieure (inférieure resp.) inversible est une matrice triangulaire supérieure (inférieure resp.).

Preuve : Si M est nilpotente et si f est 'endomorphisme représenté par M dans la base
canonique de C", on a f(E;) C E;_; et, par suite, f*(E;) C E;_y, soit f*(E;) C {0} des
que k£ >i. On en déduit f* =0, soit M"™ = 0.
On a
(L, = M)(I, + M + M*+ ...+ M") =1, — M*,

ainsi pour k >n —1,
(I, — M)(I, + M+ M*+ ...+ M") =1,

et I, + M+ M?+ ...+ M"* est I'inverse de I,, — M.

Si U triangulaire supérieure est a coefficients diagonaux tous non nuls, la matrice D =
Diag(uy1, ..., Un,) est inversible et DU est de la forme I,, — N avec N nilpotente. S’en
déduit I'inversibilité de U = D(I,, — N), dont 'inverse est donné par

(I, -N)'D*'=(I, + N+ N*+ ...+ N\ )D!

qui est triangulaire supérieure.
Si le coefficient diagonal wu;; est nul, alors

EZ' = Vect(Cl, N Oz) = Vect(f(bl), ey f(bl)) C Ei—l
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et
Vect(C’l, ce ,Cn) - EZ',1 -+ VeCt(f<bi+1), ey f(bn>)

est de rang au plus n — 1 et ainsi M est non inversible, comme 'affirme la seconde partie
de la seconde assertion.

Les affirmations concernant les matrices triangulaires inférieures se déduisent de celles
sur les matrices triangulaires supérieures via la transposition. O]

3.5.3. Matrice de permutation

Définition 3.10 Soit o une permutation de {1,...,n}. La matrice de permutation P, est
la matrice représentant dans la base canonique ¢ de C" ['automorphisme transformant le
vecteur ¢; en le vecteur co;y pour i=1,...,n.

Une matrice de permutation a comme coefficients des 0 et des 1, chaque colonne (et chaque
ligne) ne contenant qu’'un seul 1.

Exemple 3.6 Si 0:(1,2,3) — (2,3,1), la matrice de permutation est

P, =

O = O

0
0
1

O O =

Proposition 3.15 Soient 0,7 des permutations. Alors Py = P, Py et Pl=P,.="'P,.
Preuve : On a P,y (¢i) = Coop(i) = Co(p(i)) = FolCo) = Po(Pyci) ]
Exemple 3.7 Si, pour i # j, 7;; est la transposition qui échange 7 et j en laissant les autres

entiers fixes, la matrice de permutation associée, notée aussi F; ;), est sa propre inverse, vu

que 72 = 1.
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4. Déterminants

Les déterminants fournissent une méthode effective du test de I'inversibilité d’une matrice
et de la résolution d’un systeme linéaire. Leur intérét est malgré tout souvent de nature
théorique, car leur calcul effectif requiert rapidement beaucoup d’opérations élémentaires
(multiplications et additions de scalaires) : pour n = 10, on ainsi 3.6 millions (~ 10!)
opérations nécessaires pour le calcul du déterminant d’une matrice d’ordre n générale.

4.1. Déterminants d’ordre 2 ou 3

a

Définition 4.1 Soit M = ) une matrice carrée d’ordre 2. Le déterminant de M est

d
le scalaire, noté dét M , défini par
dét M = ad — bc.
On notera aussi
, (a b a b
dét (c d) e d‘
a [ v
Soit N = [« (' | une matrice carrée d’ordre 3. Le déterminant de N est le
al/ 5// ,y//
scalaire, noté dét N, défini par
i /6/ / O[/ / / /8/
dét N =« ﬁ// :yy// _ﬁ o :yy// Y| BH
On notera aussi
a [0 7 a [ 7y
dét O/ B/ ,.y/ — O/ ﬁ/ ,.Y/
a// ﬁ// fy// O// ﬁ// ,}//

Proposition 4.1 Soit la fonction dét définie sur M,, pour n =2 ou 3.

1. §i on considere le déterminant comme fonction de la j-éme colonne ou de la i-éme
ligne, on a une forme linéaire sur C™.

2. Si on considére le déterminant comme fonction des vecteurs colonnes Cy,Csy, ..., C,,
alors

d66(Ch, .. Clor sy Cr) = —dé6(Ch, .. Cyy o oo Ch)

dét(Cy,...,Cjpy...,Chyy .., Cy) =0 51 Cy = Cy,
On dit que la fonction dét est une fonction alternée.
3. dét 'M = dét M .
4. dét(MM') = dét M dét M.
5. dét Diag(A1, ..., ) = A1... \y. Si M est triangulaire, dét M = mqq ... My, .
Preuve : On ne fait les preuves qu’en dimension 2.
Pour la linéarité, on vérifie que 'expression ad — bc du déterminant a les linéarités

partielles relativement aux colonnes et lignes : par ex., pour la deuxieme colonne, il faut
fixer a et c...
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Le caractere alterné par rapport aux colonnes

a b
d

b a
d c

’:ad—bc:—(bc—ad):—‘

est clair, de méme que par rapport aux lignes. L’invariance par transposition est immédiate

a b L fa b\ o fa )
. d‘:det(c d)—ad—bc-det(b d)_

Quant au déterminant du produit de deux matrices, il résulte d’une identité algébrique
(polynomiale en 8 variables) aisément vérifiable

a c

b d

dét M dét M' = (ad —be)(a'd —b'c)
= [ad +bl][cb’ + dd'| — [ab" + bd'|[ca’ + d'] = dét MM . ]
On en déduit
dét(Ch, Cy + ACy) = dét(Ch, Cy)

en utilisant la linéarité par rapport a la deuxieme colonne et le caractere alterné
dét(Cl, Cz + )\Cl> - dét(Cl, Cg) + )\dét(C'l, Cl> = dét(Cl, CQ) .

En fait, la matrice (C,Cy + AC}) s’obtient en multipliant & droite la matrice (C4,Cy) par
1 A
0 1)

On retiendra qu’on peut ajouter a un vecteur colonne d’une matrice une combinaison
linéaire des autres vecteurs colonnes sans changer la valeur de son déterminant. Vu que la
transposition laisse invariant le déterminant, il en est de méme pour les lignes : ajouter a
une ligne une combinaison linéaire des autres lignes ne change pas la valeur du déterminant
(cet ajout de multiple scalaire de ligne, équivalent & la multiplication a gauche par la matrice
Iy + AF15 ou Iy + AEs;, correspond a une étape dans la réduction de Gaufl des matrices ou
des systemes).

la matrice

Exemple 4.1 Le calcul suivant du déterminant de Cauchy* d’ordre 2 est effectué en utilisant
les propriétés du déterminant (soustraction d’une ligne a une autre, linéarité partielle, valeur
du déterminant d’une matrice triangulaire), sans utiliser la formule initiale le définissant :
c’est 'archétype de calculs de déterminants d’ordre n (pour des matrices particulieres, au
sens ol ils aboutissent rapidement, le calcul d’un déterminant général demandant beaucoup
d’opérations).

1 11
T1+y1  x1+Y2 r1+Yy1
1 1 1

r1+yr  T11Y2
1 1

o o

r2ty1  T2tY2 rot+yr  x2+ty2 r2+Yy1

Y1—y2
— (z14y1)(@2+y1) (z14y2)
Yi1—y2
(z1+y1)(z2+y1) (T2+y2)
1
= Y1 — % 1 ﬂcHl-yz ‘
(1'1 + yl)(x2 + yl) 1 To2+Yy2
_ Y1 — Y2 1 . x1-}-y2 .
(1’1 + y1>($2 + yl) 0 Toty2  Ti+tye

(y1 — y2) (21 — 72)
(21 + y1) (w2 + y1)(21 + y2) (T2 + ¥2)

4 Augustin Louis Cauchy, 21 aotit 1789, Paris, France — 23 mai 1857, Sceaux, France.
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Le déterminant de Vandermonde® d’ordre 3 se calcule tout aussi aisément.

1 =z x? 1 T x? 1 =« x?
1Ly v* = 0 y—z *—2*)|=@y—a)z—2)0 1 y+=z
1 z 22 0 z—a 22—2? 01 242
1 =« x?
= (y—2)(z—2)|0 1 y+z|=Hy—2)(z—2)(z—y)
0 0 z—y

Proposition 4.2 La matrice M d’ordre 2 est inversible si et seulement si dét M est non
nul.

Si la matrice M = (Z b) est inversible,

d
a BN 1 [(d —b
c d S détM \—c a )

Preuve : Si la matrice M est inversible, alors dét M dét M~! = dét(MM ™) = dét 1, = 1
et par suite dét M est non nul. Réciproquement, si le déterminant dét M est non nul, on
vérifie que la matrice de ’énoncé est un inverse (et donc I'inverse) pour M. 0

4.2. Déterminants d’ordre n

Définition 4.2 Soit M wune matrice carrée d’ordre n. La matrice cofacteur du coefficient
m;; est la matrice M;; carrée d’ordre n — 1 obtenue a partir de M en supprimant la ligne
i et la colonne d’indice j (auzquelles appartient le coefficient m;; ).

mi1 e mij—1 mij+1 e mipn
M. mi—11 .. Mi—15-1 Mi—1541 .- Mi—1in
1] T
Miy11 -+ Mig1j—1 Mig1j41 -« Migin
st . Mpj—1 Mpj41 . Myn

Définition 4.3 Le déterminant dét,, M d’une matrice carrée M d’ordre n, noté encore

mir ... Mip
dét M =

Mp1 .. Mpp

est l’évaluation sur M de la fonction dét, : M,, — C (notée par abus simplement par dét )
définie par récurrence de la maniére suivante

- Sin:1, déth:mH.

-sin>1,

dét, M =) (=1)"my; dét,_ My .
j=1

Cette définition (qui prolonge les définitions données précédemment pour n = 2 et 3) est
justifiée par le théoreme suivant qui sera admis

5 Alexandre Vandermonde, 28 Février 1735, Paris, France — 1°* janvier 1796, Paris, France.
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Théoréme 4.1 Soit M une matrice d’ordre n. La valeur du déterminant de M s’obtient
en développant par rapport a n’importe quelle ligne

détnM = Z(—l)i—i_jmij détn_l Mija 1= ]_,...,TL,
j=1
ou en développant par rapport a n'importe quelle colonne
dét, M = (=1)"mydét,_y My;, j=1,....n.
i=1

Les propriétés du déterminant énoncées précédemment (et démontrées en dimension 2) sont
valides en toute dimension :
Proposition 4.3 Soit dét la fonction définie sur M,,.

0. détl, =1.

1. Si on considere le déterminant comme fonction de la j-éme colonne ou de la i-éme
ligne, on a une forme linéaire sur C".

2. Si on considere le déterminant comme fonction des vecteurs colonnes Cy,Csy, ..., C,,
alors

dét(cl,...,Cjo,...,le,...,Cn):—dét(cl,...,le,...,CjO,...,Cn>,

dét(CI,...,Cjo,...,le,...,Cn):OSiCjOIle.

Comme fonction des vecteurs ligne,

A6t " (L1, ... Ligy- - Liy oo Ly) = —dét(Ly, ..., Li,,..., L

TEEEE

dét(Ll,,L .,Lil,...,Ln):OSiLiO:Lil.

i - -
On dit que la fonction dét est alternée.

3. dét 'M = dét M.

4. dét(MM') = dét M dét M.

5. dét Diag(Aq, ..., \n) = A1... \y. St M est triangulaire, dét M = myq ... My, .

Les propriétés 0, 1 et 2 caractérisent la fonction déterminant.

4.3. Inversion d’une matrice

Définition 4.4 Soit M wune matrice d’ordre n. La matrice des cofacteurs de M est la
matrice, notée Cof M , définie par

(COf M)Z] = (—1)i+‘j dét Mij

ot M;; est le cofacteur du coefficient m;; .
La comatrice de M est la matrice, notée Com M , définie par Com M =" Cof M .

Proposition 4.4 Soit M une matrice d’ordre n. Alors

M (Com M) = (Com M)M = (dét M)I,,.
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Preuve : C’est en fait une reformulation du développement du déterminant en lignes ou
colonnes (cf Thm. 4.1). La relation M (Com M) = (dét M)I,, est équivalente aux égalités

Zmik(_l)k+] dét Mjk _ {gestll]l\gnSI 1=17,
k=1
Pour ¢ = j, cette égalité est le développement du déterminant dét M par rapport la 7-eme
ligne. Pour i # j, on a le développement par rapport la j-eme ligne de la matrice M (i, j)
déduite de M en remplacant la j-eme ligne par la i-eme ligne, dont le déterminant est nul
puisque la matrice M(i,7) a deux lignes (la i-eme et la j-éme) identiques.

L’égalité (Com M )M = (dét M)I, s’obtient de maniere analogue en invoquant des déve-
loppements de déterminant par rapport a des colonnes. L]

Théoréme 4.2 Soit M matrice carrée d’ordre n. La matrice M est inversible si et seule-
ment si son déterminant dét M est non nul.
Si M est inversible, alors

M~ = (dét M) Com M, dét(M") = (dét M)~

Preuve : Si M est inversible, d'inverse M’ = M~!, alors dét M dét M’ = détI, = 1 et
donc dét M est non nul. Inversement, si M a un déterminant non nul, alors la formule de
I’énoncé convient pour l'inverse, d’apres la proposition précédente. L]

4.4. Déterminants d’une famille de vecteurs et d’un endomorphis-
me

Définition 4.5 Soit E un espace vectoriel de dimension n, muni d’une base b. Le déter-
minant déty(vy,...,v,) de la famille ordonnée de vecteurs (vq,...,v,) relativement a la
base b est défini comme étant le déterminant de la matrice M = (m;;) des vecteurs colonne
C; des coordonnées des vecteurs v; dans la base b, i. e. C; = "(myj,...,my;) avec v; =
mijby + ... 4+ myib, pour 3 =1,...,n.

A Dans C" muni de sa base canonique c, le déterminant dét.(vy,...,v,) des n vecteurs
v1,...,V, coincide avec celui du tableau matriciel V(vq,...,v,) des coordonnées de ces
vecteurs dans la base canonique.

Si A est une matrice d’ordre n représentant un endomorphisme de C" noté pareillement
et vy,...,v, n vecteurs de C", vu que V(Avy,..., Av,) = AV (vq,...,v,), il résulte de la
propriété 4 de la Prop. 4.3 que

déte(Avy, ..., Av,) = dét Adéte(vy,...,v,). v

Théoreme 4.3 Soit ' un espace vectoriel de dimension n, muni d’une base b. La famille
de vecteurs (vy,...,v,) est une base de E si et seulement si déty(vy, ..., v,) est non nul.

Preuve : Le déterminant déty(vy,...,v,) peut étre interprété comme celui de la matrice
M représentant I’endomorphisme f de C" qui au vecteur e; de la base canonique associe
le vecteur colonne des coordonnées de v; dans la base b. La matrice M est inversible si
et seulement si 'application linéaire f est un isomorphisme, ainsi le déterminant dét M =
déty(vy,...,v,) est non nul si et seulement si la famille (v;) est une base. OJ
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Proposition/Définition 4.1 Soit f un endomorphisme de E. Le déterminant dét My(f)
de la matrice My(f) représentant f dans la base b de E ne dépend pas de la base b. Sa
valeur est appelée le déterminant de [’endomorphisme f .

Preuve : Si P, ; note la matrice de passage de la base b a la base g,
My(f) = Py LM (1) Py
et par suite
dét My (f) = dét P_ - dét My(f) dét P, 5 = dét Mg (f),

ce qui assure l'indépendance de dét My(f) vis a vis du choix de la base b. O

4.5. Rang

Proposition 4.5 Soit A une matrice carrée d’ordre r et A obtenue de A par échange de
lignes et colonnes. Alors dét A = edét A avec €2 = 1.

Preuve : L’échange de deux lignes ou deux colonnes transforme le déterminant en son
opposé, ainsi le résultat final est la multiplication par 1 ou —1. O]

A Une matrice de permutation a pour déterminant 1 ou —1. v

Définition 4.6 Soit I = {iy,....in} C{Ll,...,n} et J ={j,...,5 € {1,...,p}. Si A
est une matrice de M, la matrice Ay = (@i, j,)1<k<mi<i<q €st dite matrice extraite de A.
Si Apy est carrée, son déterminant est dit déterminant extrait de A.

A La matrice Aj; est obtenue a partir de A en enlevant toutes les lignes (et colonnes)
d’indice hors de I (resp. J). v

Théoreme 4.4 Le rang r d’une matrice M de M,,, est l'ordre maximal d’un déterminant
extrait de M qui soit non nul ou d’une matrice carrée extraite inversible.

Preuve : Supposons que M ait un déterminant Az extrait d’ordre 7 non nul. A permutation
des lignes et colonnes pres, on peut supposer que Az est le déterminant de la matrice déduite
de M en considérant les 7 premieres lignes et 7 premieres colonnes, soit My = (m;;j)1<; j<7-
La matrice M7 de déterminant dét M7z = Az non nul est inversible, ses vecteurs colonnes

fC’\; = Yayj,...,a7),j = 1,...,7 sont indépendants, et donc aussi par suite les vecteurs
Cj = Yajy ... an;),j=1,...,7 : M est de rang au moins 7, soit r > SUPA_40 T -
Supposons M de rang r. A permutation des colonnes prés, on peut supposer que les
vecteurs colonnes (C,...,C,) (vecteurs de C") sont indépendants. Le rang de la matrice
aipy ... QAip
Ap1 ... QApp

est aussi celui de ses lignes, donc a permutation des lignes pres, on peut supposer que les r
premieres lignes (vecteurs de C") sont indépendantes, ainsi on a une matrice carrée

air ... Qup

Ary .. Qpp

dont les r lignes sont indépendantes : ces r lignes, vecteurs de C", constituent une base de
C" et donc la matrice A, est inversible, donc de déterminant non nul. La matrice A a donc
un déterminant extrait d’ordre r non nul, soit, avec ce qui précede, 7 = supy_4o 7 [
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4.6. Aire et volume

Définition 4.7 Le parallélotope P engendré par n vecteurs (vi,...,v,) dun espace vecto-
riel E est l’ensemble P = {\jv1 + ...+ A\, A € [0,1]}.

Soient n vecteurs vy, ..., v, indépendants de R™. Le volume Vol(P) du parallélotope P
engendré par ces m vecteurs est défini comme la valeur absolue | dét(vy,...,v,)| du déter-

minant de ces n vecteurs relativement a la base canonique.

A Sin =1, le vecteur v; € R détermine le segment de longueur |vy|, le scalaire-vecteur 1
représentant la longueur unité.

Si n = 2, un parallélotope est 'habituel parallélogramme et le volume, nommé aire, du
parallélogramme engendré par (aey, bey) (qui est un rectangle dans une représentation ot les
vecteurs (eq, ep) sont considérés comme orthogonaux, de longueur unité) est ab si (eq, es) est
la base canonique. Les vecteurs (vy,v2) déterminent le parallélogramme d’aire |dét(vy, vs)|,
de méme aire que le parallélotope déterminé par (vy, v, + avy), qui est un “rectangle” pour
a convenable.

Si n = 3, on obtient un parallélépipede.

En général, si (vy,...,v,) sont dépendants, le déterminant dét(vq,...,v,) est nul d’une
part, le parallélogramme engendré par ces vecteurs est dans un sous-espace strict de R"™ et
donc a un volume n-dimensionnel nul d’autre part. v

Proposition 4.6 Soit AP le parallélotope image du parallélotope P par l’endomorphisme
A de R™. Alors Vol(AP) = | dét A| Vol(P).

Preuve : L’image AP est un parallélotope
AP = A{ v+ ...+ Ao, A € [0, 1] = {\Av + ...+ N Ao, A € 0,1}
de volume
Vol(AP) = |dét(Avy, ..., Av,)| = | dét Adét(vy, ..., v,)| = |dét A| Vol(P). 0

cosf sind

Exemple 4.2 Si A = (_ sinf cosd

) , le parallélogramme AP a méme aire que le paral-

lélogramme P.

4.7. Systemes linéaires

Le systeme linéaire

a1y + apre + ... + A1ply = bl

a1y + agxre + ... + QopTyp = b2
(5)

11 + a2 + ..+ T, = by

peut étre interprété sous forme matricielle
(S) AX =B, XeC?,

avec A = (a;;) € My, et B =*(by,...,b,) € C" donnés et X = *(zy,...,x,) le vecteur
colonne des inconnues, ou en termes vectoriels

(5)  fw)=b, veE,

avec F espace vectoriel isomorphe a CP, F' espace vectoriel isomorphe a C™ et f application
linéaire de F dans F' (f,b,v correspondant a A, B, X par le dictionnaire induit par le choix
de bases dans E et F').
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Définition 4.8 Le systéeme (S) AX = B est dit homogene si B =0.
Proposition 4.7 L’ensemble des solutions du systeme homogéne

(H) AX =0, XeCr,
est un sous-espace vectoriel de dimension p —rgA.

Preuve : Cela résulte aisément de I'interprétation opérationnelle, ot ’ensemble des solutions
est vu comme un noyau, de dimension p —dimImA =p —rg A. [

Proposition 4.8 Si le systeme
(S) AX =B, XeCr,

a une solution, l’ensemble des solutions du systéme (S) s’obtient en ajoutant une solution
particuliére de (S) a l’ensemble des solutions du systéme homogéne

(H) AX =0, XeCr,
assoCcie.

Le cas particuler des systemes a méme nombre d’inconnues que d’équations est spécialement
important.

Définition 4.9 Soient A € M, et B € M,,. Le systéme de n équations linéaires a p

inconnues (1, ...,Tp)
AX =B, X=%Yxi,...,2p).

est dit systéme de Cramer® si
— le nombre n d’équations est égal au nombre p d’inconnues,

~ la matrice A = (aij)1<ij<n est inversible.

Théoreme 4.5 Soit (S) AX = B un systéme de Cramer.
(1) Le systéme (S) a une solution unique donnée par X = A™'B.
(ii) La solution X du systéeme (S) a pour coordonnées

z;=(dét A)7tdét4;, i=1,....n (4.1)

ou A; est la matrice d’ordre n obtenue a partir de A en y remplagant la colonne dindice 1
par le vecteur colonne B.

Preuve : Vu que A est inversible, le systeme (S5) a une solution et une seule donnée par
X=A"'"B=(détA)"'Com A B

dont la 7-eme coordonnée vaut
z = (détA)"'> (Com A)iby
k=1
= (dét AN " b(—1)"H dét Ay

k=1

6Gabriel Cramer, 31 juillet 1704, Geneve, Suisse — 4 janvier 1752, Bagnols-sur-Ceze, France.
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ou on reconnait le développement par rapport a la i-eme colonne du déterminant

apg ... -1 by aypr ... an
g1 - Qgi—1 bp Qg1 .. Qg—1n
Ap1 --. Gpi—1 bn Qni+1 - - Qnn ]

En général, le rang r du systeme (S) est celui de la matrice associée
r=rgA=p—dimker A=rgf =dimE — dimKer f,

ou p est le nombre d’inconnues.

Ce rang est égal a la dimension du sous-espace des B tels que le systéme (S) ait une
solution : il est appelé nombre d’inconnues principales. L’entier p — r nombre d’inconnues
libres : une solution générale du systeme dépend de p — r variables.

Un systeme général (S) de rang r peut se réduire a un systeme de Cramer. On per-
mute tout d’abord les lignes de telle maniere que les r premieres Lq,..., L, (avec L; =
(a1, ...,a;)) soient de rang r. Si I > r, pour des scalaires \;; convenables,

L] - i /\UL,L .
i=1

Une condition nécessaire pour que (S) ait une solution est
s
(C) b= ub, I=r+1..,n.
i=1
Si ces conditions sont vérifiées, le systeéme (S) est équivalent a
P
(S), Zaijxj:bi, izl,...,T.
j=1

On permute les colonnes de telle sorte que la matrice A, = (a;j)1<; j<, soit de rang r. Le
systeme (S)" se réécrit

(S)" AH(wy,...,x.) =B, — A zpi1,. .., 7p),
avec A = (aij)1<i<rr+1<j<p- Ce systeme est de Cramer avec solution

Yy, a,) = ATY(By — A2y, .. 1p))

A permutation des variables prés, et sous réserve des conditions (C), le systeme (S) a

comme solution (xy,...,x,) dont les variables (z1,...,z,) (les variables principales) sont
déterminées de maniere unique une fois les variables (z,41,...,%,) (les variables libres)
fixées.

L’expression des solutions d’un systeme a la Cramer (4.1) n’est pas toujours la meilleure
fagon de le résoudre. L’élimination de Gauss est une méthode systématique (implémentable
sur machine) souvent plus efficace : cette réduction a un systéme échelonné est, en termes
matriciels, une mise sous forme triangulaire d’une matrice par des opérations élémentaires
qui sont décrites dans ’appendice. Il ne faut pas oublier que des résolutions au cas par cas
sont aussi possibles (voire nécessaires dans le cas ou les nombres des variables et d’équations
different) ainsi du deuxiéme exemple de la section suivante.
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4.8. Deux exemples de systemes
Le premier exemple donne lieu a interprétation géométrique.

Exemple 4.3 Soient u, vy, wq, us, v9, wy des scalaires (qu’on pourra supposer réels afin de
se placer dans l'espace réel de dimension 3) non tous nuls et le systéme

(D) wr + vy + wz = 0
U + vy + wyz = 0
considérons les déterminants
U1 Wy w; U Uy v
dl = ) d2: ) d3:
Vo W2 Wy U2 Uz V2
La nullité du déterminant
U V1 wq
Ay =luy v wy
Uz V2 W2

donne, par développement par rapport a la premiere ligne et la deuxieme
Uldl + U1d2 + w1d3 =0.

En considérant le déterminant
Uz V2 W2
Ay =|u; v1 wy )
Uz V2 W
on obtient pareillement
Ugdl + Ugdg + w2d3 =0.

Si (di,ds,ds) n'est pas le vecteur nul, alors le systeme (D) est de rang 2 et son espace
de solutions (de dimension 3 —2 = 1) est la droite C(dy,ds,ds3), intersection des plans P;,
1= 1,2 d’équation
(P) wzx+vy+wz=0.

Sinon, le systeme est de rang 1, avec espace de solutions de dimension 2 : les deux plans
P, et P sont confondus, égaux a cet espace de solutions.
Dans le deuxieme exemple, des transformations simples permettent de résoudre le systéeme

donné.

Exemple 4.4 Considérons le systeme

(1+a1)x1 + T + ... + Tn = b1
T -+ (1+CL2)I2 + ... + Tn = bz

(4) :
) + ) + ...+ Q+ay)z, = b,

En posant s = x1 + ...+ x,, le systeme (A) se réécrit en le systeme équivalent

(

+ ary = b
+ Gxy = bg
Ay 4
+ apx, = b,
(s — 1 - ... = Ty = 0
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Soient A; =[], ;a5 et P =[] a:.
Supposons tous les a; non nuls. En multipliant, pour ¢ = 1 a n, la 7-éme ligne du systeme
précédent par A; et la derniere ligne par P, on obtient le systeme équivalent

’AlS + PZL‘l = A1b1
AQS + Pﬂfz = Agbg
(A9
A,s + Pz, = A,b,

Ps - Pxy — ... — Px, = 0

En additionnant les n premiere lignes a la derniére, on remplace (A)” par le systeme (A)”
équivalent avec derniére équation Ds =Y " | A;b; ot D = P+>"" | A;. Ainsi, si D est non
nul, on obtient s = D' Y™ | A;b; et par suite

. Azbz — AiS o bz — D! Z?:l Azbl
N P B a; .

X

Si D est nul, pour que le systeme (A) ait une solution, il est nécessaire que Y - | A;b; soit
nul, auquel cas (A) a en terme de la variable libre s les solutions

Ii:(bi—S)/CLZ’, ZIL,TL

Si I des a; sont nuls (par exemple a; = ... = a; = 0), la condition b; = ... = by est
nécessaire pour que (A)’ ait des solutions et dans ce cas, les solutions dépendent de n— 1+ 1
variables principales (soit xy,...,x, et une ¥ parmi les x1,...,x;) et I — 1 variables libres
(les 1,...,x; & l'exception de T)

l’j = (bj—bl)/aj, j:[—l—l,...,n,
I
T = bl—IL‘[_H—...—In— Z Z;,
1=1,2, AT

Si I =1, la solution est unique : si a; est nul, le déterminant de (A) est calculé aisément
comme étant D. C’est vrai en général, puisque si tous les a; sont non nuls, on a

1+ a; 1 1 AA+P A L. A
} 1+ ay 2 1 4 1 1+ay 2 1
i 1 1—1-.an 1 1 1—1-.an

1 1 1
1 1 1—1-.an
1 0 0

_ap|t® o Y p
10 ... a

Dans la deuxieme égalité, on aura ajouté a la premiere ligne L; la combinaison linéaire
>, A;L; et mis en facteur D, puis pour la troisieme égalité retranché la premiere colonne
a chacune des autres pour obtenir une matrice triangulaire.
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5. Appendice : opérations élémentaires sur les lignes

Il s’agit dans cet appendice’ de décrire un moyen pratique algorithmique qui remplace le
calcul explicite des matrices inversibles () et P permettant de passer d’une matrice A a la
matrice équivalente de la forme Q1A P = (Ig 8). Il est facile de voir que la multiplication
d’une matrice A & gauche par une matrice carrée Q! revient & remplacer les lignes de A
par des combinaisons linéaires de ces lignes, tandis que sa multiplication a droite par une
matrice carrée P revient a remplacer les colonnes de A par des combinaisons linéaires de
ces colonnes. Nous allons donc considérer ici seulement 1'un de ces deux types d’opérations,
les opérations sur les lignes, qui correspondent a des multiplications a gauche. La description
des opérations sur les colonnes serait bien entendu tout a fait analogue.

Les formes réduites auxquelles on peut espérer parvenir en multipliant une matrice A

seulement a gauche sont décrites dans la définition suivante.
Définition 5.1 Soit A € M,,,, une matrice dont on note ay; les coefficients. On dit que
cette matrice est échelonnée s’il existe un entier r < p et des indices 1 < j; < jg < -++ <
Jr < n tels que pour k <1 on ait ag; =0 s1 j < ji et agj, # 0, et que pour k > r on
ait ap; =0 st 3 <n. En outre, une matrice échelonnée est dite réduite si de plus pour tout
E<ronaaj =0sl#k et ag, =1.

Exemple 5.1 Considérons les matrices

2 3
1 -1

A= —
0 0

o o
NSNS

1 1
0 , B=10
0 0

o = O
o O O

1 1
ol, c=1o
1 0

o = O

La matrice A n’est pas échelonnée car j3 = 3 # 3 = jo, mais les deux autres matrices sont
échelonnées. La matrice échelonnée B n’est pas réduite car byy, = 1 alors que by devrait
étre le seul coefficient non nul de la colonne 4. Seule la matrice C' est échelonnée réduite.

Bien entendu, pour obtenir des matrices équivalentes, il ne faut effectuer que des opéra-
tions réversibles. C’est pourquoi nous nous bornerons a considérer les opérations élémentaires
suivantes :

(a) échange de deux lignes;

(b) multiplication d’une ligne par un réel non nul;

(c) addition & une ligne d’un multiple d’une autre ligne.

Il est important d’observer que ces opérations correspondent a des multiplications a gauche
par des matrices carrées inversibles.

Et en effet, I’échange de la j-eme ligne et de la k-eéme ligne s’obtient en multipliant a
gauche par la matrice de permutation P,z (qui est sa propre inverse).

De méme, la multiplication de la j-eme ligne par le réel x # 0 s’obtient en multipliant a
gauche par la matrice diagonale D;, = D(1,...,1,2,1,...,1) ou = est le j-eme coefficient
diagonal : on a Dj_; =Dj,1.

Et enfin, 'addition a la j-éme ligne de z fois la k-éme ligne (avec j # k) s’obtient
en multipliant a gauche par la matrice triangulaire 7}, avec des 1 sur la diagonale et le
coefficient sur la j-eéme ligne et k-eme colonne non nul valant x, d’inverse T} _,.

Ces opérations élémentaires suffisent a effectuer toutes les transformations réversibles
puisque, comme on le verra plus loin, toute matrice carrée inversible Q' € M, peut s’écrire
comme un produit de matrices d’opérations élémentaires.

"Sans restreindre la généralité, on suppose dans cet appendice les scalaires réels.
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Proposition 5.1 Toute matrice A € M,,,, peut étre transformée en une matrice échelonnée
réduite par une suite finie d’opérations élémentaires, et la matrice échelonnée réduite ainsi
obtenue ne dépend pas du choix de ces opérations élémentaires (unicité de la matrice éche-
lonnée réduite obtenue par opérations élémentaires, aussi appelée équivalent canonique de

A),

Preuve : L’existence de la réduction provient simplement de 1’algorithme de Gauss, que
nous rappelons maintenant.

Notons j; le plus petit indice d’une colonne non nulle. On peut obtenir a;;, # 0 en
échangeant (au besoin) deux lignes, puis a;;, = 1 en divisant la premiere ligne par a;, . En
soustrayant alors ay;, fois la premiere ligne de la k-eme ligne, on fait ainsi apparaitre des
zéros dans tout le reste de la j;-éme colonne.

On répete maintenant cette opération en cherchant dans les colonnes formées par les lignes
2 & p le plus petit indice j d’une colonne non nulle, et comme la j;-éme colonne (réduite aux
lignes 2 a p) n’a que des zéros, on a donc j > j;. Par les mémes opérations élémentaires que
ci-dessus, on obtient sans modifier les a;; pour j < j» une nouvelle matrice ou ag;, = 1 est
le seul coefficient non nul de la js-éme colonne, puis on continue en considérant les colonnes
formées par les lignes 3 a p.

On poursuit ainsi la réduction tant que ’on trouve des colonnes non nulles dans les lignes
restantes, et on note (< p) le dernier indice d’une ligne non entiérement nulle. On obtient
par ce procédé une matrice échelonnée réduite.

Comme nous n’utiliserons pas explicitement la propriété d’unicité de 1’équivalent cano-
nique, nous ne ferons qu’en ébaucher la démonstration. Elle résulte simplement de ce que
les opérations élémentaires sont réversibles, si bien que si une méme matrice A peut étre
transformée en deux matrices B et C, alors les lignes de B sont des combinaisons linéaires
des lignes de C' et réciproquement. Si donc B et C sont des matrices échelonnées réduites
obtenues a partir d'une méme matrice A, on en déduit que les lignes de B sont des lignes
de C' et réciproquement, et donc que B = C'. O]

Suivant les applications que 'on a en vue, on pourra n’effectuer qu'une partie de la
réduction, par exemple en obtenant une matrice échelonnée sans poursuivre jusqu’a la forme
réduite. Nous décrivons maintenant quelques-unes des applications de cet algorithme.

5.1. Calcul du rang et construction d’une base

Il est facile de voir qu’avec les notations de la définition donnée plus haut, les r premieres
lignes d'une matrice échelonnée de M, ,, forment une famille libre de vecteurs de R". En
effet, si l'on note Ly, ..., L, ces r premieres lignes, et si xy Ly +---+ x, L, = 0,alors le j;-
eme coefficient de ce vecteur est x; ay;, =0, d’ott 2y = 0 puisque a;;, # 0. On voit ensuite
que le jo-eme coefficient vaut g ag;, = 0 d’oit 2 = 0, et on montre ainsi successivement
que tous les x; sont nuls.

L’entier r est donc le rang de la matrice échelonnée, et comme deux matrices équivalentes
ont méme rang, il suffit donc pour déterminer le rang d’une matrice A donnée d’effectuer
une réduction de cette matrice a une forme échelonnée équivalente.

De méme, si on se donne par leurs coefficients dans une méme base b une famille C de p
vecteurs d'un espace de dimension n, la méthode de réduction permet de déterminer le rang
de cette famille ainsi qu'une base du sous-espace Vect C. Pour cela, disposons les coefficients
dans b des p vecteurs donnés comme les p lignes d'une matrice A € M,,,,. La réduction de
cette matrice par des opérations élémentaires sur les lignes remplace les lignes de A par des
combinaisons linéaires de ces lignes sans modifier le rang. Les lignes de la matrice modifiée
engendrent donc toujours le méme sous-espace VectC a chaque étape. En parvenant a une
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matrice échelonnée, on obtient donc le rang r de la famille C, et les r premieres lignes de
cette derniere matrice fournissent les coefficients dans b d’une base de VectC.

Si par exemple C = (vi,vq,v3) avec vi = (1,2,-1,2), vy = (2,5,—1,4) et vy =
(0,3,3,0), on effectue la réduction

1 -1 1
2 1
0

W ot N

1
0
0

SR
!
!
o~
o o

— 1
3 0

qui permet de conclure que rgC = 2, et que (v, % v3) est une base de VectC.

5.2. Test d’inversibilité et calcul de 'inverse

Soit A € M,, une matrice carrée. Cette matrice est inversible si et seulement si elle est
de rang p. Or une matrice échelonnée B € M, est de rang p si et seulement si j, = k pour
tout k puisque I'on doit avoir 1 < j; < jo < --- < j, < p, et donc parmi les matrices carrées
d’ordre p, I, est la seule matrice échelonnée réduite de rang p. On obtient ainsi que A est
inversible si et seulement si son équivalent canonique est I,,. Ce résultat a deux conséquences
importantes.

La premiere, c’est que toute opération réversible sur les lignes peut s’obtenir par une
suite finie d’opérations élémentaires. En effet, une opération réversible sur les lignes peut se
représenter par une multiplication & gauche par une matrice inversible Q~!. Or la réduction
de la matrice () par opérations élémentaires revient a multiplier a gauche cette matrice
par les matrices Q;l des opérations élémentaires, de la forme Py, Dj. Tjk.. Comme
(@ est inversible, son équivalent canonique est I,, et la réduction complete s’écrit donc
Q]_VlQZ_Vl_l QT'Q =1, soit Q71 = Q]_Vl ...Q7', ce qui traduit que I'opération réversible
Q! peut étre réalisée par la suite Q' ..., Q' d’opérations élémentaires.

L’autre conséquence, c’est que la méme formule Q! = Q]_Vl ...Q7" que nous venons
d’écrire permet aussi le calcul pratique de 'inverse en disposant a coté de la matrice A a
inverser la matrice identité et en lui faisant subir les mémes transformations qu’a la matrice
A. En effet, cette deuxieme matrice sert alors de mémoire des opérations effectuées, et prend
la valeur A~! lorsque I'on parvient a I’équivalent canonique [, de A.

Exemple 5.2
1 0 2 1 00
A= 12 -1 3 010)l=I5 — [..] —
4 1 8 0 01
100 -1 2 2
- [..] = ILt={(010 —4 0 1 ]=A"
0 01 6 -1 -1

5.3. Résolution de systemes linéaires

Un systeme linéaire

a1 r1 + aipry + ... + apT, = by,
ag1 L1 + 99 To 4+ ... + Aop Ty = bQ,
Ap1 1 + appTy + ...+ Ty, = by,
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de p équations a n inconnues peut s’écrire matriciellement sous la forme A X = B en notant
X € M, le vecteur colonne des inconnues x;, B € M, le vecteur colonne des seconds
membres b, et A € M,, la matrice des coefficients ay;. La réduction des matrices par
opérations élémentaires sur les lignes va nous permettre d’obtenir un moyen algorithmique
de résoudre un tel systeme.

En effet, si on effectue des opérations élémentaires simultanément sur la matrice A et le
vecteur colonne B disposé a coté de A, alors chaque nouvelle forme obtenue est un “codage”
d’un nouveau systeme linéaire équivalent au systeme d’origine. On peut donc chercher a
résoudre ce systeme une fois que la matrice A a été transformée en son équivalent canonique.
En supposant donc que la matrice A est échelonnée réduite, il y a alors deux situations
possibles :

e Si pour un indice k > r on a by # 0, la k-eme équation s’écrit Oxy + --- + 0z, = by,
et le systeme n’a pas de solution.

e Sion a b, =0 pour tout indice k > r, le systeme a des solutions, que 'on décrit de la
fagon suivante : pour tout indice j différent des valeurs jj, I'inconnue z; est appelée
imconnue libre et peut prendre n’importe quelle valeur; les autres inconnues qui sont
les x;, sont appelées inconnues principales, et s’expriment en fonction des inconnues
libres et des seconds membres directement en utilisant la forme échelonnée réduite.

Exemple 5.3 Si m désigne un parametre réel, on considere le systeme

r 4+ 3y — 2z = 2
2z + Ty — =z 5
r + 2y — 2z = m

que 'on représente et réduit sous la forme

1 3 -1 2 1 3 -1 2 1 0 —4 -1
2 7 -1 5) — 0 1 1 1 — 01 1 1 ,
1 2 =2 m 0 -1 -1 m—2 00 O m—1

ce qui signifie que le systeme d’origine est équivalent au systeme

T — 4z = -1
Yy + oz = 1
0 = m-—1.

Ce systeme se discute donc de la fagon suivante :
e Si m#1,il n’y a pas de solution.

e Si m = 1, la derniére équation devient 0 = 0 et peut étre ignorée. L’'inconnue z est alors
une inconnue libre tandis que les inconnues = et y sont les inconnues principales : la premiere
équation se résout sous la forme z = 4z — 1 et la deuxieme sous la forme y = 1 — z. Par
conséquent, les solutions du systéeme sont données dans ce cas par

r = 4z-—1
y = 1—=z2
z = 2z

pour tout z € R.
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