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Liste d’exercices n° 1

Exercices fondamentaux

1. Compléter le tableau suivant :

Avec la valeur absolue | Sur la droite des réels | Inégalités | Intervalle
lz| <3
lx —3] <5
['5’3]
—3<r<T
|z + 6] > 2
] -1 7[

2. Montrer que pour z et y des nombres réels, on a ||z| — |y|| < |z — y|.

3. On définit I’ensemble des nombres complexes C comme ’ensemble des z + iy avec x et y € R, muni
des opérations habituelles, et on admet que c’est un corps. Pour tout nombre complexe z = x + iy, on
note |z|? = 2% + y2.

1. Montrer que si w = u + v est un autre nombre complexe, alors :
(12 4+ w]? = |22 = [w]?)® < 4 (zu + yv)? + 4 (20 — yu)? = 4]2[*|w]>.

2. En admettant que tout nombre réel positif possede une racine carrée positive, montrer que 0 < a < b
entraine que y/a < Vb, et en déduire que les modules |z| = /22 + y? de nombres complexes vérifient
Iinégalité de convezité ou inégalité triangulaire : |z + w| < |z| + |w|.

4. A partir de 'axiome des segments emboités, démontrer que R est archimédien, c’est-a-dire que R
possede la propriété suivante : Vo € R, Vy € Ry, 3In € N tel que nxz > y. (Indication : on procedera par
labsurde dans le cas ou < y en considérant la famille de segments [0,y/(2").z] et on montrera qu’il
existe un entier ng > 0 tel que pour tout n > ng, 1 ¢ [0,y/(2").x]).

En déduire, en utilisant la formule du bindme de Newton, que : Vz € R,Vy € Ry, si x > 1 alors
dn € N tel que z" > y.

5. Déterminer (s’ils existent) les bornes supérieures, bornes inférieures, plus grands ou plus petits éléments
des ensembles, fonctions ou familles ci-dessous :
1. Les ensembles A =]—1,2], B =]—o00, —V2[U]3,4[U {7} et C =R%.
2. Pour f(x) = 3z et g(z) = 1—2x sur 'intervalle I = [0, 1], les fonctions f, g et f+g. Qu'observe-t-on ?
3. Les familles ((—1)" + %)nEN* et (2(*1)%)
6. Soit A une partie majorée de R et M € R. Montrer que M = sup A si et seulement si les deux
propriétés suivantes sont vérifiées :
— (i) Vae A,a < M,
— (it) Ve > 0,3a € A, avec M — € < a.
Si on suppose que A est minorée, donner une caractérisation analogue de inf A.

neN’

7. Soient A et B deux ensembles de nombres réels positifs, et ¢ un nombre réel positif. L’objectif est de
comparer les bornes des ensembles A+ B={a+bcR;ac Aetbe BletcA={caceR;ac A}
avec les bornes de A et de B.

1. Montrer que si sup A et sup B existent alors sup(A + B) et sup(cA) existent.



2. On suppose que sup A et sup B existent. En raisonnant par ’absurde et en utilisant le résultat de
lexercice précédent, montrer que sup(A + B) = sup A + sup B et sup(cA) = ¢ sup A.

8. Soient I un intervalle de R et J un ensemble d’indices.

1. Montrer qu’une fonction réelle f : I — R est bornée si et seulement si la fonction |f| est majorée, et
qu’une famille (x;);cs de nombres réels est bornée si et seulement si la famille (|z;|) e est majorée.

2. Soient maintenant f : I — C une fonction a valeurs complexes et (z;);jecs une famille de nombres
complexes. On dit par définition que la fonction f est bornée si la fonction réelle |f| est majorée, et
que la famille (z;);jcs est bornée si la famille réelle (|z;]);cs est majorée. Montrer que les fonctions
complexes bornées forment un espace vectoriel (sur R ou C), et que les familles complexes bornées
forment un espace vectoriel (sur R ou C).

3. Montrer de plus que la fonction complexe f est bornée si et seulement si les deux fonctions réelles
Rf et Sf sont bornées, et que la famille complexe (2;);ecs est bornée si et seulement si les deux
familles réelles (Rz;);jes et (32;) ey sont bornées.

9. Soient X et Y deux ensembles, et f: X — Y une application. On dit que

— f est surjective si tout élément de Y est 'image d’au moins un élément de X, c’est-a-dire que pour
tout y € Y, I’équation y = f(x) a au moins une solution dans X,

— f est injective si tout élément de Y est 'image d’au plus un élément de X, c’est-a-dire que pour
tout y € Y, I’équation y = f(x) a au plus une solution dans X,

— f est bijective si tout élément de Y est I'image d’exactement un élément de X, c’est-a-dire que
pour tout y € Y, I"équation y = f(x) a exactement une solution dans X ; autrement dit, f est a la
fois surjective et injective.

Si Z est un troisieme ensemble et g : Y — Z est une application, montrer que

1. si f et g sont surjectives, alors g o f est surjective

2. si f et g sont injectives, alors g o f est injective

3. si f et g sont bijectives, alors g o f est bijective et (go f)™! = ftog™!

4. si go f est injective, alors f est injective

5. si go f est surjective, alors g est surjective

10. Soient X et Y deux ensembles, et f: X — Y une application.
1. Si A et B sont des parties de X, montrer que
(a) AC B = f(4)C f(B)
(b) F(AUB) = f(4)U f(B)
(c) f(ANB) C f(A)N f(B). L’inclusion réciproque est-elle vraie ?
2. Si A’ et B’ sont des parties de Y, montrer que
(a) A'C B = f~1(A) C f1(B)
(b) f7HA'UB) =Y (AU fUB)
(c) fFUANB) = f~YA)n f~Y(B).

Exercices complémentaires

11. Pour tout (m,n) € N* x N*, on pose wy,n, = 1/m+1/n, et on note U = {up, n; (m,n) € N* x N*}.
Calculer sup U et inf U.

12. Le but de l'exercice est de montrer que ’on ne peut pas munir C d’une relation d’ordre total
compatible avec les deux opérations usuelles (addition et multiplication). En supposant qu’il existe sur
C une relation d’ordre total compatible avec ces deux opérations, démontrer que pour tout z € C, on a
2z >0 ou z < 0, puis en déduire que 22 > 0 dans les deux cas. Montrer ensuite que 1 > 0 et —1 > 0, et
en déduire une contradiction. Conclure.

13. Le but de cet exercice est de montrer que tout intervalle ]a, b[ non vide contient au moins un rationnel
et au moins un irrationnel (on dit alors que les rationnels et les irrationnels sont denses dans R). On
admettra qu’il existe au moins un irrationnel que ’on notera zp (un tel irrationnel est implicitement
fourni par exemple par I'exercice ci-dessous).



1. Premier cas : a < 0 < b. Montrer a 'aide de I'axiome des segments emboités que ]a, b[ contient au
moins un irrationnel de la forme x = 27"z pour n assez grand.

2. Deuxieme cas : 0 < a < b. Montrer, toujours a ’aide des segments emboités, que 27" < b — a pour
n assez grand, et que 277 < (1/b) pour p assez grand. En déduire que I'intervalle ]a, b[ contient un
rationnel ¢ = k27" pour un entier k < 2"*P puis qu'il contient aussi un irrationnel (considérer
I'intervalle Ja — ¢, b — q[).

3. Troisieme cas : a < b < 0. Montrer comme dans le cas précédent que cet intervalle contient au
moins un nombre rationnel et au moins un nombre irrationnel.

14. Le but de cet exercice est de montrer que les rationnels ne possedent pas la propriété d’existence de
I'axiome des segments emboités.

1. Montrer que 1’équation 22 = 2 n’a pas de solution rationnelle (par des arguments arithmétiques, en
cherchant la solution sous la forme x = (p/q) et en discutant la parité de p et de q).

2. Montrer que la fonction z +— 22 est croissante sur [1,2]NQ. On pose a1 = 1,b; = 2,m,, = %(an—i—bn),
puis : anp4+1 = My et by = by si mi <25 Gpe1 = Ay €t bpyp1 = my, si m% > 2.

3. Montrer que a, et b, sont rationnels pour tout n, que le cas m2 = 2 ne se produit pas, et que si =
appartient & tous les segments [y, b,] N Q alors x? = 2.
Conclure (on pourra aussi en déduire qu'il existe un nombre réel x € [1,2] vérifiant 22 = 2, et que
ce nombre est irrationnel).

15. On rappelle quil n’existe pas de nombre rationnel z vérifiant 22 = 2 (voir exercice ci-dessus).
Montrer que si x € Q vérifie 22 < 2, alors il existe un nombre rationnel € > 0 tel que (x +¢)? < 2. En
déduire que 'ensemble {z € Q; 22 < 2} n’a pas de borne supérieure dans Q.

16. Montrer que pour tous réels a et b,ab < %(a2 + b?), et étudier le cas d’égalité. Déterminer (s’ils
existent) la borne supérieure, la borne inférieure, le plus grand élément et le plus petit élément de
I'ensemble £ = {ab e R; a € Ry, b€ R et a® +b* = 6}.

Exercices d’entrainement

17. Soient A et B deux ensembles de nombres réels, et ¢ un nombre réel. Comparer les bornes des
ensembles A+ B={a+becR;ac Aetbe BletcA={ca€R;aec A} avec les bornes de A et de
B.

18. Montrer que les rationnels possedent la propriété d’unicité de I'axiome des segments emboités,
c’est-a-dire montrer que si ([an,by] N Q) est une suite de segments emboités de nombres rationnels telle
que chaque segment soit de longueur moitié de celle du précédent, alors il existe au plus un rationnel
appartenant a tous ces segments (utiliser I’axiome des segments emboités dans R).
19. On considere la fonction f: R — R définie par f(x) = sin(z) + cos(x).

— Donner sans calcul un majorant et un minorant évidents de f.

— En mettant f(z) sous la forme A cos(z + ¢), déterminer la borne supérieure et la borne inférieure

de f.

20. Montrer que le théoreme de la borne supérieure permet de faire la liste des intervalles donnée dans
le préambule du cours. Plus précisément :

1. Si lintervalle I est borné, notons a = inf(I) et b = sup(I). Montrer que pour tout x vérifiant
a < x < b,I contient au moins un élément > x et au moins un élément < z, et en déduire que
x el
En discutant ’appartenance de a et de b & I, en déduire que I est 'un des intervalles ]a, b[, ]a, b], [a, b]
ou [a, b].

2. Si lintervalle I est majoré mais pas minoré, notons b = sup(I). Montrer que pour tout z < b on
ax € I, et en déduire que I =] — 00,b[ ou I =] — 00, b]. Raisonner de méme si I est minoré non
majoré, et encore de méme si I n’est ni majoré ni minoré.

21. Soient X,Y, Z trois ensembles, f: X — Y et g : Y — Z deux applications. Montrer que



1. Si go f est bijective, alors f est injective et g est surjective
2. Si go f est injective et f surjective, alors g est injective
3. Si go f est surjective et g injective, alors f est surjective
22. Soient X,Y deux ensembles et f: X — Y une application.
1. Etablir que les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
(a) f est injective
(b) Pour toutes les parties A et B de X, f(ANB) = f(A) N f(B)

2. Montrer que pour toute partie A de X, A C f~1(f(A)), puis établir que les propriétés suivantes
sont équivalentes :

(a) f est injective
(b) Pour toute partie A de X, A = f~1(f(A))

23. Pour tout (m,n) € N2, on note
~m+2n+3

tman = +n+1
et on appelle A I'ensemble {up, »; (m,n) € N?}.
1. Calculer ug g, u1,0, 20,1, Um,0-
Prouver que 3 est un majorant de A.
Justifier que sup A = 3.

Justifier que 1 est un minorant de A.

otk W

Trouver m de maniere que 1 < u,, 0 < 1.001. Montrer que 1 = inf A.
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Liste d’exercices n° 2

Exercices fondamentaux
Convergence de suites

1. Ftudier la convergence des suites suivantes, et donner leurs limites éventuelles :

n+ (=1)"
n—(—=1)"’

2m n i FE
:r—tgn; c)unzsmn(a>0); d) up, = [mg];e)un:\/n—i-l—\/ﬁ.

n n

a) up = b) up

2. On dit qu'une suite complexe (z,) converge vers [ € C si pour tout ¢ > 0, il existe N € N tel que
|zn, — 1] < e pour tout n € N. Montrer que la suite (z,) converge dans C si et seulement si les deux
suites (Re(zy)) et (Im(zy,))convergent dans R. Montrer qu’une suite complexe convergente est bornée.
La réciproque est-elle vraie ?

3. Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses 7 On justifiera les réponses par une preuve ou un

contre-exemple :

2

2) converge. Alors la suite (u,) converge”

1. 7 Si (up) est une suite telle que (u
2. 7 On suppose de plus que (u,) est a termes positifs. Alors la suite (u,) converge. ”

3. 7 Soit (a,) une suite bornée et (g,) une suite convergeant vers 0. Alors la suite de terme général
Uy = Epay, converge vers 0.”

4.7 Si (uy) converge, alors upy; — up — 077
7 Si Up+1 — up — 0 alors (u,) converge. ”

6. 7 Si u, ~ v, alors u, — v, — 07 (on rappelle que u,, ~ v, s'il existe une suite (¢,,) convergeant
vers 0 telle qu’on puisse écrire u, = v, (1 +&y)).

7.7 Siu, — v, — 0 alors u, ~ vy,.”

8. 7 Si (uy) et (v,) convergent et si u, < wy, < v, alors (w,) converge. ”

9. 7 Si (uyp) est une suite de réels strictement positifs et tend vers zéro, alors (u,) est décroissante a
partir d’un certain rang.”

4. On définit les suites (uy) et (v,) par

Up + 20, Up + 30y

up =1, vg =12, et un_H:T, Upil = 1

1. On pose a, = v, — uy, et b, = 3u, + 8v,. Montrer que les suites (a,) et (b,) sont des suites
géométriques convergentes, et donner leur limite.

2. En déduire que les suites (uy,) et (v,) sont convergentes et préciser leur limite.
3. Montrer directement que (uy,) et (v,) sont deux suites adjacentes. Que peut-on en déduire a I'aide
de la premiere question ?
5. régles de d’Alembert et de Cauchy pour les suites

Un+1

1. Soit (uy,) une suite de complexes non nuls telle que ’ — [, avec 0 <[ < 1. Montrer que u,, — O.

Un

1
2. Soit (uy) une suite de complexes non nuls telle que |u,|» — [, avec 0 < [ < 1. Montrer que u,, — 0.



. . . . . Ve /7 an
3. Application : trouver les limites des suites de termes généraux vy

an
o
6. On considere la suite (uy,) définie par up = 0 et w11 = VU, + 2.

1. Montrer que la suite (uy,) est bornée (on pourra procéder par récurrence).

2. Démontrer que la suite (u,) est monotone; en déduire qu’elle est convergente et préciser sa limite.

3. Montrer que
Up — 2

Upig —D = 2
et w, F2+2

)

puis que pour tout n € N

1
’un+1 — 2| S *|un — 2‘ .
2

Que peut-on en déduire 7

7. Soit (uy) une suite telle que pour tout n € N on ait |up+1 — u,| < K", k étant un réel vérifiant
0 < k < 1. Démontrer que la suite (u,,) est convergente.

Limites de fonctions

8. Ftudier les limites en z¢ des fonctions suivantes :

a)rg =0, f(x) = % — sirlm;; b)xg = +o0, f(x) =x1In <§1g> (a, B réels donnés) ;
—4 1 —V1-
o =4, f(x) = 5o dg =0, fa) = VIEEVIZE,
e)zo = +oo, f(z) =x(V1+a?—x); flrg=1, f(l’)zlix—ﬁ;
J— 2—
g)rg = —00, f(r) = 2;62_31? h)xo =1, f(z) = w

9. Soient a < b dans R, f :Ja,b] — R dérivable. On suppose que f’(z) a une limite [ € R quand = — a*.

1. En utilisant le critere de Cauchy pour les fonctions, montrer que la fonction f a une limite quand
_l’_
x—ar.

2. En déduire que f admet un prolongement dérivable sur [a, b].

10. On rappelle la propriété suivante : soient a € R et [ € R : la fonction f a pour limite [ quand z — a
si et seulement si pour toute suite (z,,) de limite a, la suite (f(z,)) a pour limite .

1
1. Déterminer les limites de (1 4+ —)" et de {/n.
n

1
2. Montrer que la fonction x — cos(—) n’a pas de limite en 0.
T

3. Soit x¢q la fonction indicatrice de @ (i.e. xqo vaut 1 sur les rationnels et 0 sur les irrationnels).
Montrer que xg n’admet de limite en aucun point.
11. Soit (o € R); on considere la fonction f définie sur R par f(z) = 2%sinz (o € R).

1. Trouver deux suites (x,) et (yn) qui tendent vers +oo et telles que : Vn € N, f(z,) = z& et
f(yn) = —y&. En déduire que, pour o > 0, f ne peut pas avoir de limite en +o0.

2. Calculer liI_iI_I f(z) lorsque o < 0.

12. Etudier les limites & droite et & gauche en zéro des fonctions suivantes :

x sinx sinx sinx rsinz
|| x + 2|z tan x 1—cosz

x
13. On rappelle que, si = est un nombre réel, E'[x] désigne sa partie entiere. Montrer que —— —, 4~ 1.



Exercices complémentaires

14.

1. On considére une suite (a,) qui converge vers 0. Démontrer que pour tout £ > 0 il existe p € N tel

que pour tout n > p on ait
ESSIE R 3N
n i g et Rl

n
En déduire que la suite (a,) converge en moyenne vers 0, c’est-a-dire que — Z ar — 0.
k=1
n
2. Soit (uy,) une suite convergente de limite [. Démontrer que S, := — Z up, — [. La réciproque est-elle
" k=1

vraie 7

3. Montrer que si (u,) est monotone, la convergence de (S),) entraine celle de (uy).

4. Application : Soit (z,,) une suite telle que z,4+1 — x, — [ € C*. Montrer que x,, ~ In.
5. Application : Soit (u,) une suite de réels strictement positifs telle que UZ—Il — 1 eR. Alors u,n — L.

15. Soit f : RT — R une fonction dérivable telle que f'(z) —;— 100 [ € R. On veut montrer que :

f(x)

— —ptoo I

Pour cela, on suit la méthode suivante : Soit € > 0 fixé.

1. Trouver a > 0 tel que Vo > a : |W—l| < s.

2. Montrer que :

fle)  fl@) = fla) _ fla) aflz)-fa)

x T —a x r T—a
En déduire qu’il existe K > 0 tel que pour = > a, on ait |f<;:) — f@z : £<a)| < %
3. Conclure.
16. Pour n € N* on écrit (3 + 2v/2)" = a,, + b,v/2 avec ay, et b, dans N*, puis u,, = Z—.
n

1. Démontrer que la suite (u,) est décroissante minorée.

2. Prouver que

1
=2 < .
lu f’_bnf)”

En déduire un encadrement de /2 & 107 pres.

17. On considere la suite (uy,) définie par récurrence par
T .
Uy = 3 et up41 =sinu, .

1. Démontrer que (uy,) est décroissante et convergente. Quelle est sa limite ?
2. Soit p € Z*; donner un développement limité de sin? z/zP & l'ordre 4.

3. En choisissant p = —2 en déduire que

1 1 1 2P )
S =4 — ; 0) .
sin?z a2 3+15+0(:1:),(x—> )

4. A l'aide de l'exercice 1 en déduire que U, ~ \/% .

18. Soient (u,) une suite réelle et I € R.

1. Montrer que la suite (u,) converge vers [ si et seulement si les suites (ug,) et (ugn+1) convergent
vers [.Trouver une suite non bornée telle que (ua,) converge.



2. On suppose que les trois suites (ugy), (u2n+1) et (us,) sont convergentes. Démontrer que la suite
(up) est convergente.

19. On suppose 0 < ug < vg et pour tout n € N
1
Uy Uy, = Ug Vg, €t v, = i(un_l + Up—1).

1. Démontrer que pour tout n € N on a : u, < v,.

2. Démontrer que (u,) est croissante et que (v,) est décroissante; en déduire que ces deux suites
convergent.

3. Démontrer que
Up — Up < Up—1 — Up—1-

En déduire que lim v, — u,, = 0 puis que (u,) et (v,) convergent vers une limite commune que 1’on
déterminera. Cas particulier : ug = 1,v9 = p € N*.

20. On considere deux suites (ay,) et (by,) de limites respectives a et b, et on définit la suite (c,) par
1
Cn = E(albn + agbp—1+ ... +anby) .

Démontrer qu’il existe un réel M tel que

M

3 n
|en — ab4n(;(|a —ar|+ 10— bi|) -

En déduire que ¢,, — ab.

Exercices d’entrainement

21. On considere la fonction g définie par g(z) = % (2 + 1).

1. Montrer qu’on peut écrire sa dérivée n-ieme sous la forme
(n) T2
g™ (x) = e*(z° 4+ upz + vy) .

2. Démontrer que upy1 = un + 2 €t vp41 = vy + 2n. En déduire u, et v, en fonction de n, puis
Iexpression de g™ (z).

22. Etudier la suite (uy) définie par récurrence par
ugp =1 et upy1 = In(1 +uy,) .

2

23. Etudier la suite (u,) vérifiant u, 1 = u2.

24. On considere la suite (u,,) définie par récurrence par

1
ug=a,v9 =5b,0<a<bet u,y; = i(un + Un)y Unt1 = /Un+10Un -

1. Montrer que (uy,) et (vy,) sont des suites adjacentes.

[\’)‘.N»—t

2. Calculer u,, et v, explicitement en posant a = bcosa avec 0 < a <

3. En déduire que
. sin o
limu, =b .

(07

4. En choisissant a = 1,b = 2, déterminer une valeur approchée de %.



25. Soient a,b deux réels tels que 0 < a%b et (x,) la suite définie par récurrence par a3

Tn+2 = \/TnTnt1-

1. Montrer que pour tout n € N, on a : a%a:,&b.

3.3
1royT15b et

2. Démontrer que pour tout n € N*

1

1+

3
|Tpt1 — xnlik\xn — Tp_1l, avec k = -
b

3. En déduire que (z,,) converge.
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Liste d’exercices n° 3

Continuité

Exercices fondamentaux

1. Les expressions a)b)c)d) de P'exercice 9 de la liste 2 définissent-elles des fonctions continues sur leur
domaine de définition ?
Peuvent-elles se prolonger par continuité au point g (lorsque zg est fini) ?

1

2. Méme question avec la fonction suivante : f(z) = —— — % et xg = 0.

2. Soit f la fonction définie sur R par f(z) = xz — E(x), ou E(x) désigne la partie entiere du réel .
Représenter graphiquement f puis étudier sa continuité.

3. Soit k un réel de l'intervalle ]0,1[ et f une application de R dans R qui vérifie :
VeeR, vyeR | f(z)-fly)|<k[z-y]|

1. Montrer que f est continue sur R.

2. Soit (up)nen la suite définie par son premier terme ug € R et par la relation de récurrence :
Vn € N upy1 = f(uy). En utilisant Pexercice 8 de la liste 2, montrer que la suite (uy,)nen converge
vers un réel I. Montrer que f(I) =1 et que [ est 'unique point fixe de f.

3. Montrer que ces résultats s’appliquent si f est dérivable sur R et si f’ vérifie :
3k €]0,1[ tel que Vo e R | | f/(x) |< k.

4. Appliquer cette méthode a la fonction f définie sur | — 2, 4+o00[ par f(z) = V& + 2 et avec uy = 0.
Comparer avec ’exercice 6 de la liste 2.

4. Montrer, en utilisant le théoreme des accroissements, que,
pour z >0, 55 <arctanz < .
Intégration

5. Soit a < b et f une fonction continue et positive sur [a, b], et telle que ff f(t)dt = 0. Montrer que
f=0.

Indication : on pourra utiliser la fonction F(z) = [ f(t)dt définie sur [a,b].

6. Inégalité de Cauchy-Schwarz
Soient a < b et f et g deux applications continues : [a,b] — R.

1.
2. Montrer que YA € R, fab(f(t) + Ag(t))%dt > 0.

3. En déduire que (f;f(t)g(t)alt)2 < <f; f2(t)dt) <f; g2(t)dt> et que
( K f(t)g(t)dt)2 - ( s f?(t)dt) ( s gQ(t)dt) <IN ER tel que f + A\g = 0.

4. On suppose que f ne s’annule pas sur [a, b]. Montrer que (b — a)? < (fff(a:)dx) (f; %)

Pour quelles fonctions y a-t-il égalité ?
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7. Soit I, I'intégrale fo \/T Montrer que lim,, s I, = 0.

Indication : On utilisera un encadrement de I,,.

8. Soient a et b deux réels tels que a < b, et soient f et g deux fonctions réelles continues définies sur
I'intervalle [a,b]. On suppose que la fonction g garde un signe constant sur [a, b].

A Taide de la fonctlon F(x f g(t)dt, montrer qu’il existe un réel c de [a, b] tel que :

fa f(t)g(t)d f g(t Cette égalité est appelée premiere formule de la moyenne).

Indication : dlstlnguer 1es cas ou g(t) > 0 et g(t) < 0 pour tout ¢t de [a,b] pour obtenir un encadrement
de f f(t)g(t)dt et utiliser le théoreme des valeurs intermédiaires a la fonction F'.

Etudier le cas ou g est la fonction constante égale a 1.

9. Calculer les intégrales suivantes : [ Argchtdt , [ In(t + 1)dt pour a,x €0, +o0l.

10. Soit f: R — R une fonction continue.

Montrer que si f est impaire, alors ff f(t)dt = 0 pour tout réel a.

11. Soit f une fonction continue sur R, périodique, de période T'. Montrer que l'intégrale f atT f(x)dx
ne dépend pas du réel a.

Exercices complémentaires

12. Les expressions suivantes définissent-elles des fonctions continues sur leur domaine de définition ?
Peuvent-elles se prolonger par continuité ?

. T . sin . sinz
fl‘x’_)m ) fZ'x'_)2+2|x| ) f3'x'_> T
13. Etudier la continuité sur | — 7, 47| de la fonction f : z — {250

Cette fonction est-elle prolongeable par continuité en 07?
14. Soient f et g deux fonctions continues de R dans R.

1. Si f(z) = g(x) pour tout rationnel = de Q, montrer que f = g, c’est-a-dire que f(x) = g(z) pour
tout nombre réel = de R.
Indication : on utilisera que tout réel est limite d’une suite de rationnels.

2. Si f(z+vy) = f(x)+ f(y) pour tout couple (z,y) de nombres réels( on dit que f est additive) et si
g désigne 'homothétie de rapport f(1)(i.e. g(x) = f(1)x pour tout réel x), montrer que f = g.

3. Si f est additive et également multiplicative (f(zy) = f(x)f(y) pour tout couple (z,y) de réels),
montrer que f est soit la fonction nulle, soit la fonction identité.
15. Soit f une fonction continue, montrer que, si f est paire, alors
[¢, f@)de =2 [} f(x)dx pour tout réel a positif.
16. Intégrales de Wallis
Pour n > 0, on pose I, = [? (sinz)"dx.

1. Pour n > 2, montrer que nl, = (n — 1)I,_2 (Indication : on pourra écrire
(sinx)™ = (sinx)" " !sinx et utiliser une intégration par parties).

2. En déduire Iy, et Iz, 1, pour p € N.

3. Montrer que, pour n > 1,1,_1 > I, >0 et que 1 < Ii1g§n+1§1

w :\H

4. En déduire la convergence et la limite de la suite : u, = (123 456 (2p— 1)> (2p+1).

5. Montrer que Vp > 0,]22p+1 < m.
6. En déduire que lim, ;o I, = 0.

Exercices d’entrainement

17. Soit f une fonction réelle, définie et continue sur le segment [0, 1] et & valeurs dans ce méme segment
[0,1]. On suppose que f(0) = 0 et que |f(z) — f(2')| > |x — 2’| pour tout couple (z,z") d’éléments de
[0, 1].
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1. Soit x un élément de [0, 1] ; démontrer que la suite de nombres réels définie par zop = x et x,41 =
f(zy) pour tout n > 0 est une suite convergente de limite notée [.(Indication :
on montrera que f(t) >t pour tout ¢ € [0, 1] pour montrer que la suite (z,,) est croissante.)

2. Démontrer que f(I) = [. (On peut compléter cette étude en montrant par absurde que f(x) = z
pour tout élément z de [0, 1]).

18. Soient a et b deux réels tels que a < b, et f une application de [a,b] dans R, dérivable sur [a,b] et
telle que la fonction dérivée f’ soit continue sur [a, b].

Pour n € N, on pose I,, = fab f(x)sin(nz)dx et J, = fab f(z) cos(nzx)dz.

Montrer que limy,—, o I, = limy, 400 Jn, = 0.

Indication : on utilisera une intégration par parties pour I, et J,.

19. Pour n € Net 2p € N, on pose I, ), = 01 2"(1 — z)Pdx.

1. Calculer I, g et I 1.
12
2. Etablir une relation de récurrence entre I, 1 et I, 41,1 eten déduire I, 1.
2 72 72
3. Etablir une relation de récurrence entre I, , et I,,11, 1 et en déduire I, .

4. En déduire une expression simple de la somme Y} _(—1)*CF +]1€ s

lorsque p € N.
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Université de Nantes Département de Mathématiques
DEUG MIAS - Module M2 Analyse Année 2002/2003

Liste d’exercices n° 4
Intégrales généralisées et séries numériques

Exercices fondamentaux

1. Déterminer la nature des intégrales suivantes :

+00 1 +oo esin:(;
1. / e*dr,aeR 4. / Inx dx 7. / dx
0 0 0 VT
oo g too T gin
2. / —dr, « € R 5. / e dx 8. / dx
T 0 0 x
1 +00 (12 +o0 1
1
3. / —dz,a €R 6. / s1n2:1: dx 9. / — du.
0 x% 1 x 2 z(lnx)

On pourra utiliser une intégration par partie pour le (8).
2. Régle de Riemann Soit f une fonction continue positive définie sur [a, +ool.

1. On suppose qu'il existe a €]1, 400 tel que z%f(x) - [ € RT. Montrer qu’il existe M € R et
T— 100

M Feo
A € RT tels que f(z) < — pour z > A. En déduire que (x) dx est convergente.
x a
2. On suppose qu’il existe o €] — 00, 1] tel que z f(x) - I,1 € R™ oul = +oo. Montrer qu’il existe
T— 100
M Feo
M € Rt et A€ R* tels que f(z) > — pour > A. En déduire que () dx est divergente.
x a
3. Déterminer la nature des intégrales suivantes :
+o00 +oo 1 +oo 1
(a) / 23 da (b) / nixz dx (c) 2T
N
3. Séries géométriques Calculer la somme partielle Sy = Z Uy, de la série géométrique de raison r € R
n=0

et de premier terme uy € R. En déduire que cette série est convergente si et seulement si || < 1 et donner
sa somme dans ce cas.

4. Séries de Riemann
N

1
1. On note Hy = Z — la suite des sommes partielles de la série harmonique. Montrer que
n

n=1

1
Vk € N*,  |Hy, — Hg| > 7

Rappeler le critere de Cauchy de convergence des suites dans R, et en déduire que la série harmo-
nique est divergente.
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1
2. Pour o < 1, montrer que la série de terme général — est divergente.
n

3. Pour « > 1, montrer que
1 |
Vn € N*, g/ — dt.
nOé n—1 tO{

. . 1
En déduire que la série de terme général — est convergente.
n

5. Régle de Riemann Soit (uy)nen une suite de nombres réels positifs.

1. On suppose qu'il existe o €]1, +o0o[ tel que n%uy, - I € RT. Montrer qu’il existe M € RT et
n—-r+oo

M
N € N tels que up, < — pour n > N. En déduire que la série de terme général u, est convergente.
n

2. On suppose qu'il existe a €] — oo, 1] tel que n%u, 7 [, 1 € R™ oul = 4+00. Montrer qu’il existe
n—-+0oo

M

M € Rt et N € N tels que u, > — pour n > N. En déduire que la série de terme général u,, est
n

divergente.

3. Etudier la nature des séries de terme général suivant :

1 n
(a) Un:% (b) U"ZCTn’ pour a > 0 (c) un:T'

Exercices complémentaires

6.

e T Ingx
1. Montrer la convergence de l'intégrale I = dx.

0 1+$2

1 @1
2. Appliquez le changement de variable ¢ = — dans lintégrale / % dx et en déduire la valeur de
x 1 T
1.

+o00 1
7. Intégrales de Bertrand Discuter selon les valeurs de « et § la convergence de I'intégrale / W dx.
2 z(Inx

(On utilisera le changement de variable ¢t = Inz).

8. Comparaison d’une série et d’une intégrale Soit f une fonction positive continue et décroissante sur
+oo

RT. Montrer que la série de terme général f(n) converge si et seulement si f(t) dt est convergente.

Application : discuter selon les valeurs de a et § la convergence de la série de terme général u, =

501 > 2.
n®(Inn)
9. Régle de d’Alembert Soit (u,)nen une suite de R telle que u,, > 0 pour tout n de N.

1. On suppose que

Un+1
ntl ] eRT.
Up, n—-+oo

(a) Sil < 1, construire des constantes ¢ > 0, A < 1 et k € N tel que u,, < ¢\" pour tout n > k.
En déduire que la série de terme général u,, est convergente.

(b) Sil > 1, montrer que la série de terme général u,, est divergente.

s . . (. 1 1
(¢) Que penser de ce critére de convergence si [ = 1 (considérer les séries E — et E —)-
n
n>0 n>0

n!
2. Quelle est la nature de la série E — 7
nn
n>0
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10. Séries alternées

1. On suppose que (uy)nen est une suite réelle telle que

YneN, up, > upy1 >0, u, — 0.
n

N
On note Sy = Z(—l)"un la suite des sommes partielles de la série de terme général (—1)"u,,.
n=0
Montrer que les suites (S2p)pen et (Sop+1)pen sont adjacentes. En déduire que la série Z(—l)"un
n>0
est convergente.

2. Déterminer la nature de la série de terme général :

(="

n—Ilnn’

(a) (—ni(ll)” pour o € R (¢) (-1)"(Vn+1—+/n) (e)

(b) (—1)"exp (— > ;) (d) (7%" sin (i)

k=1

u v
L < 2t sour tout n de N.

n Un

11. Soient Zun et Zvn deux séries & termes dans R telles que
n>0 n>0
Montrer que, si Z vy, converge, alors Z Uy, converge.
n>0 n>0

Exercices d’entrainement

12. Déterminer la nature des intégrales suivantes :

400 2 w/2 1 400
1. / - dx 3. / - dzx 5. / e V7 dg.
0 1 + 555 0 SIn T 0

+oo 1 1 1
2. / vt dz 4. / sin(—) dzx
1 V:ﬂg 0 x

13.

+o0 1

1. Montrer que / —— dx converge et la calculer.
o chz

—+00
2. Montrer par récurrence que, pour tout n € N, les intégrales I,, = / 2"e” " dx convergent et les
0

calculer.
14.

1
n(n+1)
(a) Trouver une suite (ay)nen telle que u, = ap+1 — a, pour tout n € N*.

+oo 1
(b) En déduire que la série Z un, converge et calculer Z
n>1 n=1

1. Soit (un)nen+ la suite définie par u,, =

n(n+1)

2. Méme question avec la suite (uy,) donnée par u, =In(1 — —), n > 2.
n

15. Déterminer la nature de la série de terme général :
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