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Liste d’exercices n° 2

Exercices fondamentaux

Convergence de suites

Exercice 1 Etudier la convergence des suites suivantes, et donner leurs limites ventuelles:

1" 2" " i E
a) unzm; b) un:i' c) unzsmn(a>0); d) u, = [nx];e) Up = Vn+1—vn .

n—(=1)" 2n — 3n’ ne n

Exercice 2 On dit qu’une suite complexe (z,) converge vers [ € € si pour tout € > 0, il
existe N € IN tel que |z, — | < e pour tout nN. Montrer que la suite (z,) converge dansC si
et seulement si les deux suites (Re(z,)) et (Im(z,))convergent dans IR. Montrer qu’une suite
complexe convergente est bornée. La réciproque est-elle vraie?

Exercice 3 Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses? On justifiera les réponses
par une preuve ou un contre-exemple :

1. 7 Si (u,) est une suite telle que (u2) converge. Alors la suite (u,) converge”

2. 7 On suppose de plus que (u,) est a termes positifs. Alors la suite (u,) converge. ”
3. 7 Soit (a,) une suite bornée et (g,) une suite convergeant vers 0. Alors la suite de terme
général u, = ¢,a, converge vers 0.”

4. 7 Si (uy,) converge, alors wu, 1 —u, — 077

5.7 Si Uupy1 — u, — 0 alors (u,) converge. ”
6. 7 Si u, ~ v, alors u, — v, — 07 (on rappelle que u, ~ v, s’il existe une suite (e,)
convergeant vers 0 telle qu’on puisse crire u,, = v, (1 +¢&,) ).

b}

79 :
7.7 Siwu, —v, — 0 alors u, ~ v,.

8. 7 Si (u,) et (v,) convergent et si u, < w, < v, alors (w,) converge. ”
9. 7 Si (uy,) est une suite de réels strictement positifs et tend vers zéro, alors (u,) est
décroissante a partir d’un certain rang.”

Exercice 4 On définit les suites (u,,) et (v,) par

U, + 20, Uy, + 30,
ug =1, vo =12, et uy,1 = —5 Uptl = 1

1) On pose a, = v, — u, et b, = 3u, + 8v,. Montrer que les suites (a,) et (b,) sont des suites
géométriques convergentes, et donner leur limite.

2) En déduire que les suites (u,) et (v,) sont convergentes et préciser leur limite.

3) Montrer directement que (u,) et (v,) sont deux suites adjacentes. Que peut-on en déduire
a ’aide de la premiere question ?

Exercice 5 (rgles de d’Alembert et de Cauchy pour les suites)



un+1

1) Soit (u,,) une suite de complexes non nuls telle que — [, avec 0 < [ < 1. Montrer que

n
u, — 0.

2) Soit (u,) une suite de complexes non nuls telle que |un|% — [, avec 0 <[ < 1. Montrer que
u, — 0.

a® a"
3) Application: trouver les limites des suites de termes gnraux — T

nP’ n!
Exercice 6 On considere la suite (u,,) définie par ug = 0 et u,41 = Vu, +2 .

1) Montrer que la suite (u,) est bornée ( on pourra procéder par récurrence ).
2) Démontrer que la suite (u,) est monotone; en déduire qu’elle est convergente et préciser sa
limite.
3) Montrer que
5 _ Up — 2
Up4+1 — 4 = —Un+2+27

puis que pour tout n € IN
1
(s = 2| < Slun = 2| -
Que peut-on en déduire ?

Exercice 8 Soit (u,) une suite telle que pour tout n € IN on ait |u,11 — u,| < k", k étant un
réel vérifiant 0 < k& < 1. Démontrer que la suite (u,) est convergente.

Limites de fonctions

Exercice 9 Etudier les limites en xq des fonctions suivantes :

ayro =0, fla) =+

r sinz’

b)xg = +o0, f(x) =xln (21;

x—4 Vit+tor—+V1—=x
- d _ _ .
;1:2—37—12’ )xO 07 f(l‘) T )

€)zg = +00, fx) =a(VI+a?—2);  flrg=1, f(z) = 1;; - 1—3x35

2 — 3 22 —4x +3
T R = 1 L
T 1 )$0 ) f(x) (x_l)Q

) (o, B réels donnés) ;

c)xg =4, f(z) =

g)xo = —00, f(v)=

Exercice 10 Soient a < b dans IR, f :]a,b] — IR dérivable. On suppose que f'(x) a une
limite A € IR quand z — a™ .

1. En utilisant le critere de Cauchy pour les fonctions, montrer que la fonction f a une limite
quand x — at .

2. En déduire que f admet un prolongement dérivable sur [a, b].

Exercice 11 On rappelle la propriété suivante: soient a € IR et [ € IR: la fonction f a pour
limite [ quand x — a si et seulement si pour toute suite (z,) de limite a, la suite (f(z,)) a
pour limite [.

1
1. Dterminer les limites de (1 + =)™ et de /n .
n

1
2. Montrer que la fonction = — cos(—) n’a pas de limite en 0.
x



3. Soit x¢ la fonction indicatrice de @ (i.e. xq vaut 1 sur les rationnels et 0 sur les irra-
tionnels). Montrer que yo n’admet de limite en aucun point.

Exercice 12 Soit (a € IR); on considre la fonction f définie sur IR} par f(zr) = z®sinz
(v € R).

1. Trouver deux suites (x,,) et (y,) qui tendent vers +o00 et telles que : Vn € IN, f(z,) = 2%
et f(y,) = —y2. En déduire que, pour a > 0, f ne peut pas avoir de limite en +oc.

2. Calculer lir}rn f(z) lorsque a < 0.

Exercice 13 Etudier les limites a droite et a gauche en zéro des fonctions suivantes :

T sinx sinx sinx rsinz
Tr— — L= ———— T ;T (T .
|| x + 2|z tan z T 1 —cosz

Exercice 14 On rappelle que, si x est un nombre réel, E[z] désigne sa partie entiere. Montrer

v 1
ue —— —, 1o L.

Exercices complémentaires
Exercice 1

1. On considere une suite (a,) qui converge vers 0 . Démontrer que pour tout € > 0 il existe
p € IN tel que pour tout np on ait

1 e 1&
| = a5+ =D laxl-
n,4 2 niD

n
En déduire que la suite (a,,) converge en moyenne vers 0, ¢’est-a-dire que — a, — 0.
7
k=1

2. Soit (u,) une suite convergente de limite [. Démontrer que S, := :LGjuk — 1. La
réciproque est-elle vraie 7 =

3. Montrer que si (u,) est monotone, la convergence de (.5,,) entraine celle de (u,,).

4. Application : Soit (x,) une suite telle que z, 1 — x, — [ € C*. Montrer que x,, ~ An.

5. Application : Soit (u,) une suite de réels strictement positifs telle que ”Z—Zl — A € R.

Alors un% — A\

Exercice 2 Soit f: IR" — IR une fonction dérivable telle que f'(x) —, 10 | € IR. On veut

/() l

montrer que : —— —,_ 1 L.
x
Pour cela, on suit la méthode suivante : Soit € > 0 fixé.

1. Trouver a > 0 tel que Vz > a : |&£(G)—l\ <.

r—

2. Montrer que :

fl@)  fl@) = fla) _ fla) af(zx)-fla)

T Tr—a i T Tr—a

flz) _ fx) = fla)

Tr—a

K
| < =—.
x

En déduire qu'il existe K > 0 tel que pour = > a, on ait |



3. Conclure.
Exercice 3 Pour n € IN* on éerit (3+2v/2)" = a,, +b,V/2 avec a,, et b, dans IN*, puis u,, = Z—n.

1. Démontrer que la suite (u,) est décroissante minorée.

2. Prouver que

[tn \/_"b5”'

En déduire un encadrement de v/2 & 1075 pres.

Exercice 4 On considere la suite (u,) définie par récurrence par

m .
Uy = 3 et Upp1 =sIinu, .
1. Démontrer que (u,) est décroissante et convergente. Quelle est sa limite ?
2. Soit p € Z*; donner un développement limité de sin” /2P a l'ordre 4.
3. En choisissant p = —2 en déduire que

11 1 22,
=4 2 (z—0) .
sin?z 22 3—1—15—1—0(1‘ )i (@ —0)

4. A Taide de I'exercice 1 en déduire que u,, ~ \/g .

Exercice 5 Soient (u,) une suite réelle et [ € IR.

1) Montrer que la suite (u,) converge vers [ si et seulement si les suites (ug,) et (ug,+1) con-
vergent vers | .Trouver une suite non bornée telle que (us,) converge.

2) On suppose que les trois suites (uzy,), (U2n+1) €t (us,) sont convergentes. Démontrer que la
suite (u,) est convergente.

Exercice 6 On suppose 0 < uy < vy et pour tout n € N
1
Up Uy, = Ug Vo, €t v, = §(un_1 + Up1).

1. Démontrer que pour tout n € N on a : u, < v,.
2. Démontrer que (u,) est croissante et que (v,) est décroissante; en déduire que ces deux
suites convergent.
3. Démontrer que
Up — Up < Vp—1 — Up_1.

En déduire que limv,, — u,, = 0 puis que (u,) et (v,) convergent vers une limite commune que
I'on déterminera. Cas particulier: ug = 1,v9 = p € IN* .

Exercice 7 On considre deux suites (a,) et (b,) de limites respectives a et b, et on dfinit la

suite (c,) par

1
Cp = g(albn +agbp—1 + ...+ apby) .

Dmontrer qu’il existe un rel M tel que
—ab[ O (Ja—ax] +|b—by) -

no4

En dduire que ¢, — ab .



Exercices d’entranement

Exercice 1 On considre la fonction ¢ dfinie par g(z) = e®(2? + 1).
1 Montrer qu’on peut crire sa drive n-ime sous la forme
g (x) = (2 + upx + vy,) .

2 Dmontrer que u, 1 = u, + 2 et v,11 = v, + 2n . En dduire u, et v, en fonction de n, puis

'expression de g™ () .
Exercice 2 Etudier la suite (u,) définie par récurrence par

up=1et upyr =In(l +u,) .

Exercice 3 Etudier la suite (u,) vrifiant u,,; = u?.
Exercice 4 On considere la suite (u,) définie par récurrence par
1
ug = a,v9=>b,0<a<bet u,r1==Uy+ V), Vnt1 = \/Unt1Vn -

1 Montrer que (u,) et (v,) sont des suites adjacentes.
2 Calculer u, et v, explicitement en posant a = bcosa avec 0 < a < 5.

sin o

3 En dduire que
limu, =b
«

4 En choisissant a = 1,b = 2, dterminer une valeur approche de .
Exercice 5 Soient a,b deux rels tels que 0 < ab et (z,,) la suite dfinie par rcurrence par axox1b

et Tnyoa = /TnTpi1-

1. Montrer que pour tout n € IN, on a: ax,b.

2. Dmontrer que pour tout n € IN*
1

|Tpi1 — Tplklz, — Tp_1], avec k =
1+

=

3. En dduire que (z,) converge.



