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Liste d’exercices n°4
Intégrales généralisées et séries numériques
Exercices fondamentaux

Exercice 1.
Déterminer la nature des intégrales suivantes:
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On pourra utiliser une intégration par partie pour le (8).

Exercice 2. Régle de Riemann
Soit f une fonction continue positive définie sur [a, + ool.
1. On suppose qu'il existe a €]1, + oo tel que xaf(x)T:OOl € RT. Montrer qu'il existe M € RT et A € RT
M +ee
tels que f(z) < —a pourz > A. En déduire que / f(x) dx est convergente.
a

2. On suppose qu'il existe o €] — 00,1] tel que z*f(z) - I,1 € RT™ oul = 4oco. Montrer qu’il existe
T— 100

M Foo
M e Rt et A € RT tels que f(z) > — pour z > A. En déduire que / f(z) dz est divergente.
¢ a

3. Déterminer la nature des intégrales suivantes:
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(a) / 23 dx (b) / ——dz (c) — dx.
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Exercice 3. Séries géométriques
N
Calculer la somme partielle Sy = Z Uy, de la série géométrique de raison r € R et de premier terme ug € R.
n=0

En déduire que cette série est convergente si et seulement si |r| < 1 et donner sa somme dans ce cas.
Exercice 4. Séries de Riemann
1
1. On note Hy = Z - la suite des sommes partielles de la série harmonique. Montrer que

n=1
N 1
Vk N, [Ha— Hyl = 5.
Rappeler le critere de Cauchy de convergence des suites dans R, et en déduire que la série harmonique est

divergente.

1
2. Pour @ < 1, montrer que la série de terme général — est divergente.
n
3. Pour a > 1, montrer que
1 "ol
Vn € N*, —g/ — dt.
na n

1Y
—1

. . 1
En déduire que la série de terme général — est convergente.
n



Exercice 5. Regle de Riemann
Soit (un)nen une suite de nombres réels positifs.

1. On suppose qu’il existe a €]1, + oo[ tel que n®u, -~ I € RT. Montrer qu'il existe M € Rt et N € N
n—-+0oo

tels que up, < — pour n > N. En déduire que la série de terme général u,, est convergente.
no

2. On suppose qu’il existe a €] —o00,1] tel que n®u, - I,1 € R™ oul = 400. Montrer qu’il existe M € Rt
n—-+0o0

M
et N € N tels que u;, > — pour n > N. En déduire que la série de terme général u,, est divergente.
n

3. Etudier la nature des séries de terme général suivant :

1 n 1
(a) Un:% (b) un:a—n,poura>0 (c) u":%.

Exercices complémentaires

Exercice 1.

Inx

T2

“+oo
1. Montrer la convergence de 'intégrale I = /
0

1 e
2. Appliquez le changement de variable ¢t = — dans 'intégrale / % dx et en déduire la valeur de 1.
X 1 X

Exercice 2. Intégrales de Bertrand

400 1
Discuter selon les valeurs de a et § la convergence de l'intégrale / ﬁ dz. (On utilisera le chan-
2 ¢

In )
gement de variable ¢ = Inz).
Exercice 3. Comparaison d’une série et d’une intégrale
Soit f une fonction positive continue et décroissante sur RT. Montrer que la série de terme général f(n)
+o00
f

converge si et seulement si (t) dt est convergente.

0

Application: discuter selon les valeurs de a et 3 la convergence de la série de terme général u,, = W, n>2.
n*(lnn

Exercice 4. Reégle de d’Alembert
Soit (ty)nen une suite de R telle que u, > 0 pour tout n de N.
1. On suppose que
Untl | leRT.

mlne+m

(a) Sil < 1, construire des constantes ¢ > 0, A < 1 et k € N tel que u,, < ¢\" pour tout n > k. En
déduire que la série de terme général u,, est convergente.

(b) Sil> 1, montrer que la série de terme général u,, est divergente.

: . . . 1 1
(¢) Que penser de ce critere de convergence si [ = 1 (considérer les séries E — et E —)-
n n
n>0 n>0

. n!
2. Quelle est la nature de la série g —7
n’ﬂ
n>0

Exercice 5. Séries alternées
1. On suppose que (un)nen est une suite réelle telle que

VneN, uy, > Uupy1 >0, u, — 0.

n—-+oo
N
On note Sy = Z(—l)”un la suite des sommes partielles de la série de terme général (—1)"u,,. Montrer
n=0
que les suites (Sap)pen €t (Sapt1)pen sont adjacentes. En déduire que la série Z(fl)"un est convergente.

n>0
2. Déterminer la nature de la série de terme général :



(="
n—Inn’

(a) % pour o € R () (=)™ (Vn+1-+/n) (e)

n

(b) (~1)"exp (—Z,ﬁ) (@) v%n@)

k=1

Exercice 6.
Soient E Uy, €t E v, deux séries & termes dans R telles que
n>0 n>0

que, si E U, converge, alors E un converge.
n>0 n>0

Uu V.
ntl < 22+ pour tout n de N. Montrer

Un Un

Exercices d’entrainement

Exercice 1.
Déterminer la nature des intégrales suivantes :
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Exercice 2.

+oo
1. Montrer que / —— dx converge et la calculer.
0 ChX

+oo
2. Montrer par récurrence que, pour tout n € N, les intégrales I,, = / x™e” " dx convergent et les calculer.
0

Exercice 3.

1
1. Soit (u « la suite définie par u,, = ——.
( n)neN 1% n n(n+ 1)
(a) Trouver une suite (an)nen- telle que u, = any1 — a, pour tout n € N*.
+oo
1
b) En déduire que la série u, converge et calculer _
(b) q T; n g n; D)

2. Meéme question avec la suite (u,) donnée par u, =In(1 — —),n > 2.
n

Exercice 4.
Déterminer la nature de la série de terme général :
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