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Le sujet est constitué de deux exercices indépendants

La précision, la clarté et la rigueur des explications seront considérées pour la notation.
En particulier, les réponses non justifiées ne pourront pas être prises en compte.

I

On se place dans R3 muni du produit scalaire euclidien canonique

〈v, v′〉 = xx′ + yy′ + zz′, v = (x, y, z), v′ = (x′, y′, z′) ∈ R3.

Soit Φa,b la transformation définie sur l’espace affine R3 par

Φa,b(x, y, z) = (a2z, x, ay + b), (x, y, z) ∈ R3.

(1) Pour quelles valeurs de (a, b) l’application Φa,b est-elle une isométrie ?

(2) On suppose dans cette question a = 1.

(2.a) Décrire l’ensemble des points invariants de la transformation Φ1,b (on discutera suivant
les valeurs de b).

(2.b) Montrer qu’il existe une rotation R (dont on précisera l’angle et l’axe) et une trans-
lation Tt de vecteur t (qui sera précisé) telle que Φ1,b = Tt ◦R. Pour quelle(s) valeur(s) de b
la transformation Φ1,b est-elle une rotation ?

(3) On suppose dans cette question a = −1 et on note ϕb la partie linéaire de Φ−1,b.

(3.a) Montrer qu’il existe une droite vectorielle δ telle que ϕb(v) = −v pour tout vecteur
v ∈ δ.

(3.b) Montrer que si le vecteur w est orthogonal à δ, alors il en est de même pour ϕb(w).

(3.c) Montrer que le vecteur w = (1, 1, 0) est orthogonal à δ. Calculer 〈ϕ−1,bw, w〉. En
déduire que la restriction de ϕb à l’orthogonal δ⊥ est une rotation d’angle π/3 ou −π/3.

(3.d) Déterminer l’ensemble des points fixes de Φ−1,b. En déduire une description géométrique
de l’application Φ−1,b.

II

Soit, pour λ réel, la forme quadratique Qλ définie sur R2 par

Qλ(x, y) = x2 + xy + λy2, (x, y) ∈ R2.

(1) Calculer, suivant les valeurs de λ, le rang et la signature de Qλ.

(2) Soit, pour Λ réel, la conique CΛ définie par

CΛ =
{
(x, y) ∈ R2, x2 + xy + Λy2 − 2x = 0, (x, y) ∈ R2

}
.

(2.a) Montrer qu’il existe Λ0 tel que CΛ0 soit une parabole. Tracer la parabole CΛ0 .

(2.b) Expliciter la symétrie du plan qui laisse invariante la parabole CΛ0 . Donner une
équation de son axe.


