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Des exercices de révision.

Exercice 1. Soit f : R® — R?, Papplication linéaire dont la matrice dans la base canonique B = (b, ba, b3)
de R3, est
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1. Exprimer f((x,y,z)) en fonction de z,y et z.
2. Onpose U ={u e R3; f(u) = —2u}et V={veR®; f(v)=4v}. Montrer que

(a) U et V sont des sous-espaces vectoriels de R dont on donnera une base.
b)) R®*=UaV.

3. Soit & = (e1,€e2,e3) ot eg = (1,0, —1),e2 = (0,1, —1) et e3 = (0,1, 1).

(a) Montrer que & est une base de R3.

(b) Donner la matrice B de f dans la base £. Retrouver le résultat en appliquant la formule de
changement de base.

Exercice 2. Soit F := Ry[X] I’espace vectoriel des polynomes a coefficients réels de degré < 2. On considére
I’application f : E — FE, définie par:

faX?+bX +c)=cX?*+bX +a.

1. (a) Montrer que f est un isomorphisme.

(b) Ecrire la matrice A de f dans la base canonique de E. Calculer A% et A71.
2. On considere 'application g : E — FE, définie par:
VPeE, g(P)=f(P)-P.
(a) Montrer que g est linéaire.

(b) Déterminer le noyau de g et donner sa dimension.

(¢) Quelle est la dimension de I'image Img de g? Donner une ou des équation(s) caractéristique(s)
de Img.

Exercice 3. On rappelle que I’ensemble E des applications linéaires R®> — R, muni des opérations usuelles,
est un espace vectoriel sur R. Les éléments de E sont appelés formes linéaires sur R3.

1. Montrer que le noyau d’une forme linéaire sur R?, non nulle, est de dimension 2.
2. Pour i = 1,2,3, on considére 'application f; : R? — R, définie par
V(x1,$2,$3) GE: fi(x17x27x3):xi~

(a) Montrer que les f; sont linéaires et qu’elles forment une base de E.



(b) Pour i = 1,2,3, on considere les applications ¢; : R® — R, définies pour tout = = (21, 72, x3) de
R3 par :

p1(z) =21 + 22 + 23
pa(x) =1 + 29
p3(x) =x1 + 3.

Montrer que (1, @2, p3) est une base de E.

Formes quadratiques et formes bilinéaires symétriques : définition, changements de bases.

Exercice 4. Parmi les applications suivantes définies sur R? x R3, lesquelles sont des formes bilinéaires
symétriques? Pour celles qui sont des formes bilinéaires symétriques, préciser leur matrice dans la base
canonique.

fi(e,y) = =iyt + 23y3 + 2353, otz = (z1,22,23) et y = (y1, 42, 43),
fa(z,y) = z1y1 + 2oy2 + T3ys + T1y2 — T2y,

f3(z,y) = z1y1 + 222 — T3Y3,

fa(z,y) = (21 — 222)(y1 — 292) + @2y + (T2 + 23) (Y2 + ¥3) -

Exercice 5. Soit f: R3 x R® — R définie pour tous = = (x1, 72, 23) et y = (y1,y2,y3) de R3 par
flr,y) =z1y1 +4a3ys + w1y +22y1 +221y3 + 22391 +322y3 + 3232
1. Vérifier que f est une forme bilinéaire symétrique. On note ¢ la forme quadratique associée.

2. Déterminer la matrice de f dans la base canonique B = (e, €2, €3) de R3.

3. Vérifier que B’ = (e} = (1,0,0),¢5 = (=1,1,0),e5 = (=3,1,1)) est une base de R®. Déterminer la
matrice de f dans cette base. Pour tous x et y dans R®, calculer f(x,y) et ¢(z) dans cette base.

4. Donner une base g-orthogonale de vecteurs de R3.

Exercice 6. On considere la forme quadratique g sur R? définie par
Vo = (21, 29,23), q(x) =12} +523+54x5 —4x120 + 142123 — 322073 .
On désigne par f la forme bilinéaire symétrique associée a q.

1. Ecrire la matrice de f dans la base canonique B de R®. Pour tous x et y dans R3, déterminer f(z,y)
dans cette base.

2. Vérifier que B’ = (e) = (1,0,0),e5 = (2,1,0),e4 = (—3,2,1)) est une base de R®. Déterminer la
matrice de f dans cette base. Pour tout x de R3, déterminer ¢(z) dans cette base.

3. Déterminer I'orthogonal, pour la forme quadratique ¢, du sous-espace vectoriel engendré par le vecteur
(-3,2,1).



