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I

Énoncer de l’inégalité des accroissements finis (les hypothèses prises seront bien précisées).

II

Soit Φ la fonction de R2 dans R2 définie par

Φ(x, y) = (y + exy, x + e−xy), (x, y) ∈ R2.

(1) Montrer que Φ est de classe C1. Calculer la matrice jacobienne Jac Φ(x, y) de Φ pour
(x, y) ∈ R2.

(2) Montrer que la matrice jacobienne Jac Φ(x, 0) est inversible pour x ≥ 0.

(3) Soit a ≥ 0. Pour A > 0, soit Ba,A la partie de R2 définie par

Ba,A = {(X, Y ) ∈ R2, |X − 1|+ |Y − 1− a| < A}.

Montrer qu’il existe A > 0 et une fonction différentiable Ψa,A définie sur Ba,A telle que

Φ ◦Ψa,A(X,Y ) = (X, Y ), (X,Y ) ∈ Ba,A.

Calculer la matrice jacobienne Jac Ψa,A(1, 1 + a).

III

Soit, pour λ ∈ R, la fonction numérique Fλ définie sur R2 par

Fλ(x, y) = y(x2 + y2 − λy), (x, y) ∈ R2.

(1) Déterminer les points critiques de F0. Discuter si ce sont des minimum ou des maximum,
stricts ou non.

(2) Soit λ 6= 0. Montrer que Fλ(λx, λy) = λ3F1(x, y), (x, y) ∈ R2. Calculer la différentielle
DFλ(λx, λy) en fonction de la différentielle DF1(x, y). En déduire que (x, y) est un point
critique de F1 si et seulement si (λx, λy) est un point critique de Fλ.

(3) Déterminer les points critiques de F1. Discuter si ce sont des minimum ou des maximum,
stricts ou non.

(4) Reprendre la question précédente pour F−1.

(5) Soit C1 = {(x, y) ∈ R2, F1(x, y) = 0}. Tracer l’ensemble C1 et déterminer les points
m = (x, y) où F1 est régulière. Donner en un tel point régulier l’équation de la tangente à
C1.


