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Chapitre 1

Fonction de plusieurs variables :
dérivées partielles

Ce chapitre a pour objectif de généraliser les propriétés des fonctions numé-
riques d’une variable réelle a des fonctions de plusieurs variables réelles (x, y, z, . ..
ou X, Xp,...,X,) avaleurs dans un espace R” (i. e. a valeurs vectorielles)

fix=(x1,...,%m) ER" — fX) = (i(X),..., [n(X)) €R".

La généralisation des concepts et résultats des fonctions d'une variable est souvent
aisée, mais des nouveaux phénomenes apparaissent (souvent liés a des résultats
d’algebre linéaire) et les énoncés ne seront pas toujours démontrés. On considérera
plutot les cas ou m et n sont parmi 1,2 ou 3. Les coordonnées de x seront notées
x; ou x(1).

Pour une fonction f : U — R numérique de 2 variables, on a la possibilité de
représentations graphiques :

1. une courbe (ou ligne, ensemble) de niveau h pour la fonction f est la partie
du plan définie par {(x,y) € U, f(x, y) = h}.

2. le graphe G delafonction f estla partie de U x R définie par

Gr=1{(x,y f(x,y) €R%, (x,y) € U}.

Laligne de niveau h est I'intersection du graphe G avec le plan horizontal de
cote z = h.

En 3 variables, on peut examiner les ensembles de niveau & (en général des sur-
faces) définis suivant {(x, y,z) € U, f(x, y, z) = h}.

> EXEMPLES 1.1:
.11 f:x=(x1,...,xm) ER" — ayx1 +...,+amxm + b € R fonction affine (li-
néaire si b = 0), le graphe (comme toute ligne de niveau) est un (hyper)plan
de dimension m.
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1.1.2 Pourlafonction® f: (x,y) — x*+y?, leslignes de niveau x>+ y? = h (h > 0)
sont des cercles centrés en I'origine, alors que le graphe {(x, y, 2)|z = x* + y?}
est un paraboloide.

1.1.3 x=(x,y) € R®n{x # y}) — (x+ y)/(x — y) € R; la fonction est définie en
dehors de la droite {x = y}. Les lignes de niveau sont des droites.

1.1.4 r:x=(x,7,2) €R3— |x]l = /x2 + y2 + z2 norme d’'un vecteur de R®. Dans
R?, on a pareillement cette fonction, qui sera notée a I'identique;

1.15 r:ix=(x, ) eR?— /x2+ y2 = ||(x, ) |l2 €R;
1.1.6

arctg(y/x) six >0,
(x,y) €R*\ {(x,0), x eR™*} — O(x,y) =3 m/2—arctg(x/y)  siy>0,
—-m/2—arctg(x/y) siy<o0;

La fonction 6 donne I'angle (mesuré par un réel dans ] — 7, 7[) du rayon de
|'origine au point m = (x, y) et le demi-axe horizontal positif. Cette fonction
est définie sur R?\ (R~,0) :si m = (x,0) avec x <0, les limites lim,_.q+ 0 (m +
(0,@)) sont distinctes, valant +m resp. La fonction (x,y) — (r(x,y),0(x,y))
donne les coordonnées polaires du point m dans le plan de la géométrie eu-
clidienne. En dimension 3, on a de maniere analogue les coordonnées sphé-
riques, bien définies en dehors de quelques coupures.

1.1.7 (x,y) € R? — |x| +|y|; on verra que cette fonction a de larges parties de
non-différentiabilité, comme la suivante;

1.1.8 (x,7,2) €R3— [|(x, 7, 2)llo = max(|xl,|yl,|2) ;

1.1.9 (x,y) €R? — xy :si x,y >0, c’estlasurface d'un rectangle avec dimensions
X, Y5

1.1.10 (x,y,2) €R3— 2(xy+yz+2zx) :si x,y,z> 0, c'estla surface des faces d'un
parallélépipede x, y,z; <

On considérera en général des fonctions définies sur R™ tout entier. Parfois, il
sera utile de considérer des fonctions avec domaine de définition plus restreint. On
supposera le domaine de définition U ouvert au sens suivant :

1. Avec SageMath, les commandes
f=xkx2+y**2
contour_plot(f, (x,-2,2),(y,-2,2),fill=False) .show()
plot3d(f, (x,-2,2),(y,-2,2), viewer=’threejs’)
affichent des lignes de niveau, puis lancent une représentation du graphe de la fonction avec possi-
bilité de déplacer ce graphe (testé sur mac).


http://www.sagemath.org/fr/
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DEFINITION 1.1: La partie U de R? est dite ouverte si pour tout x € U, il existe un
r >0 tel que la boule B(x,1) = {y€ R?, |y —x|| < r} est incluse dans R?.

La définition en dimension 3 ou supérieure est quasi-identique.
Définissons les applications partielles relativement a une variable.

DEFINITION 1.2: Soit f:x€R"™ — f(x) = (f; (x));?=1 e R". Lapplication partielle d'in-
dice i € [[1, m]] en x est Uapplication

teER— f(x1,...,Xi—1,t, Xi+1,..., Xm) ER",
avec j-eme application coordonnée (j € [[1, nll) partielle d’indice i € [[1, m]]
teER— fi(x1,..., X1, 6, Xir1,.-., Xm) ER.

Si [ est définie sur l'ouvert U, on considérera une boule B(x,r) incluse dans U et
Uapplication partielle d'indice i définie sur l'intervalle 1x; —r,x; + r[ par

n
telx;—nx;+rl— f(xy,...,Xi-1, £, Xi+1,..., Xm) ER

avec fonctions coordonnées partielles correspondantes.

A REMARQUE 1.1: Comme application partielle, on considere parfois la fonction
SEl=1,1[— f(X1,. 0, Xi—1, Xi + 8, Xit1y..0, Xm) €R?
qui est liée a la précédente par le changement de variable s = r — x;, modification

sans bouleversement. v

1.1 Limites et continuité

DEFINITION 1.3: La suite de points® (X)) k=0 dans R™ est dite converger dans R™ vers
un point X, € R si pour tout i = 1,...,m, la suite Xy (i)) x>o des i -emes coordonnées
converge dans R vers la i -eme coordonnée X (i) de Xoo.

> EXEMPLE 1.2: La suite (xz = (275,35 2 —sin(k)/k2)) k=0 converge dans R3 vers
(0,1,2) : on le voit aisément coordonnée par coordonnée. <

2. Onne confondra pas le statut des indices parmi x, x;,xy (i) . La lettre grasse x désigne un vecteur
de R de coordonnées xi,...,Xm,m, Xi(i) est la i-eme coordonnée du vecteur xi, de telle sorte que
x(i) = x; et X (i) = (X0);i. La suite (Xg)r>o est une suite de vecteurs dans R™, alors que la suite
(% (1)) k=0 est une suite numérique. Par économie ou pénurie de symboles, d’autres formulations du
calcul différentiel prétent a confusion, on essaiera d’y pallier..
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A REMARQUE 1.2: Vu que

1 — Xoolloo = I?zgllxﬂxk(j) ~Xoo ()]

< %6~ Xeollz = / (1) = Xeo (1)2 + .. + (6() — Koo (1))?

< mr?ﬁéf(uxk(j) —Xeo ()] = MIIXk — Xoolloo,

la suite (Xi)r>o (de points dans R”) converge vers X, si et seulement si la suite
(numérique) ([IXx—Xoll2) k=0 converge vers 0, si et seulement si la suite (numérique)
(IXx —Xoolloo) k=0 converge vers 0. On notera dans la suite | || une des applications

I oo ou [ ll2. \Y

DEFINITION 1.4: Lapplication f:U(cR™) — R" est continue en x € U si pour toute
suite (Xy) k=0 convergente vers X la suite (f (Xx)) k=0 converge vers f(X).

Lapplication f:U(c R™) — R" est continue sur U si elle est continue en chacun
des points de son domaine de définition U .

> EXEMPLES 1.3:
1.3.1 Lapplication ieéme-coordonnée 7; :x € R — x(i) € R est continue.

1.3.2 Si f:R — R est continue discontinue (comme la fonction « Partie entiére »)
et g : R? — R continue, il n’est pas rare que la composée f o g ne soit pas
continue.

1.3.3 Soit f; :R—R,i =1,...,n des fonctions continues. Alors la fonction x €
R — (fi(x;)) € R" est continue <

LEMME 1.1: Lapplication f = (f1,..., fn) : U — R" est continue en x si et seulement si
les fonctions coordonnées x € U — (m; o f)(X) = f;(X) pour i =1,...,n sont continues.

Si I'application f : U — R est continue, ses applications partielles sont conti-
nues. La réciproque n’est pas vraie en toute généralité, méme si les fonctions consi-
dérées le seront, sauf exception rarissime.

> EXEMPLE 1.4: Comme exemple de telle fonction, prenons 'application f nulle a
I'origine et vérifiant sinon

2
Fly) = xz%yyz (x, y) € RZ\ {(0,0)}.

Les applications partielles a I'origine (0,0), soit te R— f(£,0)eRet teR— f(0,7) €
R sontidentiquement nulles, et par suite sont continues. Par ailleurs I'application f
est constante égale a sin(26) sur la droite D* (0) passant par I'origine privée de cette
origine et de pente tang0 : cette droite est paramétrée par r > 0 — (r cos, r sing)
avec ¢ =0 ou 0 + . Lafonction f y prend la valeur constante sin(260) vu

2rcosfrsinf
(r cos0)2 + (rsin0)?

f(rcos6,rsinf) = =2cos0sin0 =sin(20), r >0,
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différente de f(0,0) :si (r,) =0 est une suite de réels non nuls positifs tendant vers 0,
alorslasuite ((r,cos8, r,sinf)),>o tend vers (0,0), avec f(r,cos8,r,sinf) =sin(20)
qui ne tend pas vers f(0,0) (sila droite D*(0) n’est pas ’axe vertical ou horizontal) :
la fonction f n’est pas continue en x = (0,0). La fonction f est cependant continue
sur le plan R? privé de I'origine (0,0). <

Le théoreme suivant suffit a montrer souvent la continuité d’applications d'un
ouvert de R dans R.

THEOREME 1.1: La somme de deux applications continues de R™ dans R" est conti-
nue.

Le produit de deux applications continues de R dans R est continue.

La composée go f : R™ — RP d’'une application continue f : R™ — R" par une
application continue g : R" — RP est continue.

A REMARQUE 1.3: Le cas de I'inverse f~!:xe (U\{y: f(y) # 0}) — 1/f(x) d’'une
fonction numérique peut étre vu comme la composée de la fonction f suivie de
I'inverse t € R* — ™1 e R*. \V4

> EXEMPLES 1.5:

1.5.1 Soit f;i:R—R,i=1,...,m des fonctions continues. Alors les fonctions

m m
XxeR™— Y fix)eR,  xeR™—]]filx)eR
i=1 i=1

sont continues.

1.5.2 Lapplication

e*Ysin(z +In(1 + 2 2cos?(x +
o) € E+in(+y?) [f2cox+p) | oo
1+ x2+ 2 1+2z4

est continue sur R3. <

1.2 Dérivées partielles, fonctions de classe €'

La définition suivante porte sur des fonctions numériques : on la généralise na-
turellement a des fonctions a valeurs dans R” en considérant les fonctions coordon-
nées (qui sont a valeurs numériques)

DEFINITION 1.5: Soit U ouvert de R™, f:U — R, xe U et € > 0 tel que la boule
B(x,¢€) soitincluse dans U . Si l'application partielle d'indice i en X, soit

te]xi — &, X +8['_) f(---rxi—ly t)xi+ly---);
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est dérivable en t = x;, alors on dit que f admet une dérivée partielle d'indice i au
point x, ou une dérivée partielle par rapport a la variable x; en x. On note cette
dérivée partielle

0
amfmrzgimy

Xi
La fonction f admet une dérivée partielle par rapport a la variable x; définie sur U

si elle admet une dérivée partielle par rapport a x; en chacun des points de U. On a
alors

_of _[4a . .
axif(x) - OXi (X) - dtf(---rxl—lr t;xl+l)---) |t:xi-

A REMARQUES 1.4:

1. Pour une fonction f: t € U — f(f) numérique d'une variable, on retrouve la
définition standard de la dérivée. Les notations 9; f(t) = d f(¢) valent pour la
dérivée f'(1).

2. Sionesten 3variables x, y, z, on écrira g—f(x) a—f(x) a—f(x) oud,f(x),0,f(x),0,fx).

AN x oy ¥ 0z X Yy VY

3. On a d’autres notations, par exemple f,(x),Dyf,D1f,.... \V/

> EXEMPLES 1.6:
1.6.1 Si r(x,y) = /x2+ y2 pour (x,y) € R3, la fonction r admet des dérivées
partielles sur R?\ {(0,0)}, avec
2x

d 1 X
0xr (X, ):—[\/t2+ 2 5 = ’
x y dt 4 =x  2/x2+y2 1%

et pareillement 0,r(x,y) = y/r(x,y) si (x,y) € R?\{(0,0)}. La fonction r n’ad-
met pas de dérivées partielles en m = (0,0), puisque 'application partielle en
ce point et, pour la premiere coordonnée, est

(x,y) € R*\ {(0,0)}.

teR—r(t,0)= V> =t
application non dérivable en ¢ =0.

1.6.2 Laloi des gaz parfaits s’énonce suivant la relation pv = npt reliant les va-
riables de pression p, de volume v et de température ¢, avec comme pa-
rametres n le nombre de moles et p la constante des gaz parfaits. On a les
applications

npt npt pv

p:(Uyt)*—)p:T, U:(p,t)HUZT’ t:(p,l})l——»t:n—p’
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d’ou

v

=-1, t0;po;v=t [n_;o]

p

DEFINITION 1.6: Soit U ouvert de R™. La fonction f : U — R" est dite de classe
€1 sur U si ses fonctions coordonnées fi:U—R, j=1,...,n admettent des dérivées
partielles 0y, f; de tout indice i = 1,...,m sur U, qui sont de plus continues sur U .

La dérivée partielle d’'indice i (ou pour la variable x;) peut s’interpréter comme
dérivée dans la direction e; = (...,0,1,0,...), vecteur dont seule la i -eme coordon-
née est non nulle :

d
Oy fm) = — [ f(m+1e))] .

Est-on capable d’établir I'’existence d’une telle dérivée directionnelle

d
E[f(m+ )],y (1.1)

dans toute direction v € R? 2 Autrement dit, 'existence de m dérivées partielles (re-
lativement aux m axes de coordonnées) suffit-elle a établir I'existence de toute déri-
vée directionnelle? A priori non, mais la notion de différentielle I’assure comme on
le verra dans la section suivante.

1.3 Différentielle en un point

Le théoréme suivant a été formulé pour des fonctions de 2 variables, mais mais
il est facilement exprimable pour des fonctions a m > 2 variables. Il établit qu'une
fonction de classe €' est approchée au voisinage de m par une fonction affine, a
un reste r¢ petit pres tel que re(v) = lv|le(v).

THEOREME 1.2: Soit f: U(cR?) — R de classe €' etme U. Alors
fm+(h, k)= f(m)+0xf(m)h+0yf(m)k+l(h, k)lleh, k) (1.2)

avec g(h, k) — 0 lorsque (h, k) — (0,0).
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DEMONSTRATION. Cette approximation de f provient d'un examen des divers ac-
croissements et de la continuité des applications de dérivée partielle. On a

Fm+(h, k) = f(m) + [ Fm+ (1, k) - fm+ (0, k))] + [ Fm+ (0, k) - f(m)]

h k

d d
:f(m)+f —[f(m+(t,k))]dt+f — [fm+(0,1)] dt
0o dt o dt

h k
:f(m)+f0 6xlf(m+(t,k))dt+j(; Ox, f(m+(0,0))dt

1 1
:f(m)+hf Ox, f(m+ (hs,k))ds + kf Ox, f(m+(0,ks))ds
0 0
= f(m) + hdy, f(m) + kOy, f (m) + r(h, k)

1
ds+kf
0

On a utilisé les dérivées directionnelles par rapport aux 2 axes de coordonnées dans
la deuxieme ligne. Puisque les dérivées partielles sont continues (et donc uniformé-
ment continues sur tout compact), on peut majorer les intégrants par € pour (A, k)
petit, obtenant

|r(h, k)| < |I(h, k)|le(m, h, k) avec €(m, h, k) — 0 quand (h, k) — 0

avec

1
r(h, k)= hj(; [Oxl (m+ (hs, k) — 0y, f(m) Oy, (m+(0,ks)) =0y, f(m) | ds

pour le reste dans I’expression
fm+ (h, k) = f(m) + hdy, f(m) + kOy, f (m) + r(h, k). O

Cette approximation de la fonction f:x=(x,y) — f(x,y) au voisinage de m par
I'application linéaire affine

(h, k) € R? — f(m) + 0, f(m)h + 0y, f(m) k

justifie la définition (manipulée précédemment en deux variables)

DEFINITION 1.7: Soit f: U(cR"™) — R etme U. La fonction f est dite différentiable
en m si pour h e R" au voisinage de 0,

fm+h) = f(m)+df(m)h)+ |h|eth) avec e(h) — 0 lorsque h — 0. (1.3)

ou la différentielle (ou dérivée ou encore I’application linéaire tangente) d f(m) =
f'(m) au point m est définie comme l'application linéaire®
df(m)(h) =dfm)h,k,0)
=0xfm)h+0,f(m)k+0,f(m)l,
=(Vf(m),(h,k,0))=(Vf(m),h)), h=(hkO)eR’.

3. On se reportera a la section 1.6 et sa formule (1.11) qui définit le gradient Vf(m) pour une
fonction f a valeurs numériques et dépendant de m variables.
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Le théoreme suivant a donc été établi :
THEOREME 1.3: Toute fonction f: U(c R™) — R de classe €' est différentiable.

et le lemme suivant précisant la formule (1.1) est aisé a démontrer :

LEMME 1.2: Soit f: U(c R?) — R de classe €' et m € U. Alors la fonction f admet
une dérivée directionnelle

d
va(m) = E

[fm+1v)],_, =0y fFm) vy + 0y, fM) vy, V= (v1,02).
en toute direction v au point m.
DEMONSTRATION. D’apres la formule (1.2), on a pour v = (vy, v2),

fm+ tv)— f(m)
t

=0xf(m)vy + 0y f(m) vy + [[V]e(2v),

ce qui assure la convergence du membre de gauche lorsque ¢ — 0 et qui donne une
expression de la dérivée directionnelle dans la direction v

T [fm+ l“V)]”:O =0xf(m)vy +0yfm)ve, v=(v7,0). O

A REMARQUE 1.5: Les opérations usuelles (addition, produit,...) préservent la dif-

férentiabilité et les formules du calcul en une variable se prolongent souvent aisé-
ment. Ainsi, pour des fonctions numériques f, g: R — R, on a par exemple

dif+g)=df+dg, d(fg)=fdg+gdf, d(fH=-f’df.

Une fonction constante a une différentielle nulle, tandis qu'une fonction linéaire
L a comme différentielle L elle méme. Ces propriétés découlent directement de la
définition précédente. v

Pour des fonctions a valeurs vectorielles, la définition précédente 1.7 reste com-
pletement valable, a quelques modifications pres.

DEFINITION 1.8: Si f = (f1,..., fn) : U(c R™) — R", la différentielle au point m est
définie comme l'application linéaire d f (m) : R™ — R" avec matrice dite jacobienne®
dans les bases canoniques

Oy, fim) ... 0y, f1(m)

Jf(m) = (1.4)

6x1fn(m) axmfn(m)

de telle sorte que pour v = (vy,...,vy) € R™

m m
dfm)(v) =) 0y, film)v;,..., Y 0, frm)v; | € R".
i:l l=1

4. Charles]. K. Jacobi, 10 décembre 1804, Potsdam, Prusse — 18 février 1851, Berlin, Prusse.
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A REMARQUES 1.6:

1. Si on considere des fonctions numériques f, g : R — R d’'une variable, on re-
trouve la formule classique pour la dérivée d'une fonction composée : (g o
N'@=gfof'w@.

2. La matrice J¢(m) représente la différentielle f'(m) = d f(m), application li-
néaire de R dans R”, dans les bases canoniques de R™ et R". Cette ma-
trice a comme nombre de colonnes celui des variables (la dimension de 'es-
pace contenant I’ouvert source de f) et comme nombre de lignes celui des
fonctions coordonnées (fi,..., f;) de f (la dimension de son espace but). Si
on convient d’écrire le gradient Vf comme un vecteur ligne, la matrice jaco-
bienne reprend sur chaque ligne les gradients V f; des fonctions coordonnées

fjpour j=1,...,n.
3. Pour effectuer le produit des tableaux J r(m) et (vy,...,Upm) il convient de pla-
cer ces tableaux comme ceci

U1

Um

axlfl (m) ... axmfl (m)

axlfn(m) axmfn(m)

On effectuera le produit de chaque ligne avec le vecteur colonne des coordon-
nées (vy,..., V), de telle maniere que le produit final est un vecteur colonne
de m lignes. v

La prochaine étape est le calcul des dérivées partielles de fonctions composées :
le théoreme 1.4 ci-dessous I'’exprime de maniere lapidaire. La correspondance entre
matrice et application linéaire fait’objet d'une annexe a la fin de ce chapitre : I'équi-
valence des formules (1.5) et (1.6) en résultent, c’est son application en basses di-
mensions qui importe le plus : quelques exemples simples de calculs de dérivées
partielles de fonctions composées achevent cette section.

THEOREME 1.4: Soit f: U(c R™) — R" et g: V(c R") — RP, fonctions de classe €*
avec f(U) c V. Alors la composée h = go f est de classe €' et

d(gof)m)=dg(f(m))odf(m), meU, (1.5)

ou pour les matrices jacobiennes

Jgor(m) = Jo(f(m))-Jp(m), meU, (1.6)
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soit en terme de dérivées partielles (coefficients des matrices jacobiennes), on a

a(gof)e . 080 0fj .
_— =y"r — —_— , i=1,...m¥¢=1,...,p. 1.
ox; (m) i=1 oy, (f(m))ax,- (m), meU,i m, ¥ p 1.7)

ot on a supposé f = (f1,..., fn) avec m variables x,...,x;,; et n fonctions coordon-
nées, g = (g1,...,8p) avec n variables y,...,y, et p fonctions coordonnées et donc
h=(hy,...,hy) avec m variables x1,...,Xn et p fonctions coordonnées.

DEMONSTRATION. La différentiabilité de f en m et de g en f(m) signifient les ap-
proximations par des fonctions affines avec des restes « petits »

fm+v) = fm)+ f'm)(v) +r7(v)
g(f(m) +w) = g(f(m)) + g'(f (m)) (W) + rg(w)

avec ry, rg petits devant les autres termes en le sens indiqué par la définition de la
différentiabilité. Notant w = f’(m)(v) + r(v), on obtient

(go Hm+v) = g(f(m+v)) = g(f(m) + f'(m) (V) + r(v))
= g(fm) + f'm)(v) + r¢(v))
= g(fm)) + g'(f (m) (W) + rg(w)
= g(fm)) + g'(f ) (f M)(V) + () + rg (f m)(¥) + 77 (V)
= g(f(m) + g'(f (m) (f' (m)(v)) + r (V)

avec le reste
r(v) = g'(fm)(rp() + rg(f m)v+r(v))

Pour une application linéaire A:R” — R, on al’existence d’'une constante Cy, telle
que ||Av]| < C4|lv|| pour tout v e R”. On a donc pour r(¢) et des constantes Cy, Co,...
convenables

IrMl < Ciliviie () + 1| £/ ) (V) + 7, (W) g (f (m) (V) + 7 (V)
< Cillvle () + (Callvll + IVlle f (W) eg (f (M) (V) + 77 (V))

< vl |Cief (V) + (Ca + £ (W) eg (f (M) (V) + 7 (V))

ce qui implique la petitesse attendue du reste r(v) et permet de conclure : le terme
d’ordre 1 dans le développement de Taylor est celui annoncé dans ’énoncé du théo-
reme. O

La composée go f de fonctions de classe 6! est une fonction de classe €. Les
formules générales des dérivées partielles de la fonction composée en fonction des
dérivées partielles des constituants de la composée sont un peu complexes, nous
nous limiterons a I’exemple suivant (cf. les formules (1.5) et (1.6) de la composée de
la différentielle ci-dessus)
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> EXEMPLES 1.7:
1.7.1 Soient f:teR— (u(t),v(t) e R? et g: (x,y) € R? — g(x,y) € R. Les ma-
trices jacobiennes respectives sont

(¢
Jp() = (Z,Et;) , teR,  Jo®)=(0:g® 0,8), x=(x,y)€R?
d’ot1 la matrice de la composée go f qui est une fonction d'une variable ¢
d(gof)

(1) = Jgo (0 = Jg(f(D) (D)

u' (1)
= (0x8(f (1) 0yg(f (1) (v’(l‘))

= 0, g(f (N (1) +0,8(F DIV (1)
=0,g(u(®), v(N)u' () + 9, g (w(®), v(N)V' (7).

La composée f o g est une fonction de deux variables a valeurs vectorielles
dans R?. Sa différentielle est représentée par une matrice carrée d’ordre 2

d(fogx) =df(gx)odgx) =Jr(gx)) Jgx)

B atu(g(x)))
_(6tv(g(x)) (0:800) 0yg)

:(Otu(g(X))axg(X) 0,u(g(x))0,g(x)
0:v(gx))0,gx) 0:v(gXx))0,gX)

1.7.2 Soient f:x=(x,y,2) €R3 — (ux),v(x)) eR? et g: (u,v) € R? — g(u,v) €R,
toutes deux de classe €. Alors,

(go X = gu(x,y,2),v(x,1,2), X=(x,72) R’
et

0,(go fIx) =0, [g(ulx,y), v(x, )]
= 0,8 (uX), v(x)0yuX) +0,g(UX), vX)d,rx), x=(x,¥72) R’

1.7.3 Soient

finy) eR?— (x+yhy—3x%2x° -3y) = (ilx, ), L%, D), fr(x, ) € R®
g:(x,),2)¢€ R3 —2xy—3(x+2z) eR.

Calculons les dérivées partielles de h = go f, fonction de 2 variables a valeurs
numériques. La formulation en chaine donne

0 h(m) =0y, g(f(m))dx(x+ y*) +0y,g(f(m))dx(y — 3%) + 8, g(f (M), (2x* - 3y)
dyh(m) = ,,80y(x+ y*) +0y,80,(y —3%) +d,,80,(2x* —3y)
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On aurait pu aussi écrire
0xh = 0,80y (x+y") +0,80x(y —3x%) + 0,80, (2x> —3y)
au risque de confusion entre les variables. Ainsi

0.h(x,1,2) =2y —3)-1]+[2x- (—6x)] + [-3-6x?] =2y —3—30x°.

1.4 Espace tangent
Soit ¢ : x e R— ¢(x) € R une fonction différentiable. Son graphe
Gy ={(x,p(x), xR} (cRE ),

est une courbe dans le plan possédant au point (x, ¢(xp)) € R? une tangente d’équa-
tion
=00 +¢' (x0)(x—x0),  (x,y) R

Cette approximation de la courbe par sa tangente est la traduction géométrique de
I’approximation analytique

P(x) = p(xp) + @' (x0) (x — xp) + (X — x0)e(x), X€R,

ou £(x) — 0 lorsque x — xj.

Pour une fonction f de m (> 1) variables, on a un phénomene analogue d’ap-
proximation du graphe par un hyperplan. Si m = 2, cet hyperplan n'est qu'un plan
habituel dans R3. Explicitons cette approximation dans le cas d’'une fonction de
m = 2 variables.

Soit a € R, soit b 'application linéaire b :u = (uy, uz) — byu; + bouy (avec b non
nul, i. e. (b1, b2) # (0,0)) et soit la fonction affine (polynomiale de degré 1) L, :u—
a+ b(u). Cette fonction L, } a pour graphe le plan

Pup = {(u1, up, Ly p(w),u= (uy, up) € R%) (1.8)

y 2 . _ 3
d’équation us = Ly (11, up) dans Ry, ,, .. -

Soit f: R? — R différentiable en xy. Alors, pour x voisin de Xy,
fX) = f(xo) +df(x0)(x—Xp) + [Xx—Xplle(x)
avec €(x) — 0 lorsque x — xg. Ainsi le graphe

Gy = {(x1, %2, f(x1,%2)), (x1, X2) € R*}
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au voisinage de xj est approché par le plan

Pfx, = {(x1,%2, f(X0) + d f (X0) (BFx —X0)) € R,  x=(x1,x2)}.

Avec les notations précédentes de (1.8), le scalaire a a la valeur f(xg) et le vecteur
b = (b, bo) estle gradient V f(xo) = (0 f (X0),0y f (X0))
On a donc démontré

PROPOSITION 1.1: Soit f : U(c R?) — R définie au voisinage de X, € R? et différen-
tiable en xq . Alors, dans U'espace R3, le graphe de f au point (X, f (Xo)) est approché
par le plan tangent en (X, f (Xo)) d’équation dans R3

x3 = f(Xo) +df(Xo)(X—Xq), (Xo,X3) = (X1, Xp,x3) € R>.

1.5 Dérivées d’ordre supérieur

Les dérivées partielles peuvent étre dérivées, d’ot1 la définition suivante, prolon-
geant celle (déf. 1.6) de fonction de classe €*,

DEFINITION 1.9: Soit k un entier au moins égal a 2. La fonction f : U(c R™) — R
est dit de classe €* si elle est de classe € et ses m dérivées partielles 8y, f oiL i =
1,...,m sont de classe €% 1. La fonction f est dite de classe €*° ou indéfiniment
différentiable, si elle est de classe €* pour tout entier k.

> EXEMPLE 1.8:

Les fonctions polyndmes sont de classe €°°, ainsi que les fonctions trigonomé-
triques, les fonctions exp et In (sur son domaine de définition), etc <

On a le théoréme de Schwarz® qui prend la forme suivante pour les fonctions de
deux variables.

THEOREME 1.5: Soit f: U — R de classe 6. Alors,

i(%) (x) = ai(g)(x), xeU.

Oox\oy y\ox
On notera cette valeur commune 8>, f (X) = ) x)
T axoy

5. H. Schwarz 25 janvier 1843, Hermsdorf, Silésie — 30 novembre 1921, Berlin, Allemagne.
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DEMONSTRATION. Il suffit de le montrer pour une fonction f de deux variables x,y
différentiable al'origine (0,0), ainsi que ses dérivées partielles d’ordre 1. Soient F et H
définies au voisinage de l'origine par

Fx,y)=f(x,y) - f(x,00- f(0,y) + f(0,0), H(x,y)=F(x,y)—xyd,05F(0,0).

Ona
0xH(x,y) = 0xF(x,y) — y0y0+F(0,0).

Par ailleurs, la différentiabilité de 6, F al'origine permet d’écrire
0xF (s, 1) =0xF(0,0) + 0,0, F(0,0)s +0,0,F(0,0)t + (|s| + | £)e(s, ). (1.9
Vu les égalités
0+F(x,y)=0xf(x,y)—0xf(x,0), 0+F(x,0) =0, 0,0, F(0,0) =0,
la formule précédente (1.9) se réduit a
0xF (s, 1) = 10,0,F(0,0) + (|s| + | £De(s, 1).
On en déduit par I'inégalité des accroissements finis avec y fixé, et £1(x, y) = sup o, 1€(S, Y1,

|H(x,y)| < sup |0.F(s,y) — ydy0F(0,0)| |x| < (x| +yDe1 (x, y) x|
s€(0,x]

soit

|F(x,y) — xy0,0xF(0,0)] < (Ix| +1yDe1(x, y) | x].
On a une inégalité analogue en échangeant x et y

|[F(x,y) — yx0x0yF(0,0)| < (Ix| + |yDe2(x, y) 1yl,
d’ol en additionnant, et en prenant t =x =y,

11200, F(0,0) — 1°0,0xF(0,0)] < 21%(e1(x, y) + £2(x, )

soit

et donc I'annulation du membre de gauche en faisant tendre (x, y) vers (0,0), ce qu’il
fallait démontrer. U

> EXEMPLES 1.9:
1.9.1 Soitlafonction f: (x,y) € (R**)? — \/x3y. Les dérivées partielles prennent
la forme

3 1 B
0y f(x,) = §x1/2y1/2’ dy(x, Y f(x,y) = Exz;/zy 12

3 3
2 _ -1/2_1/2 2 _ 1/2
02f(x,y) = Rl 05 f(x,y) = 2%

=—X ,
> y

4

1 -1/2 3 1/2 ,-1/2
™

3 _ 3 _ 1 _
Exl/z y 1/2:_x1/2y 2 aigf(x,y)=—le/2y /2

1
2 —

1.9.2 Lapplication f définie suivant

xy(xZ _ yZ)
flx,y)= X2+ y?
0 sinon

si (x,y) #(0,0),
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a des dérivées partielles d’ordre 2 al’origine avec 0,0, f(0,0) = —1 et 0,0, f(0,0) =

1. En effet, la dérivée partielle 0y f se calcule aisément en dehors de I'origine

y(x2 - yz) xy(2x) —2xy(x2 - yz)
+ +

0xf(x,y) =

avec 0, f(0,0) obtenu par prolongement par continuité en (0,0). Ainsi, pour

y non nul, d,f(0,y) = —y et donc 0,0,f(0,0) = —1 avec, en échangeant le

rolede x et y, 050, f(0,y) =1, <
DEFINITION 1.10: Soit f:x € U(c R™) — f(x) € R. Si f est de classe €2, alors la
matrice hessienne® de f est la matrice d’ordre m dépendant de x € U définie comme
suivant

Hess f(x) = (02, f®), xeU.

Ainsi, pour une fonction de m = 3 variables, on a

02 02

627120(}() angy(x) ajgdz(x) azzf(X) 9% yf(X) 0> Zf(x)
Hess f(%) = | 5:4-(%) ‘;;f ® FEw|= By f® Fuf® 0.

T 5722 ) L Orof 00 0y f®) 0, f()

La matrice hessienne est symétrique. Elle est déterminée par 3 (6 resp.) dérivées
partielles d’ordre 2 pour les fonctions de 2 (3 resp.) variables.

> EXEMPLE 1.10: Soit f:m = (x,¥,2) € R3— f(m) = xy + z°> € R. Son gradient ’ est
Vfim) =(y,x,2z), m=(x,y,2)

et sa matrice hessienne

, m=(x,Y,2).

\C R er R a]

01
Hess f(m)=|1 0O
00

La matrice hessienne de f est constante : c’est le cas pour toute fonction polyno-
miale de degré au plus 2, mais pas pour une application générale. <

Prolongeant I'approximation d'une fonction par sa différentielle, on a des déve-
loppements polynomiaux de degré k qui approchent de plus en plus une fonction.
Limitons nous au cas de fonctions numériques et a I'’ordre k=2.

6. Ludwig Otto Hesse, 22 avril 1811, Konigsberg, Prusse — 4 aotit 1874, Munich, Allemagne.
7. Le gradient est un vecteur. Il est représenté en principe par un vecteur colonne de m lignes, on
I’écrira de maniere abusive comme un vecteur ligne.
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THEOREME 1.6: Soit f: U(c R™) — R une fonction de classe €% etxe€ U. Alors on a
le développement de Taylor a l'ordre 2 au voisinage de x :

;?'1].:1 aiixjf(x)h,-hj

f(x+h):f(x)+2;."=16xjf(x)hj+ 5 +r(h)
soit avec les opérateurs Hess f,V f
Foxrh) = 00+ (Vf00, hy + e HessJOm gy (1.10)

oit h e R™ est suffisamment petit (de telle maniere que x+h e U) et oi le reste r est
de la forme r(h) = |h||?c(h) avec e(h) — 0 lorsque h — 0.

A REMARQUES 1.7:

1. En dimension m =2, on a en général
f&+ k) =fX)+0xfXh+0,fXk
1 1
+ Eaix fR +0%, f®)hk+ Eaiy FXE* + (h* + kPe(h, k).

2. En 3 variables, 'exemple précédent 1.10 donne le développement

hk + ¢?

fm+h)=xy+2z2°+yh+xk+2z0 + , m=(x,y,2),h=(hk0) R,

ol le reste r (de la formule générale (1.10)) est identiquement nul : une fonc-
tion quadratique a un développement de Taylor se terminant par le terme
d’ordre 2 (cf. la remarque suivante).

3. Soit ¢ un vecteur de R™ et A une matrice (non nécessairement) symétrique
d’ordre m. La fonction quadratique

Fp o xeR™— (x,0) + (X, AX).
a pour gradient VF, 4 et hessienne Hess Fy 4 les applications
VE, Ax) =0+ (A+TA)X, HessF,,(x)=(A+'A)/2, xeR™,

la hessienne étant constante. En effet, on a le développement de Taylor direc-
tement calculé

Fp AxX+V) =&x+Vv,0) + X+V,AX+V))
=X, AX) + (X, 0) + (v, AX+V)) + (X, AV) + (v, £)
= Fp A(X) + (v, AX) + (X, AV) + (v, £) + (v, AV)

v, (A+TA)WV)

= Fy 4(%) + (v, AX+ "AX + ) + >

)
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qui sera identifié au développement général (1.10) (ici le reste r(v) est identi-
quement nul)

(v,Hess Fp 4(xX)V)
2

Fp a(x+V) = Fp A(X) +(VFy 4(X),V) +
Sila matrice A est symétrique, alors le gradient est égal a VF ¢(x) = 2Ax+ ¢
et la hessienne égale a la matrice 2A. En dimension m = 1, on retrouve la
fonction Fpp:teR— Ax?+ ¢t (o1 A, ¢ sont des réels), de dérivée premiére

2Ax + ¢ et dérivée seconde 2A. v

DEMONSTRATION La preuve consiste a faire quelques intégrations du type ¢(b) —
p@ = [y 7 L [p(a+tb—a))]dt. Ainsi

1 d
f(x+v)=f(x)+f — [f&x+tv)]dt
o dt
1 m
=fx)+ 5 Zax].f(x+ l'V)Ujdt
j=1
1 m 1 m
:f(x)+f0 > 0 f0u;de+ | Y 0n fox+ ) =0y f )| vt
j=1 j=1
m m 1
:f(x)+Zaxjf(x)+Zf0 [axjf(x+ tv)—axjf(x)] vidt
j=1 j=1
m m 1 1 d
:f(x)+;axjf(x)+§ UO R
1 1
—f(x)+Za f(x)v]+2f U t

1]1

_f(x)+Za f(x)v]+2f U

l]l

_f(x)+26 f(x)v,+— Z [axlx]f(x)v,v]]+r(v)

1]1

Ox, f(x+ tsv)] ds

l)jdt

dtl}il/j

6§lxjf(x+ tsv)] ds

(x) d S

dtvivj+r(v)

Le 1/2 dans la derniere équation provient de l'intégrale fol [t fol ds] dt=1/2. Le
reste r(v) est

') = m[ i

avec I'estimation

lr(v)| < Uzl U

dt

Oy, f X+ SEV) = O f(x)]v,v]ds

0% fOc+ sv) =32, FOO 10l |vjlds

1 )
dtsi Z M; i (v lvll=.
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ou les majorants M; ; sont définis suivant

M;,j(r) = sup |Oxx; f(X+ V) = Ox;x; [ (X)

vil<r

et tendent vers 0 quand r — 0 par continuité uniforme des dérivées partielles dii X f

sur la boule fermée B(0, r) (incluse dans U) centrée en 0 et de rayon r. O

1.6 Opérateurs différentiels : gradient, rotationnel,
divergence

Dans la suite, on supposera les fonctions toutes de classe €. L'analyse vecto-
rielle considere des champs de scalaires (i. e. des fonctions a valeurs numériques,
réelles ou complexes), des champs de vecteurs (i. e. des fonctions a valeurs dans R
ou m est le nombre de variable, dont les valeurs sont interprétées souvent comme
des vecteurs vitesse) et des opérateurs qui transforment un de ces champs en un
champ du méme type ou non.

DEFINITION 1.11: 1. Soit f:R> - R et g:R3 —R.
Les gradients V [,V g et les laplaciens A f,Ag sont définis par
Vf="0.f0,f), Vg="0:80,80.8), (1.11)
Af =05 f+07,f, Ag=0%,8+0,8+08.

soit en général pour f:R™ — R

Vf=T0xf...0u,f), Af=0% f++0% . f.

Soit V= (u,v):R* > R? et W = (u, v, w) : R> - R3.
Les rotationnels rot V,rot W et divergence divV,divW sont définis suivant

rotV =0,v-0yu, r1otW =(0yw—0,v,0u—0;w,0,v—0yu),
divV =0 u+0dyv, divW =0 u+0d,v+0,w.

On a les relations classiques
div(Vf)=Af, div(Vg)=Ag, divrotW =0, rotVf=0, rotVg=0,

En effet, par exemple

div(Vf) = div(0x f,0y f) = 050+ f) +0y(0,f) = Af,
divrotW = 0,(0yw—0,v) +0,(0,u—0,w) +0,(0xv—0yu) =0,
1otV =0,(0yf)—0,(0xf) =0.
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Une équation aux dérivées partielles est une équation dont I'inconnue est une
fonction f de plusieurs variables a valeur scalaires ou vectorielles, fonction qui an-
nule une expression contenant certaines dérivées partielles de f.

Ces opérateurs interviennent dans les équations aux dérivées partielles décri-
vant des phénomeénes physiques basiques

0:u+0x(alx)u) t,x transport (1d)
Au+Au=0 x,¥,2 | Schrodinger stationnaire (3d)
iodiu=Au+V t,x,y,z | Schrodinger avec potentiel (3d)
oru=Au t,x,y | chaleur (2d)
02,u=Au t,x,y | ondes (2d)
pOiu+u-VYuy+Vp=F | t,x,y | Euler (2d)

et les EDP en dimension 1 d’espace correspondantes

ai ,u+Au=0 x | Schréodinger stationnaire (1d)

i0;u= Oiz u+V | t,x | Schrodinger avec potentiel (1d)

0;u=0%u | t,x | chaleur (1d)

0%,u=0%u | t,x | ondes (1d)

1.7 Annexe 1: applications linéaires et matrices

Généralisant les applications linéaires L; : v € R — ¢v € R, on considere les ap-
plications linéaires ¢ de R dans R" de la forme

m m m
/(v) = (Z[jivi) = (Ztﬂlivi’---»ztﬂnivi , v=(1,...,vm),j=1,...,n. (1.12)
i=1 i=1 i=1

Le tableau de nombres associé

‘1 ... glm

[nl e (nm

sera appelé matrice : il a n lignes et m colonnes. La connaissance de la matrice L
associé a ¢ permet de retrouver I'image ¢(v) par une multiplication de la matrice L
et du vecteur v

Lv=| : : =R vy X Opivi) R (1.13)
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On areprésenté le vecteur v indifféremment par une liste de coordonnées (avec des
virgules les séparant) ou bien comme une matrice a 1 colonne et m lignes (avec
le blanc comme séparateur des coefficients de la matrice). Pour deux applications
linéaires ¢ : R — R" et k: R" — RP, leur composée f = ko ¢ : R — RP est une
application linéaire de R dans R”, avec comme tableau associé F le produit des
tableaux K et L

kin ... kin\([(f11 ... Oim 7:1]61][]'1 7:11(71][]”1
F=K-L=| : ] =] :

et on vérifie bien
(K-L)-v=Fk(£(W)).

suivant les identifications de I'application linéaire ¢ et du tableau L et de leur action
sur les vecteurs v € R” suivant (1.13). On identifie donc application linéaire ¢ : R"™ —
R" et matrice L= (¢;;) ai=1,...,m colonnes et j=1,...,n lignes.

Le vecteur v dans les formules ¢(v) de (1.12) et L- v de (1.13) coincident quasi-
ment : rigoureusement le premier considere des vecteurs ligne de cordonnées pour
les vecteurs v et £(v) alors que le second est un vecteur colonne ot le produit L v
est un produit matriciel d'une matrice de n lignes et m colonnes et d'un vecteur
colonne de m lignes donnant un vecteur colonne de n lignes. Ces identifications
seront systématiquement faites.

1.8 Annexe 2 : notations, composées et différentielles

Cette annexe commence par décrire les choix de notations (redondants, voire
parfois incompatibles) de variables et fonctions utilisés dans ces notes. Cette liste
est suivie de 4 formules de différentielles de fonctions composées entre des espaces
de diverses (basses) dimensions : ils reprennent pour des (basses) dimensions la
formule générale (1.7) du théoréme 1.4 et completent les exemples 1.7.

1. U :ouvertde R?, R ou R™ (et R!)

2. m, x, v, h : points de R?, R?, R"™. Lettres en gras dans I'édition papier, mais
au tableau les lettres soulignées 1 ou 2 fois : m, x, v.

3. x=(x1,X2,Xx3), m=(x,y,z), v= (v, 1) : points et leur coordonnées :

4. (h,k), (h,k,?), (v1,v2) : points en coordonnées dans R, R3 ou R™...:

5. f = (f1, f2, f3) : fonction a valeurs vectorielles, avec leurs fonctions coordon-
nées (ici Im f cR3)

6. f(x), gm+v),...:valeurs de fonctions:

7. df :différentielle (comme en une variable f’ est associée a f)



22 CHAPITRE 1. FONCTION DE PLUSIEURS VARIABLES : DERIVEES PARTIELLES

8. df(m) :valeur de la différentielle au point m. C’est une application linéaire de
R dans R” si f: U(c R™) — R". En une variable (ou variable unidimention-
nelle) f'(m) est un nombre, associé de maniére équivalente a 'application
linéaire veR — f'(m)veR

9. v:vecteur de R ; d f(m)(v) : vecteur de R"
10. f:R"—-R" g:R"—>RP h=gof:R"—RP
11. f=(f1,...,fn) :R"—>R"avec f; :R" - R,i=1,...,n
12. f®X=(fX),...,[nX), x=(x1,...,Xn) €R™
fX) = fi(x1,-- s Xm)yor fn(X1, 000y Xm)
13. g =80,--¥yn)y Y=, ¥0)
14. g(y)=(&1(y),.-, & W) =& 1, yn)r--, &p(¥1,.-,¥n)), yeER”
15. gof(x) =glf™]=g(fi),..., fuX)

Calcul des dérivées partielles de go f
Exemple0: m=1,n=1,p=1. Avec la variable ¢ pour f et y pour g,ona

d@oh) \y_ 48 ¢4
(0= g, g0

0:(go f)(1)=0,8(f(0)0:f (1)

Exemplel: m=1,n,p=1. Lacomposée

gof:teR—g(fi(0),..., fu(®) R

a pour dérivée

d d
E(gof(t)) = (g(AD),..., [n(1))

d af,
=axlg(flm,...,fn(r))d—f(t)+~-+axng(f1(t),...,fn(r)) dft

zaxlg(fl(t),-,fn(t))fll(t)+"‘+axng(f1(t),-;fn(t))fn,(t)
Sin=1, f(£)=fi(t) et go f(t) = g(f (1)

a _d _ ah ., ,
(g0 (1) = — (g(f (1) =0 gD — (1) = g (F( f )

Exemple2: m=2,n=2,p=1. Lacomposée
[,y €R% = (ulx, ), v(x, y) — g(u(x, y), v(x,y) €R
a une différentielle caractérisée par deux coefficients

0x[gu(x, ), v(x,y)] = 0ug(ulx,y), v(x, )0xu(x, y) + 0,8 w(x,y), v(x, )0, v(x, )
0y [g(ulx, y), v(x,y)] =0ug(ulx, y), v(x, )0y u(x, y)) +0,8u(x,y), v(x, y))dyv(x, ¥))
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1 Exemple3: m=3,n=1,p=2. Soitles fonctions f et g
fix0,20eR— fx,,2eR,  g:uecR— (g1(u),g (1) € R
et donc la composée
(80N, ,2) = (g1oN(x,1,2), (g20 (%, y,2) eR?
Sa jacobienne (cf. (1.4)) a 2 lignes et 3 colonnes

(g{(f(x,y,Z))fo(x,y,Z) g (f(x,5,2)0,f(x,y,2) g{(f(x,y,Z))sz(x,y,Z))
8 (f(x,1,2)0xf(x,7,2) &(f(x,¥2)0,f(x,y,2) & (f(x,1,2)0.f(x,y,2))






Chapitre 2

Développements limités

Une fonction dérivable est approchée au voisinage d'un point a par une fonc-
tion affine :
fla+h) =po f(@) + f'(@)h.

En effet, d’apres la définition de la dérivée

fla+h) - f(a)
h

avec £(h) — 0 lorsque h — 0, ce qu’on peut écrire suivant

= f'(a) + e(h)

fla+h)=f(a)+ f (a)h+ he(h),

ou I'approximation de f(a+ h) par f(a)+ f'(a)h alieu avec un reste he(h) petit par
rapport a l'incrément #.

La notion de développement limité affine ce type d’approximation en introdui-
sant des polynémes ag + a;h+---+ a,h'", dont les monémes ay, a1 h,...,a,h", or-
donnés par degré croissant, constituent une échelle de quantités de plus en plus
petites (quand le degré augmente) permettant par une combinaison linéaire d’ap-
procher de plus en plus précisément une fonction au voisinage d'un point. La figure
2 illustre cette remarque pour le graphe de la fonction sin.

La complexité de calcul et des ressources (pour I'’humain ou 'ordinateur) de-
meure abordable et peu onéreuse, le calcul sur des polyndmes étant beaucoup plus
facile que le calcul sur des fonctions trigonométriques ou des expressions exponen-
tielles et autres fonctions transcendantes.

2.1 Approximations polynomiales

DEFINITION 2.1: Soit I un intervalle de R, f une fonction f:1 — R et a€ I. On dit
que f admet un développement limité ' d’ordre n au voisinage de a s'il existe un

1. Dans la littérature anglophone, on parle plutét de Taylor series expansion ou de series expan-
sion.

25
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x—x3/6+x2/120

sinx

X x—x3/6

FIGURE II.1 - Le graphe de la fonction x € I — sinx et de ses approximations de
Tayloren x =0 al'ordre 1, 3 et 5 sur l'intervalle I = [-4,4].

polynome Pg ,(h) = fo+ fih+---+ f,h" de degré au plus n tel que

fla+h)=fo+ fih+---+ fuh" + h"ey(h) = Py n(h) + h' e, (h)

ot £,(h) — 0 lorsque h — 0.

Le polynome Py ,(h) est dit polynome de Maclaurin. Le terme final, la différence
rn(h) = f(a+ h)— P¢ ,(h), est nommé reste de MacLaurin.

Le polynome Py 4 (x) = Py n(x— a) est dit polynome de Taylor. Il permet d’écrire

f)=Pranx—a)+r(x—a) =fotilx—-a)+...+ fnlx—a)"+rp(x—a)

oit le reste ry,(x — a) vérifielimy_.,r,(x—a)/(x—a)" =0

A REMARQUE 2.1: Les fonctions notées ci-dessus ¢,(h) et €,(x) partagent la pro-
priété de converger vers 0 lorsque la variable & ou x converge vers la valeur de la
variable adéquate (0 ou a) : c’est ceci qu’'on retiendra, en notant simplement € (h)
(ou €(x)) toute quantité tendant vers 0 lorsque & — 0, ou ce qui est équivalent
x — a. L'addition (ou la multiplication) de deux telles fonctions, la multiplication
par une fonction bornée, donnent des fonctions ayant cette méme propriété de li-
mite : on notera toutes ces fonctions de la méme maniere, en écrivant (fort abusive-
ment) £1(x) + £2(x) = €(x) par exemple. \v4

> EXEMPLES 2.1:

2.1.1 Larelation
1 hn+l

- —1+h+h+---+h"
T, +h+h"+---+ +1—h

ou I'estimation sur le dernier terme h' x €(h) avec €(h) = h/(1 - h)

h
le(h)| = |—

<2|h|, |h|<1/2,
| =2Ihl, 1h
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donne le développement limité en x =0 et al’ordre n du membre de gauche

1
= h B B R ()

2.1.2 On a facilement le développement limité de 1/(1 — x?) en x = 0 en repre-

nant les formules précédentes

- ,,  h2FD
=1+h"+h*+-- +h"+ ——
1-h? 1-h?

avec I'estimation sur le dernier terme

h2(n+1)
1— h?

ce qui donne un développement a 'ordre 2n + 1

4
5|Iﬂ2”+1§|hL |h|<1/2

=1+h*+ R+ R P
1-h? 1-h?

avec |h/(1—=h?)| <4/3|h| si |h| < 1/2. Sion souhaite un développement limité
al’ordre n, il suffit de supprimer les termes d’ordre au moins n + 1, soit

1— h?

1 [1+h*+h*+--+h"+h"e(h) sinestpair,
|14 R2+ R4+ + "L+ h%(R)  sinest impair.

Si n est impair, le terme a,h" est nul : il napparait pas dans le développe-
ment.

2.1.3 Le développement de 1/(1 —2h) en h =0 est pareillement aisément attei-
gnable

1 ) i (zh)n+l
. =1+2 2 ek (2
Y +2h+Rh)“+---+(2h)" + T—2n

2n+lh
1-2h

=1+2h+2°h%+---+2"W" + B"

ainsi que le développement de 1/(1 —x) en x =1/2 en posant h = x —1/2
qui tend vers 0 si et seulement x tend vers 1/2 : ce changement de variable
permet de se ramener au développement précédent
112
1-x 1/2-h 1-2h

et de conclure

1 1 ntl 1)\" 1\"
—— =2+4{x—=|+---+2 xX—=| +{x—=] €x)
1-x 2 2 2

ol £(x) — 0 lorsque x — 0. <
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2.2 Formules de Taylor

Le théoreme des accroissements finis

f) = fla)+ f'(0)(b-a),

est établi pour des fonctions dérivables. La formule de Taylor-Lagrange étend cette
formule en exprimant, sous couvert d'une hypothése de n-dérivabilité, la fonction
f comme la somme d’'un terme polynomial en b — a de degré n et d'un reste bien
controlé.

THEOREME 2.1 (Formule de Taylor-Lagrange ®): Soit I intervalle ouvert, f: I — R de
classe €" et [a,b] c I(a< b). Alors, il existe c €]a, b tel que

2 b k
)= f@+ flab-a+ @ PPy 0 e
RN CE a) "l (b a)"
+f(n l)( ) T f(l’l)( c)———

DEMONSTRATION. Pour n =1, on retrouve le théoreme des accroissements finis, i. e.
I'existence d'un ¢ tel que (f(b) — f(a))/(b—a) = f'(c). Le réel ¢ est un point du graphe
de f ou la pente de la tangente au graphe de f est la méme que celle du segment
joignant (a, f(a)) et (b, f(b)).

Pour n > 1 et une constante C, on introduit la fonction

(b-x)"" (b-0)"
(n—1)! n!

(b- x)2

Fuc@) = f(b)—f(x)— f'(x)(b—x)— f"(x) o= D ()

qui est de classe €', vu que f est de classe €", et oi1 la constante C est choisie telle
que F,c(a)=0,i.e

(b ) (b- a)2 (b—a)*!

(n-1! °

=fb)-fl@-f(ab-a)-f"a f(n Vg

Vulanullité F;, c(a) = Fy,, c(b) =0 etla dérivabilité de F, ¢, le théoréme de Rolle assure
de I'existence de c €]a, b[ annulant la dérivée F;l c-Or

! ! " 1" ( " (b x)z
Fcx)=-f(x)- [ @ED+ @0 b-x]-| () (1) +f (X)—F—
( _ )}‘l -2 ( _ )I’l 1 (b_x)n 1
(n-1) () —C(—
[f (x)(=1) T +f D! C(-1) T
b—x)" 1
~[e- )| SE
soit C = f™(c), cette égalité résultant directement de la nullité F), .(c) = 0. O

A REMARQUES 2.2:

2. B. Taylor, 1685-1731; J. L. Lagrange, 1736-1813.
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1. En appliquant la formule précédente a la fonction ¢ : x — f(a+ b— x) pour
laquelle @(a) = f(b), @(b) = f(a) et P (a) = (-1)*f® (b), on obtient I'exis-
tence de c € (a, b) tel que

(a- b)k
fl@=f+fbya-b+... O 0)——
(a-h)" -

(n—1)!
Ainsi, pour h réel (négatif ou positif) tel que I'intervalle d’extrémités a et a+h
soitdans I,ona

(a-b)"

+f(n—1)(b) +f(n)(C)

2 k
fla+h) = f(a) +f’(a)h+f"(a);22—+---+f(k)(a)h—+

n-1 n
+ V(g —— i +f(”)(a+9h)—
(n—-1)!
avec 0 €(0,1).

2. Si M|y note un majorant de la fonction |f| sur un voisinage de x, le reste
bh—a)
f"(c)(b—a)"*/(n!) danslaformule de Lagrange est majoré par )

M, | f(n)| ’
assurant un développement limité a 'ordre n —1 au point a. v

B> EXEMPLE 2.2: Les dérivées successives des fonctions sin, cos sont majorées uni-
formément par 1. Cela permet de majorer simplement les restes dans les formules
de Taylor par h"*/n!

Ainsi, par ex., pour sin(0.1) = 0.099 833 416..., la formule de Taylor-Lagrange a
I'ordre n=3

s1n(0) —cos(0)

sin(0.1) = sin(0) + cos(0)0.1 — (0.1)? T(O.l)3 + Ry

=0.1-(0.1)°/6+ R4
=0.099 83333---+ Ry

etal’ordre 4

in(0) —cos(0) 3. sin(0)
sin(0.1) = sin(0) + cos(0)0.1 — T(0 1)? T(0.1) 4 ——(0.1)*+Rs

=0.1-(0.1)3/6+ Rs
=0.099 83333+ + Rs
avec des restes majorés suivant
|R4| < (0.1)*/4! ~ 0.000 004 166 ~ 4.2 + 107°
|Rs| < (0.1)°/5! ~ 0.000 000 083 166 ~ 8.3 * 1078

les valeur approchées P3 = P, = 0.099 833 33 different de la valeur exacte de |sin0.1—
P3| =0.000000083313...<8.34%1078. Ce développement du sin est trés particulier,
car cette fonction est impaire, ce qui annule tous les termes d’ordre pair. <
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THEOREME 2.2 (Formule de Taylor-Young®): Soit I intervalle ouvert, f: 1 — R une
fonctionde classe €™ et a€ I. Alors, la formule de Taylor-Young est

(x— a)’C

(x_ a)” et fO(@) 4

fx)=fl@+f(ax—a)+f"(a)

n
+f(”)(a)% +(x—a)e(x).

ot £(x) — 0 lorsque x — a.

Le cas particulier de formule de Taylor en x = 0 est appelé Formule de Maclaurin®.

Pour considérer de telles formules au voisinage de h = 0, il suffit de faire le chan-
gement de variable i = x — a, c’est a dire de considérer la fonction F: h— f(a+ h)
pour laquelle la formule de Taylor-Young prend la forme

h? hk
F(h)=F(0)+F (0)h + F”(O)E 4. q FO (O)F .+ (0) - h'e(h)
soit

2 k
fla+h)=f(a)+ f(@h+ f”(a)% +oe f(k)(a)% + f(”)(a) ~+ h"e(h)

DEMONSTRATION. Si n =1, la formule de Taylor-Young se réduit a I’expression
f) = fl@+ f(a)(x - a) + (x— a)e(x),
qui dérive de la formule des accroissements finis ol |cy — al| < |x — al

f=f@+flcdx-—a)=fla)+fla)(x—a)+[f (c) - fl@l(x—a)
= f(@) + f'(@)(x — a) + (x — a)e(x)

vu la continuité supposée de la dérivée f’. Pour n = 2, on reprend la formule de
Taylor-Lagrange : il existe ¢ = c, tel que

— 12 _ .k
f(x):f(a)+f’(a)(x—a)+f”(a)u+f”‘)( )( k,a)

(b—a)"! (x—a)"

(n—-1) (n)
gl “ﬁ*f e
k
- f@+ f@x-a)+ @) S )(x “)
; f<"‘”(a)—(xmf)1), + " (a )(x “) + 1 (e - F™(a )](x “)n

ol le dernier terme est de la forme (x — a)"e(x) vu la continuité de f (M) en a, ce qui
acheve la démonstration. O

3. W. H. Young, 1863-1942.
4. C. Maclaurin, 1698-1746.
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En résumé, on retiendra la formule de Taylor avec reste

THEOREME 2.3: Soit f: I — R une fonction de classe € au voisinage de a. On a le
développement

(k) k (n) n
I CO LS et L

= o + h'e(h). 2.1)

fla+h) =fla)+ f(ah+---

Il est parfois utile (cf. les calculs sur la fonction sin de 'exemple 2.2 d’avoir une
expression plus précise du reste R, (h) = h"'e(h) sous la forme

f(n+1) (a+ 9h)hn+1

Ru(h) = n+1)!

Mais la forme du théoréme suffit pour le calcul des développements limités.

2.3 Premieres propriétés

La formule de Taylor-Young donne des développements limités pour les fonc-
tions de base. On introduit les espaces €*(I) des fonctions de classe €* sur un
intervalle I.

DEFINITION 2.2: Soit I un intervalle. Lespace €°(I) est l'espace des fonctions conti-
nues sur I. Pour k > 0, on définit par récursivité 'espace €*(I) des fonctions déri-
vables dont la dérivée est dans U'espace €*~1(I) des fonctions continues dérivables®.

La formule de Taylor-Young donne I'existence d'un développement limité al’ordre
n pour toute fonction de classe ", comme cela est dit dans le théoréme suivant.

THEOREME 2.4: Soit I intervalle de R et a € 1. Toute fonction f € €"(I) admet un
développement limité d’ordre n en x = a avec

x—a)’

4

fo=x)_,

+ (x—a)e(x),

soit sous la forme de MacLaurin, pour h tendant vers 0,

hﬁ
fla+my=x7_ 9 (@) +h"e(h).

5. Si I contient!'extrémité a, par exemple la plus petite, la fonction est supposée k-fois dérivable
adroiteen a.
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> EXEMPLES 2.3:

2.3.1 Vu que cos®® = (-1)kcos et co

s@k+D = (—1)k*+lgin, on a les développe-

ments limités en x = 0 de la fonction cos aux ordres 0,1,2,3 et 4

cosx=1+¢€(x)

=1+ xe(x)
=1 xz+x26(x)
B 2
=1 xz+x38(x)
2
¥ xt
=l-——+—+x€x)+...
2 24

Le développement limité de cos en x = 0 ne contient que des termes d’ordre
pair : si on a un développement limité a 'ordre 2k, on en a un de facto a
I'ordre 2k +1 : cela explique les stationarités apparentes des lignes 1-2 et 3-4.

2.3.2 Lafonction qui vaut 0 sur les rationnels et x* pour x non rationnel admet

un développement limité (nul) a 'ordre 3 en 0 : f(x) = x3¢(x) Néanmoins,
cette fonction n'est, en dehors de x = 0, nulle part continue! Il y a des dé-
veloppements limités qui ne proviennent pas de I'application de la formule
Taylor-Young. <

A REMARQUES 2.3:

1. Siun développementlimité al’ordre 1 en a est équivalent a la différentiabilité

de la fonction, cette propriété ne vaut plus pour les dérivées d’ordre supérieur
et un développement limité d’ordre au moins 1.

. Le facteur €(h) est important uniquement pour indiquer un terme tendant

vers 0, sa valeur exacte important peu. On le notera génériquement €.

. Un développement limité donne une approximation d’'une fonction par un

polynéme de degré n au voisinage d’'un point a : les mondmes de ce poly-
nome de degré croissant, donnant des termes correctifs d’ordre inférieur, i. e.
de plus en plus petits, " = h'e(h) :si h=0.1,0ona

h?=0.01=h®=0.001=h*=0.0001>...

Un polyndéme de développement limité sera écrit comme une somme de mo-
nomes de degré croissant.

. Le tableau II.1 rassemble les développements limités de fonctions de base

tous justifiés par le théoréeme 2.4 précédent, a I'exception du premier qui a
é6té établi directement. Si @ est un entier naturel, le polynome P? du déve-
loppement limité d’ordre n du polynéme (1 + x)% est constant de degré a si
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n > a, avec reste nul : ce développement provient directement de la formule

du binéme
a a _ B
(1+x)dzz(a)xkzza(a 1)...'(a k+1)xk_
=o\k k=0 k!
avec
al a  fale-1)...(@-k+1)
k) kla-k! x .

5. Existe-t-il des développements limités issus de ce tableau qui donnent un dé-
veloppement limité en tout point du domaine de définition? La réponse est
oui, grace a des « formules d’addition »

h2
et/ = gXogh = exo(l + h+—h+...)
e
e ,
=1+eh+—h"+...
2!
cos(xg + h) = cosxgcos h —sin xpsin h
=cosxg(1—h?/2+...)—sinxg(h—h>/6+...)

[04
(1+x0+h)“:(1+x0)“(1+ ) =...
1+ xg

On voit ainsi a I'ceuvre pour I'obtention de développement limité en un point
quelconque des calculs sur les polynomes, opérations systématisées dans la
suite. \V4

PROPOSITION 2.1: Le polynome Py, ,, de développement limité a l'ordre n en a est
uniquement déterminé parmi les polynomes de degré n.

Si f admet un développement limité a l'ordre p en a, alors, pour tout n< p, f
admet un développement limité en a d'ordre n, obtenu par l'opérateur de troncature
T,, défini suivant

Tu| Y. fil/

p
=0

n .
=) fil.
j=0

J

DEMONSTRATION. Il y a unicité d'un développement limité a 'ordre n. En effet, si
deux polynomes Py, ,, Qf,, de degré au plus n donnent un développement limité de
[ alors [Pr, — Qf nl(h) = h'e(h) n'est possible que si le polynome R = Py, — Qy
estnul:si R(h) = reh*+---+r,h™ avec 1y £ 0, alors

R(h) _ hk[rk+”k+1h+---+rnh"—k]
hn hn

Lorsque h — 0, le terme e(h) = R(h)/h" tend vers 0 par hypothese, alors que la
valeur absolue du dernier membre des égalités ci-dessus tend vers |r| >0 si k=n

= W e+ rj b4+ 1R
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TABLE II.1 — Développements limités de base en xy =0 (I)

f(xo+h) P, r(h)+h"e(h)
1
— 1+h+h+--+h"+ h"(h)
1-h
1+ h)® 1+ah+a(a_1)h2+ +a(a_1)"7'2Ea_n+1)h”+h”g(h)
2 n
e’ l+h+—+---+—+h"eh)
2 n!
3 5 7 —1)" 2n+1
sinh pol BT +h*"2g(h)
31 51 7 2n+1)!
2 4 6 _1) 2
cosh l—h—+h——h—+---+—( )h +h*"le(h)
2 4 el 2n)!

ou +oo si k < n, ce qui n'est pas possible. Chypothése R # 0 est donc absurde :
R(h) = h™e(h) n'est pas possible pour un polynéme non nul de degré au plus n etil
y a unicité du polynéme Py ;,.

Si p> n, h” = h"e(h). Ainsi le polyndme de degré au plus p est de la forme
P(h) = T,(P) + h"e(h) ou T,(P) désigne le polyndbme P ol les monomes de degré
au moins n+ 1 on été omis, i. e. le polynéme P a été tronqué al’'ordre n :si f aun
développement limité d’ordre p > n en 0,

f(W) =Py ,(W)+hPe(h) = T,

Ppp| (0 + €A™ + hPe(h) = T,

Prp |0+ e (h),

alors f admet un développement limité a I'ordre n, avec Tj(Pf,,) comme poly-
noéme de Maclaurin a I'ordre n. O

COROLLAIRE 2.1: Le développement limité en h = 0 d'une fonction paire (im-
paire resp.) n'a que des termes de degré pair (impair resp.).

DEMONSTRATION. Si f est paire, on a
Pfnoh)+h"e(h) = f(h) = f(=h) = P n0(=h) + (=h)"e(=h),= Pf ,0(—h) + h"e(h),

d’'ou Pfpo(h) = Pfuo(—h) : le polyndme Py, o est pair, il n'admet que des mo-
nomes de degré pair. O
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P> EXEMPLE 2.4: Les fonctions cosh et sinh ont des développement limité a tout
ordre

n 2k
coshx=1+x%/2+x%c(x)=1+Y — +x*""e),
& (2Kk)!
3 4 n x2k+1 _—
sinhx=x+x°/6+ x*¢e(x) = — + x“"Ce(x).
= ,CZ:O(Zk+1)! =

Le terme d’ordre 2k+1 (2k resp.) pour la fonction cosh (sinh resp.) est nul, comme
il résulte des calculs de dérivée : cosh®**D x = sinh x et cosh®® x = cosh x. <

2.4 Opérations sur les développements limités

En introduisant le changement de variable x = a + h, on peut se limiter a ne
considérer que des développements en 0 et des polyndmes de Maclaurin : les poly-
nomes de développement limité de x — f(x) en a etde h — F(h) = f(a+h) en 0 se
correspondent via Py ,, 4(x) = Py n(x — a)

f) =P palx)+(x— a)’e(x), fla+h)= P n(h) + h"e(h).

On considere diverses fonctions du type de f admettant un développement limité
en0alordre n: f(h) = Pf,n(h) + Rf,n(h) ou Py, estun polynéme de Maclaurin de
degré n etlereste Ry, = h"e(h).

PROPOSITION 2.2 (addition et produit): Soient f et g admettant des développements
limités d'ordre n en a.

Alors la somme [+ g admet un développement limité d’ordre n en a avec comme
polynome de Maclaurin Py g, = P+ Pgpn.

Le produit fg admet un développement limité d'ordre n en a avec comme poly-
noéme de Maclaurin le polynome de degré n obtenu par troncature T, du produit des
polynomes de Maclaurin d'ordre n de f et g : Prg n = TnlPfnPgnl.

DEMONSTRATION. On a pour la somme
(f +g)(a+h) =Py ,(h)+h"e(h) + Pg,n(h) + h"e(h) = Pg,,(h) + Pg n(h) + h"e(h)
alors que pour le produit

(fg)(a+h) =Py, (h)+ h"e(h))(Pg,n(h) + h"e(h))
= Pf n(h)Pg n(h) + h"e(h)
= Tn[PfnPgn|(h)+h"e(h) + h"e(h)
= Tu[PfnPgn|(h)+ h"e(h)
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ou on a utilisé le fait que les termes Py ,(h)h"e(h), Pg n(h)h"e(h) et h"e(h)h"e(h)
sont tous des h"e(h). On a donc démontré

Progn=Prn+Pgn  Prgn="Ta|PraPgnl 0

B> EXEMPLE 2.5: Utilisant les développements limités de I’exponentielle et de (1 +
x%)q=_» dans le tableau 1.1, on obtient le développement limité de e*(1 + x) ™2 en
x=0etalordre 2

e¥(1+x) %= (1+x+ X212+ xzs(x))(l —2x+3x%+ xze(x)‘)
—1+(1-2)x+(1/2=2+3)x* + x*e(x)

=1-x+3/2x°+ xza(x),
etalordre 3

e“(1+x) %= (1 +x+x2/2+x3/3+x3£(x))(1 —2x+3x%—4x° +x38(x))
—1+(1-2)x+B=-2+1/2)x*+(=4+3-1+1/3)x3+ x3e(x)

=1-x+3/2x*>-5/3x3 + xgs(x).

Pour avoir le développement en xyp = 2 a 'ordre 2, on se ramene a des expressions
avec la variable h ~ 0 telleque x=2+h ~2

ef(l+x)2=e?"1+2+n)2=e2e"@3+h)2=e2/9¢"(1+ h/3)72

et on calcule le développement limité du second facteur en revenant a la définition
(anticipant un peu le calcul de développement limité de composées)

(h/3)% + h/3)%c(h/3)

U+ 132 =14 (203 + =

=1-2h/3+h?/3+ h%e(h)
et donc

e 1+ X)) 2y, =€ 19(1+h+h?12+ hPe(h)(1-2h/3+ h*13 + h*e(h))
ho(1 1 2

=e?/9 1+—+(—+———)h2+h25(h))

3 \2 3 3

=e/9(1 + h/3+ h?/6) + h*e(h)

_ 92
—¢2/9 1+x32+ (x 62) )+(x—2)2£(x).
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PROPOSITION 2.3 (composition): Soit f (g resp.) avec un développement limité d'ordre
nen a (b= f(a) resp.). Alors go [ admet un développement limité d'ordre n (au
moins égal a 1) en a avec

Pgof,a,n =Ty

Pg,f(a),n(Pf,a,n - f(a))

DEMONSTRATION. Vu que f(a) = b et f dérivable, on a f(a+ h) = b+ hF(h) pour
une fonction F bornée ° au voisinage de 0 et donc

(fla+h) - f(@)" = h"Fy(h),

avec F, bornée au voisinage de 0. Par ailleurs, on a pour tout entier j et et toute

constante A . .
(A+h"e(h)! = A+ h"e(h)

et donc pour tout polynome P on a
P(A+ h"e(h)) = P(A)+ h"e(h).
Ainsi

gofla+h) =g[fla+h)]
=glb+ (f(a+h) - b)]
=Pg pn[f(a+h)—Db]+(f(a+h)—b)"e(h)
= Pg pn|Pf,an(h) —b+h"e(h)] + h"F,(h)e(h)
= Pg b,n[Pf,an(h) —b| + h"e(h) + h"e(h)
=Tn [Pg,b,n o[Pfan— bl|(h) + h"e(h)

On a utilisé que si pg est une fonction constante, alors po(f(h)) = po, alors que le
monoéme h* de degré au moins 1 composé avec une fonction du type h"e(h) est du
type h"e(h).

[

A REMARQUE 2.4: Si sa démonstration est un peu délicate, I'énoncé précédent in-
dique la marche a suivre trés clairement : pour un développement limité a 'ordre n
de la composée de deux fonctions ayant un développement limité au méme ordre,
il suffit de considérer la composée des deux polyndmes de Maclaurin, puis de tron-
quer ce polynéme a l’ordre n. \V4

> EXEMPLES 2.6:

6. Pour f de classe €', son développement limité permet justement d’écrire f(a+ h) = f(a) +
f'(@)h + he(h) = f(a)+ h(f'(a) + €(h)). On peut aussi utiliser 'intégrale (a supposer que ses résultats

soient disponibles!) f(a+ h) =f(oz)+f;+hf’(k)dk=f(a)+hf01 f'(a+hv)dt.
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2.6.1 Soit a # 0 et g avec le développement limité g(h) = Pg(h) + h"e(h). Alors
g(ah) = Pg(ah) + (ah)"e(h) = Pg(ah) + h"e(h)
On a de maniere analogue
g(h?) = Pg(h?) + (h?)"e(h?) = Pg(h?) + h*"e(h).

Cet exemple est particulier, vu que d'un développement limité a 'ordre n

pour g on trouve un développement limité a 'ordre 2n pour la composée
2

X— g(x°).

2.6.2 Alordre n=4, avec f(h)=h+h? et g(u) = (1+u)~!, on obtient

(1+h+ hz)_1 =(1- Lt)|_ul:_h_h2
=(1+u+u?+ v’ +u' +u'ew),,__,_p
=1 (h+ )+ (h+h2) = (h+ 1))’ + (h+ 1) + hle(w)
=1-h-h>+h*+2R° + K* = B3 +3n* + h* + h'e(w)
=1-h+h’+5h*+ he(u).

2.6.3 La fonction e“°** est paire : son polyndme de Maclaurin a I'ordre 3 coin-

cide avec son polyndome de Maclaurin a 'ordre 2 en x =0, ainsi

_n2 2 72 2
ecosh — el h“/2+h“e(h) —ee h“/2+h“e(h)

=e[1+(=R22+ B2e(h) + (~h* 12+ P2 ()" 12+ hPe(h)
=e[1-h*/2+h?e(h)]
=e—e/2h?+ h?e(h)

et donc " = e —e/2h? + h3e(h) al’ordre 3 vu la parité de la fonction. <

L'énoncé suivant est un cas particulier de la formule de composition:si g: u—
1/u,alors f~1(x) = go f(x).

PROPOSITION 2.4: Soit f ayant un développement limité a l'ordre n en 0 avec fy =
£(0) #0. Alors Uinverse f~! : x — 1/ f(x) a un développement limité a l'ordre n ob-
tenu par troncature a l'ordre n du développement

1 n
g =0 A S o= Pratin) + e 2.2)
k=1



2.4. OPERATIONS SUR LES DEVELOPPEMENTS LIMITES 39

DEMONSTRATION. Pour simplifier, posons by = fo_l. On écrit

1 _
—— =bo[1-bo(fo— f(h)] !

fh)
n
=bo+ ) by**[fo — Pgn(h) — h”f(h)]k +h'e(h)
k=1
=bo + Z b fo _Pf,n(h)]k+ h'e(h)
k=1

=fo '+ Tn Zb”k fo—PraW]*| +n ).

Le polynoéme fo— Py, estnul en ¢ = 0 de sorte que le terme [Py, (h) — fol” est
de la forme h" R, (h) avec R, borné au voisinage de i =0 et que le terme [Pf,(h)—
fol*e(h) soit de la forme h"e(h).

Ainsi, dans la deuxieme ligne, les h'*e(h) dansles termes puissancede k=1,...,n,
et tous les produits ot ils interviennent, peuvent étre mis dans le reste h”e(h) glo-
bal, ce qui donne le développement de la troisiéme ligne, auquel il faut applicquer
la troncature a l'ordre n. O

B> EXEMPLE 2.7: le développement de tang en x = 0, s'obtient en divisant le déve-
loppement de sin par celui de cos. La fonction tang étant impaire, son développe-
ment limité a ’'ordre 3 est aussi un développement a I'ordre 4

sinh

t h=
ang cosh

_ h—-k16+h3e(h)

1 - h2/2+ h3e(h)
= (h-nh*/16+Re(m)(1+h?/2+ hPe(h))
=h+(-1/6+1/2)h* + K3e(h)
=h+1/3h%+ h'e(h)

On montre

2 17 62 1382 21844
T g o bk R e

+
315 2835 155925 6081075

1
tangh = h+§h3+

une formule beaucoup plus complexe que celle du développement limité a I'origine
de sa fonction réciproque arctan donné par I'’énoncé suivant. <

PROPOSITION 2.5 (intégration): Soit f admettant un développement limité d'ordre
n en a. Alors la primitive F(x) = [ f(t)dt (définie sur un voisinage de a) admet un
développement limité d’'ordre n+1 en a tel que Pr 4 p+1(X) = fox Pt an(t)dt
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DEMONSTRATION. Intégrons le développement limité f(x) = Py 4 ,(x) + r(x) avec
r(x) = (x — a)"e(x — a) pour obtenir

X X
F(x)=f f(t)dL‘:f P an(f)dt+ R(x), 2.3)

ol le deuxieme terme intégral est un polynome. Soit € >0 et @ > 0 tel que |r(1)| <
g|lt—al" pour |t —al| < a.On a alors 'estimation sur le reste R

X n+1
Elx—al
f |t — al”dt‘ <—
a

X
R(x)| = Ndt| <
|R(x)] fa r(1) € D)
ce qui prouve que R(x) = (x — a)"'e(x) et donc que (2.3) est un développement
limité al'ordre n+1 en a. O

TABLE I1.2 — Autres développements limités de base en x = x¢ (II)

fxo+h) P, ;(h) + k" (h)
1
— 1—h+h?+-+(=D"h"+ h"e(h)
1+h
W2 B n+l1
In(1+ h) h——4+—— 4 (-D" +hn+1£(h)
2 3 n+1l
; _ K2 4 . L (_1\np2n 2n+1
1+ 12 1-h*+h*+--+ (D" + 7" e(h)
h3 5 2n+1
arctg(l+h) | h— FI (—1)”—2n+1 + W2 2¢(h)

> EXEMPLES 2.8:
2.8.1 Dans le tableau I1.2, la ligne pour sin peut étre déduite par intégration de
celle pour cos et inversement vu les relations

X

X
sinx:f cos(u)du et cosx:—f sintdt.
0 0

2.8.2 les développements limités de In(1 + &) et arctan(h) sont obtenus par in-
tégration de ceux de (1+h)~! et (1+h?) ! resp..

2.8.3 Quand on integre une fonction et un développement limité, ne pas oublier
de tenir compte des constantes d’intégration!

2.8.4 Le développement limité d'une fonction de classe €¢” al’ordre n peut étre
dérivé, donnant un développement limité a I’ordre n— 1 de la dérivée [’ :le
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polynéme Py 4,1 du développement limité de la dérivée est le dérivé du

polynome, i. e. P}’a’n

= P14 n-1. 1l existe des développements limités qu'on

ne peut dériver : il s’agit de développement limité de fonctions non de classe

%" pour lesquelles on ne peut appliquer la formule de Taylor-Young.

THEOREME 2.5 (Fonction réciproque): Soit f admettant un développement limité a
lordre n =1 en a avec f'(a) # 0. Alors la fonction f admet une fonction réciproque
définie au voisinage de b = f(a) et possédant un développement limité a l'ordre n.

DEMONSTRATION. A revoir! Supposons que g admette un développement limité en
b= f(a) alordre n. Admettant un développement limité a 'ordre n =1, la fonction f
est dérivable et, vu que f’(a) # 0, admet une fonction réciproque g dérivable définie
au voisinage de b = f(a). On va déterminer les coefficients du développement limité
gb+k)= 27:0 gjk! + k"e(k) en écrivant le développement limité de la composée go

f =1d. Posons Isf’n = P n — fo le polynome de Taylor de f al'ordre n privé de son
terme constant fy = f(a).

a+h=gofla+h) =g(f(a)+Py,h)+h"e(h)
= a+g1Pp () +gPr (W) + g [P (W) + -+ gulPr (W)™ + h"e(h)
=a+g(fih+ L2 +. )+ g(fih+ Hrh2+..)% +...

d’ot, par unicité des développements limités, les équations sur les coefficients

l=g1fi
0=gifo+gff
O=g1f3+28fif +g3f13

0:Pk(gl)"-rgk—]_rflr---rfk—l)+gkflk’

olules Py sontdes polynomes a coefficients entiers en les variables g,...,8k-1, fi,---» fk—-1-

Vu que fi estnon nul, la premiére équation détermine g; = fl‘1 qui est non nul, puis la
seconde équation détermine g, = —g1 f> fl_2 , puis la troisieme g3 = —(g1 f3+82/1 /) f1_3
et successivement gy, ..., gn-

Montrons I'existence d'un développement limité a I’ordre n pour l'inverse g de f.
Pour simplifier, supposons a=0 et b= f(a) =0.0na f(h) = P, ¢(h)+ h"e(h) et, pour
le polynéme Q,, uniquement déterminé ci-dessus, on pose R, (k) = g(k)—Qy (k). Alors
I'égalité h = go f(h) au voisinage de h = 0 permet d’écrire h = Q,(f(h)) + R,(f(h)),
soit

h=Qu(Py s +h"e(h) +Ry(f(h) = h+ h"e(h) + R, (f (h))

On obtient ainsi R(f (h)) = h"e(h), d'ot1 R(k) = g(k)"e(g(k)) = k"e(k) vu que |g(k)| <
C|k| au voisinage de 0 (pour une certaine constance C. O

D> EXEMPLE 2.9: (e —1)/¢, tant, t — f() =t+at" +t"e(t) a sa réciproque avec
développement limité ¢t — g(f) = t —at” + t"e(¢)

> EXEMPLE 2.10: Le calcul du développement limité de la fonction tan

1 5 2 5 17 4 62 1382 o4
tan(x) =x+-x"+—x"+ x'+ x°+ X
3 15 315 2 835 155925

<
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peut-étre fait de diverses manieres, en voici 7 explicitées pour obtenir des dévelop-
pement limité a 'ordre 5 : pour certains, il n’est pas nécessaire de faire des déve-
loppement limité a ’ordre 5 pour des calculs intermédiaires ou inversement intro-
duire des développement limité d’ordre 6 pour avoir le résultat final a 'ordre 5 (cf.
exemples 2 et 6)

1. tan =sin/cos

2. tan =

3. tan=+/—1+1/cos?(x)
4. tan’ = cos™2
5. tan’ = 1+ tan?

6. —(In(cos))’

7. tanoarctg=Id

2.5 Calculs de limites

L'usage de développements limités permet I’évaluation de limites, comme par
exemple

sinx  x—x3/6+x3e(x) +0

=1 —x2/6+x2£(x) it |

X X
I—-cosx x%12 + x%e(x) _ 12+e(x) x—0
(1-e%2 (—x+xe(x)? (-1+¢(x))2

1

Le deuxieme calcul de limite ne peut se faire directement par la regle de 'Hopital /
vu que les dérivées du dénominateur et du numérateur sont toutes deux nulles en
x=0.

Par de simples changements de variable (par ex. & = 1/x), un développement
limité en 0 se transforme en développement dit asymptotique au voisinage de +oo
et permet d’examiner le comportement au voisinage de +oo d’une fonction F(x),
comme par exemple le changement de variable i = 1//x (x, h tous deux positifs)

7. Guillaume Frangois Antoine de L'Hopital, 1661 — 2 février 1704.
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(x grand si et seulement si & voisin de 0%) pour les développements

Vitl-vx=V1+h2-vVh2
=n(Vien2-1)

=h Y1+ h%/12+ hPe(h) - 1)

= g + he(h)
- %(lhc:(x)) X770,

Cet exemple peut étre traité plus rapidement sans recours a un développement li-
mité, simplement en utilisant la quantité conjuguée :

Vitl-vi=

X—+00

0

1
VX+1+yx

Mais pour des recherches de limites voisines comme par exemple pour (1+ x)%—x%,
I'usage des développements limités est vraiment opportun.

2.6 Etudelocale et asymptotique de courbes

X

/ \x X

chx—1=x2/2+x% cosx=1-x%/2+ x%¢ sinx=x-x3/6+x3¢

FIGURE I1.2 - Vision graphique d'un développement limité f(x) = fo+ fix+ f>x*+...
en x =0 : la tangente {Y = fy + f1X} approche le graphe {y = f(x)} de la fonction
f localement au voisinage de x = 0 : celle-ci passe au-dessous, passe au-dessus ou
traverse la tangente, suivant le signe du terme dominant du développement limité
(fox?si o #0, f3x3si fo=0et f3#0), mis a part les termes de degré 0 et 1 paramé-
trant la tangente.

Un développement limité permet de préciser I'allure locale du graphe de fonc-
tions. Soit f avec un développement limité en 0 d’ordre 2 :
fx) = fo+ ix+ fox* + x°e(x).

Lasomme fy+ fix correspond al’équation Y = fy+ f; X de la tangente au graphe en
x=0.Si f, #0, le développement limité permet de préciser la position relative de la



44 CHAPITRE 2. DEVELOPPEMENTS LIMITES

courbe vis-a-vis de la tangente : au-dessous si f> <0, au-dessussi f, >0.Si f> =0,
le développement a ’ordre 3, si le coefficient f3 n’est pas nul, permet d’affirmer que
le graphe de la fonction traverse sa tangente au point (0, £(0)). Comme exemples,
on peut considérer sin, sinh, tan, tanh, argth, ... au point (0,0).

Un développement limité permet parfois I'étude du comportement asympto-
tique de graphes.

Donnons I'exemple de f(x) = Vx?+3x+4 définie sur R. En posant u=1/x, on

y

X

FIGURE IL.3 - Le graphe de la fonction x € R— v x? + 3x + 4 € R, ses deux asymptotes
et son point de minimum.

f(x) = xV1+3x" 1 +4x2
=xV1+3u+4u?
1 2, 1 22 2
=X 1+5(3u+4u )—§(3u+4u) +ue(u)

3u 9 »
=x|1+—+|2—=|u"+u"e(u)
2 8

3u 7 ,
=x|1+—+-u"+u“e(u)
2 8
3 71 1
=X+-+-—+x €x)
2 8x

Pour x grand, le graphe est voisin de la droite Y = X +3/2, légerement au dessus.
Une étude analogue conclut a ce que, pour x au voisinage de —oo, on ait

fx) :—x————;+x £(x)

et donc le graphe asymptote a la droite Y = —X —3/2, légérement au-dessus de la
droite (ici x est négatif, vu qu’on fait I'étude asylptotique pour x ~ —o0). Ces obser-
vations, avec en plus le marquage de quelques points, permettent un tracé approxi-
matif du graphe de la fonction x € R— v x2 +3x +4.



Chapitre 3
Intégrales généralisées

Dans ce chapitre, les fonctions considérées sont a valeurs réelles ou complexes.
Lintégration sur des domaines non bornés apparait naturellement en probabilités
(et donc en physique). Par exemple, la loi normale est une distribution de probabi-
lités de densité (2m)~!/ 2g=%% 2, dont le calcul des moments (moyenne, variance,...)
impliquent les intégrales ff;o xke=¥'12gx pour k € N. La loi de Cauchy (souvent ap-
pelée loi de Lorentz) a pour densité 7! 1+le’ sans que la moyenne f:’;o n(ﬁfﬁ) ne
soit définie.

La construction de I'intégrale, ses diverses propriétés et ses méthodes de calcul
(intégrations par parties, changement de variables, familles de primitives comme
celles des fractions rationnelles notamment) sont supposées connues. L'usage d’in-
tégrations par parties ou le changement de variables permettent diverses formula-
tions de la méme intégrale (cf. (3.3)).

3.1 Intégrale généralisée convergente

Lintégrale (de Riemann) | f f(t)dt est définie pour toute fonction réelle étagée
(ou en escalier) f telle que f est constante égale a m; € R sur les intervalles ]¢;, £+
d’une subdivision finie a=ty < t; <--- < t, = b de I'intervalle I = [a, b] par

b n-1
f fdt=) mi(tis—t).

a i=0

Cette intégrale de fonctions en escalier est prolongée a des fonctions intégrables f
au sens suivant : étant données les bornes Ay et By définies par
b b
Ag=sup | u(n)dt, Bf:LiIngcf Uu(ndte 3.1)
=] Ja

usfJa

ou les fonctions u et U sont des fonctions étagées, la fonction f est dite intégrable
siles bornes A¢ et By sont égales, son intégrable étant définie comme cette valeur

45
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commune, notée de maniere classique suivant

b
fa f(t)dtZAfZBf.

Toute fonction continue ou continue par morceaux sur un intervalle borné est inté-
grable ! : dans la pratique, c’est ce type de fonctions qui apparaissent. Dans la défi-
nition de I'intégrale I'intervalle [a, b] est bornée et la fonction définie sur [a, b] est
bornée. Ce chapitre est consacré a la généralisation de cette intégrale.

DEFINITION 3.1: Soit I un intervalle d’'intérieur non vide. Une fonction f est dite
localement intégrable sur I si elle est intégrable sur tout segment [a, b] inclus dans 1.

A REMARQUES 3.1:

1. Pour unintervalle I semi-ouvert (par ex. du type [a, b[), 1a fonction est locale-
ment intégrable si elle est intégrable sur tous les intervalles [a, f] avec a < f <
b.Si I estun intervalle fermé, une fonction f localement intégrable sur I est
une fonction intégrable sur tout 'intervalle [a, b] : I'intégrale [ ;’ f(H)dt n'est
pas a considérer comme intégrale généralisée. Dans les exemples suivants

1 [o's} 1 1 dt
ft_“dt, f t %dt, flntdt, f—
0 1 0 0 tl-1

c’est 'intégrabilité aux voisinage de I'extrémité 0, +o0o, 0, 0 et 1 resp. qui sera
sujette a cette éventuelle intégrabilité généralisée.

2. Les définitions précédentes (et ultérieures) énoncées pour des fonctions a va-
leurs réelles valent la plupart du temps aussi pour les fonctions f a valeurs
complexes, apres avoir considéré cette fonction f comme équivalente a la
donnée de 2 fonctions a valeurs réelles, soit sa partie réelle Re f et sa partie
imaginaire Sm f . v

DEFINITION 3.2: Soit I =la, b[ un intervalle ouvert d’extrémités a et b (éventuel-
lement +0o ou —o0), soit th€ I et [ : I — R localement intégrable sur I. L'intégrale
/, f f(t)dt sera dite intégrale généralisée convergente (et la fonction intégrable de
maniere généralisée) si les limites

X0 Y
lim fdt, lim f fdt
X Y—b~ X0

X—at

existent. Dans ce cas, on notera |, f f(t)dt la limite, dite intégrale généralisée (ou
impropre).

1. Lintégrale [ f f(t)dt est aussi bien définie pour une fonction réglée, i. e. f estlimite uniforme
d’une suite (f;;) de fonctions en escalier: || f — flloo = SUP se(a,b] | f(8) = fn(t)] — 0 lorsque n — +oco.
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A REMARQUES 3.2:

1. Onadonc, indépendamment du choix du point x( intérieur al'intervalle [a, b]
(d’apres la relation de Chasles)

b Xi Y
f fdi=tim | fode+ limf fde
a X—a*tJx Y—b~ Jx,

2. 1l'se peut que l'intégrale [;° f(£)dt soit convergente, sans que la fonction ne
converge vers 0, ni que f soit bornée lorsque ¢ — oo : la fonction f telle que
fl)=1- 2Kt — k| sur l'intervalle I = [k—27% k+27k pour k > 0 et zéro
ailleurs, n’a pas de limite lorsque ¢ — oo, alors que la fonction g avec g(f) =
kf (1) sur I pour k =0 n’est pas bornée. Les fonctions f et g sont cependant
intégrables.

3. Au cas ou a est fini et f : [a,x9] — R est Riemann intégrable sur I'intervalle
borné [a, xo], U'intégrale [° f(r)dt converge vers [° f(1)dt lorsque x — a* :
I'intégrale généralisée est bien définie pour une fonction intégrable sur un in-
tervalle compact [a, xo] et les deux intégrales (Riemann et généralisée) sont
égales.

4. Une intégrale peut étre cataloguée comme généralisée, bien qu’elle ne le soit
pas. Les intégrales suivantes

1 o3 1
sint t
f —dt, f dt
o I 0o el—1

concernent des fonctions continues sur [0,1].

5. Le théoréme de changement de variable pour calculer les intégrales ou la mé-
thode d’intégration par parties subsistent pour les intégrales généralisées, sous
réserve d’existence de chacun des termes intervenant dans le calcul. v

> EXEMPLES 3.1:
3.1.1 Lintégrale fOY e ‘dt=1-e"Y convergevers 1 lorsque Y — +oo.On a donc
la convergence de l'intégrale [, e~!dt avec [, e !dt=1.

3.1.2 fgdt/(l +12) = [arctgt]}g =arctgY —arctgX — 7 si X - —oo et Y — +oo.

3.1.3 [ydt/Vi= [2\/?]; =2[1-v/X] — 2 lorsque X — 0" . Parailleurs [, dt/v/ =
2[VY —1] tend vers +oo lorsque Y — +oo, l'intégrale [{°dr/+/T nest pas
convergente, pas plus que [;°dt/V't.

3.1.4 f"dt/t=[Inr]Y =InY tendvers +oo quand Y — +oo :I'intégrale [;"*dt/t
ne converge pas.
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| 20 '

FIGURE II.1 — Les graphes des fonctions des exemples 3.1 : e™, 1/(1 + %), 1/+/,
1/¢, 1/((1+ V) et sin(p)/t.

3.1.5 Vu 2 [((1+ )V)"'dt = arctan/f, on a
foo dt —limf1 d + lim fY dt
0o 1+0vVt X-0tJx 1+HVt Y—+ood1 (1+ DVt
= lim g—Zarctan\/Y]— lim 2arctan\/_—g =7.

X—-0t Y—+o0

3.1.6 Enintégrant par parties, et vu que (1—cost)/ t? est prolongeable par conti-
nuité en ¢ =0 (avec valeur 1/2), on alorsque Y — +o0

Y o3 Y Y +00

sint 1—-cost 1—cost Y— 1—-cost

[t oot [ Aty v [Tt
0 A t 0 0 t 0 t

On montrera dans les exemples 3.2 que le dernier terme est absolument con-
vergent (cf. definition 3.3 ci-dessous) : le théoréme 3.4 ci-dessous assure alors
que l'intégrale f0+°° th”d I est semi-convergente. <

Soit f : [a,b[— R localement intégrable et ¢ €]a, b[. Alors I'intégrale [, Cb fdte
est convergente si et seulement si I'intégrale | f f(t)dt I'est. Cela résulte immeédia-
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tement de la relation de Chasles > pour les intégrales :

Y c Y
f f(t)dt:f f(t)dt+f fndze.
a a C

Si I =R, il ne suffit pas que [*, f(f)dt converge lorsque x — +oo pour que I'inté-
+00 . 2 2 . . . .
grale [7 f(t)dt soit déclarée c)(()nvergente. Par exemple, si f estlafonction impaire
f:teR— 2, les intégrales [, r>dr sont nulles, sans que I'intégrale généralisée
[ 3dt ne converge : [\ dt = Y*/4 — +oo et [y t3dt = —X*/4 — —oo lorsque

X — —o0.

THEOREME 3.1 (Intégrales de Riemann): Soient a un réel.

Lintégrale 1+°° t~%dt est convergente si et seulement si a > 1.

Lintégrale fol t~%dt est convergente si et seulement si a < 1.

DEMONSTRATION. On utilise les primitives

ta+1

ft“dtz sia# -1, ft_ldtzlnltl
a+1

pour déterminer les limites |’ g t%dt quand X — 0" etquand Y — +oo0. O

On a aussi les intégrales dites de Bertrand

LEMME 3.1: Lintégrale fe+°° t~*In"Pdr converge si et seulement si a >1 ou (@ =1 et
B>1);
-1
Lintégrale [y t7Y|In(8)|"Pdt converge si et seulementsiy <1 ou(y=1 et f>1).

3.2 Fonctions positives et convergence absolue

THEOREME 3.2: Soit f : [a,bl— R, positive et localement intégrable. Alors
lintégrale |, : f(t)dt est convergente si et seulement si la fonction X € [a, b[—
[ f(tydt est bornée sur [a, b.

DEMONSTRATION. Soit la fonction F définie par F(X) = fc‘le(t)dt pour X € [a, bl.
Vu la positivité de f, la fonction F est croissante : la fonction F est majorée si et
seulement si 'ensemble de ses valeurs est une partie majorée, si et seulement si
cette partie a une borne supérieure qui est la limite lim,_. ;- F(X). O

On a le résultat de comparaison

THEOREME 3.3: Soient f et g deux fonctions positives, définies sur un intervalle I =
[a, b[ et telles que f(t) < g(t) pour tout t€ I.

2. Michel Chasles, 15 novembre 1793, Epernon (Eure-et-Loir) — 18 décembre 1880, Paris.
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1. Silintégrale ffg(t)dt est convergente, alors il en est de méme pour fff(t)dt.

2. Silintégrale [, f f(©dt ne converge pas, alors il en est de méme pour [, f gndt.

DEMONSTRATION. La relation de comparaison entre f et g sur l'intervalle I =]a, b|
induit une comparaison sur les intervalles

X X
f f(t)dtsf gndt, XEela,bl
a a

Le théoreme est démontré en usant du caractere borné (ou non borné) mis en avant
dans le théoréme précédent 3.2. O

> EXEMPLES 3.2:
C e 2 . e s
3.2.1 On al'inégalité e~ < e’ pour ¢ = 1. En résulte la convergence de I'inté-

grale [;" e dr.

3.2.2 Vu les inégalités 0 < sint < ¢ pour ¢ €]0,1], l'intégrale foldt/(sin ) ne
converge pas, a l'instar de I'intégrale fol dtlt

3.2.3 La fonction définie par f(f) = sin? t/t? sur [0,+oo[ (avec prolongement
par continuité en ¢ = 0) est majorée par t~2 : 'intégrale f0+°° sin?(f)t~2dt est
convergente comme f1+°° t~2dt vule théoréme 3.1. <

DEFINITION 3.3: Soit f : t € [y, bl— [f(t) € R localement intégrable. Lintégrale
/ tlg f(t)dt est dite absolument convergente si l'intégrale |, tﬁ | f(8)|dt est uneinté-
grale généralisée convergente.

THEOREME 3.4: Soit f : [xo,bl— C une fonction localement intégrable sur
[x0, D[ telle que l'intégrale f)g f(t)dt estabsolument convergente. Alors l'intégrale

b (t)dt est convergente et
X0 g

b b
f fnde sf |f(n)]dz.
X0 X0

A REMARQUE 3.3: La réciproque est erronée : une intégrale convergente n’est pas

nécessairement absolument convergente : un contre-exemple est donné par 'inté-
+00 sinxdx

grale [ r v

DEMONSTRATION. Commencons par le cas f a valeurs réelles. La fonction f est
décomposable en la somme f = f, — f_ avec

f+=sup(f,0),  f-=—inf(f,0)
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deux fonctions positives telles que f = fi — f-. Les fonctions f;, f- sontlocalement
intégrables si f l'est et

X X X
f f(t)dt=f f+(t)dt—f f-(ndt.
X0 X0 X0

Les fonctions (positives) fi et f_ sont majorées par |f|, donc avec une intégrale
/. xJ;°° f+()dt semi-convergente. Il y a donc aussi convergence pour l'intégrale géné-
ralisée [ [ f; (1) - f-(1)]dt. Linégalité finale se déduit de la méme majoration sur
les intervalles fermés [xg, X].

Si f est a valeurs complexes, il suffit de remarquer |8%e f | < | f | et |%m f | < | f | :
sila fonction | f | a valeurs réelles positives a une intégrale généralisée convergente,
il en est de méme par comparaison pour |§Re f | et |i‘sm f|, et donc par ce théoreme
qui vient d’étre montré pour des fonctions a valeurs réelles, la semi-convergence de
leurs intégrales, et donc aussi par définition, la convergence généralisée de I'inté-
gralede f =Re f+iSm f sur [a, b]. O

A REMARQUE 3.4: On dit que l'intégrale f0+°° f(t)dt est semi-convergente sil'inté-
grale n'est pas absolument convergente, i. e.'intégrale 0+°° | f(t)|dt n’est pas conver-

gente. v

3.3 Intégrales de Gaul}, Dirichlet et Fresnel.

Le calcul d’intégrale particuliere fait appel a divers développements du calcul
différentiel et intégral, par exemple les développements limités ou asymptotique
comme lorsque ¢ — +oo. Ainsi l'intégrant

sint B sint 1 B sint cost sint sinftcost

— - 1- +1 e = - +17%e(1),
t+cost t 1+&;’f t t t 12

est la somme d'un terme d’intégrale semi-convergente et d'un terme absolument
convergent.

3.3.1 Intégrale de Gaul}

Le théoreme ci-dessous donne explicitement la transformée de Fourier de la
: 3 S +00 —1? 7. _
gaussienne . En particulier,ona " e " dt= /7.

_ N ye . . _ 42 :
THEOREME 3.5: Lintégrale gaussienne t — [*2°e™""/2el! estabsolument convergente
et obéit a la formule

oo it 1272 272
f ee tedr=v2ne ™ '°, xeR.

o0

3. Carl Friedrich Gauss 30 avril 1777, Brunswick, Basse-Saxe — 23 février 1855, Gottingen, Basse-
Saxe, Allemagne.
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A REMARQUE 3.5: La formule précédente exprime la transformée de Fourier de la
gaussienne : en général, la transformée de Fourier d'une fonction f: R — C est la
fonction, notée f, définie sur R et a valeurs complexes telle que

f(x)zfei”f(t)dt, x€eR.
R

La définition de la transformée de Fourier présuppose des hypotheses convenables
d’intégrabilité pour la fonction f. Il y a peu de fonctions f pour lesquelles le calcul
de la transformée de Fourier f peut se conclure en termes de fonctions classiques :
par exemple, si la gaussienne € R — e~ € R a une transformée de Fourier simple,

il n’en est pas de méme de la fonction ¢ — x4 p (e " a support borné [a,b]. v
DEMONSTRATION. Soit F définie par F(x) = ff;oe”xe‘tz/zdt. La fonction F est

bien définie, I'intégrale étant (a x fixé) absolument convergence. On montre, et il
sera admis, que la fonction F est continue et dérivable indéfiniment sous le signe
d’intégration.

+00

. _ 42
eltxe t°/2

—00

+00
s 2
F'(x) :if rel™ e " 2gr =

(o.0]

+00 . 2/
+if ixe!™e "2 dt = —xF(x)

(0.0)

La fonction F vérifiel'équation différentielle y'(x)+xy(x) = 0 et est donc de la forme
F(x) = Ge™ 2 avec la constante G = ey e "/2dr a calculer.

Le calcul de cette constante intégrale passe classiquement par l'intégration de la
fonction (x, y) € R? — e~ (Y2 gurle plan [Ri, y» ais il existe une preuve basée sur
I'étude d’intégrales de fonctions d’'une variable réelle (dépendant d'un parametre
réel).

Soient les fonctions W et ® définies sur R* par

X, 2 1e—x2(1+u2)
Y(x) = (f e s ds) , D(x) :f ————du
0 0 1+u

avec pour dérivées (la justification de la dérivation sous le signe d’intégration pour
® est admise)

X
¥ (x) = 2e_x2f e_szds,
0

/ 1_2(1+2) _2 [* _2
(D(x):—fo e T du=-2e xf eV dv
0 0
Par le changement de variable v = xu dans @', on a donc établi ®'(x) = —-¥/(x),
ainsi

1 du
‘P(x)+<l>(x):‘P(0)+q>(0):o+f 1
0

1 7
5 = [arctan u] =—, x=0
+u 0 4
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et la conclusion
+00 ) 2
/4 =¥ (+00) + D(+00) = (f e’ ds)
0

apres avoir remarqué

X—+00

1
0<®P(+00) < lim e~ f 1+u®) tdu=0. O
0
On a donc ffofe_Sst = /7, soit ff;oe_tz/zdt =V27.

3.3.2 Intégrale de Dirichlet

Le théoreme suivant utilise aussi le théoreme de convergence absolue 3.4 pour
établir la semi-convergence de I'intégrale f0+°° t~1sintdt (dontle calcul de la valeur
exacte est délicat).

THEOREME 3.6: L'intégrale f0+°° Lrt”d t est semi-convergente sans étre absolument conver-

gente. On a
t®gint sm t
f —dt f dt =7/2,
0
et n k +
sin(kx X ®gint
lim Z (k) = ——+f —dt, x€]0,2nx].
n—+oo k=1 k 2 0 t

DEMONSTRATION. Effectuant une intégration par parties, on obtient
X X X X
sint 1-cost 1-cosX 1—-cost
| ar- v dt = v a
o I o Jo 0

t? X t?
I'intégrale dans le dernier terme étant convergente : la convergence de la premiere

est donc établie, avec
X o X
sin ¢ 1—cost
[t [Flzcosty,
0 r 0 r

Pour la non convergence absolue affirmée par le théoreme, vul'inégalité |sin ¢| =
|sin? t| et 'égalité sin® t = (1 — cos(2#))/2, on a

X X
f dtzf f dt f cosZt
1 1

Lintégrale |, 1+°° (21)~!dt ne converge pas, alors que une intégration par parties montre
la convergence de [, *(cos2)/(2t)dt.

Pour calculer la valeur de cette intégrale semi-convergente, introduisons la fonc-
tion F définie par

1—cost

sint sin® t

4

too sint
F(x):f e_thdt, x=0
0
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La suite est basée sur des manipulations dont la justification fait appel a des résultats
au-dela de ce cours : on les admettra.
Le calcul d'une primitive

. (—x+i)t
.[e_”ﬁﬁuﬂdtzﬁhn([e_”ﬂ”dt]:ng :
—-x+i
—Xt . —-xt
= ——Sm(e"(~x—1) = ——(-xsinr—cos 1)
1+x 1+x

suivi d'une intégration par parties donne

er_tx St 4 -
0 t

ol au voisinage de ¢ =0 et pour x borné, on a

e *(—xsint—cost)+1
(x2+ 1)t

X X e *(—xsint—cost)+1
+ 2 2
0 0 (x +1)l'

I (x1)? r* )
e '(—xsint—cost)+1={(1—-xt+ 5 —xt—l+5 +1+t7€(?)

2y 42
_ AT ey

ce qui permet d’écrire

Fo) f*oo e *(—xsint—cost)+1
X) =
0 (x2+1)¢2

La fonction F est continue sur R™ avec majoration

+00 1
|F(x)] sf e *ldt==, x>0 (3.2)
0 X
et dérivable sur R** avec dérivée
+00 +00 . 1 -1
F'(x) = —f e sin(f)dt = -Sm f e_(x_‘)tdt] =-Q3m | =
0 0 x—i] 1+x?

Ainsi F(x) = C—arctgx : F(+00) =C—m/2 =0 vu (3.2), soit finalement F(x) =7m/2 —
arctgx et par continuité en x = 0% F(0") = /2, soit [y ®sint(dt/1) =m/2.
En complément, une intégration par parties donne I'identité

+00 (gin )2 oo T 2sinftcost togin2t T gin t
[ i [ sty [, [,
0 r 0 0 I 0 0

r r
Soit x € (0,27) (le résultat est faux pour x =0!). Vu que

sin® t

n noo. 1 —elln . e itn/2 _ oint/2
Y cos(kt) =Re el =Re el | =Re |2 PR ]
cos[(n+1)t/2]sin(nt/2) sin[(2n+1)t/2] —sin(t/2)
B sin(z/2) B 2sin(t/2)

sin[(2n+1)¢/2] B 1

2sin(t/2) 2
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ol on a utilisé sinacos b = (sin(a + b) +sin(a— b))/2, d’ou par suite

sin(kx) _fx n X fx Sin((2n+1)t/2)dt
0 0

n
= ktydt=—= +
k; k k;cos( ) 2 2sin(t/2)

X 1 1 Xsin(2n+1)t/2
=—f+f -z sin((2n+1)t/2)dt+f sin{@n+ )t/2) ;,
2 Jo |[2sin(t/2) ¢t 0 r
X 2n+1)x/2 sinu
:——+e(n)+f du
2 0 u

La premiere intégrale (notée £(n)) tend vers 0 par le lemme de Riemann-Lebesgue

LEMME 3.2: Soit f : [a, b] — R continue. La suite (fff(t)ei’”dt) , converge vers 0
n=
lorsque n — oo.

Démonstration du lemme. Une intégration par partie permet de le montrer pour f
dérivable ou en escalier. On approche f continue par f; dérivable (ou en escalier)
telle que sup ¢, 1 | (1) — fe(¥)|dt < € de telle sorte que

b , b b .
f f(ne"tdr S[ |f(t)—fg(t)|dt+li}r1nf " f.(1)dt| < e(b— a)

limsup
n

pour tout € > 0, ce qui acheve la démonstration. O

La seconde intégrale a été transformée en ["*'/?* S g1 apres changement de
variable linéaire u = (n+ 1/2)t, ce qui permet de montrer

" sin(kx X t®gint
33005 [rsine, :
I’l—’-i—OOk:1 k 2 0 A

Par une intégration par partie et un changement de variable (linéaire : u = 2v),
on montre par ailleurs

+00 g +00 +00
sinu 1—-cosu

f du:f — du:f

0 u 0 u 0

3.3.3 Intégrale de Fresnel

s i1 . ,
Lintégrale de Fresnel f0+°° e!’ dr est semi-convergente : elle n’est pas absolu-

ment convergente, mais elle est convergente comme un changement de variable
suivie d’intégration par parties permettent de I’établir

2
X 1 X eiu 1 X X% i
f elxzdx:—f —du=- ——f du,
1 221 Vu 2 . 4 ude

Les parties réelle et imaginaire de l'intégrale de Fresnel sont aussi semi-convergentes.

2

kil I (3.3)

v

_ielu

Vvu
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THEOREME 3.7: Les intégrales de Fresnel
+00 +00
f sin t?d't, f cos t*dt
0 0

sont semi-convergentes de méme valeur /2w /4.

DEMONSTRATION. Soit la fonction F définie par
+00 o= (W +D)1?
F(1) = f ———du,
0 u-+1
qui est bornée, avec intégrant majoré par la fonction intégrable (u*+1)~!/? et conti-
nue sur R (admis). Les valeurs F(f) sont majorées par

+00 1 +00
IF(t)lsf e_”ztzdu:;f e Vdv, >0,
0 0

de telle sorte que F(+o00) =0. La fonction F est de classe € 1 sur R**, avec dérivée

.2 2.9 .2 +00 5 .2
F'(n)=-2te™" f e “Udu=-2e7" f e Vdv=-e""" V7.
0 0

+00

Ainsi
+00 d u

+oo | +00
\/nf e—ltzd,«:f —F'(t)dt:F(O)—F(+oo):f —
0 0 0 u-+1

Cette derniere intégrale est calculable en décomposant en éléments simples des
fractions rationnelles. Remarquons

+oo  duy +oo 1,2 _j +0o 12du +oo  du T
f .=f du:f —if —(1-i)—
o ul+i Jo ut+1 o u*+1 o u*+1 22
ol les deux derniéres intégrales sont égales (faire le changement de variable u =
1/v).Vu 1+ u* = (u? +v2u+1)(u?> — v2u+1), on obtient

11 u+v2 s —u+v2 3.4
L+u* 222 +vV2u+1 u2—V2u+1| '
et
u+v2 u+v2  1Ru+V2]+V2
u2+\/§u+1 \/22 1 2 \/52 1
u+—|, +- u+—| +-
2 2 2 2
1 2u+v2 . V2/2
) 2 2
2 Vv2)" 1 N
u+—| +- |u+—| +-
2 2 2 2

2u+V2 V2
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puis, si I(u) estle contenu du crochet de (3.4),

2
fX I(u)du = ( \/E) L
-X

u+—| +-
=27+0(X ), lorsque | X| — +o0

e
1 ( \/5)2 1
——log||-u+—| +=
2 2 2

+ [arctg[\/ELH 1] —arctg[—\/zu+ 1”1{

1
Z1
58

2 2 X

ol on a utilisé

In(| X+ Al’+B) =In(X?+2AX + A>+B) =In(X?) +In(1 + 2AX ' + (A>+ B) X %)
=In(X>)+0(X|™YH) si|X|— +oo.

Ainsi

foo du T -
0 1+u4_2\/§'

ce qui acheve le calcul des intégrales de Fresnel.

3.4 Fonctions I et B

DEFINITION 3.4: La fonction I (\ ga.ma\) est définie pour z € {Rez >0} et la fonc-
tion B (\be. ta\) pour x,y >0 suivant

400
F(z):f “le7tdr, Rez>0,
0

1
B(x,y):f t*la-prtdt, Rex,Rey>0.
0

On vérifie les convergences de la premiere intégrale pour z réel positif non nul :
en ¢ =0, 'intégrant est majoré par I'intégrant de Riemann t*~1dt convergent si
z>0;en t = +oo, 'intégrant est majoré par Me~"'? avec M = sup,.,[t"¢* e "] 1l
y adonc convergence de I'intégrale avec z réel positif. La convergence de l'intégrale
vaut aussi pour z € {z € C|Rez > 0} en utilisant simplement le théoréme 3.4 sur les
intégrales absolument convergentes.

Pour!'intégrale définissantla fonction B, il ya convergence pour Rex >0,Rey >
0 avec |t¥| = %%, |(1- 1)Y= (1 - H®¢Y ot t € [0,1], suivant la comparaison avec les
intégrales de Riemann (cf. théoreme 3.1).

On a les valeurs particulieres

1 +00 _uz
ra =1, F(E)zzf e Ydu=+vn
0

et '’équation fonctionnelle
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LEMME 3.3: La fonction y vérifie la relation fonctionnelle
I'z+1)=2zI'(z), Rez>0
et a comme valeurs particulieres T'(1/2) = \/7, d’oi résultent les formules

1 2n)\\/ 7
T(n+1) =n, r(n+—)=M, nen.
2 4" pl

DEMONSTRATION. L'équation fonctionnelle provient d’'une intégration par parties

+o00o

+00
T(z+ 1):[ r*e ldr= [_tze—f]g°°+f zt*leldt = 2l (2).
0 0

Les valeurs de I" sur N et N+ % résultent de cette équation fonctionnelle. O

Il y a de multiples formules impliquant les fonction I' et B. Leur démonstration
(admise ici) nécessitent les outils de la théorie des fonctions dérivables d’'une va-
riable complexe. Citons la relation, dite formule des compléments,

FI(l-2)=—2 . Reze(0,1)
sin(mz)

qui permet de prolonger la fonction I' au dela de 'axe imaginaire {Rez = 0}. Les
fonctions I' et B sont reliées par la formule

B(x,y) = w, Rex>0,Rey>0.
I'x+y)

Euler a établi la représentation

n!(n+1)%?
z(z+1)...(z+n)

I'(z) =Imy—~

alors que Weierstrass * a montré la formule en produit infini

-Yz 400 z\-l
H(1+—) e“’" Rez>0,
n

n=1

I'(z) =

ol1 y estla constante d’Euler-Mascheroni °. Cette formule permet aussi de prolonger
la fonction I" de maniere analytique a tout le plan complexe avec des poles simples
en z € —N. Terminons par la formule de Stirling ®

z

T(z4+1) =5 o ZHZ(E)Z.

4. Karl Weierstral3, 31 octobre 1815, Ostenfelde, Westphalie, — 19 février 1897, Berlin.
5. Lorenzo Mascheroni, 13 mai 1750, Bergame — 14 juillet 1800, Paris.
6. James Stirling, mai 1692, Garden, Stirling — 5 décembre 1770, Edimbourg.



Chapitre 4

Optimisation de fonctions en plusieurs
variables

Dans la suite, on note les boules (ouverte et fermée resp.) centrées en x € R et
de rayon r = 0 suivant

Bx,r)={yeR"||y-x|<r}, Bxn={yeR"|y-x|=r},

La distance || ||, estla distance euclidienne ||x[, =1/ ;.Zl xl? pour x=(1,...,x,) €
R,

Une partie Q de R est dite ouverte si pour tout point m € Q, il existe un a >0
(éventuellement tres petit) tel que la boule ouverte B(m, @) soit incluse dans Q.

DEFINITION 4.1: Soit X une partie de R et U une fonction U : X — R. Le point
X« € X est un minimum (resp. maximum) local en x, € X s'il existe a >0 tel que
Ux)=U(xs) (U(x) <= U(xy) resp.) pour tout x € B(x«, ).

On emploiera le terme d’optimum pour un minimum ou un maximum. Un opti-
mum est dit strict si les inégalités sont strictes; I’optimum est dit global si 'inégalité
vaut pour tout x € X. Sans ce caracteére local, 'optimum sera dit implicitement glo-
bal.

Il faut veiller a ne pas confondre point de minimum et valeur minimum (voire
borne inférieure) de la fonction :

argmin .y U(x) = {x, € X, U(x,) = U}, U= r)gi)rg[U(x)] =minU

La définition de U, vaut si U admet un minimum, i. e. si la partie argmin . y U(x)
n’est pas vide.

Si la fonction est minorée, alors la borne inférieure U, = inf,cx[U(x)] est bien
définie, mais pas nécessairement atteinte par un x, € X. Suivant les cas, on pourra
s'intéresser seulement a la valeur minimum ou au point de minimum.

Il y a des relations entre les optima de U et —U. Si x. est un minimum de U,
alors x, estun maximumde —U :

min(U (x)] = —max[-U (x)], argmin .y U(x) = argmax . x —U(x),
xeX xeX

59
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FIGURE IV.1 - Les lignes de niveau et la surface du graphe pour la fonction U(x, y) =
(xsin(2y) + ysin(2x))? ch(xsin(x)/10) + (x cos y — ysin x))? ch(y cos(2y)/10).

ainsi suffit-il de traiter les problemes de minimisation, leur traduction pour des
maxima n’étant en général pas évoquée explicitement. On se limitera dans la suite a
ne considérer le plus souvent que des minima.

La représentation graphique des variations d'une fonction, en particulier ses op-
tima, se fait avec des le tracé des lignes de niveau (introduites dans le chapitre 1) ou
la surface du graphe : la figure IV.1 exhibe une fonction avec beaucoup d’optima lo-
caux, illustrant ainsi la difficulté de localisation d’optimum global. Néanmoins, la
figure IV.2 exhibe dans un voisinage du point critique de U le portrait des lignes de
niveau : d'une part un ensemble de cercles qui est la trace de la partie quadratique
de la fonction U, signe d’'un point d’optimum, d’autre part deux droites qui s’in-
tersectent transversalement avec des arcs d’hyperboles remplissant les secteurs du
complémentaire de ces deux droites : ces éléments de figure se retrouvent dans les
figures IV.3 et IV.4 : ces remarques heuristiques et graphiques sont confortées par le
théoréme 4.3 et avec d’autres considérations qui ne seront pas développées ici.

> EXEMPLES 4.1:
4.1.1 X ={meR?|mll, <1} et U(m) = —|lm|5 : argmin, U = @, argmaxy U =

{(0,0)}.

412 X={(x, ) eR% x*+y*<1}etU(x,y) = —x*—y*: argminy, U = {x* + y* =1}

avec U, = -1, argmaxy U = {(0,0)} avec U* =0.

413 X=R%*et U(x,y) = —x*—y? : argmaxy U = {(0,0)}, argmin, U = @ et U, =
00, U* =0,

414 X=R?etU(x,y) =x*-y*: argminy, U = argmaxy U = @,

415 X={xeR0=<x=<1}etU(x,y) = (x(1-x))?, U, =0,argminy U ={0,1}, U*
1/16,argmaxy U = {1/2}

41.6 X={(x,y)eR* x*+y*<1} et U(x,y) =sinxcosy, argminU et argmaxU
sont inclus dans le bord {x*+ y* =1} : ce sont des optima de 6 € [0,27] —
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sin(cos®) cos(sinf) (0,7 sont deux points critiques). <

v

Z—\

FIGURE IV.2 — Les lignes de niveau de U(x, y) = x*> + y* et U(x, y) = x> — y2.

Si X est une partie bornée et fermée ! du plan R?, une fonction U continue sur
X est minorée et majorée : elle atteint ses valeurs de minimum et de maximum.
Une partie n’est pas fermée bornée soit parce qu’elle est non bornée (par exemple
R? tout entier ou un demi-plan {(x,»)1y =0}, soit parce qu’elle est ouverte avec
un bord non vide dans R? (par exemple le disque ouvert {(x,y) e R*|x*+ y* <1} a
lopposé du disque fermé {(x,y) € R*|x>+ y* < 1}. Les conditions d’optimalité ci-
dessous sont applicables a des optima de fonctions définies sur des ouverts de R".

4.1 Lacondition d’Euler-Fermat

Le résultat suivant est attribué a Fermat? et Euler ® a mis du temps a se formuler,
a une époque ot le calcul différentiel n’était pas bien formalisé comme il a com-
mencé a I'étre avec Newton * et Leibniz°.

THEOREME 4.1 (Euler-Fermat): Soit Q ouvert de R™, U :xe Q— UX) € R
une fonction différentiable et x. € Q un optimum local de U . Alors les dérivées
partielles 0, U(X4),i = 1,..., m sont nulles.

1. Une partie X de R? est fermée si elle contient son bord. De maniére équivalente, la partie X
est fermée si son complémentaire dans R? est un ouvert. Une partie fermée bornée est un compact
et réciproquement. Un résultat général attribué a Weierstral3, indique qu’'une fonction continue sur
un compact est bornée et atteint ses valeurs d’optimum.

2. Pierre de Fermat, =~ 1605, Beaumont-de-Lomagne, Tarn-et-Garonne — 12 janvier 1665, Castres.

3. Leonhard Euler, 15 avril 1707, Bale Suisse — le 7 septembre 1783, Saint-Pétersbourg, Empire
russe.

4. Isaac Newton, 25 décembre 1642, Lincolnshire, Angleterre — 20 mars 1727, Londres, Grande-
Bretagne.

5. Gottfried Wilhelm Leibniz, ler juillet 1646, Leipzig (électorat de Saxe) — 14 novembre 1716 Ha-
novre (électorat de Hanovre).



62 CHAPITRE 4. OPTIMISATION DE FONCTIONS EN PLUSIEURS VARIABLES

Ce théoréeme a diverses formulations de cette annulation, toutes équivalentes
avec 'annulation des dérivées partielles : annulation du gradient VU (x.), annula-
tion des dérivées directionnelles, annulation de la différentielle.

> EXEMPLES 4.2:
421 xeR— Ux) = x* a x, =0 comme minimum (unique, global, strict) :
U'(x)=0.

422 x€R— Ux) = x3 a x, = 0 comme zéro du gradient (i. e. sa dérivée)
U’(x) = 3x%, mais n’est pas un optimum.

4.2.3 meR?— U@m) = x*> — y*> am, = (0,0) comme zéro du gradient VU (m) =
(2x,—-2y), mais n’est pas un optimum

4.2.4 meR?— U@m) = —x*>-y?> am, =0 comme zéro du gradient VU (m) =
(—2x,—-2y), c’est un maximum (global)

4.2.5 meR? — U(m) = x*>+y* a (0,0) comme unique zéro du gradient VU (m) =
(2x,4y°), qui est 'unique minimum global

4.2.6 meR?— U(m) = x> +4xy+4y? = (x+2y)? ala droite x+2y comme lieu
des zéros du gradient VU (m) = 2(x+2y)(1,4), qui est aussi le lieu des minima
de U

4.2.7 Les exemples précédents sont implicitement avec Q = R?. Sion prend X =
B(0O,1) et U définie par U(m) = x,ona VU (m) = (1,0) etle gradient VU n’est
pas nul aux points d’optimum

argmin .y U(m) = (-1,0), gel)r} Um) =-1,

argmax,, . x U(m) = (1,0), rnrllea}%iU(m) =1.

Sur la boule ouverte B(0,1), la fonction U est bornée, mais n’atteint ni sa
borne inf ni sa borne sup. Ainsi cette observation n’est pas en contradiction
avec le théoreme 4.1.

4.2.8 Avec X =R et U(x) = |x|, 'origine est 'unique point de minimum, mais la
fonction U n’est pas dérivable a I'origine, et donc pas de contradiction avec
le point de minimum du théoreme 4.1. <

DEMONSTRATION. Soit a > 0 suffisamment petit tel que la boule ouverte B(m., a)
soit incluse dans Q. Soit v un vecteur unitaire. U'application ¢ €] — a, +a[— U(m, +
tv) € R est bien définie. Supposons que m, est un minimum local. Alors, pour i =
1,...,n, e; le i-éme vecteur de la base canonique

Um, +te;) 2 Um,), Um, —te;))2U(m,), 1€]0,al
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FIGURE IV.3 — Les lignes de niveau de la fonction U(m) = cosx + y?.

et, en divisant par >0

Um, + te;) — U(m. Ulm, — te;) - U(m,
(m et,) (m)zo, (m etl) (m)zo, r€]0, af

puis faisant tendre vers 0", on obtient

ou ou

0x; 0Xx;
soit
ou U
_(m*) = 0 = _(m*);
Xi Xi
d’ou il résulte la nullité de la dérivée partielle 0,,U(m,) = 0, et ce pour tout i =
1,...,n. Le gradient VU (m,) = (0, U(m,),...0,,U(m,)) est donc nul. O

A REMARQUES 4.1:

1. Il s’agit d’'une condition nécessaire : les zéros du gradient sont des candidats a
étre des minima ou des maxima.

2. Cette condition nécessaire incite a chercher des zéros du gradient de la fonc-
tion U a minimiser : ce sont les points critiques® au sens de la définition sui-
vante \V/

DEFINITION 4.2: Un point m, est dit point critique de la fonction U déri-
vable, s’il annule le gradient VU .

4.2 Optimisation d’une fonction d’une variable

Larecherche de points m, de minimum (ou maximum) d'une fonction U :]a, b[—
R est basée sur la notion de point critique (i. e. U'(m,) = 0) et le développement de
Taylor a l'ordre 2, déja étudié au chapitre 2 et que nous rappelons ici pour une fonc-
tion d’une variable.

6. Lappellation point stationnaire ou d’équilibre est aussi utilisée.
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THEOREME 4.2 (Formule de Taylor al’ordre 2): Soit U :]a, b[— R de classe €. Alors,
pour x €la, b, on a la formule dite de Taylor

U"(m.)

Um, +h) =U(m,) +U'(m,)h+ h? + h?e(h), h petit

avec €(h) — 0 lorsque h — 0.

Si m, estun point critique de U, alors on a

U"(m,)

Um,+h)=U(m,)+

+g(h)]h2.

Si U”(m,) n’est pas nul, alors pour h assez petit non nul tel que |e(h)| < |U" (m.)|/4,
la différence U(m., + h) — U(m,) est du méme signe que U” (m,).

1. si U"(m,) >0, alors m, est un minimum local strict,
2. si U"(m,) <0, alors m, est un maximum local strict,

3. si U”(m,) = 0, alors on ne peut rien dire et il faut approfondir I'étude, par
exemple en écrivant un développement de Taylor a un ordre supérieur.

4.3 Optima: condition du second ordre en plusieurs
variables

Avec les notations de Monge
p=0.U, q=0,U, r=0,U, s=05U, t= ajz U,

on a le gradient et la matrice hessienne

rs
VU = (p,q), HessU = (s t)’
ou I'évaluation des dérivées est faite implicitement (suivant le contexte) en m =
(x,y). Le théoreme suivant donne une condition suffisante d’optimum local m,
pour une fonction de deux variables

THEOREME 4.3: Soit Q ouvert de R?, U : Q — R de classe €? et m, un point
critique de U .

1. Sirt—s?>>0etr>0,alors m, estun point de minimum local strict.
2. Sirt—s*>0etr<0,alors m, estun point de maximum local strict.

3. Sirt—s?<0, alors m, est un point col (dit encore selle), qui n'est ni un
maximum, ni un minimum.

4. Sirt—-s®>=0, on ne peut rien dire.

7. Gaspard Monge, 9 mai 1746, Beaune — 28 juillet 1818, Paris.
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DEMONSTRATION. On va esquisser la démonstration, en traitant d’abord le cas ot

0
Hess U (m.) est diagonale : HessU = ((’; t) . La formule de Taylor al’ordre 2 au point

m., indique, si v= (h, k) est un vecteur de R2,

rh® + tk?

Ulm. +v) = Ulm,) + ————+ Ivi5e(v), veB(,a).

On continue comme en dimension 1. Si s = 0, la condition 7¢—s* >0 et r > 0 signi-
fient r >0, > 0. En prenant p = min(r, £)/2 (qui est strictement positif), on a

Um, +v) = Um,) + (h* + k%) (u+e(W) (4.1)
=Um,) +|Ivl5 (u+eW), veB((0,0),a). (4.2)

Ainsi, lorsque ||v||§ = h? + k? est assez petit pour que le terme |e(v)| soit inférieur 2
1/2 de sorte que p+¢e(v) = /2 et que

U(m, +v) = U(m,) + m|vll5 > U(m,) si v # (0,0)

i. e. m, est un minimum local strict.

Par un raisonnement analogue, les conditions s = 0, pg—s®> >0 et p <0 im-
pliquent p < 0,9 < 0 et 'examen de (4.1) montre que m, est un maximum local
strict.

Siles coefficients diagonaux de la hessienne sont non nuls de signes opposés, on
constate que le long des axes le point m, est un minimum ou un maximum, suivant
le signe des coefficients r, t :

h? » T +2€(h)

Um, + (h,0)) = U@m,) + Tr +h2e(h)=Um,) + h > U(m,) + h®r/4,

k? o t+2€(h)

Um, + (0,k) = U@m,) + Tt +k?e(k)=Um,) + k <U@m.,) + K*t/4

ou les dernieres inégalités valent pour £, k assez petits et r, s ont été supposés stric-
tement positif et négatif resp.

Sila hessienne Hess U (m.,) n’est pas diagonale, on peut considérer le terme qua-
dratique Q(v) dans le développement de Taylor a I’ordre 2

Q)

Utm, +v) = Um.) + ——+ Ivi3e(v), veB(O,a).

pour |'écrire

k 2 f— 2
QW) = rh*+2shk + tkzzr(h+87) L (4.3)

r

terme qui est toujours > 0 sous les conditions r > 0,7¢— s?> > 0. En utilisant des
coordonnées polaires

(0,0) ERT x [0,27) — (h = pcosB, k = psinh) € R?,
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I’expression (4.3) prend la forme

rt—s?

2
r(cos@ + sinef) +sin%0 (4.4)

rh? +2shk + tk* = p? -

r

dont le second facteur dans le membre de droite est strictement positif : c’est une
fonction de 6 dans 'intervalle [0,27], fonction continue qui est donc minorée par
p>0.Vu que p? = ||v||§ on a donc dans (4.3) la minoration Q(v) > ullvll% et on
conclut comme précédemment, via I'équation

Um, +v) = Um,) +Ivll5 (1 +£(v),

au caractere de minimum pour m, .

La condition pour un maximum de U peut étre établie directement, a moins
de préférer le passage par —U dont les minima (resp. maxima) coincident avec les
maxima (resp. minima) de —U.

Enfin, dans le cas d'un point selle, on montre qu’il existe des directions v, telles
que *+(v4,HessU(m,)vy) > 0. Si on approche m, le long d'une droite dans la direc-
tion de v., le point m, sera un minimum ou maximum (le long de cette droite au
voisinage de m . ), si bien que m. ne sera ni un minimum ni un maximum (dans un
voisinage de m.). O

A REMARQUES 4.2:

1. Si m, est un point de minimum de U, on montre que (v,HessU(m,)v) =0
pour tout v € R, Cette positivité est donc une condition nécessaire d’opti-
mum, mais pas suffisante. La condition suffisante donnée par le théoreme 4.3
pour un minimum local est I'inégalité (v,Hess U(m.)v) > 0 pour tout vecteur
v non nul.

2. Le théoréme 4.3 énonce une condition suffisante pour qu’'un point critique
soit un point de minimum (local). On montre que cette condition (valable en
dimension quelconque) consiste pour un minimum en la stricte positivité de
la hessienne : (Hess U(x.)v,v) >0 si v est un vecteur non nul.

3. La condition rt—s*> > 0,r > 0 peut s’exprimer détHess(m,) > 0 avec le pre-
mier coefficient de la hessienne strictement positif. \V4

> EXEMPLES 4.3:
4.3.1 Soit U la fonction définie sur R?> par U(m) = cosx + y* : cette fonction
U intervient dans I'étude de la dynamique du pendule. Son gradient et sa
hessienne (toujours diagonale) sont

VU(m) = (-sinx,2y), HessU(m) = (— Cosx o)

0 2)
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Ses points critiques sont les Cy = (km,0) avec k € Z : si k est impair la hes-
sienne est de déterminant strictement positif, ainsi que les deux coefficients
diagonaux, on a ainsi un minimum (local et méme global, puisque les valeurs
des points de minimum sont toutes égales 2 —1 et on a toujours cos x + y> =
—1); si k est pair, la hessienne est diagonale avec les deux coefficients dia-
gonaux de signe opposé et Cj est un point selle comme annoncé dans le
théoreme 4.3. Les égalités

x—km

1 —2sin? ( ) +y®>  sikestpair,
Utm) = | z(x—kn

) +y?  sik estimpair.

donnent des formules locales au voisinage de Cy, confirmant le type de point
critique donné par le théoréme 4.3 en ce point. <

Donnons d’autres exemples : une fonction polynoéme de degré 3 et des exemples
liés a la méthode des moindres carrés introduite par Gauls.

B> EXEMPLES 4.4:
4.4.1 Soit U:R? — R définie par

Ux,y) = %3 +y3 -3xy.

Le gradient de U et sa hessienne sont

FIGURE IV.4 — Les lignes de niveaux de la fonction U(m) = x* + y® —3xy sur [-6,6]°.

VU(m) =3(x* - y,y* - x), HessU(m):?)(zx _1)

-1 2y

de déterminant détHessU(m) = 9(4xy — 1). Les points critiques de U sont (0,0)
et (1,1). Le premier est un point selle (le terme quadratique au voisinage de (0,0)
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P .. . . 2 -1
étant —3xy), le second un minimum local vu que sa matrice hessienne est 3 1 2

a déterminant pg—r? = 27 > 0 et les coefficients diagonaux sont strictement posi-
tifs. Ce minimum local est non global vu que

2 X——00

U(x®*+y*-3xy), _, =2x° -3x* —/—= —c0.

lx=y

4.4.2 La méthode des moindres carrés permet d’ajuster la valeur de parametres ca-
ractérisant la loi régissant la réaction (exprimée via des variables y) de disposi-
tifs expérimentaux a des données x en entrées : ces observations expérimentales
sont empruntes d’erreurs et soumises a un bruit. La minimisation (dite parfois ré-
gression) des résidus quadratiques permet d’améliorer I'adéquation de paramétres
spécifiant la loi du dispositif.
Un premier exemple correspond a un nuage de valeurs encodé par un n-échantillon
x = (x1,...,X,) € R" issu de mesures indépendantes. On recherche une valeur x, la
plus proche de ce nuage en considérant le minimum du résidu (dit quadratique)
x€R— R(x,x) = 2721 (x—xj)2 . Ce point de minimum x, doit étre un point critique
du résidu R(x,x)

n 1 n
0=ViR(x:,X) =2 ) (X —Xj) =2n[ X —— Y xj],
j=1 =1

soit x, = n~! 27:1 Xj, i. e. la moyenne x des valeurs de I'échantillon x. Ce point

critique est un point de minimum global. En effet, le résidu R(x,x) est une fonction
polynomiale du second degré avec comme coefficient du monéme x? le scalaire n
(supposé au moins égal a 1). On peut aussi exprimer ce trinéme en placant!’origine
au point de minimum, i. e. en prenant la variable u telle que x = x. + u

n

RO +u,x) = Y (X + u—x;)°
j=1

n

2, 2, .2
1[x*%—u +xj+2[x*u—uxj—x*xj]]

J

n[xz—)_(2+u2]

oli on a noté les moyennes X=n"" Z}’zl xjetx?=n"" ;7:1 x?.

4.4.3 L'exemple précédent peut étre généralisé pour approcher un nuage de points
X = (xg,...,Xp) dans R par un point x, qui minimise le résidu quadratique

n
RxX) =Y [x-x;|5 xeR™X=xi,...,xn) € R™",
j=1

Le calcul précédent peut étre adapté a ce cas m-dimensionnel :
no— = 2
Rx,X) =) [X+x-X-x|,
j=1
LA <12 2
=X LI+ =X+ [
]:

#2[®x-%) - x-Xx)) - Xx))] |

= nIXI3 - X+ x|
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en ayant noté les moyennes X = n~! 7:1)(]- et ||x||§ =n! Z;lzl x; ”3 On peut pré-
ciser le gradient du résidu x — R(x,X) en calculant la dérivée directionnelle a partir
de®

n
Rx+ tv,X) = Z ||x—x]- + tv||§
j=1

n
= .Zl[”X—xj ||2 +2t(v,x—xj) + t2||v||§
=

n

Y. i+ 200w Yo el + e ivi
n
i=1

J j=1

= Z HX—X]‘ ||2 +2ntv,x-X) + nt? ||v||§
J

ol a utilisé la propriété de moyenne

n n
x-xil=nx—Y x;=nx-nX=nl[x-X
. 1 ] . 1 ]
Jj= j=

Ainsi
V,RxX) =2nx—-X,v),

indiquant que le gradient est nul en le seul x = X, point de minimum x, du résidu
quadratique R(x,X).

4.4.4 Un autre exemple est 'ajustement des coefficients (a, b) d’'une loi linéaire sca-
laire du type Y = aX + b qui est approchée par une distribution de points proches
de la droite théorique y = ax + b, points soumis a des perturbations aléatoires ou
des erreurs d’observation. Cet ajustement est réalisé a partir d'un échantillon de
quantités mesurées y = (y1,..., ¥n) correspondant a des données x = (x1,...,X;) en
entrée d'un dispositif expérimental, par exemple I’étalonnage d'un amperemetre
dont le fonctionnement est linéaire (contrdle des variations de y relativement a
celles de x, absence de phénomenes d’explosion) et est décrit par une modéli-
sation linéaire. Vu le nombre n (en général élevé) de mesures scalaires en regard
des K =2 parametres disponibles (soit a, b), cette méthode de moindres carrés
apporte une solution au probléme J(ap, by) = 0 surdéterminé (et sans solution
exacte) dont la solution donnerait, si elle existait, des parametres réalisant exac-
tement lels relations y; = ax; + b : elle remplace cette équation surdéterminée par
le probleme de minimisation ming, j J(a, b). Cette résolution dite de régression li-
néaire, est typique des problémes d’ajustement de parameétres. Ici on examine le
cas particulier du J somme de résidus quadratiques ou la fonction J est donnée
par

n
(a,b) eR*—~ J(a,bx,y) =Y (axj+b-y)*eR
j=

qu’on notera simplement J(a, b) (les vecteurs x,y sont des données empiriques
fixes). La fonction J a pour gradient

n n
va,b](a,b):2(ij(axj+b—yj) Z(ax,-+b—yj))
j=1 j=1

:2n(a)?+ bx—cxy ax+ b—?)

8. Onautilisé |a+bl3 = llal3+bll; +2(a,b) avec (a,b) =YL, a;b; dans R™.
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oll on a noté

n 1 n

_ 1 _ 1 &
x:Zij, xzz—Zx?, y:EZyj, cxly:szjyj.
j=1

Un point critique (a., b.) de J vérifie ainsi

a:X?+ b X—cxy =0, a.X+b.-y=0,

9

une équation linéaire ” aisée a résoudre et avec une solution unique

Xy—Cxy _ _
a, = _2—_, b* =Yy a«X. (4.5)
X° —x2
Le dénominateur X> —x2 est non nul si il y a au moins deux x; distincts 10 ce qui
est expérimentalement justifié! La hessienne de J est constante égale a

Hess J(a,b) =2n (X_z x)
x 1

de déterminant 4n? (xz - )_(2) , qui est strictement positif (d’apres le cas d’égalité de
Cauchy-Schwarz traité dans la note 10). Le point critique (a., b.) est ainsi un point
de minimum local strict.

Pour montrer que ce point de minimum est global, on introduit les variables u =
a-a.,v =>b—b,, afin d'exprimer la fonction J en les variables (u, v) de maniere
simple (somme d'un terme quadratique et d’'un terme constant, le terme linéaire
disparaissant du fait que le point origine est un point critique).

J(a,b) = (yj-ax;j-b)*
j=1

n n n
y?%—az Z x?—ZaZ Xjyj +nb2—2bZ(yj —axj)
1 j=1 j=1 j=1

Il

J
= n[)?+)?a2 —2acxy + % -2b(y— a@]

9. Les ajustements par minimisation de résidus quadratiques amenent a résoudre des systemes
linéaires : cela justifie amplement I'usage de ces résidus quadratiques.

10. C’est une application de I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Soient h,k des vecteurs de I'espace
R” muni d’'un produit scalaire (h,k) et la norme associée [|h|| = /(h,h). Alors I'inégalité de Cauchy-
Schwarz

—IIh|likll < <h, k) < [[h]/[kI], hkeR"

est valable, avec égalité dans la deuxieme inégalité si et seulement s’il existe un scalaire A positif tel
que h = Ak. Ainsi, avec les vecteurs h = (hy,..., k) et (1,...,1)

n
ZhjS\/_
j=1
ou encore 9 )
" h; " h
1 hj N
j=1 < J J,
n n

e, 1., T2 TS . — - ). . 4. T2 TS
soitl'inégalité h™ < h? avec les notations h = %27:1 hjeth?= %27:1 h? .S'ilya égalité h = h?, alors
h est colinéaire au vecteur (1,...,1), donc le vecteur h a toutes ses coordonnées égales.
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soit en les variables (u, v)

%](a* +u, by +v) :)7+)§(a* +u)? —2(a, + u)cxy + (b + v)?
—2(b + )y — (ax + WX)
=x2u® + V* + 2Xuv
+2 a*;u—cx,yu+b*v+b*iu—(§r—a*i)v (4.6)
+y2 +x2a% —2a, Cxy + b2 —2b, (¥ - a.X)
= (2 =X + Xu+ v)°
+y2 +x2a% —2a, Cxy + b2 — 2D, (¥ — a.X)
=2 -+ Ru+ )2 +y2+x2a% —2a.cey - b (47
Vu que (u, v) = (0,0) estun point critique, la partie linéaire (4.6) est nulle : cette nul-
lité des coefficients correspondent aux équations de point critique (4.5). La partie

quadratique tend vers +oo lorsque que ||(u, V)|, tend vers +oo vu qu’elle est mi-
norée par C(u?+ v?) = Cll(u, v)||5 pour une constante C > 0. En effet, 'inégalité

x% + (x— y)? = y?/2 permet les minorations

2

2 2
X~ +
x2+(x—y)22?+ y

4

X+ (x—y)?
2

2 2
SR
2 4

Par des changements homothétiques sur u et v on obtient la minoration du terme
quadratique dans (4.7) par Cll(u, v) II§ pour une constante C convenable. <

En n variables avec n = 3, on a une analyse analogue pour des conclusions assez
similaires a celles du théoréme 4.3, sauf que I’algebre linéaire y est un peu plus éla-
borée. La formule de Taylor en un point critique m, al’ordre 2 s’écrit

(v,Hess U (m.)Vv)

U(m, +v) = U(m,) + (VU (m,),v) + > +Ivlew),
— Umo+ Y Hessg M) | viZew), veBO,@

et la condition suffisante afin que m, soit un point de minimum porte sur la hes-
sienne et sa positivité au sens ou il existe m > 0 tel que

(v,Hess U(m,)v) = m|v|3, veR™.

En dimension 3, cette condition de positivité est assurée par diverses conditions,
par exemple une condition sur 3 déterminants extraits de la hessienne H = Hess U(m,) =
(Hij)

. o Hyy Hip His
Hyp >0, dét(H“ H12)>0, dét| Hyy Ho, Hoz|=détH >0,
e ez H3y Hszp Hss
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