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PROLOGUE

Que partagent le probléeme des ponts de Konigsberg, ’algorithmique, les réseaux de
communications (réseaux routier ou téléphonique, internet ou 'infiniment petit d’une puce
d’ordinateur. . .), la chimie, la génétique, le calcul distribué, les diagrammes de Feynman,
les grammaires des langages, le coloriage des cartes, la sociologie ? C’est le fait de faire
appel pour certaines de leurs modélisations a la théorie des graphes.

Les définitions élémentaires a la base de cette théorie permettent de poser rapidement
des problémes (faciles ou difficiles), avec un mélange de combinatoire, d’algébre et de
géométrie.

Aprés une introduction sur les concepts élémentaires, le cours, accompagné d’exercices
nombreux, abordera quelques chapitres de cette théorie parmi lesquels : chemins eulériens
et hamiltoniens, matrices de graphes, théorie de Ramsey, planarité, voire des énoncés
de théorémes tout récents sur les graphes parfaits et la conjecture d’Hadwiger. Cela fait
suivant le temps disponible.

Une sélection d’ouvrages sur la théorie des graphes a la Bibliothéque universitaire (Sec-
tion Sciences et techniques) :

— Claude Berge, Graphes et hypergraphes, Dunod, 1970.

— Olivier Cogis, Claudine Robert, Théorie des graphes : au-dela des ponts
de Kdnigsberg : problemes, théorémes, algorithmes, Vuibert, 2003.

— Bruno Courcelle, Yves Colin de Verdiére, Alexander Zvonkine, Graphes,
Editions de I’Ecole Polytechnique, 2004.

— Michel Gondran, Graphes et algorithmes, Eyrolles, 1995.

— Arnold Kaufmann, Des points et des fleches. .. : la théorie des graphes,
Dunod, 1968.

L’ouvrage
Martin Aigner, Gunther Ziegler, Raisonnements divins : quelques démonstra-
tions mathématiques particulierement élégantes, Springer, 2006.
expose de maniére trés plaisante, entre autres thémes, quelques éléments de théorie des
graphes ou divers résultats qui utilisent les méthodes graphiques de maniére toute perti-
nente.

L’ouvrage Graph theory de Reinhard Diestel, édité chez Springer dans la collection
Graduate texts in mathematics (Vol. 173) est de niveau avancé : les curieux peuvent en
consulter une version électronique intégrale accessible et téléchargeable sans restriction
sur le web.

www.math.sciences.univ-nantes.fr/ guillope/13-gr/


http~://www.math.sciences.univ-nantes.fr/~guillope/l3-gr/

CHAPITRE 1

GRAPHES

1.1. Sommets, arétes

Un graphe G est constitué d’un ensemble S de sommets (ou neeuds) et un ensemble Ag
d’arétes (ou arcs), chaque aréte a joignant deux sommets si(a) et sq(a), ses extrémités.
Si ces deux sommets sont identiques, 'aréte a est appelée boucle.

FicUre 1 . Un graphe...

Si entre deux sommets du graphe G il y a au plus une aréte et si GG est sans boucle, le
graphe est dit simple, sinon on parle de multigraphe. La suite traitera principalement de
graphes simples.

L’ensemble des arétes Ag d’un graphe simple G s’identifie & une partie symétrique de
Se x Sg :alaréte a € Ag sont associé les couples (s,s’) ou (s,s’) sont les extrémités
de l'aréte a.

> Ezxzemples 1.1.

1. Le chemin C, & n sommets et n — 1 arétes est le graphe d’ensemble de sommets
S={1,2,...,n} et d’arétes A ={(1,2),(2,3),...,(n—1,n)}. Le chemin infini L,
a pour ensemble de sommets Z et ensemble d’arétes {(k,k+ 1),k € Z}).

2. Le lacet ou circuit L,, & n sommets et n arétes est le graphe d’ensemble de sommets
S ={1,2,...,n} et darétes A = {(1,2),(2,3),...,(n — 1,n),(n,1)}. Les lacets
Ls, Ly, Ls sont appelés resp. triangle, carré et pentagone.

3. L’étoile E, a n branches est le graphe de sommets S = {0,1,2,...,n} et d’arétes
A={(0,1),(0,2),...,(0,n)}.

4. Le graphe complet (ou clique) K, a n sommets est le graphe de sommets S =
{1,2,...,n} et d'arétes A = {(i,j),i,j € S,i # j}. Tout graphe & n sommets est
sous-graphe d’un graphe K, .
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5. Pour ny,ny deux entiers naturels non nuls, le graphe complet biparti K, ,, est
le graphe de sommets S = B; L By avec B; de cardinal n;,i = 1,2 et d’arétes
A = {(by,b2),by € By,by € By}. Le graphe complet biparti K, n’est rien d’autre
que 'étoile £, . Le graphe K33 a une importance spéciale.

6. Le réseau Ry de dimension d est le graphe d’ensemble de sommets Z? et d’arétes
{(k,k+¢€),k € Z} ou € est un vecteur de Z% avec une seule coordonnée non nulle
valant £1. La ligne infinie L., coincide avec Rj;. <

FIGURE 2 . (a) Le chemin Cg, (b) le lacet Lig, (c) le graphe complet Ky, (d) le
graphe biparti Kg 5.

Un sous-graphe de G est un graphe H tel que Sy C Sg et Ay C AgN(Sy x Sy) :le
graphe H est obtenu a partir du graphe GG par suppressions d’arétes et suppressions de
sommets (accompagnées de la suppression de toutes les arétes ayant pour extrémités un
de ces sommets retirés). Un isomorphisme du graphe G; sur le graphe Go est la données
de deux bijections ¢g : Sg, — S, et P4 1 Ag, — Ag, telles que les extrémités de
®4(a) soient les images par ®g de celles de a. Considérer les graphes & isomorphisme
prés est essentiel : déterminer des invariants (calculables rapidement ou, autrement dit,
de complexité controlée) d’isomorphie est important. On en verra quelques exemples de
type spectral ou liés a la planarité.

@—B 9,9
O @ O @

FIGURE 3 . Deux graphes isomorphes.

ESVANEVANS B

FIGURE 4 . Deux graphes sans automorphisme, pour lesquels néanmoins les sous
graphes G'\ u et G\ v sont isomorphes.

Le graphe est fini si Sg et Ag le sont. L’ordre du graphe est le cardinal #S¢. La
caractéristique d’Fuler xo du graphe G est la différence vy = #Sq¢ — #Aq.

Une représentation graphique du graphe G' dans R? est une partie G = ig(S)UlUuec .G
de R? ot1 ig est une injection de S dans G et pour chaque aréte a = {s;, 52} G, est 'image
par un homéomorphisme h, d’un intervalle fermé (mettons [1,2]) sur son image G, dans
R? avec hq(i) = s; pour i = 1 ou 2. En général, on suppose que G, = h,([1,2]) est un
segment, un arc lisse ou un arc polygonal et que les intersections G, N G, sont soit vide
soit un ensemble de points.
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On a une représentation simple de G en dimension d = #S¢ : on identifie le sommet
s et la fonction §, de R% W Taréte a = {si(a),ss(a)} au segment [051(a)» Osa(a)] =
{tds;@) + (1 — t)ds,0),t € [0,1]}. L’espace sous-jacent a un graphe G sera tout espace
homéomorphe & cette représentation dans R5¢ .

FIGURE 5 . Diverses représentations graphiques du graphe simple & 5 sommets
a,b,c,d,e et 5 arétes (a,d), (b,e), (b,d), (c,d), (e, c).

Orienter 'aréte a revient a déclarer un sommet comme 'origine «(a) de laréte et
l'autre comme 'extrémité terminale w(a) : on écrira
a:= aa)w(a) = w(a) — afa).

L’aréte opposée a de l'aréte orientée a est l'aréte orientée obtenue en ayant échangé
origine et extrémité terminale de a :

a=w(a)a(a) = ala) —w(a), ala)=w@), a=a.

Orienter un graphe consiste a orienter chacune de ses arétes. Un graphe orienté (ou di-

L
@.%J ==

FIGURE 6 . Le graphe de la Fig. 1.1 orienté.

graphe(2>) G est la donnée d’un ensemble Sz de sommets et d’'un ensemble As d’arétes
orientées dont les extrémités sont dans Si. Un digraphe a un graphe (non orienté) sous-
jacent, alors qu’orienter un graphe donne une classe particuliére de digraphes : les varia-
tions sur ce qu’est un graphe varie avec les auteurs et les contextes.

(Wespace R9¢ est considéré comme lespace vectoriel de d-uplets avec d = #S¢ ou comme l'espace
des fonctions de Sg dans R. La fonction d, est celle valant 1 sur s, 0 sinon : elle s’identifie au vecteur
(0,...,0,1,0,...,0) dont la seule composante non nulle est la s-iéme.

()1expression anglaise directed graph a été contractée en digraph.
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Au graphe G = (S, A), on peut associer un graphe G’ obtenu avec subdivision parti-
culiére : son ensemble de sommets est S” = S U A oil on a rajouté un sommet s, pour
chaque aréte a (géométriquement, on mettra ce point en un point intérieur de 'aréte a)
et son ensemble d’arétes A’ = A x {1,2} ou on a divisé en deux arétes {sl s,}, {52, s.}

chaque aréte a = {s!, s2} € A. Le graphe G’ est simple (sans boucle), que G le soit ou

a’~a

pas. Si G n’a pas de sommet extrémité de deux arétes seulement, on retrouve le graphe
G a partir du graphe G’ en enlevant les sommets de G’ extrémités de deux arétes et
remplacant les deux arétes issues de chacun de ces sommets par une seule aréte.

L’opération de contraction d’une aréte du graphe G consiste a supprimer 'aréte a =
{sl s2} et a identifier les sommets s!,s? en un unique sommet s. Le graphe obtenu de G
par contraction de 'aréte a est noté GG -a : il est en général non simple, ce qui incite a se
ne pas écarter les graphes avec multi-arétes (pour le calcul du nombre d’arbres maximaux
d’un graphe simple du théoréme 4.2 ou le critére de planarité de Kuratowski du théoréme

5.2), méme si nous nous limiterons le plus souvent a la considération de graphes simples.

Lemme 1.1. Soit G un graphe.

(i) 1l existe une représentation de G dans R® avec des arétes représentées par des
segments et sans intersection entre intérieurs des arétes.

(11) Il existe une représentation de G dans R* avec des arétes représentées par des
segments de droites et des intersections d’intérieurs d’arétes en au plus un point (double).

Démonstration. — Par récurrence sur le cardinal de S, on montre 'existence d'une in-
jection ig : S — R3? telle que

— les images de 4 points ne sont pas coplanaires,
— les images (ig(s),is(s’)) et (is(s),is(s")) sont disjoints si {s,s'} et {s,5'} sont dis-
tincts.

C’est clair si G a 1,2,3 ou 4 sommets. Supposons une telle représentation dans R3
construite pour tout graphe G avec N — 1 sommets. Soit G avec N sommets et H
le graphe obtenu en 6tant un sommet sy de G et toutes les arétes ayant sy comme
extrémités : on note H, iy ,... les éléments d’une représentation convenable de H. Chaque
condition liée a 'ajout d'un point P supplémentaire pour le sommet sy s’exprime par
'appartenance de P & un ouvert dense de R? : Qy = R3\ ig, (Sy) pour linjectivité
de ig., s ¢ pour la non-coplanarité de s,s’,s”, P et U, pour intersection vide
de (s,¢) et (s”, P). Tout point P de l'intersection (non vide) de ces ouverts denses (en
nombre fini)®) non vide convient pour le choix de ig(sy).

Pour I’énoncé plan, on considére la représentation du graphe complet Ky avec l'en-
semble des sommets représentés par les racines N-iémes de 'unité et les arétes repré-
sentées par les segments entre deux quelconques de ces racines. Tout graphe G étant un
sous-graphe du graphe complet avec #Ss sommets admet une représentation graphique
comme annoncé dans le lemme .

Une perturbation de la représentation symétrique standard du graphe complet (ot
I’origine appartient & m arétes dans Ky, comme on ’a fait pour le tracé de graphes dans
R3) convainc qu’un point multiple (hors des sommets) est de multiplicité au plus 2. [

()Le théoréme de Baire énonce que lintersection d’un nombre dénombrable d’ouverts denses est un
ensemble dense, donc non vide
(ULe graphe complet Kg sur Pensemble de sommets S (fini ou infini) s’injecte dans (2(S) =

{(xs)sega ZsES IEE < OO} avec Z.Ks (50) = (5880)'
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Un chemin (orienté resp.) de longueur p — 1 sur le graphe G est une suite d’arétes

(orientées) ay,as, ... ,a, telle que les arétes a; et a;4; alent une extrémité commune
= (5) . @ i ; 1 1 exi
(afaiy1) = w(a;))? @ c’est aussi la suite de sommets syss...5,41 telle qu'il existe une
aréte a d’extrémités s; et s;41 pour i = 1,...,p (une aréte orientée a avec a(a) = s;

et w(a) = s;41). Un lacet du graphe G est un chemin s189...5,411 tel que s; = s,41.
Le lacet est dit élémentaire (ou circuit) s'il est du type C,, (i. e. la suite des sommets
5182 ... 5, est une injection dans Sg, sans aller et retour).(G)

Des parties de S¢ (resp. Ag ) sont indépendantes si elles ne sont reliées par aucune aréte
(resp. n’ont pas de sommet incident commun). Des chemins de G sont dits indépendants
s’ils n’ont aucun sommet commun, mises a part leurs extrémités.

1.2. Valence, diamétre

La valence (ou degré) vy d'un sommet s est le nombre d’arétes ayant ce sommet parmi
ses extrémités : une boucle de sommet s compte pour 1 dans la valence de s. La valence
d’un graphe vg est le maximum des valences de ses sommets. Si la valence est constante
égale a d sur les sommets, le graphe est dit (d-)homogéne ou (d-)régulier.

La distance d(s, s’) de deux sommets s, s’ est le nombre d’arétes minimal d’un chemin
reliant ces deux sommets : si s et s’ ne sont reliés par aucun chemin dans G, on pose
d(s,s") = co. Le diamétre d'un graphe est la distance maximale entre deux sommets.

Proposition 1.1. Soit G un graphe simple.
(i) La somme des valences de ses sommets est paire.
(i1) Le graphe G a un nombre pair de sommets de valences impaires.

Démonstration. — 11 suffit de compter les sommets, soit comme extrémités des arétes (ou
on compte chaque sommet deux fois), soit avec les valences :

D d,=2#Ac. O
sESa

Il n’y a pas de moyen simple de dire si la suite (dy,ds,...,d,) est la suite des valences
des sommets d’un graphe a n sommets. On a néanmoins un algorithme basé sur le résultat

. o

FIGURE 7 . Deux paires de graphes non isomorphes ayant mémes suites de va-
lences (1,23,31) et (22,33,5) resp..

(®)Des allers et retour, ie ...s's... ou des non injectivités telles ...ss’...ss’... ne sont pas exclues a

priori

(6)On distinguera un sous graphe de G isomorphe & L,, (resp. C,, ) d’un lacet ¢ (resp. un chemin £), dont
la représentation graphique donne lieu & une application t € [0,1] — ¢(t) (resp. £(t) avec £(0) = £(1))
injective par morceaux.
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Théoréme 1.1. Soit v = (vy,...,v,) une suite croissante d’entiers dans {1,...,n — 1}
et soit v/ = (vq,...,vl,_,) la suite obtenue a partir de v en supprimant le dernier terme,
en retranchant 1 aux v, derniers termes et en la réordonnant si besoin afin qu’elle soit
croissante.

Alors v est une suite de valences et et seulement si v en est une.
Démonstration. — Admettons provisoirement le lemme

Lemme 1.2. Soit v une suite de valences. Alors il existe un graphe G et une énu-
mération de ses sommets réalisant v et telle que s, ait pour voisins les sommets

Sn—1, Sn—2;5 -+ - s Sn—wy, -

Supposons que v’ soit une suite de valences et soit G’ un graphe réalisant v’. Soit v”
la suite obtenue a partir de v en supprimant le dernier de terme et en retranchant 1 aux
v, derniers termes de v : soit G” le graphe obtenu & partir de GG/ par renommage des
sommets et réalisant v” : si on rajoute le sommet s, a G” et les arétes reliant s, aux
sommets de plus hauts indices de G”, on obtient un graphe G réalisant la suite v.

Réciproquement, soit v réalisé par un graphe G' ot on a nommé les sommets de telle

sorte que s, soit adjacent aux sommets S, _1,Sn_2,...,Sn_v, - Alors v/ est réalisé par le
graphe G\ s,,. O
Preuve du Lemme. — Posons o, = s,_4. Soit GG réalisant la suite v. Supposons que le
graphe G ne satisfait pas la conclusion du lemme : il existe i tel que i € {1,...,v,}

et o; ne soit pas voisin de oy. Il existe donc j tel que j7 > v, et o; est adjacent a oy.
Comme v,—; > v,j, il existe k tel que o; soit adjacent & o, sans que o; ne le soit. On
peut choisir & distinct de j : c’est clair si 0; n’est pas adjacent a o, sinon, comme o;
et oy sont deux voisins de o; non voisins de o;, il existe au moins deux voisins de o;
non voisins de ¢;, donc au moins un distinct de ¢;. On construit alors le graphe G’ de
mémes sommets que G et ol on a supprimé les arétes oo et 0,0, et ajouté les arétes
g0y et oxo; © G et G' ont méme suite de valences, mais oy posséde un voisin de plus
dans {o,,,0u,+1,...,01} dans le graphe G’ que dans le graphe G.

O

@ @ ®

FIGURE 8 . La variable £ =0,1,...,n — 1 repére le sommet oy = s,,_y.

Ainsi, parmi tous les graphes GG ayant comme suite de valences v, le graphe G* ayant
le maximum de voisins possibles pour oy dans {o,,,0,,_1,...,01} a nécessairement tous
ces sommets comme voisins de o¢ = s, . ]

1.3. Connectivités

Un graphe est dit conneze si deux sommets quelconques (distincts) de G sont joignables
par un chemin ; un digraphe est dit fortement connexe si deux sommets peuvent étre joints
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par un chemin orienté. Un graphe est I'union disjointe de graphes connexes disjoints, ses
composantes connexes. Un graphe est connexe s’il ne compte qu'une composante connexe.

Un séparateur de G est un ensemble de sommets dont la suppression (accompagnée de
la suppression des arétes qui lui sont incidentes) transforme le graphe G en un graphe non
connexe. Un graphe connexe G est dit séparable s’il existe un sommet s (dit séparateur,
point ou nceud d’articulation) séparant G, inséparable dans le cas contraire.

Un graphe est dit au moins n-connexe si #Sg > n et si G reste connexe lorsqu’on
lui enléve n — 1 quelconques sommets. Une formulation équivalente est donnée par le
théoréme de Menger :

Théoréme 1.2 (Menger (1927)). Un graphe est n-connexe si et seulement si deux som-
mets distincts quelconques peuvent étre joints par n chemins indépendants

FIGURE 9 . Les deux sommets u et v sont séparés par ’ensemble des trois
sommets {1,2,3} et joints par trois chemins indépendants.

La connectivité x(G) est le plus grand n tel que G soit n-connexe. On a par exemple
k(K,) = n —1. Un graphe connexe G est séparable si et seulement si il est 2-connexe.
Dans la Fig. 7, le premier graphe est 2-connexe, alors que le second ne l'est pas.

1.4. Arbres

Un arbre est un graphe connexe sans lacet. Un graphe dont les composantes connexes
sont des arbres est appelé forét.

Lemme 1.3. (i) Le chemin joignant deux sommets d’un arbre est unique.
(ii) Un arbre avec au moins 2 sommets a toujours au moins deux sommets de valence
1.
(i1i) Le graphe obtenu par retrait d’une aréte d’extrémités de valence au moins 2 a un
arbre T' est disconneze.

(ZU) #AT = #ST —1.

Démonstration. — (i) Soient s et ¢ deux sommets distincts de arbre T'. Si \; = s...¢
sont deux chemins distincts de T joignant s et ¢, alors A\ Ay est, aprés suppression des
couples d’arétes du type aa, un lacet non vide, ce qui ne peut exister sur 'arbre T'.

(ii) Soient s et ¢ réalisant le sup de la distance d(s,t) : il existe un chemin s =
$182...8,-18, = t. Si s est de valence au moins 2 et S; un voisin de s distinct de sg,
alors d(s2,t) = d(s,t) + 1 , ce qui contredit le caractére maximal de d(s, ).

(iii) Supposons 7'\ a connexe. Soient s et t les extrémités de a. Les sommets s et ¢
restent des sommets de 7'\ a. Si C' est un chemin les joignant, alors C'a est un lacet dans
T, ce qui n’est pas.
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(iv) Si 7" a 1 sommet (soit 0 aréte : ce cas est assez dégénéré) ou 2 sommets (soit 1
aréte), la formule est vraie. On procéde par récurrence. Soit 7' un arbre et a une aréte
terminale de 7' : alors T'\ a est un arbre, ayant #S7 — 1 sommets et #Ap — 1 arétes :
on a donc #Ar —1=#Sp —1—1, ce qui était énoncé. n

Une arborescence est un arbre T pointé en un sommet, dit racine, sq : il existe une
seule maniére d’orienter 'arbre T' tel qu’il existe un unique chemin orienté de sy a tout
sommet de 'arbre.

Un arbre maximal du graphe G est tout sous-graphe H de G qui est un arbre et tel
que si on ajoute & H un sommet ou une aréte de G on obtienne un sous-graphe de G' qui
ne soit plus un arbre. La premiére représentation du graphe de Petersen dans la Fig. 20
indique un arbre recouvrant.

Lemme 1.4. Soit T' un arbre maximal d’un graphe G connexe.
(i) L’arbre T contient tous les sommets de G'.
(ii) Le nombre #Aqg — #Ar d’arétes de G hors de T ne dépend pas du choiz de T :

ce nombre, noté Bg et appelé nombre de Betti de G, vérifie
X = #S¢ — #Ac =1-fa

Démonstration. — (i) Supposons Sg \ S7 non vide. Si s en est un sommet, soit C' un
chemin dans G \ St joignant s et Sr de longueur minimale. Alors T'U C' est un arbre
contenant strictement 7', contredisant la maximalité de T'.

(ii) Vu #Sr = #Sg et #Sr =#Ar+1,0n a

#Ac — #Ar = #5¢ — Xc —#5r+1=1—xc
qui est bien indépendant de I'arbre T'. O

A Remarque 1.1. Un arbre maximal est appelé aussi arbre recouvrant. L’invariant Sg
sera interprété dans la proposition 1.2 comme la dimension d’un espace de cycles. v

1.5. Chaines et cycles

Soit G un graphe simple connexe. On choisit pour chaque aréte une orientation et on
note par ZG I'ensemble de ces arétes orientées positivement obtenues. L’espace Cy(G) =
RS des fonctions de S dans R a pour base (J,)ses, avec d4(s) =1 et d,(s') = 0 sinon.
L’espace C1(G) = R4¢ des fonctions de Ag dans R a une base (0a)qez,, analogue. On
notera, par souci de simplification, les sommes Zse g Ts0s et Za Ae .0, par les sommes
formelles ) _qxss et > ¢4 Tat : de tels éléments sont appelés 0-chaine et 1-chaine
respectivement et leur support est la partie {s,z;, # 0} et {a,x, # 0} resp. Si @ est
Iaréte opposée a a, on notera 0z la fonction —d, : avec cette convention, que a soit
orientée positivement ou non, on a toujours 6z = —0d,

Définition 1.1. Soit G un graphe orienté. L’opérateur dg : R4¢ — R5¢ est I’application
linéaire définie par
_>
aGéa = 5w(a) - 604((1)7 ac AG'

A Remarque 1.2. L'opérateur 0g dépend de l'orientation choisie. Pour toute aréte a
(orientée positivement ou non), on a dgda = du(a) — da(a)- \V4

Un cycle ¢ est une 1-chaine de R4¢ tel que dgc = 0. L’ensemble des 1-cycles est noté
Zl(G) = ker ag.
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D> Exemple 1.2. La somme a; + as + ... + a, associée au lacet orienté ajas...a, (pour
lequel on a a(a;) = w(a,)) est un cycle. <

Lemme 1.5. Soit z € RA¢ un cycle non nul de G. Si G, est le sous-graphe constitué des
arétes du support du cycle z, alors G, contient au moins un lacet.

Démonstration. — Soit z = z1a; + x2a90 + ... + xpa, avec les x; réels non nuls. Vu
que gz = 0, le sommet w(a;) apparait dans une aréte a;q) avec j(1) # 1 : quitte a
remplacer x;(1)a ) par —x;)a;(), on peut supposer que w(a;) = a(a;(1)). Pareillement,

on introduit ajp) tel que w(a;n)) = alaj)), puis ajs), ajua,.... Vu que G est fini,
on obtient nécessairement des entiers & < ¢ tels que a(ajx)) = w(aje) : le chemin
@j(k)j(k41) - - - Qi) est un lacet de G. O

A Remarque 1.3. Le raisonnement précédent écrit z = x1/y + 2’ avec £; cycle induit
par un lacet et 2z’ cycle de support strictement plus petit que celui de z. En poursuivant
sur 2z, on obtient z = x10; + yofs + 2", puis finalement que z est la somme de lacets
Z:y1£1+y2€2+...yr€r‘ V

Un arbre ne contient pas de lacet, donc
Corollaire 1.1. Si T est un arbre, alors Z1(T) est nul.

On va maintenant étudier ’espace Z1(G) pour un G quelconque. Pour en décrire faci-
lement une base, on introduit un arbre maximal T'de G. A l'aréte b de Agr = A\ Ar,
on associe l'unique lacet ¢, de G tel que £, = bc, ou ¢, est I'unique chemin dans T
d’extrémités identiques a celles de b : on notera pareillement par /¢, la chaine b+ ¢, de
RAG

Soit z un 1-cycle. Il existe des scalaires (24)pea . tels que

z = Z xpb+ 2 = Z xply + 2"

bEAG,T bEAgyT

ot 2 et 2" =2 =3 Ag TvCo SOt des 1-chaines a support dans l'arbre T'. Vu que
les ¢, sont des 1-cycles, il en est de méme de 2", qui est donc nul puisque tout 1-cycle
sur un arbre est nul. On obtient donc tout cycle z de G comme combinaison linéaire
des £;. La famille ({)pca, . est libre : en effet si ZbeAG’T aply =0, on a ZbeAQT aph =
—D e Ag.r CbCo ou dans le membre de droite on a une 1-chaine & support dans T et le
membre de gauche hors de T : le membre de gauche est donc nul ce qui implique la nullité
des xy, et par suite dim Z,(G) = #Ag . On a ainsi démontré

Proposition 1.2. Soit G un graphe simple et T' un arbre maximal de G . Alors, la famille
des chaines ly,, ot b parcourt l'ensemble Ag \ Ar est une base de kerdg .

avec pour corollaire

Corollaire 1.2. Soit G connexe. Le nombre de Betli Bg est la dimension de [’espace des
1-cycles Zg. 1l vérifie
ba=1—xc=1+#Ac — #5¢-

Démonstration. — On vient de montrer que pour 7' arbre maximal de G, la dimension
dim Z;(G) est égal au nombre #Ag — #Ar. Or le lemme 1.3 énonce #Sr = #Ar+1 et
le lemme 1.4 #Sg = #S7. O]
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1.6. Exercices

10.

. Faire la liste des graphes a 3 ou 4 sommets & isomorphisme prés. Indiquer les

listes de valences de sommets : existe-t-il des graphes a 4 sommets isovalents (i. e.
avec méme liste de valences) et non isomorphes.

. Soit S = [1,...,n]. Quel est le nombre de graphes simples d’ensemble de som-

mets S 7 (on n’identifiera pas les graphes isomorphes). Quel est le nombre de
multigraphes & n sommets et au plus k arétes entre deux sommets ?

. (a) Prouver qu'un graphe fini dont chaque sommet est de valence au moins 2

posséde un cycle. Existe-il un graphe infini sans cycle dont tous les sommets sont
de valence au moins 27

(b) Prouver qu’un graphe (simple) & n > 3 sommets et au moins n aretes posséde
un cycle.

. Prouver que dans tout graphe fini d’au moins deux sommets, il existe deux som-

mets de méme degré.

. Pour n donné, il existe deux graphes non isomorphes a n sommets possédant

deux sommets de méme degré et tous les autres de degré différents deux a deux.

. Soit G connexe avec n sommets. Alors G a au moins n — 1 arétes.

. Soit @,, le graphe simple dit hypercube de dimension n dont chaque sommet est

étiqueté par un nombre compris entre 0 et 2" — 1, avec une aréte entre s et sy
si les écritures dyadiques de k et ¢ différent sur un seul chiffre. Dessiner @), et
2. Quel est le nombre d’arétes de @, 7

. Peut-on construire un graphe simple ayant n, sommets et n; arétes pour a)

(ng,m1) = (4,7), b) (ng,n1) = (5,11), ¢) (ng,n1) = (10, 46).

. Soit X ={1,2,3,4,5}. Le graphe de Petersen est le graphe simple ayant comme

sommets les paires d’éléments de X, avec une aréte entre deux sommets si les
paires correspondantes sont disjointes. Donner une représentation graphique du
graphe de Petersen et déterminer son nombre de sommets, d’arétes et la suite des
degrés. Quel est son diamétre ?

Le graphe L(G) des arétes du graphe G a pour sommets les arétes de G et
une aréte entre deux sommets si les arétes correspondantes ont une extrémité
commune. Tracer L(K3), L(K3),L(C5), L(Es) et L(Ky). En déduire la forme
des graphes L(C,), L(E,) et L(L,).

Tracer les graphe des arétes de tous les arbres dessinés dans ces notes.
Tracer les graphes d’arétes des deux graphes suivants

e O L G e S

o ——0 *——©
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Déterminer, s'il existe, le graphe G dont le graphe L(G) associé est le graphe
ci-dessous

Soit M la matrice associée au digraphe G : la matrice M est carrée d’ordre #5
et M,y est le nombre d’arétes d’origine s et d’extrémité finale s'.

Montrer que (MP)ss est le nombre de chemins orientés de s & s’ de longueur p
et, si G est dépourvu de boucles, tr M?/p est le nombre de lacets orientés de G
de longueur p.

Supposons que le calcul matriciel se fasse dans Ialgebre de Boole {0,1} avec
141 =1 et les autres calculs comme dans les entiers. Montrer que (Ig+ M)?,
est nul suivant qu’il y ait un chemin orienté de s a s’ ou non. Montrer que la suite
des matrices (Is + M), est croissante, stationnant pour un p < #5S. Montrer
qu'il existe un chemin de s & s’ de longueur k < #S obtenu par suppression

itérée de lacets inclus dans un chemin donné.

Soit, pour n > 3, le graphe W,,, dit roue” d’ordre n, constitué d'un circuit
C, complété d'un sommet s avec une aréte entre s et chaque sommet de C),.
Montrer que W,, est 3-connexe

Le graphe complémentaire G du graphe (G, S, A) a pour ensemble de sommets
S et pour ensemble d’arétes {a € S x S\ Ag,a ¢ A}.

(i) Montrer que Cy (resp. Ls) est isomorphe a son complémentaire. Qu’en est-il
de C, et L, pour un entier n ?

(ii) Montrer que si G est non connexe, alors G est connexe. Montrer que la
réciproque est fausse.

Soit I’ une forét & p composantes connexes. Montrer que #Sr = #Ar + p.

Soit G un graphe connexe.

(i) Majorer le nombre de sommets #S¢ en fonction du degré et du diamétre.
(ii) Majorer le nombre d’arétes #Ag en fonction du degré et du nombre de
sommets.

Montrer que #Sg—# Aq est invariant par subdivision. Montrer que #Sg = #Ag
si G est un circuit et la réciproque est vraie pour des graphes G sans sommets
de valence 1, , puis que #Sq = #Ag + 1 si et seulement si T est un arbre.

Ces graphes sont-ils isomorphes ?

o =<

D U o SN SRS S

(M wheel en anglais!
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Tracer une représentation plane du squelette de la coupole triangulaire et de
Iicosaédre tridiminué® . Quelles sont leurs suites de valence ?

Un graphe est dit cubique si tous ses sommets sont de valence 3.

(a) Montrer qu'’il existe un unique graphe cubique avec 4 sommets.

(b) Montrer qu’un graphe cubique a un nombre pair de sommets.

(c) Montrer que les transformations de la Fig. 10 permettent de passer d’un

FIGURE 10 . Transformations YA et pont.

graphe cubique & s sommets & un graphe cubique a s + 2 sommets.
(d) Montrer qu’il existe 2 graphes cubiques non isomorphes ayant 6 sommets.

Soit G et H deux graphes. Leur produit de Kronecker G ® H a pour ensemble
de sommets Sg X Sy et il y a une aréte ((s,t),(s',t')) si et seulement si (s,s’)
et (t,t') sont des arétes de G et H resp. Le graphe G ® K est appelé le double
biparti de G. Montrer que si G est biparti, son double est I'union de deux copies
de G, alors que si G n’est pas biparti, alors G ® K5 est biparti.

(®)Ce sont des exemples de solides de Johnson, cf mathworld.wolfram.com /JohnsonSolid.html


http://mathworld.wolfram.com/TriangularCupola.html
http://mathworld.wolfram.com/TridiminishedIcosahedron.html
http://mathworld.wolfram.com/JohnsonSolid.html

CHAPITRE 2

EULER ET HAMILTON

Ce chapitre s’intéresse a 'existence de certains lacets dans un graphe G connexe
— existence d'un plongement du lacet Lyua, dans G, 4. e. une suite ajas...axa,
d’arétes avec a; et a; distinctes pour ¢ /,
— l'existence d'une injection de Lyg, dans G, i. e. une suite s155...54g, de sommets
avec s; et s;11, adjacents et s; # s, si i # j.
Un lacet du premier type, et les graphes qui en sont pourvus, est dit eulérien, celui du
second type est dit hamiltonien.

2.1. Graphe eulérien

Euler résolut le probléme des ponts de Konigsberg!) : il n’est pas possible de trouver un
itinéraire traversant chaque pont une et une seule fois. Ce résultat est souvent salué comme
le premier relevant de la topologie, en en faisant Euler quasimment son fondateur(®.

FIGURE 11 . Konigsberg (la Pregel, les iles et les ponts) et le graphe modélisant
la traversée des ponts.

Définition 2.1. Un chemin (resp. lacet) du graphe G connexe est dit eulérien s’il passe
par chaque aréte de G exactement une fois. Un graphe est dit eulérien s’il admet un lacet
eulérien.

() Aujourd’hui Kasmuunnrpas en Russie, Konigsberg était une ville royale de Prusse a I’époque d’Euler.
Immanuel Kant (1724-1804) y a passé toute sa vie, les mathématiciens Christian Goldbach (1690-1764),
Alfred Clebsch (1833-1872), David Hilbert (1862-1943) et Rudolf Lipschitz (1832-1903) y naquirent. Euler
présenta sa solution devant ’académie de Saint-Petersbourg le 26 aotit 1735, qui donna lieu a publication
sous le titre Solutio problematis ad geometriam situs pertinentis en 1741 dans les Commentarii academice
scientiarum Petropolitance (8, p. 128-140).

®)La relation d’Euler (9) reliant nombres de faces, d’arétes et de sommets d’un polyédre convexe ou d'un
graphe planaire est tout autant caractéristique d’une vision de topologue.


http://math.dartmouth.edu/~euler/pages/E053.html
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> Exemples 2.1.

1. Le graphe de la Fig. 11 modélisant les iles et ponts de Konigsberg n’est pas eulérien :
chaque sommet représente une composante connexe terrestre de la Fig. 11, chaque
pont étant représenté par une aréte.

2. La maison n’est pas eulérienne mais admet un chemin eulérien. <

FIGURE 12 . (a) Un graphe eulérien, (b) la maison admettant un chemin eulé-
rien, mais sans lacet eulérien, (c) un graphe sans chemin eulérien.

Théoréme 2.1 (Euler (1735) et Hierholzer (1873)). Un graphe est eulérien si et
seulement st tous ses sommets sont de valence paire

Un graphe, non eulérien, admet un chemin eulérien si tous ses sommets sont de valence
paire, & 'exception de deux sommets de valence impaire (qui seront les extrémités du
chemin eulérien).

Démonstration. — Si G a un lacet eulérien +y, alors en le sommet s le lacet v y arrive
autant de fois qu’il en sort : la valence de s est donc paire. L’argument vaut aussi pour
un chemin eulérien.

Réciproquement, soit G un graphe dont les sommets sont de valence paire. Considérons
un lacet v de G qui soit eulérien en restriction au graphe déduit de v et de cardinal
maximal #A,. Supposons 7 non eulérien dans G, i. e. #A, < #Aq. Otons de G les
arétes du graphe . Le graphe (non vide) obtenu G, a ses sommets de valence paire,
sans étre nécessairement connexe. Il existe un lacet ¢ dans G, (puisqu’il en est sur tout
graphe dont les sommets sont & valence paire), ayant un sommet commun avec 7. Alors
v U ¢ est un lacet eulérien de longueur strictement plus grande que 7, au contraire de
I’hypothése. Ainsi v parcourt ’ensemble des arétes de G'.

Si G a tous ses sommets de valence paire & I’exception de deux d’entre eux s et s,
alors le graphe G’®) obtenu de G par ajout d’une aréte entre s et s’ a tous ses sommets
de valence paire et est donc eulérien : un lacet eulérien de G’ a une trace sur G qui est
un chemin eulérien (d’extrémités s et s'). O

La construction du lacet eulérien sur le graphe eulérien GG peut se faire suivant 1’algo-
rithme dit de Fleury (1883) : démarrons avec un sommet sy et Cy = (), puis répétons
I’étape suivante

Supposons C; = spa;sias...a;s; construit. Choisissons a;y; dans le graphe
G; =G\ {ay,...,a;} tel que s; soit un sommet de a1 et ajyq n'est pas une
aréte séparatrice du graphe Gj.

Il est toujours possible de répéter cette étape : en effet, le graphe G, est connexe et a
tous ses sommets de valence paire, sauf au plus les deux sommets s, et s; exactement :

(3)Si G est simple, G’ ne l'est pas nécessairement : le concept de graphe eulérien ne présuppose pas que
le graphe G soit simple.



16 CHAPITRE 2. EULER ET HAMILTON
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FIGURE 13 . Algorithme de Fleury : la suite des graphes G; et la construction
du lacet eulérien.

il existe un chemin E; = s;a... eulérien sur G; démarrant en s;. S’il est pris pour a;i;
'aréte initiale de E;, le graphe Gj11 = G\ aj;+1 couvert par le chemin E;\ a est connexe.

Ainsi, le chemin C,, = spa;sias...ay,s, obtenu au terme du processus de Fleury est
eulérien.

2.2. Graphe hamiltonien

Définition 2.2. Un chemin (resp. circuit) du graphe G connexe est dit hamiltonien s’il
passe par chaque sommet de G exactement une fois. Un graphe est dit tracable s’il admet
un chemin hamiltonien, hamiltonien connexe si pour tout couple de sommets distincts il
existe un chemin hamiltonien avec pour extrémités ce couple de sommets, hamiltonien s’il
contient un circuit hamiltonien.

> Exemples 2.2.

1. Pour n > 3, le circuit C), est hamiltonien.

2. Pour n > 3, le graphe complet K, est hamiltonien : un lacet hamiltonien est
123 ...n1. Le lacet hamiltonien n’est pas unique.

3. Le graphe associé a un polyédre régulier (tétraédre, cube, octaédre, icosaédre, dodé-
caédre) est hamiltonien.

FIGURE 14 . Le graphe du dodécaédre est hamiltonien.

4. Le graphe de Petersen n’est pas hamiltonien.

5. La recherche d’'un chemin hamiltonien est la modélisation du probléeme du voyageur
de commerce (trouver un chemin incluant chaque ville de sa tournée une et une
seule fois). Il apparait aussi dans le design de cartes électroniques (ou les sommets
représentent les transistors). <

Déterminer si un graphe est hamiltonien ou pas est un probléme difficile, au contraire de
la caractérisation eulérienne. La condition nécessaire de la proposition suivante n’est pas
suffisante comme le graphe de Petersen 'atteste, alors que la condition suffisante d’Ore
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FIGURE 15 . Un graphe hamiltonien non eulérien, un graphe eulérien non hamil-
tonien et un graphe non hamiltonien ne vérifiant pas la condition nécessaire de la
Prop. 2.1.

n’est pas plus nécessaire : elle n’est pas satisfaite par le graphe du dodécaedre (Fig. 14)
qui est 3-régulier a 20 sommets.

Proposition 2.1. St G est un graphe simple hamiltonien, alors pour toute partie S non
vide de S , le nombre de composantes connezes de G\ S est au plus #S.

Démonstration. — Soit S partie non vide de Sg, s un sommet de S et C = (s =
S0y 81y« -+, Sn_1,8, = §) un circuit hamiltonien. Soient Gy,...,Gy les composantes
connexes de G\ S. Si k > 1, pour ¢ = 1,...,k, désignons par o; = s,(; le dernier

sommet de G; dans le circuit C' et 7; le sommet suivant o; dans C'. Le sommet 7; est
dans S, sinon il serait dans la composante connexe de G \ S contenant o;, soit G;, ce
qui contredirait le caractére maximal de n(i). On a donc k sommets dans S, soit la
conclusion k < #5. O

Théoréeme 2.2 (Ore (1960)). Soit G un graphe connexe tel que pour tous sommets s et
t non voisins vs + vy > #S¢. Alors le graphe G est hamiltonien.

Démonstration. — On raisonne par ’absurde, en considérant un graphe G sans lacet
hamiltonien vérifiant v, + v; > #Sg pour tous sommets s et ¢ non adjacents, I'ordre
#Sa étant minimal et le nombre d’arétes #Ag étant maximal une fois #S5; fixé. Le
graphe G, non hamiltonien, n’est pas complet : soit s et ¢t deux sommets de G non
adjacents. La propriété de minoration de la somme des degrés de deux sommets non
adjacents est encore valable pour le graphe G obtenu de G par ajout d'une aréte {s,t} :
par extrémalité du choix de G, le graphe G, vérifiant #Sq, , = #G et #Aq,, = #A+1,
a un lacet hamiltonien C'. Les sommets s et ¢ sont adjacents dans C', sinon C' serait un
lacet hamiltonien dans G'. On peut écrire C' = s185...5,51 avec s; = s et s, = t. Soit
I Pensemble des indices ¢ de {1,...,#Sg} tels que s;41 soit adjacent & s dans G et
I; Tensemble des indices i de {1,...,#Sg} tels que s; soit adjacent a ¢t dans G. La
condition sur les degrés de s et t s’écrit #1s + #I;, > #S¢. Vuque n ¢ I;U I, on a
I,UlL, C {1,2,...,n—1}, d’on I;N1; n’est pas vide : soit h un entier de cette intersection.
Alors le chemin s18,1 15042 .- SnShSh_1Sh_2 - - - S251 est un chemin hamiltonien de G, ce
qui est contradictoire avec I’hypothése non hamiltonnienne de G. O

2.3. Problémes P et NP

Un probléme est de classe P (Polynomial) si on en connait un algorithme de résolution
de longueur polynomiale en la taille des données alors qu'un probléme est de classe NP
(Non déterministe Polynomial) si on ne connait pas nécessairement de tel algorithme,
bien qu’il existe un algorithme polynomial pour vérifier si une réponse proposée est effec-
tivement une solution. Briévement dit, on a d’une part les problémes faciles a résoudre,
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d’autre part les problémes a solutions faciles a vérifier. C’est une grande conjecture d’éta-
blir que ces deux types de problémes sont effectivement différents (un probléme qui nous
parait difficile & résoudre peut trés bien ne pas I’étre en fait) : c’est I'une des dix conjec-
tures énoncées pour le XXle siécle en 2000 et dont la solution a été dotée par la fondation
Clay d’un prix de un million de dollars US.

L’existence d'un lacet eulérien dans un graphe est un probléme de classe P : il suffit
d’examiner la parité de la valence de chaque sommet. Au contraire, celle d'un parcours
hamiltonien est de classe NP : on ne sait pas prouver actuellement en un temps polyno-
mial (i. e. autrement qu’en listant tous les parcours) qu'un tel parcours existe, méme s’il
est facile de vérifier le caractére hamiltonien ou non hamiltonien d’un parcours donné.

La question des problémes P et NP n’est pas seulement théorique car les informaticiens
considérent généralement qu’un probléme non P est impraticable dés que la longueur de
ces données devient un peu importante, méme s’il est vrai que N0 > 1,02¥ pour des
N déja conséquents.

2.4. Exercices

Ces graphes admettent-ils des lacets eulériens 7 des chemins eulériens ? Les tracer.

2. Montrer que le probléme du chemin hamiltonien sur le graphe G est équivalent
au probléme du circuit hamiltonien sur le graphe Ky, ¢ obtenu en ajoutant un
sommet * & G et un aréte entre * et tout sommet de G.

3. Soit G et L(G) son graphe des arétes (cf. exercice 1.6.10).
(i) Si G eulérien, le graphe L(G) est-il eulérien? Est-il hamiltonien ?
(ii) Si G hamiltonien, le graphe des arétes L(G) est-il eulérien ?

4. Un graphe G est dit biparti si ’ensemble des sommets S admet une partition
S = 51 U5, telle que toute aréte ait une extrémité dans S; et I'autre dans S,.
(i) Montrer que si #S5; # #55 alors G n’est pas hamiltonien.

(ii) Montrer qu'un graphe est biparti si et seulement si un lacet quelconque est
de longueur paire.

5. Dessinez un graphe connexe d’ordre au moins 5 qui est (a) hamiltonien et eu-
lérien, (b) hamiltonien et non eulérien, (¢) non hamiltonien et eulérien, (d) non
hamiltonien et non eulérien.
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6. Indiquer si ces graphes sont hamiltoniens : si oui, préciser un lacet hamiltonien,
sinon, en donner la raison.

7. Soit G un graphe connexe avec 2k sommets de degré impair. Montrer qu’il existe
k chemins (localement) eulériens recouvrant les arétes de G (cf Fig. 16).

FIGURE 16 . Deux graphes avec 2 et 6 sommets de valence impaire.

8. Un groupe de 9 étudiants se réunit chaque jour autour d’une table ronde. Combien
de jours peuvent-ils se réunir si ’on souhaite que personne n’ait deux fois le méme
voisin 7
Reprendre la question précédente, si I'on dispose d’une table a 5 places et d'une
table a 4 places.

9. Montrer que le graphe K, a (n —1)!/2 lacets hamiltoniens.

10. Un graphe connexe est dit unicyclique s’il posséde un unique lacet.
Dessiner tous les graphes unicycliques avec 5 sommets. Pour chacun d’entre eux,
donner le diamétre et dire s’ils sont eulériens et/ou hamiltoniens.

b\"/n/‘\u\"/«

,—* —

Le graphe de Barnette-Bosék-Lederberg est cubique, polyédral
et non hamiltonien : c’est, a ce jour, le graphe avec ces proprié-
tés dont le nombre de sommets est minimal.




CHAPITRE 3

THEORIE DE RAMSEY

La théorie de Ramsey énonce l'existence de structures réguliéres dans des ensembles
arbitraires de taille suffisante, résultat résumé dans la boutade : le désordre complet est
impossible!!). Ainsi, pour un entier n, il existe un entier R(n) tel qu'un diner & N convives
avec N > R(n) rassemble au moins n convives qui se connaissent mutuellement ou
bien n convives sans aucun lien de connaissance entre eux. Pour la fonction R optimale
(i. e. la plus petite de ces fonctions), on montre R(3) = 6, R(4) = 18 et I'encadrement
R(5) € [43,49], sans que la valeur de R(5) ne soit connue®

L’exemple basique de la théorie de Ramsey peut étre exprimé en terme de coloriages :
soit n un entier, il existe un entier R(n) tel que pour N > R(n), tout graphe complet
Ky a N sommets aux arétes coloriées en rouge ou bleu admette comme sous-graphe un
graphe complet K, unicolore.

La théorie de Ramsey appartient au domaine de la combinatoire. Ses énoncés utilisent
souvent le principe des tiroirs® (attribué a Dirichlet) : soient n paires de chaussettes
distribuées dans m tiroirs, alors, si n > m, il existe un tiroir qui contient au moins deux
paires; ou encore, un ensemble de cardinal 1 + kr dont les éléments sont coloriés avec r
couleurs admet une partie unicolore de k + 1 éléments. Mais certains de ses résultats (et
preuves) font appel a la théorie des systémes dynamiques (théorie ergodique en particulier)
et lanalyse de Fourier (pour des preuves donnant de bien meilleures estimations sur
certaines constantes que).

Dans les travaux originaux de Ramsey, les structures coloriées sont les arétes de graphes.
La théorie additive de Ramsey porte sur des coloriages de parties de monoides additifs
(N,Z, par ex.) : on en donnera un exemple avec le théoréme de Schur.

3.1. Le théoréme de Ramsey (1930)
Commengons par montrer R(3,3) = 6 soit la proposition

Proposition 3.1. (i) Pour tout bicoloriage des arétes du graphe Kg, il existe un triangle
de la premiere couleur ou un de la seconde.

(D Un autre exemple venant conforter cette assertion est assertion de Bolzano assurant existence dans
toute suite bornée d’une sous-suite convergente. Pour un autre exemple, cf. 'exercice ci-dessous sur le
résultat de Erdds-Szekeres.

()1 Encyclopédie en ligne des suites de nombres entiers [The On-line encyclopedia of integer sequences,
oeis.org| contient la liste A120414 des nombres R(n) de Ramsey conjecturés : 0, 1, 2, 6, 18, 45, 102,
213, 426, 821, 1538, 2820, 5075, 8996, 15743, 27247, 46709, 79405, 133996, 224640, 374400.,. .., soit
R(n) = ceil((3/2)n — 3)n(n — 1)).

()Les anglophones parlent de casiers (pigeonholes).
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(i1) Il existe un bicoloriage du graphe complet K5 sans aucun triangle d’une des deuz
couleurs.

Démonstration. — L’assertion (ii) est prouvée par la Fig. 17.

FIGURE 17 . Graphes bicoloriés (fin/gras) sans triangle unicolore pour Kj; et
avec pour le Kg.

Pour (i), soit s un sommet de Kg : s est Uextrémité de cing arétes dont 3 au moins
sont de la méme couleur, disons bleue, connectant s aux sommets r, ¢, u. Si une des arétes
(r,t), (r,u), (t,u) est bleue, Kg a un triangle bleu. Sinon, ces trois arétes sont rouges et
déterminent un triangle rouge, ce qui achéve la preuve. O

Théoréme 3.1 (Pour deux couleurs). Soient m,n des entiers et soit Ky un graphe
complet avec N > (m:fl_Q) = %
avec deux couleurs, il existe soit un sous-graphe K,, de la premiére couleur, soit un sous-

graphe K,, de la seconde couleur.

. Alors, pour tout coloriage des arétes de Ky

Démonstration. — On fait une récurrence sur m + n. Lorsque m = 1 ou n =
conclusion est évidente : R(m,1) = R(1,n) = 1. Soit donc m,n, avec m,n > 2, et
supposons ’énoncé du théoréme démontré pour tous les couples (p, v) avec p+v < m+n.
On suppose que les couleurs du coloriage sont rouge et bleu.

Soit K un graphe complet avec N > (m:fl_ 2) et soit s un sommet de K. Ce sommet
est adjacent a au moins

m+n—2 m+n-—3 m+n—3
_ — + _1
( n—1 ) ( m— 2 ) ( m—1 >

m-+n—3

o ) sommets par des

sommets. Par le principe des tiroirs, s est adjacent & au moins (

m:f; 3) sommets par des arétes rouges. Dans le premier cas, il existe
un sous-graphe complet K’ avec au moins (m;;f;?’) sommets connectés & s par une aréte
bleue. Par I'hypothése de récurrence pour (m — 1,n), K’ contient soit un sous-graphe
complet K; avec m — 1 sommets connectés par des arétes bleues, soit un sous-graphe
complet K| avec n sommets. Dans le dernier cas, nous en avons terminé avec K qui a
au moins n sommets tous reliés par des arétes rouges, alors qu’autrement on trouve un
K}, bleu en complétant K] (ayant au moins m — 1 sommets) par s et toutes les arétes
(bleues!) joignant s a K : K, est complet avec au moins m sommets. Nous avons conclu
dans le cas ot s est relié & au moins (m+n_3) sommets par des arétes bleues. Le cas oul s

m—2
m;f:f’) sommets rouges est traité de maniére similaire. ]

arétes bleues, ou (

est relié a (

A Remarque 3.1. On peut reformuler le théoréme précédent en 'existence d’une fonc-
tion R de deux variables telles que tout graphe complet Ky aux arétes bi-coloriées en
rouge et bleu et de taille N au moins R(n,m) admette soit un sous-graphe complet a
n sommets a arétes rouges, soit un sous-graphe complet & m sommets a arétes bleues :
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R(m,n) < (m+f_2). Cette borne est optimale seulement pour des trés petites valeurs de
n—1

m et n. Par exemple, on sait que R(5,5) (< (i) =70) est compris entre 43 et 49

On peut exprimer la contrainte de Ramsey sans introduire de coloriage : R(m,n) est
I'entier minimum tel que tout graphe a R(m,n) sommets contienne soit un sous-graphe
complet d’ordre m, soit n sommets totalement indépendants (i. e. sans aucune aréte
entre deux de ces sommets). On se raméne a ’énoncé colorié en considérant un graphe
G a N sommets comme sous-graphe du graphe complet Ky, avec des arétes bleues pour
celles présentes dans le graphe G et rouges pour les arétes inexistantes sur le graphe G.

Théoréeme 3.2 (Ramsey pour r couleurs). Soient r,ny,...,n, des entiers. Il existe
un entier R(ny,...,n.;r) tel que pour tout graphe complet Ky avec N > R(nq,...,n.;r)
sommets et avec un r-coloriage de ses arétes, il existe une couleur j € [1,...,r] et un

sous-graphe complet K, unicolore de couleur j.

Démonstration. — Le théoréme bicolore de Ramsey précédent énonce l’existence d’une
fonction R(m,n;2) = R(m,n) unicolore, ce qui permet d’initier une récurrence. Nous
allons prouver, pour r > 3

R(ny,...,ngr) < R(ng,...,np_g, R(ny_1,m,52);1 — 1).

Soit K; un graphe complet r-colorié avec t = R(nq,...,n,_2, R(n,._1,n,;2);r — 1). Iden-
tifions les couleurs r — 1 et r : par ’hypothése de récurrence, le graphe K; (r —1)-colorié
contient soit un K, unicolore colorié¢ avec la couleur i € [1,7 — 2] soit un Kgp,_, n,2)
colorié avec les deux couleurs r et r — 1. Dans le premier cas, nous en avons terminé.
Dans le second cas, nous avons un graphe complet bi-colorié¢ auquel on peut appliquer le
théoréeme de Ramsey a 2 couleurs : il existe un sous-graphe complet K, unicolore soit

de couleur p =1r — 1 soit de couleur p = r, ce qui achéve aussi la preuve. O]
On a
n—1 n—1
2n — 2 1 1 1
R < = 4! 1—— ) <4t 1— 1——
(”’”)—(n—1> g( 2k>_ g ( 2k+1)( 2k>

2n—1 1 4n—1
=4 0] <1——> = —
s 14 V2n —1
Trouver un minorant b de R(n) exige de montrer que tout graphe & b sommets ne contient
ni graphe complet K, , ni partie de n sommets indépendants. La minoration suivante,
établie par Erdds, est un exemple de la méthode probabiliste : la preuve permet d’assurer

I’'existence d’un graphe sans jamais le construire, uniquement en montrant qu’'une partie
est non vide, car correspondant & un événement de probabilité non nulle.

Théoréme 3.3. Pour n > 3,
R(n,n) > 2"2.

Démonstration. — Soit N = 22 Considérons un coloriage aléatoire de Ky ot chaque
aréte est coloriée indépendamment en rouge ou bleu avec la probabilité p = 1/2. La
probabilité pour un coloriage de K d’induire un coloriage monocolore sur un graphe K,

(“Le nombre G,, de graphes & n sommets étiquetés est G, = 92(8) = 2((»=1)/2 . 16 nombre K, des
graphes connexes n’a pas de formule simple, mais I'asymptotique K, = G,,(1—2n2""+0(27")). Presque
tout graphe & n sommets est donc connexe. Cette formule indique bien comme ’ensemble de graphes de
taille n =43 est énorme et explique la difficulté a préciser K(5) = R(5,5) !
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associé a un n-uplet de sommets est 2/2(3) = 2p(g). Ilya (]X) n-uplets de sommets,
ainsi la probabilité qu'un coloriage de Ky ait un sous-graphe K, unicolore est au plus

N 9 IN” B 21+n/2
o) " mznt Dz T g

pour n > 3. Par suite, I'événement complémentaire a une probabilité non nulle, 7. e. il y
a un coloriage n’ayant aucun K, unicolore. En résulte R(n,n) > 2"/2. O

<1

n

3.2. Le théoréme de Schur (1916)

Théoréeme 3.4 (Schur). Soit n > 1. Il existe un entier S(n) tel que pour tout entier
premier p > S(n) la congruence " + y™ = z"(mod p) a une solution (x,y,z) avec p ne
divisant par xyz.

A Remarque 3.2. La condition xyz non divisible par p évite les solutions triviales du
type x = 0(mod p) et y = z(mod p). Vu que (a+ b)? = a” + bP(mod p), on peut se limiter
a n premier & p. Ce théoréme de Schur énonce que ’équation de Fermat z" 4 2" = 2"
dans Z, a des solutions non triviale pour p assez grand. \V4

Le théoréme précédent est un corollaire du théoréme combinatoire suivant

Théoréeme 3.5 (Schur). Soit r > 1. Alors il existe un entier S(r) tel que si N > S(r)
et si les entiers [1, N| sont colorés avec r couleurs, il existe alors trois entiers x,y, z dans
[1, N] de la méme couleur tels que z = x +y.

Démonstration. — Soit ¢ : [1, N] — [1,7] un coloriage a r couleurs des N premiers
entiers. On lui associe le coloriage ¢ des arétes du graphe complet Ky avec ¢(i,7) =
c(li — j|) pour i,5 € [1, N]. D’aprés le théoréme de Ramsey pluri-chromatique, si N >
R(3,...,3;r), il existe un triangle unicolore T" = {i,j,k} de couleur ¢y dans Ky : si
i<j<ketonaposé x=j—i,y=k—j z=k—itousentiersde [I, N],ona z+y =z
et ¢g = c(x) = c(y) = ¢(z), i. e. x,y, z également colorés. On a donc prouvé le théoréme
avec S(r) = R(3,...,3;7). O

Prewve du théoreme de Schur. — Soit Z, = Z/pZ et Z, = Z, \ {0}. Le groupe Z, est

nk41i

cyclique : si g en est un générateur, tout élément de Z; est de la forme g avec

0 < i < n. Considérons le n-coloriage de [1,p — 1] induit par la partition constituée des
parties

pour ¢ =0,...,n — 1. L’intersection B; N B; = ) résulte de 'unicité de la décomposition
m = nk + i dans [1,p — 1].

Sip—12>8(n), il existe un triplet unicolore d’entiers X,Y,Z dans [1,p — 1] vérifiant
Z = X+Y , soit pour les entiers 4, kx, ky, kz tels que X = ¢'g"x" Y = gigh", Z = gighon
g'(g™)" + ¢'(¢g")" = ¢'(¢")" (mod p)

et par suite,
(g")" + (¢")" = (¢")" (mod p),
ce qui donne la solution ¢g*x, g*v, ¢*2 a la congruence de Fermat 2" +y" = 2"(modp). O

Théoréme 3.6. Avec les notations du théoréeme 5.4, on peut prendre S(n) < 16n?.
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Ce théoréeme résulte d'une preuve basée sur I'étude de sommes de racines de 1'unité,
i. e. avec de 'analyse de Fourier sur le groupe (additif) Z,. Soit la somme Sy, définie par

Sk=Ze

*E€Lp

et ne dépendant que de la classe de k dans Z,. Faisons les remarques suivantes

—Siac€ Z,, alors Si = Sker puisque le changement de variable x — za™ dans Z,
transforme S, en = Sien.

— On a
Z p2mite Z 2k { s? m est divisible par p,

sinon.
keZy

Alors

SISl = Y T o

keZ, @y, K€Ly
o N est le cardinal de {(z,y) € Z2,2" = y"}, i. e. le nombre de solutions de
Péquation z" = y* dans Z.

-~ N<1+n(p—1),vuquesiz € Z;, alors les y vérifiant 2™ = y™ sont de la forme
y =ux avec u" = 1.

— Si Gy, ={a",a € Z;}, alors #G,, > (p — 1)/n d’aprés la partition (1).

Lemme 3.1. Si k € Z;;, alors |Sy| < +/2pn.

Démonstration. — Vu les observations précédentes ,
HGulSkP = D 1Sk P <D ISP <pN —p<p(l+n(p—1)) —p < np”.
a™”eGn LeLy
Ainsi
2p2
|Sk]? < < 2n’p. O
p—1
Fin de la preuve du théoréme de Schur. — Soit M le nombre de triplets ordonnés z,y, z

dans Z, vérifiant 2" 4+ y" = 2". En utilisant (3.2), on a

M= Z Z o k@ —2") +y —=" _ —ZSkSk

,y,zEZp =

Le terme dominant dans le dernier membre de I’égalité précédente est Sy, vu que

18- 1
M > p?— ]_9 Z ‘Sk|3 > p? — (2n2p)3/2 > 5pQ
k=1

si 'entier premier p est assez large, par exemple p > 16n? Par ailleurs, le nombre de
solutions x,y, z avec x ou y nuls est au plus 1 + 3np < %pQ. En découle I'existence d’au
moins une solution z,y, z € Z, avec xyz # 0. O

A Remarque 3.3. La preuve via Fourier donne la minoration p > 16n?, alors que la
preuve via le théoréme de Ramsey donne p > S(n) = R(n,...,n;3) avec R(n,...,n;3) <
3n!.
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3.3. Les théorémes de Van der Waerden (1927) et Szemerédi (1975)

Une progression arithmétique [PA] de longueur k est une suite de nombres (a,a +
d,...,a+ (k—1)d), que 'on notera a + [0,k — 1]d.

Théoréme 3.7 (Van der Waerden). Si l’ensemble des entiers N est colorié avec r cou-
leurs, alors, pour tout entier k, il existe une PA unicolore de longueur k.

Nous montrerons ici sa version finitaire :

Théoréme 3.8. Soit des entiers r et k. Alors il existe un entier W (r, k) tel que si N >
W (r,k) et [1,N] a un coloriage a r couleurs, alors il existe une PA unicolore [PAM] de
longueur k.

A Remarque 3.4. Le coloriage 1 2 345 6 7 8 ne contient aucune PA de longueur 3, ainsi
W(2,3) > 8 : on montre que W(2,3) = 9, bien petit en comparaison de la majoration
W(2,3) < 325 donnée par la preuve ci-dessous. Il est conjecturé que W(2,k) < 2K la

22"
meilleure borne connue étant due a T. Gowers W (2, k) < 2%° : \V/

Une partie B de K entiers consécutifs est appelé un bloc de taille K. Le translaté du
bloc B par d est le bloc B+ d = {z + d,z € B}. Tout r-coloriage ¢ : [1, N] — [1,7]
induit un r-coloriage sur toute partie A contenue dans [1, N|, qui sera noté c¢(A). Iy a
r& coloriages & r couleurs d'une partie & K éléments.

Commencons par montrer le théoréme pour r =2, k = 3.

Démonstration. — Supposons donné un coloriage ¢ de [1,325]. Divisons [1,325] en 65
blocs By, Bs, ..., Bg; de longueur 5. Chaque bloc a 2% = 32 2-coloriages possibles, il y a
donc deux blocs, soit B;, Biiq avec 1 <14 < i+d < 33 méme coloriage (i. e. x et z+d ont
méme couleur pour tout x € B;). Parmi les 3 premiers entiers de B;, deux, soit a,a + ¢
sont de méme couleur, disons rouge. Ainsi la partie {a,a+e,a+d,a+e+d} est unicolore
rouge. Vu que {a,a+e,a+2e} C B; et {a+d,a+e+d,a+2e+d} C B;+d, les entiers
a+ 2e et a4+ 2e + d sont de méme couleur : soit ils sont rouges, et alors on a trouvé la
PA a,a + e,a 4+ 2e unicolore de longueur 3, soit ils sont de 'autre couleur, disons bleu.
L’entier a + 2e¢ + 2d est dans B, g+ d = Bjioq avec i+ 2d < 65 vu que ¢ +d < 33 et
d < 32. 851 a+ 2e+ 2d est bleu, alors la PA a+ 2e,a+ 2e+d, a+ 2e + 2d est bleue, sinon
la PA a,a+ e+ d,a+ 2e + 2d est rouge. On a bien montré I'existence d’'une PAM pour
tout 2-coloriage de [1,325]. C’est donc aussi le cas pour tout 2-coloriage de [1, N] avec
N > 325. 11 a donc été démontré que W (2,3) > 325. O

Pour le cas général, qui résultera d’'une double récurrence, introduisons la notion de
n-uplet de PA avec point base commun «a : c’est une partie A de la forme A = (a +
0,k —1]dy) U...U (a + [0,k — 1]d,,). Ce n-uplet sera dit polychromatique si chaque
PA a+[1,k —1]d;,1 < i < n est unicolore, avec des couleurs différentes deux a deux.
Si les translatés A +d,..., A+ (k — 1)d d’une telle partie sont identiquement colorés,
alors la partie A C (A+d)U...(A+ k(—1)d) contient une (n + 1)-uplet de PA, ou
est une PAM.. En effet, la couleur du point base a est la méme que celle d'une PA, soit
a+[1,k—1](d+d;), et par suite a+[0, k—1](d+d;) est une PAM de longueur k.l sinon, A
contient le (n+1)-uplet de PA a+[0,k—1]d,a+[0,k—1](d+dy),...,a+[0,k—1](d+d,),
qui est polychromatique.
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Lemme 3.2. Soient 1,k entiers et supposons W (r,k — 1) défini. Alors pour tout entier
n, il existe un entier W(r,n,k — 1) tel que si N > W(r,n,k — 1) et si [1,N] est r-
colorié, alors il existe un n-uplet polychromatique de PA de longueur k —1 ou une PAM
de longueur k.

Preuve du Lemme. — Le cas n = 1 est clair. Supposons 'assertion du Lemme vraie pour
n—1 et posons Ny = W(r,n—1,k—1). Ainsi, tout bloc de longueur N; contient une PAM
de longueur k, et nous en avons fini ou un (n—1)-uplet polychromatique de longueur k—1.
Dans ce dernier cas, posons No = 2W (r1 k — 1) et considérons N, blocs consécutifs de
longueur N;. Vu qu’il y a »™ coloriages de chaque bloc, il existe une PA de longueur k—1—
de blocs également coloriés B+d, ..., B+(k—1)d. Vuque #B = W (r,n—1,k—1), il existe
un (n—1)-uplet de PA, soit A C B polychromatique. Alors la partie AU...UA+(k—1)d
contient une m-uplet polychromatique de longueur k£ — 1, ou une PAM de longueur k
comme remarqué précédemment. Cela achéve la récurrence. O

Fin de la prewve du théoréeme de Van der Waerden. — On a clairement W (r,2) =r + 1
pour tout r. Supposons 'existence de W (r, k—1) pour chaque r. Alors le lemme précédent
assure l'existence de W(r,n,k — 1) pour chaque n. Pour n = r, il existe pour tout r-
coloriage de [1, W (r,e,k — 1)] un r-uplet de PA polychromatique. La couleur du point
base doit coincider avec celle d’'une des k& — 1 PA puisqu’il y a r couleurs. Alors,de
méme que précédemment, il contient une PAM de longueur k. On peut donc prendre
W(r,k) =W(r,r,k — 1), achevant ainsi la récurrence. O

Le théoréme de Van der Waerden est un corollaire du théoréme de Szemerédi :

Théoréme 3.9 (Szemerédi). Soit 6 > 0 et k > 3. Il existe S(k,0) tel que toute partie
A de [1, N] contienne une PA de longueur k dés que N > S(k,0) et #A > JN.

Il suffit en effet de poser 6 = 1/r : tout coloriage a r couleurs contient une partie
colorée d’au moins /N éléments.

3.4. Exercices

1. Soit G un graphe. Montrer que G ou son complémentaire G est connexe. En
déduire que tout bicoloriage de K, admet un arbre maximal unicolore & n som-
mets.

2. (1) En considérant le premier graphe de la Fig. 18, montrer que R(3,4) > 8, puis
que R(3,4) =9.
(2) Le second graphe de la Fig. 18 est le graphe ’ensemble de sommets Z;; avec
une aréte entre ¢ et j si et seulement si ¢ — 7 égale 1, 42, +4, £8. Montrer que
R(4,4) > 17, puis que R(4,4) = 18.

3. Soit G un graphe. Montrer l'existence d’un entier N(G) tel que tout graphe
complet bicolorié K,, avec n > N(G) contienne une copie de G unicolore.
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FIGURE 18 . Deux graphes utiles pour le calcul de R(3,4) et R(4,4).

4. (1) Soit L =221 — 1 et K| le graphe & L sommets avec un bicoloriage de ses
arétes.
(1.a) : On construit une suite (s; € 5;),i =1,...,20 — 1 telle que S; = S(Kp)
et S;11 est 'ensemble des sommets autres que s; donnés par la partie unicolore
d’arétes issues de s; de cardinal maximal. Montrer que cette construction est bien
possible et que #5S; > 2%~ —1 pour i =1,...,2¢ — 1.
(1.5) : Colorions s; de la couleur de Iaréte le joignant & S;; : de la partition
en deux parties unicolores de ’ensemble des sommets {s1,. .., S9_1} résultant de
ce coloriage, montrer que celle de cardinal maximal fournit un graphe complet
unicolore de cardinal ¢. En déduire que le nombre de Ramsey R(¢, () est majoré
par 2%t 1.
(2) Montrer que R(¢, ..., ¢;r) < 206-1r—1.

5. Soient des entiers m > 1 et n > 2. Montrer qu’il existe L > 1 tel que pour
tout ensemble fini £ de cardinal au moins L et toute application f : F x E —
[1,m], il existe mg € [1,m] et des éléments distincts z1,...,z, de E tels que
f(xi,xj) =mgy pour 1 <i<j<n.

6. Soit Sy = (a;)i=1... . une suite de réels distincts. En considérant le bi-coloriage ot
'aréte (a;, a;) est rouge si et seulement si (a;—a;)/(i—j) > 0, verte sinon, montrer
que Sy contient une sous-suite monotone de longueur n dés que N > R(n).
[Erdés et Szekeres ont montré que c’était le cas dés que N > (n —1)* + 1].

7. Soit o une permutation des entiers [1,7]. Montrer que R(no(1), ..., No@);7) =
R(ny,...,n.r).

8. Montrer la majoration
R(3,...,3;r) < 3r!

pour la meilleure constante de Ramsey R(3,...,3;7).
Préciser cette majoration en R(3,...,3;7) <er!+ 1 en remarquant

R3,....3;r+1)—1<(r+1)(R(@3,...,3;r)— 1)+ 1.
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10.

11.

12.

13.

14.

CHAPITRE 3. THEORIE DE RAMSEY

. Soit G' un graphe a s sommets et a arétes. Si G n’a pas de triagle, a < s?/4.

Soit GG un graphe avec s sommets et a arétes. Montrer que le nombre des triangles

: ‘ 4a 52
de G est minoré par 3% (a — I)'
Montrer que tout bicoloriage des arétes de K, avec n > 6 admet au moins % (g)
triangles unicolores.

Montrer que pour tout bicoloriage de N, il existe une infinité de triplets x,y, z+vy
unicolores (indication : le théoréme de Schur assure de Iexistence d’un tel triplet :
le recolorier de maniére strictement bicolore, et rechercher un autre triplet de
Schur, etc)

Montrer que pour tout bicoloriage de N est possible de trouver un triplet (z,y, z+
y) monocolore avec x et y distincts (indication : raffiner le coloriage de telle
maniére que = et 2z soient toujours de couleurs distinctes).

Montrer que pour tout bicoloriage de N* contient une infinité de triplets (z,y, xy
monocolores (non triviaux : z,y > 1).



CHAPITRE 4

SPECTRES DE GRAPHES

Un graphe, avec ses propriétés géométriques, peut se lire & travers des structures li-
néaires : matrice d’adjacence, matrice d’incidence, opérateur bord, opérateur laplacien.
Ces applications linéaires, a coefficients booléens ou réels (modélisant le codt de liaisons
par ex.) opérent sur des espaces vectoriels C%¢, C4¢ munis eux-mémes de produits her-
mitiens a poids

(2) w)l? = pilul’ @)l = ) palval?

sESa a€Ag

Ainsi les classes de matrices associées a des graphes sont trés nombreuses. En retour,
comme ’analyse spectrale a la Perron-Frobenius le montre, des graphes sont introduits
pour étudier les propriétés spectrales de certaines matrices.

Nous nous limitons & traiter ici la matrice d’adjacence de graphes (orientés ou non) et les
laplaciens avec potentiels (associés a des graphes non orientés). Nous ne faisons qu’effleurer
le probléme inverse : quelles propriétés géométriques et combinatoires du graphe G sont
lisibles dans la matrice d’adjacence M ou le laplacien Ag 7 Le graphe est-il caractérisé
spectralement par son spectre (de la matrice d’adjacence, de son laplacien,...)? Quels
exemples de graphes isospectraux non isomorphes ?

4.1. Matrice d’adjacence

Définition 4.1. Soit G un graphe. La matrice d’adjacence M du graphe G est la matrice
carrée d’ordre #S¢g avec (Mg)s le nombre d’arétes entre le sommet s et le sommet ¢ :
la matrice Mg est symétrique.

La matrice d’adjacence Mg du digraphe G est définie pareillement : (Mg)s compte
les arétes (orientées) d’origine s et d’extrémité finale ¢ ; la matrice Mg n’est pas néces-
sairement symétrique.

Si les sommets de G sont énumérés suivant une bijection e : Sg — {1,...,#Sg} la
matrice M, définie comme tableau de nombres indexé par Sg X .Sg, est en correspondance

<

FIGURE 19 . Les matrices d'un graphe (non orienté) et d’un digraphe.

— = O
— O
e R S
= o O
O O =
S = O
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biunivoque avec une matrice Mg(e) (classique!), dont les coefficients sont indexés par des
entiers : (Ma(e))e(s) ety = (Ma)st, 5, € Se. Le lemme suivant indique la relation entre
les matrices déterminées par deux énumérations d’'un méme graphe.

Lemme 4.1. Soit G un graphe et i,5 : Sg¢ — {1,...,#S¢} deuzr énumérations de ses
sommets. Les matrices d’adjacence Mg (i) et Ma(j) correspondantes sont conjuguées l'une
de Uautre : Mg(i) = P;'Mg(j)P,, avec P, la matrice de permutation associée a la
permutation o = joi~! de {1,...,#Sg}.

Démonstration. — La matrice de permutation P = P, est caractérisée par Py, = 1 si
k= o(f), 0 sinon : ainsi, vu que 0 0@ = j, Pjs) =1 si s =t, 0 sinon . S’en déduit

Ma(@)its)itty = PiayjoMa(d) )0 Piwice)s
soit Mg(i) = P~'Mg(j)P. O
Ce Lemme justifie la définition suivante

Définition 4.2. Le spectre du graphe (resp. digraphe) G est le spectre de sa matrice d’ad-
jacence, ou ont été répétées les valeurs propre suivant leur multiplicité dans le polynome
caractéristique. Deux graphes sont dits isospectraux s’ils ont mémes spectres.

Ainsi le spectre du graphe G est un ensemble de n complexes. La matrice d’adjacence
d’un graphe (non orienté) est symétrique : elle est donc diagonalisable dans une base
orthonormée de RS avec le produit scalaire standard (tous les poids p, dans (2) égaux
a 1) et le spectre est un ensemble de n nombres réels.

> Ezxzemples /.1.

1. Les matrices des graphes de la Fig. 19 ont respectivement pour polynome caracté-
ristique

M_3A—2=A=2)A+1)% XN-1=A-1DN\+A1+1),
et spectres
1

2. L’¢toile E,, & n branches (et n + 1 sommets) a pour matrice d’adjacence

01 ... 1

10 ... 0
Mg, =

10 ... 0

avec {y/n,0,_1,—+/n} comme spectre. Son noyau a pour équation zo = 0,21 +...+
x, = 0 et la valeur propre 4++/n a pour vecteur propre (+y/n,1,..., 1)<1)

(W TUne fois le noyau déterminé, on cherche les vecteurs propres associés a une valeur propre non nulle
dans Vorthogonal du noyau, soit parmi les vecteurs de la forme (a, 3, ...,0).
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3. Le lacet L, a pour matrice la matrice

o 1 0 ... 0 1
1 0 0 0
M, = 0 1 0 1

01 :

0 ... 0 1

1 0 ... ... 1 0
Posons w,, = e*™/" et A\, = 2cos(27t). Le lacet C, a pour spectre {\p/n,k =
1,...,n} avec comme vecteurs propres associés (vy = (wp/v/n)i_))i_; (2. Cette
famille est une base orthonormée de C™ avec le produit scalaire (hermitien) (z, 2') =
> i1 %%

Cet exemple donne une version de la transformée de Fourier discréte®®
Foiw = (w;) € C" = | (w, vg) Zw Mw; | e C”
avec transformée inverse
Folie=(GhiaeC — [ (&)= Zw% eC".

4. Le chemin (), a pour matrice la matrice bidiagonale

0 1 O ... ... 0
1 0 1 0
MCn: 0 oo 00000 C
1 0
: .01
0o ... ... 0 1 0

Le chemin C,, = x175...7, est un sous-graphe du lacet Lo,41) : si celui-ci est
représenté comme ToriTs...T,ToL1To - .. Iy, la symétrie S laissant fixe z¢ et xo et
transformant x; en z; pour ¢ = 1,... induit sur C¥P2m un opérateur commutant
a M, , un vecteur v de C¥en g’identifiant & une fonction V, S-antisymétrique
sur Lom41) : cette fonction V' est nulle en g et 7y, Mc,v s’identifiant a la fonction
My, ., Vo Alnsi, si 6, = 1/(n+1), le spectre de Mc, est {2cos(mkf,), k=1,...,n}

avec vecteurs propres respectifs (vy = (sin(7kj0,)/\/2(n +1))7_)p_; .

@) Ak/n = An—k)/n, aussi, pour k =1,...,n/2—1 ou (n—1)/2 suivant que n est pair ou impair, le sous-
espace engendré par v, et v,_j est 'espace propre associé a la valeur propre \; de dimension 2. Alors
Uk + Un—k = (2(cos(2mkj/n))//n)j—; et i(vi — vn—k) = (=2(sin(27kj/n))/v/n)}_; en constituent une
base de vecteurs réels. Le vecteur v,, est réel, avec valeur propre A\; = 2 et si n est pair, le vecteur propre
U2 est réel vy, o = ((fl)j)?zl. Le spectre du lacet C,, est donc {2, A1/n, A2/ - -5 Anj2—1)/ms —2} si
n est pair, {2, Alns A2 my - s )\(n_l)/(gn)} sinon, les valeurs propres étant de multiplicité 2 sauf 2 et —2.
(3)On comparera avec la transformée de Fourier qui a associe a f la fonction f définie par f(ﬁ) =
(f,e2mC) = [L f(z)e™ 28 dx, avec la formule d’inversion f(z) = (F,e=2imasy
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5. Le graphe complet K, a pour matrice la matrice

o 1 ... ... 1
1 0
My, =
: 0 1
1 1 0
avec spectre {n—1, (—1),_1} : la valeur propre n—1 a pour vecteur propre (1,...,1)

et I’espace propre associé a la valeur propre —1 a pour équation z; + ...+ z, = 0.

Lo B

F1GURE 20 . Deux représentations du graphe de Petersen.

6. Le graphe de Petersen a pour spectre {3, 15, (—2)4}.

O L I

FIGURE 21 . Deux paires de graphes isospectraux avec le nombre minimal de
sommets : la premiére parmi les graphes non connexes, la seconde parmi les
foréts.

7. Dans la Fig. 21, les deux premiers graphes ne sont pas isomorphes (I'un est connexe,
lautre pas), avec méme spectre {—2, 03,2} : en faisant la listes de graphes avec leur
spectre, on constate qu’il n’y a pas de paire de graphes non isomorphes isospectraux
parmi les graphes & au plus 4 sommets. Les deux foréts sont isospectrales (les plus
petits foréts isospectrales avec un des graphes ayant un seul sommet de valence au
moins 3), de spectre {05, 1, +/3}.

N NV D

FIGURE 22 . Deux paires de graphes connexes isospectraux non isomorphes.

8. Dans la Fig. 22, les deux premiers graphes ont pour suite de valence (1s,34) et
(1,24,5) : ils sont donc non isomorphes. Ils sont cependant isospectraux, avec poly-
néme caractéristique

A+ 12N =1)(X> = X2 —=5A +1).
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Les deux derniers graphes, de suites de valences (1g,42) et (15,29, 51), sont des arbres
non isomorphes et avec méme polynoéme caractéristique A*(A* —7A? +9). On vérifie
qu’un graphe connexe (resp. un arbre) d’au plus 5 (resp. 7) sommets est caractérisé
par son Spectre“).

Sl

FIGURE 23 . Deux arbres isospectraux avec méme suites de valences et non isomorphes.

e

FIGURE 24 . Une paire de graphes 4-homogénes isospectraux (ou les sommets
a, resp. «, sont & identifier) non isomorphes, I'un planaire, 'autre pas.

9. Dans la Fig. 23, la paire isospectrale contient des graphes non isomorphes isovalents.
La Fig. 24, les deux graphes sont réguliers de degré 4 (ils ont donc méme suite de
valence (412)) et sont isospectraux, de spectre {—25,03,25,4} : I'un étant planaire,
I’autre pas, ils sont non isomorphes.

10. Dans la Fig. 7, les paires de graphes isovalents ne sont pas isospectraux, avec poly-
nome caractéristiques respectifs

A =5X24+2), A=1)(A+1)(N\® —4)—2).
et
AFDPN=3N=3X+7), (A+1)P0° =4\ + ) +4).

Leur nombre de triangles ne coincidant pas, ces graphes ne peuvent étre isospectraux
d’apres la Prop. 4.1.

FIGURE 25 . Une triade isopectrale de polynome caractéristique (A + 1)(\ +
2)(A3 — 3A2 —4) + 8)A%.

11. La Fig. 25 exhibe la plus petite triade isospectrale. Pour tout n, il existe n graphes
isopectraux et non isomorphes deux a deux. <

Les invariants de conjugaison des matrices peuvent-ils restituer des informations géo-
métriques sur le graphe?

@ Pour d’autres exemples, voir I'exercice 1.6.1.6. On montre que les arbres avec au plus un seul sommet
de valence au moins 3 sont spectralement déterminés.
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Proposition 4.1. Soit Pg le polynome caractéristique de la matrice d’adjacence Mg . Si
Po(N\) = dét(A — Mg) = A" — py N0~ 1 — po\m0=2 — pa\mo=3 — - — ., alors

deg PG = #SG7 b1 = 07 D2 = #AG7 3 = Q#TG7

ou #1T¢ est le nombre des triangles dans G.

Démonstration. — Les éléments diagonaux de Mg étant nuls, la trace de Mg, soit p; lest

aussi. Mis a part les mineurs a coefficients tous nuls, un mineur d’ordre 2 contribuant a
0 -1 . . _

po est de la forme 1 ol~= —1, chacun correspondant & une paire de sommets voisins

(ou, de maniére équivalente, une aréte). La somme de ces 1 donne p, qui est ainsi le
nombre des arétes de GG. Pour les mineurs d’ordre 3 avec des coefficients non tous nuls,
on a trois possibilités

0 -1 0 0 -1 —1 0 -1 —1
~1 0 o0, |[-1 0o of, |-1 0o -1,
0O 0 o |-1 0 o0 1 -1 0

les deux premiers mineurs étant nuls et le troisieme, valant —2 et correspondant a trois
sommets adjacents deux a deux : on obtient donc p3 comme le double du nombre de ces
triangles. O]

4.2. Matrices positives

On note par || || la norme oo sur C" et la norme matricielle associée sur 'espace des
matrices M d’ordre n

Mz
ol = sup ool Moo= sup D220y ST gy

{=1,...,n zeCn\{0} HZH i=1,...,

n .
Jj=1,...n
Rappelons que le rayon spectral py; de la matrice M est le module maximum de ses

valeurs propres : il est égal a la limite (indépendante du choix de norme matricielle) de
| M7(|*™ lorsque n — oo.

Proposition 4.2. Soit M matrice a coefficients positifs ou nuls. Si v est un vecteur propre
de M a coefficients tous strictement positifs, alors la valeur propre associée \, est égale

Démonstration. — Soit diagv la matrice diagonale diag(vy,...,v,) si v = (v1,...,v,).
Alors le vecteur w = (1,...,1)" est vecteur propre de P = (diag v) ' M diag v, matrice a
coefficients positifs qui vérifie » ;bij = Ay pour i =1,...,n et qui a méme rayon spectral
que M. Soit z € C™ un vecteur propre de P avec valeur propre A. Vu Pz = Az,
(3) Azl = [(P2)il = D pizi| < ) pillzlloe = Mollzlloes  i=1,...n.

J J
Ainsi |A| < A\, et la conclusion : A\, = pp = pus. O

A Remarque 4.1. Si z est non colinéaire & w, une des inégalités (3) pour un i est
stricte, ainsi la valeur propre A, est simple, au sens ou l'espace propre ker(M — \,)
est uni-dimensionnel. Il en est de méme pour ker(M — \,)*. Si ce n’était pas le cas, M
aurait un bloc de Jordan J(\,) non trivial, pour lequel (J(\,)/A,)™ est non borné lorsque
n — oo : par conjugaison il en est de méme pour (M /\,)". Par ailleurs, I'inégalité centrale
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de (3) implique que [|[Pz]|s0 < Ap||2]|00s 801t || P/Ay]|oo < 1 et donc |[(P/Ay)"]|ee < 1. Par
suite, ||(M/A)"||oo est uniformément borné : contradiction ! \V/

> Exemples 4.2.

12 1
10—5—01 52 :2
1 1 2 3 2 1 1 2 3 4 3 2 1
2 4 6 5 4 3 2 1 1 2 2 2 2 1

FIGURE 26 . Graphes avec indice égal a 2.

1. Les graphes de la Fig. 26 ont un vecteur propre positif avec valeur propre associée
égale a 2 : leur indice est donc égal a 2. Ce sont les seuls graphes de ce type, en plus

du lacet.

2. Pour un graphe G' d-homogene, le vecteur (1,...,1)" est strictement positif : vu la
constance de la valence, c’est un vecteur propre de M pour la valeur propre d. Par
suite, M a comme rayon spectral py, = d. <

Théoréme 4.1 (Perron (1907) & Frobenius (1912)). Soit M matrice a coefficients
positifs.

(i) Le rayon spectral pys est valeur propre de M .

(ii) Si M est a coefficients strictement positifs, la valeur propre py est simple et a
un vecteur propre a coefficients strictement positifs. Cette valeur propre admet comme
caractérisation variationnelle

(1) par = inf [ (ding )™ M ding x|
x>
Toute autre valeur propre est de module strictement inférieur au rayon spectral pyy .

> Exemples 4.3.

1. Les matrices ((1) ?), <(1) g) et G (1)> ont comme spectres respectifs {2, —1},

{2,-2} et {15}.

2. Soit GG un graphe bipartite : Sg = .57 U Sy. Sa matrice d’adjacence est de la forme

(0 My
Mo = (Mﬁ 0 )
Si v = (vy,vy) est vecteur propre avec valeur propre A (par exemple pour le vecteur

positif vecteur propre pour la valeur propre py), alors v = (v, —vy) est vecteur
propre pour la valeur propre —A\. <

Démonstration. — Les valeurs propres de M , racines du polynoéme caractéristique Py,
sont des fonctions continues de M : la premiére partie du théoréme résulte de la seconde.
Soit ¥ = {x = (2;),2; > 0,),z; = 1} et la fonction ®,; définie sur ¥ par
@y (x) = ||(diagx) ™" M diag x|l

ou diagx est la matrice diagonale de coefficients diagonaux (z1,...,z,). Le bord de X
correspond aux x avec au moins une coordonnée nulle. Si z;, = ¢, il y a au moins un
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j # Jjo pour lequel & z; > (1 —¢)/n. Ainsi ®pr(x) > ;' Mja; > (1 — &) Mjy;(ne)~"
®)s(x) = 400 lorsque x — 90X et le minimum de ®, sur Y est atteint en un v de X.

Montrons que ce v est un vecteur propre de M avec valeur propre A = inf ¢y ®)/(x).
Via le difféomorphisme

wv:xz(x¢)€2—>y=<m)62,

on a
®yr(x) = [|(diagy) ! (diag v) ™' M diag v diag ylle = Pp(y), ¥ = pu(x),

avec P = (diagv) ' M diag v : on est ramené a montrer que w = ¢,(v) = (1/n,...,1/n)

est vecteur propre de P du fait de sa minimisation de ®p :

(5) - Supzyz ljyj > (I)P( )7 y € 2.

avec

Op(w) = |[Plle =sup »_ Py
J

Supposons Kp = {k,>_; Py; < ®p(w)} non vide. Pour y(n) tel que y(n); = C,(1 +n)
sii ¢ Kp et y(n); = C, sinon avec C,, > 0 choisi telle que y(n) € X, onasii ¢ Kp

> ym) Pyy(n); = D P+ 1+ Y Py=®p(w) —n(l+n)"" Y Py
J

J€Kp JEKP JEKPp

etsite Kp

Zy )i ‘Pyy(n); =Y Py(l+m)+ > Py=> Pi(l+n)—n) Py

J€Kp JEKpP J JEKP

ce qui donne Pp(y(n)) < ®p(w) pour n > 0 suffisamment proche de zéro, contrairement
a la propriété (5). Ainsi Kp est vide, soit

= E Py, 1=1,...,n,
J

w est un vecteur propre de P avec valeur propre ®p(w) et donc v un vecteur propre de
M ®)
Le théoreme en résulte, grace a la prop. 4.2. O

Définition 4.3. La matrice M a coefficients positifs ou nuls est dite primitive si une de
ses puissances a tous ses coefficients non nuls.

Corollaire 4.1. Soit M matrice a coefficients positifs ou nuls primitive.

Le rayon spectral pyr de M est valeur propre simple et a un vecteur propre a coefficients
strictement positifs. Toute autre valeur propre est de module strictement inférieur au rayon
spectral pyy .

(5)1’existence du vecteur propre v € ¥ résulte du théoréme de Brower appliqué a la transformation du
simplexe ¥ qui & v associe Mv/||Mvl|; :

Théoréme (Brower) Soit C' convexe compact de R?. Toute application continue de C' dans lui-méme
admet un point fixe dans C'.

La démonstration présentée ici est élémentaire et est reprise de notes de Suyeon Kim qui l'attribue a
V. Drinfeld (2006). La caractérisation de v par min-max apparait chez H. Wielandt (1950).
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Démonstration. — Soit k tel que M* soit a coefficients tous positifs. D’aprés le théoréme
4.1, M a py; comme valeur propre. Si elle n’était pas simple, (pys)* serait valeur propre
multiple de M*, ce qui n’est pas. De méme si M avait une valeur propre A de module
pn distincte de pyy, la matrice M* aurait p%, comme valeur propre non simple si \/py;
était une racine k-iéme de 1'unité ou une valeur propre de module pyx = (par)* distincte
de pysx, ce que le théoréme 4.1 prohibe aussi. O

Définition 4.4. L'indice r¢ du graphe G, est défini comme la plus grande valeur propre
de sa matrice d’adjacence.

La caractérisation variationnelle (4) du rayon spectral d’une matrice & coefficients stric-
tement positifs M permet de comparer les indices de graphes et de sous-graphes.

Corollaire 4.2. St H est un sous-graphe de G, alors rg < rg.
En particulier, st G a #Sg sommets et au moins une aréte,

1 <rgcos(reg < #Sq—1
et st G est connexe de diamétre dg

rg > 2cos(m/(dg +2)).

Démonstration. — Soit J la matrice d’ordre #S¢ avec tous ses coefficients égaux a 1. On
a py = lim. g pprrecs. Par ailleurs, si H est un sous-graphe de G, le graphe Hg obtenu
en complétant H par #Sg — #Sy sommets (sans aucune aréte supplémentaire) a comme
spectre celui de H augmenté de 0 de multiplicité #Ss — #Sg : la matrice de Hg est
dominée coefficient & coefficient par celle de GG. Utilisant la caractérisation variationnelle
(4), on obtient I'inégalité entre les rayons spectraux

PMpy+e] < PMg+ed

d’otl en passant a la limite lorsque ¢ — 0, ry = ry, < rg. Les autres inégalités pro-
viennent d’une part du plongement d’un graphe a n = #Ss sommets dans le graphe
complet K,, qui vérifie rg, = n — 1 et l'inclusion d’un graphe connexe a deux sommets
(une aréte!, avec spectre {—1,1}) dans un graphe avec au moins une aréte, d’autre part
du plongement dans G d’un chemin de longueur dg a dg + 1 sommets, dont le spectre a
été calculé dans 'exemple 4.1.4. O]

A Remarque 4.2. On aurait pu utiliser le principe variationnel des matrices symétriques
énoncant que la plus grande valeur propre \,., d’'une matrice symétrique S est le maxi-
mum de (v, Av) sur les v de norme (euclidienne) 1. Pour la matrice d’adjacence Ay, son
indice ry est de la forme (v, Ayv) pour un v & coordonnées positives (comme le garantit
le théoréme de Perron-Frobenius). On a ainsi

rg = (v, Agv) < (v, Ag) < sup (w, Agw) = r¢. \V/

llw[l2=1

4.3. Laplacien

On considére les espaces Fy = C% ~ C™ et F; = CM¢ ~ C™ munis du produit
scalaire hermitien canonique

nj
(u,v) =) widy, w,veCYj=0,1.

=1
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Le graphe G est supposé sans boucle, avec une ou plusieurs arétes entre deux sommets®).
Une orientation de G permet de définir Uopérateur dg : Ey — Ey (cf. section 1.5). Son

adjoint Of : Ey — E, vérifie
0(s) = Z a— Z a

w(a)=s a(a)=s

Définition 4.5. Le laplacien Ag associé au graphe G est 'opérateur défini sur Ey par

Ag = 0c0g.
On a ainsi
Ag(s) = — Z t+dss,
d(s,t)=1
(Agu,u) = — Z Ul + st]us]Q = Z [t + |u,)?]
d(s,t)=1 ses d(s,t)=1
1
(6) - 5 Z [_utu_s - usu_t+ |us|2 + |ut’2}
d(s,t)=1
1
(7) =5 (Ma)stlus — uf* = s — g
2
steSa a={s,t}cAq

Le laplacien Ag ne dépend pas de 'orientation utilisée pour définir dg. Si le graphe est
homogene de degré d, on a la relation entre matrice d’adjacence et laplacien

Ag = —Mg + dlzsg

Lemme 4.2. Le spectre du laplacien est constitué de valeurs propres positives, A = 0 étant
toujours valeur propre de multiplicité égale au nombre de composantes connexes de G'.

Démonstration. — La positivité résulte de (Agu,u) = ||05ul|*. D’apres (7), une fonction
u € ker Ag est localement constante, au sens ou elle prend mémes valeurs aux extrémités
d’une aréte : elle est constante sur toute composante connexe de GG. Par suite, les fonctions

1y, ou U parcourt les composantes connexes de (G, constituent une base du noyau kerAg.
m

> Ezxzemples 4.4.

1. Le lacet L, et le graphe complet K, sont de degré constant, resp. 2 et n— 1. Ainsi,
d’apreés les calculs des spectres des exemples 4.1

op,, = {4sin2(7rk/n),k: =0,1,...,n—1}, OAg, = {0,n,-1}

2. Bien que I’étoile ne soit pas homogéne, le calcul de son spectre est néanmoins simple :
opnp, = 10,1,-1,n 4+ 1}. On a kerMp, = ker(Ag, —1) et ker(Ag, —n —1) =
C(n,1,...,1).

3. Pour le chemin C,,, introduisons w = e*™" Q. = {1,w,...,w" '} et la symétrie
02— w 'z sur Ly, ~ Oy, }. Via la bijection du chemin C, ~ ,, avec le quotient
Loyn /o, Vespace CO s’identifie au sous-espace des vecteurs v o-pairs de CL2n 4. e. tels
que v, = vVz,-1, 2 € Qo 1. Le laplacien sur Lo, vérifie (Ar, v), = 20, — Uy — V-1 .

(6)Des multigraphes peuvent apparaitre dans la démonstration du théoréme 4.2 sur le dénombrement des
arbres maximaux.
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FIGURE 27 . Les graphes Lo, , C, et la droite axe de la symétrie induisant la
symétrie z — w1z sur Loy,.

Pour v o-pair, on a
(ALgnv)l = 2U1 — Vy — Upy—-1 = 2’(}1 — Uy — V1 = U1 — Uy

et pareillement (Ap, v)gn-1 = Vyn-1 — Uyn-2.

Ainsi Ay, opére sur le sous-espace pair CL2» Nker(o* — 1) ~ C% comme le
laplacien A, sur C% ; le spectre de A¢, est 2 —w! — w™ = 4sin®(7j/(2n)),j =
0,...,m—1 avec vecteurs propres respectifs uﬂk +w™? (k“) il 1

BB Ny

FIGURE 28 . Les deux seules paires de graphes connexes isospectraux pour le
laplacien avec au plus 6 sommets.

4. Le probléeme d’isospectralité pour le laplacien se pose comme pour la matrice d’ad-
jacence. La Fig. 28 contient les deux seules paires isospectrales relativement au La-
placien parmi les graphes connexes avec au plus 6 sommets Ces paires ne sont pas
isospectrales relativement aux matrices d’adjacence : pour la premiére paire, il suffit
de compter les nombres de triangles et user la Prop. 4.1(7).

FIGURE 29 . Paire de graphes 4-réguliers isospectraux (pour la matrice d’adja-
cence et le laplacien), avec spectre de matrice d’adjacence {4, 1, —14, +/5, (1+

V7)/2}.

5. Les problémes d’isospectralité pour la matrice d’adjacence et le laplacien sont en
général distincts, sauf dans le cas de graphes d-réguliers pour lesquels Ag = d— M.

(") La matrice d’adjacence permet aussi de détecter si un graphe est bipartite ou pas, suivant que le spectre
est symétrique par rapport a l'origine ou, de maniére équivalente, toutes les traces tr A%**! sont nulles.
Le premier graphe, comme tout graphe ayant des triangles, ne peut étre bipartite alors que le second
graphe de cet exemple est.
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Un exemple de graphes isospectraux pour les deux matrices est donné dans la Fig.
29. Les graphes contiennent tous deux 8 triangles (ce nombre identique est annoncé
par la Prop. 4.1), mais avec des configurations locales différentes : dans le premier
graphe, il y a des triplets de triangles avec une aréte commune, alors que pour le
second les triplets de triangle sont en éventail. Les deux graphes ne sont donc pas
isomorphes. <

Comme pour la matrice d’adjacence, le laplacien contient des informations géométriques
du graphe.
Rappelons que le mineur M;;(M) de la matrice M d’ordre n est le déterminant de la
matrice obtenue a partir de M en supprimant la z-iéme ligne et la j-iéme colonne.
Lemme 4.3. Siles lignes de M ont une somme nulle alors
(=1 M (M) = (=1)*My;(M), i, ke {1,2,...,k}.

Démonstration. — Ecrivons M = (L1 L ... L,)! ot, par hypothése L1+ Lo+---+L, = 0.

On a en particulier Ly = —Ly — L3 — ... — L,,. Ainsi
Ly| |~Ly =Ly —...— L L;
My =[] = b S Y =
Ly Ly Ly

Ce lemme s’applique aux matrices représentant (dans une base orthonormée) le la-
placien puisque Ag(1,1,...,1)" = 0 et V'opérateur Ag est symétrique : les cofacteurs
(—=1)"" M;;(A¢g) sont indépendants de (4, 7).

Théoréeme 4.2. Soit G un graphe connezxe sans boucle, avec un nombre fini (nul ou pas)
d’arétes entre deux sommets. Le nombre 7(G) d’arbres recouvrant G est égal a tout
cofacteur (—1)"M;;(Ag) de la matrice du laplacien Ag. Ce nombre est aussi égal a

det[M(Ag) + Jn2 = n"Ae(G) ... M(G) .

Démonstration. — Si (s,t) est un couple de sommets adjacents de G, le graphe G\ s-t
désigne le graphe de méme ordre que (&, mais avec toutes les arétes joignant s et ¢ enlevée,
alors que le graphe G - s-t désigne le graphe d’ordre #S5 — 1 ou ont été otées toutes les
arétes joignant s et t et ces deux sommets confondus en un seul. Si s-t est le coté d'un
triangle de G, G - s-t n’est pas simple, méme si G l'est : c’est pour cela que la preuve
de ce théoréme se place dans ’espace des graphes sans boucles avec un nombre fini de
sommets entre deux sommets, ol la notion de Laplacien ((7) par ex.) et quelques autres
est prolongée de maniére cohérente et sans difficulté.

Par ailleurs, un graphe G non connexe n’a pas d’arbre recouvrant (mais des sous-
arbres maximaux : si G est connexe, un arbre maximal est recouvrant). En décomposant
S¢ = Sg, U Sg, avec (G et G5 indépendants, ce qui donne une forme diagonale Ag =

Ag, 0

0 Ag,
(du fait de l'existence de la valeur propre 0 pour Ag,) et est donc nul : si G est non
connexe, il n’y a pas d’arbres recouvrant et on a ’égalité de 7(G) = 0 et du mineur
M;1(G), tous deux nuls.

On fait une récurrence sur le nombre #Aq. Pour #Ag = 1 et #S5 = 2, 'assertion du
théoréme est assurée.

) , le mineur M;;(G) contient dans le coin SE une sous-matrice non réguliére
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Soit G avec #Ag > 1. Soient s et t deux sommets de G joints par d arétes avec
d > 1. Avec une bonne numérotation on peut supposer que les sommets s,t sont s; et s.
Les matrices Ag\o+ et Ag.s~¢ ont une forme similaire a celle de Ag : en particulier, leurs
sous-matrices constituées des #Sg — 2 derniéres lignes et colonnes sont les mémes. Les
coeflicients sur la deuxiéme ligne (Ag)a;,j > 2 et (Ag\st)2,5,J > 2 sont aussi identiques,
avec (Ag)o2 = (Ag\s-t)2,2 + d oit d est le nombre d’arétes entre s, et s,. L'égalité

My (Ag\s-t) + dM11(Agus-t) = M1 (Ag)

résulte des développements suivant la premiére ligne des déterminants M (Ag) et
Mi1(Ag\s-t) : tous les termes sont les mémes, sauf les premiers, qui différent exactement
du terme dMi;(Ags-¢) vu la relation entre les valences (Ag)os — d = dgyg — d =
dsy \s-t = (Ag\s_t)m. Le théoréme résulte alors des égalités assurées par '’hypothése de
récurrence
MII(AG\s—t) == T(G \ S-t), MH(Ag.s_t) == T(G . S-t)

et du lemme géométrique suivant.

Si0=XA <X < ... <)\, sont les valeurs propres de Ag, la matrice M(Ag) +

J/n? a comme spectre {n"! XAy, ..., \,}. Par ailleurs, la dérivée de dét(t — Ag) =
tIT7_y(t = N;) vaut 357, (My(t — Ag)), soit en prenant en t = 0, (=1)""'nMy(Ag) =
(1) T A = (1) Indét[M(Ag) + J/n?]. O

Lemme 4.4. Soit s,t un couple de sommets joints par d arétes dans le multigraphe sans
boucle G. Alors 7(G \ s-t) +dr(G - s-t) = 7(G).

Démonstration. — Un arbre recouvrant G' contient soit nulle aréte joignant s et ¢, indui-
sant un arbre recouvrant G\ s-t, soit au moins une des arétes joignant s a ¢, induisant par
confusion de s et ¢ un arbre recouvrant G - s-t, graphe provenant de d arbres recouvrant
G par cette opération de fusion : ce décompte donne l'identité du lemme. O

Corollaire 4.3 (Cayley, 1897). Le nombre de sous-arbres recouvrant le graphe complet
2

K, vaut n"°.
Démonstration. — Le graphe K, étant homogeéne de valence n — 1 et avec spectre
{=1n-1,n — 1}, le spectre de son laplacien M(Ag,) = n —1— M(K,) est {n,_1,0}
avec ker J = (ker Ag, )+, d'ou 7(K,,) = n" 2.

FIGURE 30 . Les deux types d’arbres couvrants K, : le premier en étoile, au
nombre de 4 suivant la place du centre de I’étoile, le second un chemin déterminé
par une extrémité (4 choix), la premiére aréte (trois choix) et la seconde (2 choix),
soit, 4-3-2/2 = 12 arbres différents : on a bien 4 + 12 = 42 arbres couvrants.

Donnons un dénombrement direct. Numérotons les sommets de K, de 1 & n. Nous
allons coder un arbre A par une suite s4 de m — 2 nombres appartenant a 1,...,n,
obtenus en considérons une suite d’arbres A(j) avec A(0) = A : le j-¢éme élément de sx
est le numéro du sommet adjacent au sommet n; de valence 1 de plus petit numéro de
larbre A(j—1) et A(j) = A(j—1)\{n,}. De par cet encodage, les sommets apparaissant
dans s4 sont exactement les sommets de A valence au moins 2.
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Réciproquement, si on se donne une suite s = (sy, ..., S,_2), on construit ’arbre corres-
pondant A en considérant le plus petit élément i de {1,...,n}\{s1,...,Sn—2}, qui four-
nit Paréte {41, s1}, puis 'élément 45 plus petit de {1,...,n} \ {i1,s2,...,5,—2} donnant
Varéte {is, so}. L’élément i sera le plus petit de {1,...,n}\ {i1, ..., %k, Skt1s--»Sn_2}-

Le nombre d’arbres recouvrant de K, est donc celui des suites de longueur n — 2 a
éléments dans {1,...,n}, soit n" 2. O

Proposition 4.3 (Principe du min-max). Soit H un opérateur hermitien de l’espace
E de dimension N, de spectre A\ < Ay < ... < Ay. On note par Gy [’ensemble des
sous-espaces de dimension k de E. Alors

Huv,v
(8) )\k:minmax< >, =1,...,N.
VeG, vev  ||v||?
v#0
Démonstration. — Soit (by,...,by) une base orthonormée de vecteurs propres associées
aux valeurs propres Aq,..., Ay et Vi = Vect(by,...,b;). Alors, si v = Zle x;b;, on a

k k
(Hv,v) =Y Na? <A > a? = Nelol?
=1 1=1

soit

H
A < max (Hv, v)
e
v#£0

avec égalité vu que by € Vi et (Hby, b)) = i
Soit V' un sous-espace de dimension k. L’orthogonal V', = Vect(by,1,...,v,), de

dimension n—k+1, rencontre V' en un sous-espace de dimension au moins 1 : un vecteur

non nul de ce sous-espace vérifie (Hv,v) > M\p|v||?, dott max,ey W > A\, ce qui

conclue la preuve.

O
Corollaire 4.4. Soit H sous-graphe de G. Alors
Amax(H) < Anax(G),
Démonstration. — Pour u fonction définie sur Sy, notons par u son prolongement & S¢,

nul sur Sg \ Sy. Pour v vecteur propre de Ay associé a la valeur propre Ap.x(H), on a
d’apres (7)

1 1 - -
Amax(H) (v, 0) = (Agv,v) = o 3 (o(s) —v(®)* < 5 D (3(s) = (1))
{s,t}cAy {s,t}€Ag
= (Ag0,0) < Amax(G) (0, 0)
On en déduit le résultat vu que (v,v) = (v,v). O

4.4. Exercices
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1. Soit M la matrice

01101
10111
M=1]110120
01100
117000

Les graphes ci-dessous peuvent-ils étre associés a M 7

W&

2. Un graphe G est dit biparti si I’ensemble de ses sommets est partitionné en deux
parties Xio et Xog telles que toute aréte ait une extrémité dans X;o et une
dans Xsg. Montrer que si A est valeur propre de Mg, alors —\ est aussi valeur
propre. On pourra remarquer que U'involution x = (x1,X3) — (X1, —X2)) induit
un isomorphisme entre les espaces propres Fy et E_

3. Calculer les spectres de la matrice d’adjacence et du Laplacien pour le graphe
bipartite complet K, . (Réponse : {£v/nm,0,1m_2} et {n+m;n,_1,m,_1,0})

4. Le graphe L(G) des arétes du graphe G a été défini dans I'exercice 1.6.10. Soit
B¢ la matrice d’incidence de G & #S¢ lignes et # A colonnes, le coefficient
d’indice (a,s) étant égal a 1 si s est extrémité de a, nul sinon. Montrer que

BgBé = Mg+ diag(ds), BEBG =2+ ML(G),

et en déduire que le spectre de My ) est minoré par -2.
Montrer que

dét(Mg + diag(Ds) — \) = (=A\)#5¢7#46 det(Mp ) +2 — )
et en déduire, lorsque G est régulier de degré d, le lien entre les spectres de G
et L(G).

5. Parmi les graphes de 'exercice 1.6, y-a-t-il des paires isospectrales ?

6. Compter le nombre de circuits de longueur n dans le graphe K, . Quel est le
nombre des circuits de longueur 2n dans K, ,, 7

7. Soit sur le graphe G une pondération P = (F,).ca, des arétes par des poids
positifs et V = (Vj)sev, un potentiel. Montrer que la forme quadratique Qy.w
définie par

2
QV,P(U> - Z Pa ‘us1(a) - usg(a)’ + Z V;|us|27 U= (Us> S (CSG
a€Aq s€Sa

définit un unique opérateur hermitien Hpy tel que Qpy(u) = (Hpyu,u),u €
C5¢. Donner l'expression de Hpyu et montrer que les valeurs propres de Hpy
sont continues relativement au poids P et au potentiel V.

8. Vérifier le théoréeme de Perron-Frobenius pour des matrices carrées d’ordre 2.
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9.

10.

11.

12.
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Soit M matrice a coefficients positifs ou nuls de rayon spectral py;.

(1) Montrer qu'’il existe un vecteur (z;) a coeflicients positifs non tous nuls tel
que Zl Mgz = parz

(2) Soit (u;) un vecteur a coefficients positifs non nuls et notons pu;, =
u; > & Miguy,. Montrer que

Z(Mz’ — par)uizi =0

i
et en déduire

~ ~1 -1
1r1;f u; Z Miur < ppr < sgp u; Z Mug,.
k k

Le produit cartésien G x H des deux graphes G et H est le graphe ayant pour
ensemble de sommets le produit cartésien Sg x Sg, avec la paire de sommets
{(s,%),(s',t')} liée par une aréte dans G x H si G a pour aréte {s,s'} et t =1
ou H a comme aréte {t,t'} et s =¢'.

Montrer que le spectre du laplacien sur G x H est constitué des valeurs propres
A+ p ot A (resp. u) parcourt le spectre de Ag (resp. Ap).

L’hypercube H; de dimension d est le produit cartésien de d copies du graphe
K,. Montrer lel graphe Hy est d-homog8ne et que son laplacien Ay, a pour
spectre les entiers pairs 2k de [0, d], avec multiplicités respectives C%.

(i) Tracer les complémentaires des graphes L, LI K; et E5®. En comptant les
triangles, montrer que leurs matrices d’adjacence ne sont pas isospectrales.
(ii) Montrer que la paire de graphes

ainsi que celle de leurs complémentaires, est isospectrale : le polynéme carac-
téristique de la premiére paire est A7 — 6X° + 9\3 — 4\, celui de la paire des
complémentaires A7 — 15\% + 220% + 123 — 24)2.

(i) Soit G un graphe simple connexe et G son graphe complémentaire. Montrer
que

Ag+ Ay = #Seld — J

ou J est la matrice dont tous les coefficients sont des 1.

Montrer qu'un élément propre (v,A) de Ag avec v orthogonal au vecteur
constant (vecteur propre pour valeur propre 0) est élément propre de Ag pour
la valeur propre n — A. En déduire que, si \j =0 < Ay < ... <\, est le spectre
de Ag, alors Ag a pour spectre 0, (n — Ay_it2)2<i<n

En remarquant que K,,, = K,, U K,, montrer que le laplacien Ak, , a pour
spectre (0,my_1,Npm_1,m + m).

(8)Cest la premiére paire isospectrale de la Fig. 21.
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14.

15.

16.

17.
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Soit s,t deux sommets non adjacents d’un graphe G. Montrer que la valeur
deuxiéme valeur propre du laplacien vérifie

ds +d
Ay < 1 3

Calculer les spectres des graphes G tracés dans I'exercice 1.6.10, ainsi que ceux
de leurs graphes d’arétes.

Montrer que le polynoéme caractéristique d’un arbre est pair ou impair, suivant
la parité du nombre de ses sommets.

Calculer le spectre de la matrice d’adjacence du produit de Kronecker G ® H en
fonction des spectresde G et H.

Le laplacien normalisé L5 d’'un graphe G connexe avec au moins 2 sommets
est défini par Lo = Dal/z(DG - Ag)Dél/Q. Si G est réduit & un point on pose
Ls = (0) et pour G non connexe on pose Lg = ®;Lg, si G = U;G; est la
partition de G en composantes connexes. On note \; < Ay < ... < )\, les valeurs
propres du Lg si G a n sommets.

Calculer les spectres de L5 pour G = K,,, E,,, L,, et C,,.

Montrer que les valeurs propres de L¢ sont positives ou nulle et que >~ | A\; < n,
avec égalité si G n’a pas de sommets isolés.

Montrer que A = 0 est valeur propre de L, de multiplicité le nombre de com-
posantes connexes de G.

Pour n > 2, montrer que \; < n/(n — 1), avec égalité si et seulement si G = K,
et que A\, >n/(n—1) si G n’a pas de sommets isolés.

Montrer que

Za:{s,t} (Us B vt)2 Zaz{s,t} (Us - vt)2
7 |ILell =An = sup 5 <2
Zs dSUSIO ZS dS/Us (’Ué)fo ZS dS/Us

Montrer que A, = 2 si et seulement si G a une composante bipartite et que si
est GG bipartite connexe, A\ est valeur propre de L si et seulement si 2 — \ est
valeur propre.

Les calculs de polynémes caractéristiques et de spectres ont été faits
avec le logiciel sage (cf www.sagemath.org/), logiciel libre facilement
installable sur divers sytémes et parfois trés performant. Par exemple,
on a codé le premier graphe de la Fig. 22 suivant

g=Graph(1:[0,2,3],4:[2,3,5],2:[3])

g.adjacency_matrix() .characteristic_polynomial() .factor()
g.adjacency_matrix() .eigenvalues()

g.spectrum()

Pour calculer des spectres, on peut aussi utiliser le logiciel R (avec son
packet polynom) cher aux statisticiens (qui n’est pas un outil de calcul
formel, d’ott le nombre 0 apparaissant comme 9.992007e-15!) :

A=matrix(c(0,1,0,0,0,0,1,0,1,1,0,0,0,1,0,1,1,0,0,1,1,0,1,0,
0,0,1,1,0,1,0,0,0,0,1,0) ,nrow=6, byrow=T)

eigen(A)

poly.calc(eigen(A)$values)




CHAPITRE 5

GRAPHES PLANAIRES

Un graphe G est dit planaire s’il admet une représentation plane ou les seules inter-
sections possibles d’arétes sont en leurs sommets. Considérant la sphére S? comme la
complétion du plan obtenue par ajout d’un point dit oo, un graphe est planaire si et
seulement si il admet une représentation sur la sphére S2.

By 00 S B>

FIGURE 31 . Le premier graphe provient de la projection du squelette d’un po-
lyédre (en fait le dodécaedre) sur une spheére, les autres ne sont pas de ce type.

> Exemples 5.1.

1. Le bord 0P d'un polyédre convexe P de R? est constitué de sommets, d’arétes et de
faces (qui sont des polygones convexes) : ’ensemble des sommets et arétes constituent
le squelette ¥p (1-dimensionnel) du polyédre, qui est naturellement un graphe. Si
M est un point intérieur de P et S une sphére contenant P, par la projection de
centre M sur la sphére S, on obtient une représentation planaire du squelette > p.

2. Les graphes biparties K5, sont planaires, alors que le graphe complet K, n’est pas
planaire dés que n > 5. <

A Remarque 5.1. Un méme graphe planaire peut avoir plusieurs représentations pla-
naires distinctes, 7. e. qu’on ne puisse amener & coincider par “déformation élastique du

plan”. \V4

(3) ()
(@) (3)

&Ny N

F1GURE 32 . Différentes représentations planaires du graphe K.
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Lemme 5.1. Un arbre est planaire.
Démonstration. — Une récurrence sur le nombre des sommets en convainc. O

Lemme 5.2. Soit G séparable, avec G1 et Gy ses sous-graphes séparés par le sommet
séparateur s. G est planaire si et seulement G et Gy le sont.

Démonstration. — Par restriction d’une représentation planaire de G, on obtient une
représentation planaire de tout sous-graphe de G.

Réciproquement si Gy et G5 sont planaires, on peut supposer la représentation planaire
de G (resp. G2) incluse dans le demi-plan {z > 0} ( {x < 0} resp.) avec s = (0,0).
L’union de ces deux représentations planaires en donnent une pour GG qui est donc pla-
naire. 0

Rappelons le théoréme de Jordan (1887) : pour toute courbe continue fermée simple
' du plan, le complémentaire R?\ " posséde exactement deux composantes connexes. Ce
théoréme a été complété par Schonflies (1906) : pour toute courbe continue fermée simple
I' du plan, il existe un homéomorphisme du plan qui transforme I' en le cercle du plan.(!

FIGURE 33 . Le graphe K33 n’est pas planaire en invoquant le théoréme de
Jordan. Pour s’en tenir & l'argument seul, on a dessiné les arétes comme des
segments ou des arcs différentiables : ils sont supposés continus seulement.

Il peut étre utilisé pour montrer que le graphe K33 n’est pas planaire. Supposons
par Pabsurde qu’il le soit. On note {1,2,3},{a,b,c} sa bipartition. (1) Le lacet v =
alb2c3a détermine deux composantes connexes dans R?\ 7. (2) On peut supposer que la
composante bornée contient I’arc 1c. (3) Le sommet a est dans la composante non bornée
de R?*\ 1¢2b1. Alors I'aréte a2 est incluse dans cette composante. (4) L’aréte 3b n’est pas
dans la composante bornée B, de R?\ 7 : E\ lc a deux composantes, celle contenant 2
et celle contenant b et un chemin de 2 & b intersecte le chemin 1c. (5) De méme, I’aréte
3b n’est pas dans l'autre composante de B, . Ainsi, en conclusion, le graphe K33 n’est
pas planaire.

(WL’extension naturelle du théoréme de Jordan en dimension supérieure (i. e. le complémentaire d’une
sphére topologique a deux composantes connexes) est vraie, mais pas celle de Schonflies : il existe des
plongements continus de la sphére dans R? dont les composantes du complémentaire ne sont pas homéo-
morphes a la boule!
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5.1. La relation d’Euler

Soit G' un graphe dessiné suivant G sur le plan P, sans intersection d’arétes. Le com-
plémentaire P\ G est une union de composantes connexes, appelées faces. Une seule
composante est non bornée : elle appelée face infinie. Toute autre composante est bordée
par un lacet, courbe simple constituée d’'un nombre fini d’arétes.

Lemme 5.3. Si G est un graphe planaire et A une face d’une représentation planaire G
de G, il existe une représentation planaire G de G telle que A privée d’un point soit
homéomorphe a la face infinie de G. En particulier pour tout sommet s de G (pour toute
aréte de G resp.), il existe une représentation de G telle que le sommet (resp. 'aréte)
appartienne a la face infinie.

Démonstration. — La projection stéréographique my applique homéomorphiquement
S%\ {N} sur le plan euclidien. Soit m un point de la face A. Par une composition p
convenable de rotations sur la sphére, on peut amener le point 7@1 (m) de la sphére sur le
pole nord N. La bijection du plan (privé d’un point) 7y o po 75" améne m sur co. [

A Remarque 5.2. Les représentations planes du graphe K, de la Fig. 32 ont des faces
a linfini distinctes, de bords respectifs {(1,4),(4,3),(3,1)}, {(1,3),(3,2),(2,1)} et
{(1,2),(2,4),(4,1)}. Y%

Pour un graphe G avec représentation planaire G, on note par #F = #Fg leur nombre

des faces de G.

Théoréme 5.1 (Euler (1750)). Soit G un graphe planaire connexe. Alors
(9) 456 — #Ac + #Fg = 2.

A Remarque 5.3. En terme de caractéristique d’Euler ys du graphe G, on a donc
Xa = 2 — #F5. La caractéristique d’Euler xp d'un polyédre P de R?® est définie par
Xp = #Sp — #Ap + #Fp ou #Sp,#Ap,#Fp notent resp. les nombres de sommets,
d’arétes et de faces du bord de P. Si Gp est le graphe obtenu par projection sur une

sphére du squelette du polyédre convexe P, l'identité (9) énonce xp = 2 ou encore
Xap =2 — #Fg, = xp — #Fg, ou Gp est la représentation planaire de Gp obtenue par
projection. \V4

Démonstration. — Posons Eg = #S¢ — #Ag + #Fg pour un graphe planaire G. Pour
un arbre 7', on a #Sr = #Ar+1 et #Fpr =1, soit Fpr = 2.

Soit T" un arbre maximal de G. On passe de T a G par une suite de graphes G =
T,Gy,...,Gs, = G en rajoutant successivement une des g arétes de Ag \ Ar. On a les
relations

#AG].+1 = #AGJ- + 1, #SGjJrl = #SGj7 #FGj+1 = #AGj + 17

et donc Eg,,, = Eg,. Et par suite Eg = Egﬁc = FkEr=2. O

i+1

Comme corollaire, on a

Proposition 5.1. Les graphes Ks et K33 ne sont pas planaires.
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FIGURE 34 . (a) le graphe complet K5, (b) le graphe bipartite K3 3.

Démonstration. — Supposons qu’il existe une représentation plane de K5, avec s = 5,a =
10, f le nombre de sommets, d’arétes et de faces associés. Vu que chaque face est bordée
par au moins 3 arétes, chaque aréte étant commune & deux faces, on a 3f < 2a. On en
déduit
2=s—a+f<s—a+2a/3=s—a/3=5-10/3=5/3 <2,

ce qui est absurde.

Pour le graphe K33 qui est bipartite, chaque face est bordée par au moins 4 arétes :
I'inégalité 2f < a résultante amene & une contradiction analogue si on suppose Kj3
planaire. O

5.2. Le théoréme de Kuratowski

Un mineur du graphe G est un graphe obtenu a la suite de contraction d’arétes (fu-
sionnant les extrémités), de suppression d’arétes (sans fusionner les extrémités) et de
suppression de sommets (et des arétes adjacentes).

A Remarque 5.4. Un mineur d’un graphe simple n’est pas nécessairement simple. v/

Théoréme 5.2 (Kuratowski (1930)). Un graphe est planaire si et seulement si il ne
contient pas de graphes de type K5 et Kss3 parmi ses mineurs.

FIGURE 35 . Le graphe de Petersen n’est pas planaire : il a comme mineurs Kj
et K33, par contraction des arétes grasses et suppression des arétes pointillées.

Ce théoreme profond découle des quatre lemmes montrés ci-aprés.

Démonstration. — D’aprés la Prop. 5.1, si le graphe GG est plan, il ne peut contenir ni
K5 ni K373.

Réciproquement, soit G' non planaire. Raisonnons ab absurdo en supposant que G
ne contienne ni K5, ni K33 parmi ses mineurs. Quitte & remplacer G par un graphe
homéomorphe, on peut supposer que GG contient un nombre minimal d’arétes. D’aprés le
lemme 5.4, le graphe G est 3-connexe. Le Lemme 5.7 implique que G est planaire, ce qui
est contradictoire. O
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Lemme 5.4. Soit G = (S, A) un graphe non planaire ne satisfaisant pas (K), avec #A
minimal . Alors G est 3-connexe.

Démonstration. — Montrons tout d’abord que G est 2-connexe en raisonnant par l’ab-
surde. Soit donc s un sommet tel que G\ {s} soit non connexe, de composantes connexes
Ci,...,Cy avec k > 2. Par minimalité de Ag, les graphes C;,7 = 1,..., k sont planaires :
on peut les représenter planairement avec s dans la face infinie d’'une représentation pla-
naire C; de chaque C; : on en déduit une représentation planaire de G = C1U...UC{s},
contredisant 'hypothése : G est donc 2-connexe.

Supposons maintenant G non 3-connexe. Vu la 2-connexité, Il existe {s,t}, avec s # ¢
tel que G\ {s,t} soit non connexe, de composantes connexes Ci,...,Cy : u, comme
v étant adjacent a un sommet de chaque composante connexe C}, il existe un chemin
de s a t dans chaque C;. Si chaque graphe H;, obtenu a partir de C; en lui ajoutant
éventuellement I’aréte (s,t) était planaire, en placant aréte (s,t) sur le bord a l'infini
d’une des représentations planaires de C;, on obtiendrait une représentation planaire
de G, en contradiction avec I’hypothése. Ainsi, au moins un des H;, mettons H;p, est
non planaire : par hypothése de minimalité, il contient le graphe K, avec K = K5 ou
K = Ks33. Si G ne contient par 'aréte (s,t), Hy contient un chemin de s a ¢, qu'on
substitue & (s,t) pour inclure K dans G, ce qui est contradictoire avec le fait que G' ne
satisfait pas (K). O

Lemme 5.5. Soit G 3-connexe avec au moins 5 sommets. Alors le graphe G posséde une
aréte a telle que la contraction G - a soit encore 3-connexe.

Démonstration. — Raisonnons par l'absurde : pour toute aréte a = (s,t) de G, le
contracté G - a est non 3-connexe. Si s, est le sommet de G - a obtenu par contrac-
tion de a, ce sommet s, appartient a toute partie de coupure S a 2 éléments de G - a
(sinon on obtiendrait un ensemble de coupure de G qui est 3-connexe!). Si S = {s,, u}
est un ensemble de coupure de G - a, la partie {s,t,u} est un ensemble de coupure de
G. On choisit a et z, tels que G\ {s,t,z,} ait une composante connexe H avec Sy
de cardinal minimum. Soit y € Sy tel que b = (y, z,) soit une aréte de G : si un tel y
n’existait pas, la partie {s,t} séparerait H du reste de G qui est supposé 3-connexe! Le
graphe GG-b n’est pas 3-connexe : de méme que précédemment, on affirme I'existence d'un
sommet w tel que R = {y, z,, w} déconnecte G.

Le graphe G\ R a au moins deux composantes connexes : soit une d’entre elles contient
l'aréte (s,t) (dans le cas ot RN {s,t} =), soit un des sommets s ou t est égal & w et
l'autre est dans une des composantes de G \ R : au final, il existe une composante B de
G \ R ne contenant ni s, ni ¢t. Cette composante B contient un sommet 3’ voisin de y
(sinon, la partie {z,,w} séparerait G).

Par connexité, vu que y € A et 3y € B, le graphe B est inclus dans A, strictement
vu que y # B. On a donc #B < #A, ce qui est contradictoire avec la minimalité de A
quant & son cardinal. O

Lemme 5.6. Soit e une aréte de G. Si le contracté G - e contient un sous-graphe homéo-
morphe & K5 ou K3, il en est de méme pour le graphe G'.

Démonstration. — Soit s sommet de G - e obtenu par contraction de l'aréte e = (a,b),
H un sous-graphe de G - e homéomorphe a K5 ou K33 et H le sous-graphe relevé de
H dans G. Si s est hors de H ousi s € H est de degré 2, H se reléve en un graphe
homéomorphe & K5 ou K33 dans G'.



5.2. LE THEOREME DE KURATOWSKI 51

Il en est de méme si a (ou b) est de degré 2 dans H , auquel cas H et H sont
homéomorphes.
Reste le cas ou a et b sont de degré 3 : s est de degré 4 et H homéomorphe a K5 : en

otant deux arétes de H , on obtient un sous-graphe de type K33 dans G comme 'indique
la Fig. 36. O

FIGURE 36 . Le sous graphe H ~ K5 de G - e se reléve en H contenant un Kss.

Lemme 5.7. Tout graphe 3-connexe et qui ne contient ni Ks ni K33 est planaire.

Démonstration. — On procéde par récurrence sur le nombre #5Sg en commencant avec
les graphes 3-connexes a 4 sommets : le seul est le graphe K, (celui du tétraédre) qui est
planaire. Vu que #Sg > 5, G posséde, grace au lemme 5.5, une aréte e = (a,b) telle
que le graphe G - e (ou laréte e s’est contractée sur le sommet s) est 3-connexe. Vu le
Lemme 5.6, le graphe G - e, de cardinal #S¢ — 1, ne contient ni K5 ni K33 : le graphe
G - e est donc planaire vu ’hypothése de récurrence.

Considérons une représentation planaire de G - e et C' le bord de la face de G - e\ s
qui contiendrait s. Puisque G - e est 3-connexe, C' est un lacet, que 'on identifie & son
relevé dans G'.

Vu que G\{a,b} = G-e\{s}, 'ensemble v(a) des voisins de a est inclus dans C'U{b}.
On suppose #vg(a) < #vg(b) et on ordonne les sommets de vg(a) \ {b} = {ai,...,ar}
suivant 'ordre du lacet C'. Soit, pour ¢ < j, F;; le chemin de a; & a; le long de C'. De
la représentation planaire de G - e ~ G \ {a, b} on obtient une représentation planaire de

G\ {b} en tracant des segments de a a a;.
@Q.‘

FIGURE 37 . La partie du graphe G - e contenant s et son relevé dans G \ {a,b}.

Trois cas sont a examiner :

1. Si vg(b) \ {a} C P;;+1 pour un certain ¢, alors on positionne b dans la face de bord
(a,a;), P i1, (aiy1,a) obtenant ainsi une représentation planaire de G.

2. Il existe y,z € vg(b) \ {a} tels que y € P,j et = & P, ; avec y,z & {a;,a;}. Alors
{b,ai,a;41} et {b,z,y} forment une copie homéomorphe a Kj3 dans G - e, ce qui
est impossible.

3. On a linclusion vg(b) \ {a} C vg(a). Vu I'hypothése #vg(a) < #v(b), on obtient
donc 'égalité deg(a) = deg(b). Si deg(a) = deg(b) = 3, le graphe G est planaire.
Sinon, il contient un Kj. O
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FIGURE 38 . Les cas (1), (2) et (3).

5.3. Exercices

1. Soit G un graphe planaire avec p composante connexes. Montrer

#Sq — #Ac+#Fe=1+Dp.

. Soit GG un graphe planaire connexe. Montrer que

3#Fa < ) #0F = 24 Ac

FeFg

et en déduire que 2 < #Sg — 1/3#A¢, puis la non planarité des graphes Ky
pour N > 5 et Kpg pour P> (@ > 3.

. Soit G’ connexe. Montrer que G a un sommet séparateur si et seulement si il

existe deux sommets s et s’ ne pouvant étre reliés par deux chemins disjoints.

AN
| 7

Lequel de ces graphes est-il planaire ?

. Une triangulation du plan est un graphe planaire connexe dont toutes les faces

sont des triangles. Montrer qu’'une triangulation & n sommets a 2n — 4 faces et
3n — 6 arétes, puis que toute triangulation a un sommet de valence au plus 5.

. Soit G un graphe planaire 3-régulier (i. e. chaque sommet est de valence 3). Si

fr est le nombre de faces a k cotés, montrer que

12 =Y (6—k)fi.

k>3

. Montrer que le deuxiéme graphe de la Fig. 24 est non planaire. Que dire des

graphes de la Fig. 297



CHAPITRE 6

TROIS CONJECTURES ET DEUX THEOREMES

Le nombre chromatique kg d’un graphe G est le nombre minimum de couleurs néces-
saires pour colorier les sommets de GG sans que deux sommets voisins n’aient la méme
couleur. Le théoréeme des quatre couleurs énonce que kg > 4 pour tout graphe planaire.

Il est en général difficile de calculer ce nombre chromatique. Une borne inférieure est
donné par le nombre wg, cardinal maximal d’un graphe complet plongé dans G : on a en
effet kK, =n.

Un graphe G est dit parfait si pour tout sous-graphe H de G on a kg = wy . La classe
des graphes parfaits intervient de maniére importante en théorie de la complexité et de
I’optimisation.

Les graphes suivants sont parfaits

— un graphe biparti G, pour lequel kg = wg = 2, ou le complémentaire d'un tel

graphe,

— le graphe des arétes d’un graphe biparti ou le complémentaire d’un tel graphe,

— un graphe d’intervalles (un sommet par intervalle et une aréte pour chaque intersec-

tion de deux intervalles),

— le graphe d’une relation d’ordre (une aréte entre deux éléments comparables d'un

ensemble ordonné)

mais le lacet & 2n + 1 sommets n’est pas parfait ( =3 et wr,,,, = 2) pas plus

KLy(ni1)
que son complémentaire Lo, 1 (pour lequel on montre Kk = n+ 1 et w = n). Un trou
impatr désigne un lacet d’ordre impair au moins 5, le complémentaire d’un trou impair
est appelé antitrou impair.

C. Berge a conjecturé en 1961 le théoréme des graphes parfaits que M. Chudnovsky,

N. Robertson, R. Thomas et P. Seymour ont montré en 2002 :

Théoréme 6.1. Un graphe est parfait si et seulement si il ne contient aucun trou impair
niy antitrou 1mpaar.

C. Berge avait aussi conjecturé le théoréme suivant prouvé par L. Lovasz (1972)
Théoréme 6.2. Un graphe est parfait si et seulement si son complémentaire est parfait.

Terminons ces notes par I’énoncé de la conjecture d’'Hadwiger (1943)

Conjecture (Hadwiger) Si le graphe G n’a pas le graphe complet K} comme mineur,
alors le graphe GG est coloriable avec k — 1 couleurs.

H. Hadwiger prouva les cas k < 4 avant d’énoncer sa conjecture. Le cas k = 5, dont
Wagner prouva en 1937 I'équivalence avec le théoréme des quatre couleurs, résulta de la
résolution de ce théoréme par W. Haken et K. Appel en 1976. Robertson, Seymour et
Thomas prouvérent en 1993 comment le cas £k = 6 pouvait se ramener au théoréme des
quatre couleurs. La conjecture d’Hadwiger reste ouverte pour k > 6.
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