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PROLOGUE

Que partagent le problème des ponts de Königsberg, l’algorithmique, les réseaux de
communications (réseaux routier ou téléphonique, internet ou l’infiniment petit d’une puce
d’ordinateur. . .), la chimie, la génétique, le calcul distribué, les diagrammes de Feynman,
les grammaires des langages, le coloriage des cartes, la sociologie ? C’est le fait de faire
appel pour certaines de leurs modélisations à la théorie des graphes.

Les définitions élémentaires à la base de cette théorie permettent de poser rapidement
des problèmes (faciles ou difficiles), avec un mélange de combinatoire, d’algèbre et de
géométrie.

Après une introduction sur les concepts élémentaires, le cours, accompagné d’exercices
nombreux, abordera quelques chapitres de cette théorie parmi lesquels : chemins eulériens
et hamiltoniens, matrices de graphes, théorie de Ramsey, planarité, voire des énoncés
de théorèmes tout récents sur les graphes parfaits et la conjecture d’Hadwiger. Cela fait
suivant le temps disponible.

Une sélection d’ouvrages sur la théorie des graphes à la Bibliothèque universitaire (Sec-
tion Sciences et techniques) :

– Claude Berge, Graphes et hypergraphes, Dunod, 1970.
– Olivier Cogis, Claudine Robert, Théorie des graphes : au-delà des ponts
de Königsberg : problèmes, théorèmes, algorithmes, Vuibert, 2003.

– Bruno Courcelle, Yves Colin de Verdière, Alexander Zvonkine, Graphes,
Éditions de l’École Polytechnique, 2004.

– Michel Gondran, Graphes et algorithmes, Eyrolles, 1995.
– Arnold Kaufmann, Des points et des flèches. . . : la théorie des graphes,

Dunod, 1968.
L’ouvrage

Martin Aigner, Gunther Ziegler, Raisonnements divins : quelques démonstra-
tions mathématiques particulièrement élégantes, Springer, 2006.

expose de manière très plaisante, entre autres thèmes, quelques éléments de théorie des
graphes ou divers résultats qui utilisent les méthodes graphiques de manière toute perti-
nente.

L’ouvrage Graph theory de Reinhard Diestel, édité chez Springer dans la collection
Graduate texts in mathematics (Vol. 173) est de niveau avancé : les curieux peuvent en
consulter une version électronique intégrale accessible et téléchargeable sans restriction
sur le web.

www.math.sciences.univ-nantes.fr/˜guillope/l3-gr/

http~://www.math.sciences.univ-nantes.fr/~guillope/l3-gr/


CHAPITRE 1

GRAPHES

1.1. Sommets, arêtes

Un graphe G est constitué d’un ensemble SG de sommets (ou nœuds) et un ensemble AG
d’arêtes (ou arcs), chaque arête a joignant deux sommets s1(a) et s2(a) , ses extrémités .
Si ces deux sommets sont identiques, l’arête a est appelée boucle.

Figure 1 . Un graphe. . .

Si entre deux sommets du graphe G il y a au plus une arête et si G est sans boucle, le
graphe est dit simple, sinon on parle de multigraphe. La suite traitera principalement de
graphes simples.

L’ensemble des arêtes AG d’un graphe simple G s’identifie à une partie symétrique de
SG × SG : à l’arête a ∈ AG sont associé les couples (s, s′) où (s, s′) sont les extrémités
de l’arête a .

. Exemples 1.1.
1. Le chemin Cn à n sommets et n − 1 arêtes est le graphe d’ensemble de sommets
S = {1, 2, . . . , n} et d’arêtes A = {(1, 2), (2, 3), . . . , (n− 1, n)} . Le chemin infini L∞
a pour ensemble de sommets Z et ensemble d’arêtes {(k, k + 1), k ∈ Z}).

2. Le lacet ou circuit Ln à n sommets et n arêtes est le graphe d’ensemble de sommets
S = {1, 2, . . . , n} et d’arêtes A = {(1, 2), (2, 3), . . . , (n − 1, n), (n, 1)} . Les lacets
L3, L4, L5 sont appelés resp. triangle, carré et pentagone.

3. L’étoile En à n branches est le graphe de sommets S = {0, 1, 2, . . . , n} et d’arêtes
A = {(0, 1), (0, 2), . . . , (0, n)} .

4. Le graphe complet (ou clique) Kn à n sommets est le graphe de sommets S =
{1, 2, . . . , n} et d’arêtes A = {(i, j), i, j ∈ S, i 6= j} . Tout graphe à n sommets est
sous-graphe d’un graphe Kn .
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5. Pour n1, n2 deux entiers naturels non nuls, le graphe complet biparti Kn1,n2 est
le graphe de sommets S = B1 t B2 avec Bi de cardinal ni, i = 1, 2 et d’arêtes
A = {(b1, b2), b1 ∈ B1, b2 ∈ B2} . Le graphe complet biparti K1,n n’est rien d’autre
que l’étoile En . Le graphe K3,3 a une importance spéciale.

6. Le réseau Rd de dimension d est le graphe d’ensemble de sommets Zd et d’arêtes
{(k, k + ε), k ∈ Zd} où ε est un vecteur de Zd avec une seule coordonnée non nulle
valant ±1 . La ligne infinie L∞ coïncide avec R1 . /

Figure 2 . (a) Le chemin C8 , (b) le lacet L10 , (c) le graphe complet K9 , (d) le
graphe biparti K9,5 .

Un sous-graphe de G est un graphe H tel que SH ⊂ SG et AH ⊂ AG ∩ (SH × SH) : le
graphe H est obtenu à partir du graphe G par suppressions d’arêtes et suppressions de
sommets (accompagnées de la suppression de toutes les arêtes ayant pour extrémités un
de ces sommets retirés). Un isomorphisme du graphe G1 sur le graphe G2 est la données
de deux bijections φS : SG1 → SG2 et ΦA : AG1 → AG2 telles que les extrémités de
ΦA(a) soient les images par ΦS de celles de a . Considérer les graphes à isomorphisme
près est essentiel : déterminer des invariants (calculables rapidement ou, autrement dit,
de complexité contrôlée) d’isomorphie est important. On en verra quelques exemples de
type spectral ou liés à la planarité.

1

2 3

4 1

2 3

4

Figure 3 . Deux graphes isomorphes.

u v u v

Figure 4 . Deux graphes sans automorphisme, pour lesquels néanmoins les sous
graphes G \ u et G \ v sont isomorphes.

Le graphe est fini si SG et AG le sont. L’ordre du graphe est le cardinal #SG . La
caractéristique d’Euler χG du graphe G est la différence χG = #SG −#AG .

Une représentation graphique du graphe G dans Rd est une partie G = iS(S)tta∈AGGa
de Rd où iS est une injection de S dans G et pour chaque arête a = {s1, s2} Ga est l’image
par un homéomorphisme ha d’un intervalle fermé (mettons [1, 2]) sur son image Ga dans
Rd avec ha(i) = si pour i = 1 ou 2 . En général, on suppose que Ga = ha([1, 2]) est un
segment, un arc lisse ou un arc polygonal et que les intersections Ga ∩ Ga′ sont soit vide
soit un ensemble de points.
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On a une représentation simple de G en dimension d = #SG : on identifie le sommet
s et la fonction δs de RSG (1), l’arête a = {s1(a), s2(a)} au segment [δs1(a), δs2(a)] =
{tδs1(a) + (1 − t)δs2(a), t ∈ [0, 1]} . L’espace sous-jacent à un graphe G sera tout espace
homéomorphe à cette représentation dans RSG .

a

b c

d

e
a

b c

d

e

a d c

b

e

Figure 5 . Diverses représentations graphiques du graphe simple à 5 sommets
a, b, c, d, e et 5 arêtes (a, d), (b, e), (b, d), (c, d), (e, c) .

Orienter l’arête a revient à déclarer un sommet comme l’origine α(a) de l’arête et
l’autre comme l’extrémité terminale ω(a) : on écrira

a := α(a)ω(a) := ω(a)− α(a).

L’arête opposée a de l’arête orientée a est l’arête orientée obtenue en ayant échangé
origine et extrémité terminale de a :

a = ω(a)α(a) = α(a)− ω(a), α(a) = ω(a), a = a.

Orienter un graphe consiste à orienter chacune de ses arêtes. Un graphe orienté (ou di-

Figure 6 . Le graphe de la Fig. 1.1 orienté.

graphe(2)) G est la donnée d’un ensemble SG de sommets et d’un ensemble AG d’arêtes
orientées dont les extrémités sont dans SG . Un digraphe a un graphe (non orienté) sous-
jacent, alors qu’orienter un graphe donne une classe particulière de digraphes : les varia-
tions sur ce qu’est un graphe varie avec les auteurs et les contextes.

(1)L’espace RSG est considéré comme l’espace vectoriel de d -uplets avec d = #SG ou comme l’espace
des fonctions de SG dans R . La fonction δs est celle valant 1 sur s , 0 sinon : elle s’identifie au vecteur
(0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) dont la seule composante non nulle est la s -ième.
(2)L’expression anglaise directed graph a été contractée en digraph.
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Au graphe G = (S,A) , on peut associer un graphe G′ obtenu avec subdivision parti-
culière : son ensemble de sommets est S ′ = S t A où on a rajouté un sommet sa pour
chaque arête a (géométriquement, on mettra ce point en un point intérieur de l’arête a)
et son ensemble d’arêtes A′ = A × {1, 2} où on a divisé en deux arêtes {s1

a, sa}, {s2
a, sa}

chaque arête a = {s1
a, s

2
a} ∈ A . Le graphe G′ est simple (sans boucle), que G le soit ou

pas. Si G n’a pas de sommet extrémité de deux arêtes seulement, on retrouve le graphe
G à partir du graphe G′ en enlevant les sommets de G′ extrémités de deux arêtes et
remplaçant les deux arêtes issues de chacun de ces sommets par une seule arête.

L’opération de contraction d’une arête du graphe G consiste à supprimer l’arête a =
{s1

a, s
2
a} et à identifier les sommets s1

a, s
2
a en un unique sommet s . Le graphe obtenu de G

par contraction de l’arête a est noté G · a : il est en général non simple, ce qui incite à se
ne pas écarter les graphes avec multi-arêtes (pour le calcul du nombre d’arbres maximaux
d’un graphe simple du théorème 4.2 ou le critère de planarité de Kuratowski du théorème
5.2), même si nous nous limiterons le plus souvent à la considération de graphes simples.

Lemme 1.1. Soit G un graphe.
(i) Il existe une représentation de G dans R3 avec des arêtes représentées par des

segments et sans intersection entre intérieurs des arêtes.
(ii) Il existe une représentation de G dans R2 avec des arêtes représentées par des

segments de droites et des intersections d’intérieurs d’arêtes en au plus un point (double).

Démonstration. — Par récurrence sur le cardinal de S , on montre l’existence d’une in-
jection iS : S → R3 telle que

– les images de 4 points ne sont pas coplanaires,
– les images (iS(s), iS(s′)) et (iS(s̃), iS(s̃′)) sont disjoints si {s, s′} et {s̃, s̃′} sont dis-

tincts.
C’est clair si G a 1, 2, 3 ou 4 sommets. Supposons une telle représentation dans R3

construite pour tout graphe G avec N − 1 sommets. Soit G avec N sommets et H
le graphe obtenu en ôtant un sommet sN de G et toutes les arêtes ayant sN comme
extrémités : on note H , iH ,... les éléments d’une représentation convenable de H . Chaque
condition liée à l’ajout d’un point P supplémentaire pour le sommet sN s’exprime par
l’appartenance de P à un ouvert dense de R3 : ΩN = R3 \ iSH (SH) pour l’injectivité
de iSG , Ωs,s′,s′′ pour la non-coplanarité de s, s′, s′′, P et Us,s,s” pour l’intersection vide
de (s, s′) et (s′′, P ) . Tout point P de l’intersection (non vide) de ces ouverts denses (en
nombre fini)(3) non vide convient pour le choix de iS(sN) .

Pour l’énoncé plan, on considère la représentation du graphe complet KN avec l’en-
semble des sommets représentés par les racines N -ièmes de l’unité et les arêtes repré-
sentées par les segments entre deux quelconques de ces racines. Tout graphe G étant un
sous-graphe du graphe complet avec #SG sommets admet une représentation graphique
comme annoncé dans le lemme(4).

Une perturbation de la représentation symétrique standard du graphe complet (où
l’origine appartient à m arêtes dans K2m comme on l’a fait pour le tracé de graphes dans
R3 ) convainc qu’un point multiple (hors des sommets) est de multiplicité au plus 2.

(3)Le théorème de Baire énonce que l’intersection d’un nombre dénombrable d’ouverts denses est un
ensemble dense, donc non vide
(4)Le graphe complet KS sur l’ensemble de sommets S (fini ou infini) s’injecte dans `2(S) =
{(xs)s∈S,

∑
s∈S x

2
s <∞} avec iKS

(s0) = (δss0) .
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Un chemin (orienté resp.) de longueur p − 1 sur le graphe G est une suite d’arêtes
(orientées) a1, a2, . . . , ap telle que les arêtes ai et ai+1 aient une extrémité commune
(α(ai+1) = ω(ai))(5) : c’est aussi la suite de sommets s1s2 . . . sp+1 telle qu’il existe une
arête a d’extrémités si et si+1 pour i = 1, . . . , p (une arête orientée a avec α(a) = si
et ω(a) = si+1 ). Un lacet du graphe G est un chemin s1s2 . . . sp+1 tel que s1 = sp+1 .
Le lacet est dit élémentaire (ou circuit) s’il est du type Cn (i. e. la suite des sommets
s1s2 . . . sp est une injection dans SG , sans aller et retour).(6)

Des parties de SG (resp. AG ) sont indépendantes si elles ne sont reliées par aucune arête
(resp. n’ont pas de sommet incident commun). Des chemins de G sont dits indépendants
s’ils n’ont aucun sommet commun, mises à part leurs extrémités.

1.2. Valence, diamètre

La valence (ou degré) vs d’un sommet s est le nombre d’arêtes ayant ce sommet parmi
ses extrémités : une boucle de sommet s compte pour 1 dans la valence de s . La valence
d’un graphe vG est le maximum des valences de ses sommets. Si la valence est constante
égale à d sur les sommets, le graphe est dit (d-)homogène ou (d-)régulier .

La distance d(s, s′) de deux sommets s, s′ est le nombre d’arêtes minimal d’un chemin
reliant ces deux sommets : si s et s′ ne sont reliés par aucun chemin dans G , on pose
d(s, s′) =∞ . Le diamètre d’un graphe est la distance maximale entre deux sommets.

Proposition 1.1. Soit G un graphe simple.
(i) La somme des valences de ses sommets est paire.
(ii) Le graphe G a un nombre pair de sommets de valences impaires.

Démonstration. — Il suffit de compter les sommets, soit comme extrémités des arêtes (où
on compte chaque sommet deux fois), soit avec les valences :∑

s∈SG

ds = 2#AG.

Il n’y a pas de moyen simple de dire si la suite (d1, d2, . . . , dn) est la suite des valences
des sommets d’un graphe à n sommets. On a néanmoins un algorithme basé sur le résultat
suivant

Figure 7 . Deux paires de graphes non isomorphes ayant mêmes suites de va-
lences (1, 23, 31) et (22, 33, 5) resp..

(5)Des allers et retour, ie . . . s′s . . . ou des non injectivités telles . . . ss′ . . . ss′ . . . ne sont pas exclues a
priori
(6)On distinguera un sous graphe de G isomorphe à Ln (resp. Cn ) d’un lacet c (resp. un chemin `), dont
la représentation graphique donne lieu à une application t ∈ [0, 1] → c(t) (resp. `(t) avec `(0) = `(1))
injective par morceaux.
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Théorème 1.1. Soit v = (v1, . . . , vn) une suite croissante d’entiers dans {1, . . . , n − 1}
et soit v′ = (v′1, . . . , v

′
n−1) la suite obtenue à partir de v en supprimant le dernier terme,

en retranchant 1 aux vn derniers termes et en la réordonnant si besoin afin qu’elle soit
croissante.

Alors v est une suite de valences et et seulement si v′ en est une.

Démonstration. — Admettons provisoirement le lemme

Lemme 1.2. Soit v une suite de valences. Alors il existe un graphe G et une énu-
mération de ses sommets réalisant v et telle que sn ait pour voisins les sommets
sn−1, sn−2, . . . , sn−vn .

Supposons que v′ soit une suite de valences et soit G′ un graphe réalisant v′ . Soit v′′

la suite obtenue à partir de v en supprimant le dernier de terme et en retranchant 1 aux
vn derniers termes de v : soit G′′ le graphe obtenu à partir de G′ par renommage des
sommets et réalisant v′′ : si on rajoute le sommet sn à G′′ et les arêtes reliant sn aux
sommets de plus hauts indices de G′′ , on obtient un graphe G réalisant la suite v .

Réciproquement, soit v réalisé par un graphe G où on a nommé les sommets de telle
sorte que sn soit adjacent aux sommets sn−1, sn−2, . . . , sn−vn . Alors v′ est réalisé par le
graphe G \ sn .

Preuve du Lemme. — Posons σ` = sn−` . Soit G réalisant la suite v . Supposons que le
graphe G ne satisfait pas la conclusion du lemme : il existe i tel que i ∈ {1, . . . , vn}
et σi ne soit pas voisin de σ0 . Il existe donc j tel que j > vn et σj est adjacent à σ0 .
Comme vn−i ≥ vn−j , il existe k tel que σi soit adjacent à σk sans que σj ne le soit. On
peut choisir k distinct de j : c’est clair si σi n’est pas adjacent à σj , sinon, comme σi
et σ0 sont deux voisins de σj non voisins de σi , il existe au moins deux voisins de σi
non voisins de σj , donc au moins un distinct de σj . On construit alors le graphe G′ de
mêmes sommets que G et où on a supprimé les arêtes σjσ0 et σkσi et ajouté les arêtes
σiσ0 et σkσj : G et G′ ont même suite de valences, mais σ0 possède un voisin de plus
dans {σvn , σvn+1, . . . , σ1} dans le graphe G′ que dans le graphe G .

j vn i 1

0

k

j vn i 1

0

k

Figure 8 . La variable ` = 0, 1, . . . , n− 1 repère le sommet σ` = sn−` .

Ainsi, parmi tous les graphes G ayant comme suite de valences v , le graphe G∗ ayant
le maximum de voisins possibles pour σ0 dans {σvn , σvn−1, . . . , σ1} a nécessairement tous
ces sommets comme voisins de σ0 = sn .

1.3. Connectivités

Un graphe est dit connexe si deux sommets quelconques (distincts) de G sont joignables
par un chemin ; un digraphe est dit fortement connexe si deux sommets peuvent être joints
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par un chemin orienté. Un graphe est l’union disjointe de graphes connexes disjoints, ses
composantes connexes . Un graphe est connexe s’il ne compte qu’une composante connexe.

Un séparateur de G est un ensemble de sommets dont la suppression (accompagnée de
la suppression des arêtes qui lui sont incidentes) transforme le graphe G en un graphe non
connexe. Un graphe connexe G est dit séparable s’il existe un sommet s (dit séparateur ,
point ou nœud d’articulation) séparant G , inséparable dans le cas contraire.

Un graphe est dit au moins n-connexe si #SG > n et si G reste connexe lorsqu’on
lui enlève n − 1 quelconques sommets. Une formulation équivalente est donnée par le
théorème de Menger :

Théorème 1.2 (Menger (1927)). Un graphe est n-connexe si et seulement si deux som-
mets distincts quelconques peuvent être joints par n chemins indépendants

u 1

v 3

2

u

v

Figure 9 . Les deux sommets u et v sont séparés par l’ensemble des trois
sommets {1, 2, 3} et joints par trois chemins indépendants.

La connectivité κ(G) est le plus grand n tel que G soit n-connexe. On a par exemple
κ(Kn) = n − 1 . Un graphe connexe G est séparable si et seulement si il est 2-connexe.
Dans la Fig. 7, le premier graphe est 2-connexe, alors que le second ne l’est pas.

1.4. Arbres

Un arbre est un graphe connexe sans lacet. Un graphe dont les composantes connexes
sont des arbres est appelé forêt .

Lemme 1.3. (i) Le chemin joignant deux sommets d’un arbre est unique.
(ii) Un arbre avec au moins 2 sommets a toujours au moins deux sommets de valence

1.
(iii) Le graphe obtenu par retrait d’une arête d’extrémités de valence au moins 2 à un

arbre T est disconnexe.
(iv) #AT = #ST − 1.

Démonstration. — (i) Soient s et t deux sommets distincts de l’arbre T . Si λi = s . . . t
sont deux chemins distincts de T joignant s et t , alors λ1λ2 est, après suppression des
couples d’arêtes du type aa , un lacet non vide, ce qui ne peut exister sur l’arbre T .

(ii) Soient s et t réalisant le sup de la distance d(s, t) : il existe un chemin s =
s1s2 . . . sn−1sn = t . Si s est de valence au moins 2 et s̃2 un voisin de s distinct de s2 ,
alors d(s̃2, t) = d(s, t) + 1 , ce qui contredit le caractère maximal de d(s, t) .

(iii) Supposons T \ a connexe. Soient s et t les extrémités de a . Les sommets s et t
restent des sommets de T \a . Si C est un chemin les joignant, alors Ca est un lacet dans
T , ce qui n’est pas.



1.5. CHAÎNES ET CYCLES 9

(iv) Si T a 1 sommet (soit 0 arête : ce cas est assez dégénéré) ou 2 sommets (soit 1
arête), la formule est vraie. On procède par récurrence. Soit T un arbre et a une arête
terminale de T : alors T \ a est un arbre, ayant #ST − 1 sommets et #AT − 1 arêtes :
on a donc #AT − 1 = #ST − 1− 1 , ce qui était énoncé.

Une arborescence est un arbre T pointé en un sommet, dit racine, s0 : il existe une
seule manière d’orienter l’arbre T tel qu’il existe un unique chemin orienté de s0 à tout
sommet de l’arbre.

Un arbre maximal du graphe G est tout sous-graphe H de G qui est un arbre et tel
que si on ajoute à H un sommet ou une arête de G on obtienne un sous-graphe de G qui
ne soit plus un arbre. La première représentation du graphe de Petersen dans la Fig. 20
indique un arbre recouvrant.

Lemme 1.4. Soit T un arbre maximal d’un graphe G connexe.
(i) L’arbre T contient tous les sommets de G.
(ii) Le nombre #AG −#AT d’arêtes de G hors de T ne dépend pas du choix de T :

ce nombre, noté βG et appelé nombre de Betti de G, vérifie

χG = #SG −#AG = 1− βG
Démonstration. — (i) Supposons SG \ ST non vide. Si s en est un sommet, soit C un
chemin dans G \ ST joignant s et ST de longueur minimale. Alors T t C est un arbre
contenant strictement T , contredisant la maximalité de T .

(ii) Vu #ST = #SG et #ST = #AT + 1 , on a

#AG −#AT = #SG − χG −#ST + 1 = 1− χG
qui est bien indépendant de l’arbre T .

4 Remarque 1.1. Un arbre maximal est appelé aussi arbre recouvrant . L’invariant βG
sera interprété dans la proposition 1.2 comme la dimension d’un espace de cycles. 5

1.5. Chaînes et cycles

Soit G un graphe simple connexe. On choisit pour chaque arête une orientation et on
note par

−→
AG l’ensemble de ces arêtes orientées positivement obtenues. L’espace C0(G) =

RSG des fonctions de S dans R a pour base (δs)s∈SG avec δs(s) = 1 et δs(s′) = 0 sinon.
L’espace C1(G) = RAG des fonctions de AG dans R a une base (δa)a∈−→AG analogue. On
notera, par souci de simplification, les sommes

∑
s∈S xsδs et

∑
a∈
−→
AG

xaδa par les sommes
formelles

∑
s∈S xss et

∑
a∈
−→
AG

xaa : de tels éléments sont appelés 0-chaîne et 1-chaîne
respectivement et leur support est la partie {s, xs 6= 0} et {a, xa 6= 0} resp. Si a est
l’arête opposée à a , on notera δa la fonction −δa : avec cette convention, que a soit
orientée positivement ou non, on a toujours δa = −δa
Définition 1.1. Soit G un graphe orienté. L’opérateur ∂G : RAG → RSG est l’application
linéaire définie par

∂Gδa = δω(a) − δα(a), a ∈
−→
AG.

4 Remarque 1.2. L’opérateur ∂G dépend de l’orientation choisie. Pour toute arête a
(orientée positivement ou non), on a ∂Gδa = δω(a) − δα(a) . 5

Un cycle c est une 1-chaîne de RAG tel que ∂Gc = 0 . L’ensemble des 1-cycles est noté
Z1(G) = ker ∂G .
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. Exemple 1.2. La somme a1 + a2 + . . .+ ap associée au lacet orienté a1a2 . . . ap (pour
lequel on a α(a1) = ω(ap)) est un cycle. /
Lemme 1.5. Soit z ∈ RAG un cycle non nul de G. Si Gz est le sous-graphe constitué des
arêtes du support du cycle z , alors Gz contient au moins un lacet.

Démonstration. — Soit z = x1a1 + x2a2 + . . . + xpap avec les xi réels non nuls. Vu
que ∂Gz = 0 , le sommet ω(a1) apparaît dans une arête aj(1) avec j(1) 6= 1 : quitte à
remplacer xj(1)aj(1) par −xj(1)aj(1) , on peut supposer que ω(a1) = α(aj(1)) . Pareillement,
on introduit aj(2) tel que ω(aj(1)) = α(aj(2)) , puis aj(3) , aj(4), . . . . Vu que G est fini,
on obtient nécessairement des entiers k < ` tels que α(aj(k)) = ω(aj(`)) : le chemin
aj(k)aj(k+1) . . . aj(`) est un lacet de G .

4 Remarque 1.3. Le raisonnement précédent écrit z = x1`1 + z′ avec `1 cycle induit
par un lacet et z′ cycle de support strictement plus petit que celui de z . En poursuivant
sur z′ , on obtient z = x1`1 + y2`2 + z′′ , puis finalement que z est la somme de lacets
z = y1`1 + y2`2 + . . . yr`r . 5

Un arbre ne contient pas de lacet, donc

Corollaire 1.1. Si T est un arbre, alors Z1(T ) est nul.

On va maintenant étudier l’espace Z1(G) pour un G quelconque. Pour en décrire faci-
lement une base, on introduit un arbre maximal T de G . À l’arête b de AG,T = AG \AT ,
on associe l’unique lacet `b de G tel que `b = bcb où cb est l’unique chemin dans T
d’extrémités identiques à celles de b : on notera pareillement par `b la chaîne b + cb de
RAG .

Soit z un 1-cycle. Il existe des scalaires (xb)b∈AG,T tels que

z =
∑

b∈AG,T

xbb+ z′ =
∑

b∈AG,T

xb`b + z′′

où z′ et z′′ = z′ −
∑

b∈AG,T xbcb sont des 1-chaînes à support dans l’arbre T . Vu que
les `b sont des 1-cycles, il en est de même de z′′ , qui est donc nul puisque tout 1-cycle
sur un arbre est nul. On obtient donc tout cycle z de G comme combinaison linéaire
des `b . La famille (`b)b∈AG,T est libre : en effet si

∑
b∈AG,T αb`b = 0 , on a

∑
b∈AG,T αbb =

−
∑

b∈AG,T αbcb où dans le membre de droite on a une 1-chaîne à support dans T et le
membre de gauche hors de T : le membre de gauche est donc nul ce qui implique la nullité
des xb , et par suite dimZ1(G) = #AG,T . On a ainsi démontré

Proposition 1.2. Soit G un graphe simple et T un arbre maximal de G. Alors, la famille
des chaînes `b , où b parcourt l’ensemble AG \ AT est une base de ker∂G .

avec pour corollaire

Corollaire 1.2. Soit G connexe. Le nombre de Betti βG est la dimension de l’espace des
1-cycles ZG . Il vérifie

βG = 1− χG = 1 + #AG −#SG.

Démonstration. — On vient de montrer que pour T arbre maximal de G , la dimension
dimZ1(G) est égal au nombre #AG −#AT . Or le lemme 1.3 énonce #ST = #AT + 1 et
le lemme 1.4 #SG = #ST .
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1.6. Exercices

1. Faire la liste des graphes à 3 ou 4 sommets à isomorphisme près. Indiquer les
listes de valences de sommets : existe-t-il des graphes à 4 sommets isovalents (i. e.
avec même liste de valences) et non isomorphes.

2. Soit S = [1, . . . , n] . Quel est le nombre de graphes simples d’ensemble de som-
mets S ? (on n’identifiera pas les graphes isomorphes). Quel est le nombre de
multigraphes à n sommets et au plus k arêtes entre deux sommets ?

3. (a) Prouver qu’un graphe fini dont chaque sommet est de valence au moins 2
possède un cycle. Existe-il un graphe infini sans cycle dont tous les sommets sont
de valence au moins 2 ?
(b) Prouver qu’un graphe (simple) à n ≥ 3 sommets et au moins n aretes possède
un cycle.

4. Prouver que dans tout graphe fini d’au moins deux sommets, il existe deux som-
mets de même degré.

5. Pour n donné, il existe deux graphes non isomorphes à n sommets possédant
deux sommets de même degré et tous les autres de degré différents deux à deux.

6. Soit G connexe avec n sommets. Alors G a au moins n− 1 arêtes.

7. Soit Qn le graphe simple dit hypercube de dimension n dont chaque sommet est
étiqueté par un nombre compris entre 0 et 2n − 1 , avec une arête entre sk et s`
si les écritures dyadiques de k et ` diffèrent sur un seul chiffre. Dessiner Q1 et
Q2 . Quel est le nombre d’arêtes de Qn ?

8. Peut-on construire un graphe simple ayant n0 sommets et n1 arêtes pour a)
(n0, n1) = (4, 7) , b) (n0, n1) = (5, 11) , c) (n0, n1) = (10, 46) .

9. Soit X = {1, 2, 3, 4, 5} . Le graphe de Petersen est le graphe simple ayant comme
sommets les paires d’éléments de X , avec une arête entre deux sommets si les
paires correspondantes sont disjointes. Donner une représentation graphique du
graphe de Petersen et déterminer son nombre de sommets, d’arêtes et la suite des
degrés. Quel est son diamètre ?

10. Le graphe L(G) des arêtes du graphe G a pour sommets les arêtes de G et
une arête entre deux sommets si les arêtes correspondantes ont une extrémité
commune. Tracer L(K3), L(K1,3), L(C5) , L(E5) et L(K4) . En déduire la forme
des graphes L(Cn) , L(En) et L(Ln) .
Tracer les graphe des arêtes de tous les arbres dessinés dans ces notes.
Tracer les graphes d’arêtes des deux graphes suivants
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Déterminer, s’il existe, le graphe G dont le graphe L(G) associé est le graphe
ci-dessous

11. Soit M la matrice associée au digraphe G : la matrice M est carrée d’ordre #S
et Mss′ est le nombre d’arêtes d’origine s et d’extrémité finale s′ .
Montrer que (Mp)ss′ est le nombre de chemins orientés de s à s′ de longueur p
et, si G est dépourvu de boucles, trMp/p est le nombre de lacets orientés de G
de longueur p .

12. Supposons que le calcul matriciel se fasse dans l’algèbre de Boole {0, 1} avec
1 + 1 = 1 et les autres calculs comme dans les entiers. Montrer que (IS + M)pss′
est nul suivant qu’il y ait un chemin orienté de s à s′ ou non. Montrer que la suite
des matrices (IS + M)pss′ est croissante, stationnant pour un p < #S . Montrer
qu’il existe un chemin de s à s′ de longueur k ≤ #S obtenu par suppression
itérée de lacets inclus dans un chemin donné.

13. Soit, pour n ≥ 3 , le graphe Wn , dit roue(7) d’ordre n , constitué d’un circuit
Cn complété d’un sommet s avec une arête entre s et chaque sommet de Cn .
Montrer que Wn est 3-connexe

14. Le graphe complémentaire G du graphe (G,S,A) a pour ensemble de sommets
S et pour ensemble d’arêtes {a ∈ S × S \∆G, a 6∈ A} .
(i) Montrer que C4 (resp. L5 ) est isomorphe à son complémentaire. Qu’en est-il
de Cn et Ln pour un entier n ?
(ii) Montrer que si G est non connexe, alors G est connexe. Montrer que la
réciproque est fausse.

15. Soit F une forêt à p composantes connexes. Montrer que #SF = #AF + p .

16. Soit G un graphe connexe.
(i) Majorer le nombre de sommets #SG en fonction du degré et du diamètre.
(ii) Majorer le nombre d’arêtes #AG en fonction du degré et du nombre de
sommets.

17. Montrer que #SG−#AG est invariant par subdivision. Montrer que #SG = #AG
si G est un circuit et la réciproque est vraie pour des graphes G sans sommets
de valence 1, , puis que #SG = #AG + 1 si et seulement si T est un arbre.

18. Ces graphes sont-ils isomorphes ?

(7)wheel en anglais !
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19. Tracer une représentation plane du squelette de la coupole triangulaire et de
l’icosaèdre tridiminué(8). Quelles sont leurs suites de valence ?

20. Un graphe est dit cubique si tous ses sommets sont de valence 3.
(a) Montrer qu’il existe un unique graphe cubique avec 4 sommets.
(b) Montrer qu’un graphe cubique a un nombre pair de sommets.
(c) Montrer que les transformations de la Fig. 10 permettent de passer d’un

Figure 10 . Transformations Y∆ et pont.

graphe cubique à s sommets à un graphe cubique a s+ 2 sommets.
(d) Montrer qu’il existe 2 graphes cubiques non isomorphes ayant 6 sommets.

21. Soit G et H deux graphes. Leur produit de Kronecker G ⊗H a pour ensemble
de sommets SG × SH et il y a une arête ((s, t), (s′, t′)) si et seulement si (s, s′)
et (t, t′) sont des arêtes de G et H resp. Le graphe G⊗K2 est appelé le double
biparti de G . Montrer que si G est biparti, son double est l’union de deux copies
de G , alors que si G n’est pas biparti, alors G⊗K2 est biparti.

(8)Ce sont des exemples de solides de Johnson, cf mathworld.wolfram.com/JohnsonSolid.html

http://mathworld.wolfram.com/TriangularCupola.html
http://mathworld.wolfram.com/TridiminishedIcosahedron.html
http://mathworld.wolfram.com/JohnsonSolid.html


CHAPITRE 2

EULER ET HAMILTON

Ce chapitre s’intéresse à l’existence de certains lacets dans un graphe G connexe
– existence d’un plongement du lacet L#AG dans G , i. e. une suite a1a2 . . . a#AG

d’arêtes avec ai et aj distinctes pour i 6 j ,
– l’existence d’une injection de L#SG dans G , i. e. une suite s1s2 . . . s#SG de sommets

avec si et si+1 , adjacents et si 6= sj si i 6= j .
Un lacet du premier type, et les graphes qui en sont pourvus, est dit eulérien, celui du

second type est dit hamiltonien.

2.1. Graphe eulérien

Euler résolut le problème des ponts de Königsberg(1) : il n’est pas possible de trouver un
itinéraire traversant chaque pont une et une seule fois. Ce résultat est souvent salué comme
le premier relevant de la topologie, en en faisant Euler quasimment son fondateur(2).I.3. Quelques exemples 13

Figure I.12. Les sept ponts de Königsberg.

La question générale sous-jacente est donc de déterminer pour un multi-

graphe donné (éventuellement orienté) s’il existe un circuit, i.e., un chemin

fermé, passant une et une seule fois par chaque arête.

Exemple I.3.2 (Circuit hamiltonien — TSP). Le problème du voyageur

de commerce (Travel Salesman Problem) est en quelque sorte un “problème

dual” de l’exemple précédent (on s’intéresse ici à trouver un circuit passant

une et une seule fois par chaque sommet et non par chaque arête). On

cherche un circuit permettant non seulement de relier n villes en passant

une et une seule fois par chacune d’entre elles, mais de plus, ce circuit doit

minimiser la distance totale parcourue. On pourrait par exemple considérer

les villes belges et les données de la figure I.10 et en déterminer un circuit

optimal. Dans certains cas, on a recours à un graphe orienté plutôt qu’à

un graphe non orienté comme à la figure I.10. Cela a pour avantage de

permettre la modélisation de coûts différents pour aller d’un sommet A à

un sommet B plutôt que de B à A (ceci permet, par exemple, de prendre

en compte des sens uniques, des payages, des temps de transports différents

suivant la direction choisie, etc. . . ).

Il s’agit donc de problèmes typiques rencontrés dans la détermination de

tournées, de circuits de distribution, etc. . .

Exemple I.3.3 (Coloriage). Considérons un cube. Si chaque sommet

(resp. chaque arête) d’un graphe représente un sommet (resp. une arête) du

cube, on obtient le graphe de gauche de la figure I.13, on parle du squelette

du cube. Par contre, si on représente les faces du cube par les sommets d’un

graphe et si les sommets du graphe correspondant à des faces du cube ayant

une arête commune sont adjacents, on obtient celui de droite. On peut alors

poser la question générale de déterminer le nombre de couleurs nécessaire

et suffisant pour colorier les sommets d’un multi-graphe donné, de manière

telle que deux sommets adjacents ne reçoivent pas la même couleur. Si on

répond à cette question dans le cas de notre exemple initial, on s’aperçoit

que pour colorier les sommets (resp. les faces d’un cube), deux (resp. trois)

couleurs sont suffisantes.

I.3. Quelques exemples 13
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dual” de l’exemple précédent (on s’intéresse ici à trouver un circuit passant

une et une seule fois par chaque sommet et non par chaque arête). On

cherche un circuit permettant non seulement de relier n villes en passant

une et une seule fois par chacune d’entre elles, mais de plus, ce circuit doit

minimiser la distance totale parcourue. On pourrait par exemple considérer

les villes belges et les données de la figure I.10 et en déterminer un circuit

optimal. Dans certains cas, on a recours à un graphe orienté plutôt qu’à

un graphe non orienté comme à la figure I.10. Cela a pour avantage de

permettre la modélisation de coûts différents pour aller d’un sommet A à

un sommet B plutôt que de B à A (ceci permet, par exemple, de prendre
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suivant la direction choisie, etc. . . ).
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Exemple I.3.3 (Coloriage). Considérons un cube. Si chaque sommet

(resp. chaque arête) d’un graphe représente un sommet (resp. une arête) du

cube, on obtient le graphe de gauche de la figure I.13, on parle du squelette

du cube. Par contre, si on représente les faces du cube par les sommets d’un

graphe et si les sommets du graphe correspondant à des faces du cube ayant

une arête commune sont adjacents, on obtient celui de droite. On peut alors

poser la question générale de déterminer le nombre de couleurs nécessaire

et suffisant pour colorier les sommets d’un multi-graphe donné, de manière

telle que deux sommets adjacents ne reçoivent pas la même couleur. Si on

répond à cette question dans le cas de notre exemple initial, on s’aperçoit

que pour colorier les sommets (resp. les faces d’un cube), deux (resp. trois)

couleurs sont suffisantes.

Figure 11 . Königsberg (la Pregel, les îles et les ponts) et le graphe modélisant
la traversée des ponts.

Définition 2.1. Un chemin (resp. lacet) du graphe G connexe est dit eulérien s’il passe
par chaque arête de G exactement une fois. Un graphe est dit eulérien s’il admet un lacet
eulérien.

(1)Aujourd’hui Kaliningrad en Russie, Königsberg était une ville royale de Prusse à l’époque d’Euler.
Immanuel Kant (1724-1804) y a passé toute sa vie, les mathématiciens Christian Goldbach (1690-1764),
Alfred Clebsch (1833-1872), David Hilbert (1862-1943) et Rudolf Lipschitz (1832-1903) y naquirent. Euler
présenta sa solution devant l’académie de Saint-Petersbourg le 26 août 1735, qui donna lieu à publication
sous le titre Solutio problematis ad geometriam situs pertinentis en 1741 dans les Commentarii academiæ
scientiarum Petropolitanæ (8, p. 128-140).
(2)La relation d’Euler (9) reliant nombres de faces, d’arêtes et de sommets d’un polyèdre convexe ou d’un
graphe planaire est tout autant caractéristique d’une vision de topologue.

http://math.dartmouth.edu/~euler/pages/E053.html
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. Exemples 2.1.
1. Le graphe de la Fig. 11 modélisant les îles et ponts de Königsberg n’est pas eulérien :

chaque sommet représente une composante connexe terrestre de la Fig. 11, chaque
pont étant représenté par une arête.

2. La maison n’est pas eulérienne mais admet un chemin eulérien. /

Figure 12 . (a) Un graphe eulérien, (b) la maison admettant un chemin eulé-
rien, mais sans lacet eulérien, (c) un graphe sans chemin eulérien.

Théorème 2.1 (Euler (1735) et Hierholzer (1873)). Un graphe est eulérien si et
seulement si tous ses sommets sont de valence paire

Un graphe, non eulérien, admet un chemin eulérien si tous ses sommets sont de valence
paire, à l’exception de deux sommets de valence impaire (qui seront les extrémités du
chemin eulérien).

Démonstration. — Si G a un lacet eulérien γ , alors en le sommet s le lacet γ y arrive
autant de fois qu’il en sort : la valence de s est donc paire. L’argument vaut aussi pour
un chemin eulérien.

Réciproquement, soit G un graphe dont les sommets sont de valence paire. Considérons
un lacet γ de G qui soit eulérien en restriction au graphe déduit de γ et de cardinal
maximal #Aγ . Supposons γ non eulérien dans G , i. e. #Aγ < #AG . Ôtons de G les
arêtes du graphe γ . Le graphe (non vide) obtenu Gγ a ses sommets de valence paire,
sans être nécessairement connexe. Il existe un lacet ϕ dans Gγ (puisqu’il en est sur tout
graphe dont les sommets sont à valence paire), ayant un sommet commun avec γ . Alors
γ ∪ ϕ est un lacet eulérien de longueur strictement plus grande que γ , au contraire de
l’hypothèse. Ainsi γ parcourt l’ensemble des arêtes de G .

Si G a tous ses sommets de valence paire à l’exception de deux d’entre eux s et s′ ,
alors le graphe G′ (3) obtenu de G par ajout d’une arête entre s et s′ a tous ses sommets
de valence paire et est donc eulérien : un lacet eulérien de G′ a une trace sur G qui est
un chemin eulérien (d’extrémités s et s′ ).

La construction du lacet eulérien sur le graphe eulérien G peut se faire suivant l’algo-
rithme dit de Fleury (1883) : démarrons avec un sommet s0 et C0 = ∅ , puis répétons
l’étape suivante

Supposons Cj = s0a1s1a2 . . . ajsj construit. Choisissons aj+1 dans le graphe
Gj = G \ {a1, . . . , aj} tel que sj soit un sommet de aj+1 et aj+1 n’est pas une
arête séparatrice du graphe Gj .

Il est toujours possible de répéter cette étape : en effet, le graphe Gj est connexe et a
tous ses sommets de valence paire, sauf au plus les deux sommets s0 et sj exactement :

(3)Si G est simple, G′ ne l’est pas nécessairement : le concept de graphe eulérien ne présuppose pas que
le graphe G soit simple.
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Figure 13 . Algorithme de Fleury : la suite des graphes Gj et la construction
du lacet eulérien.

il existe un chemin Ej = sja . . . eulérien sur Gj démarrant en sj . S’il est pris pour aj+1

l’arête initiale de Ej , le graphe Gj+1 = Gj \aj+1 couvert par le chemin Ej \a est connexe.
Ainsi, le chemin Cn = s0a1s1a2 . . . ansn obtenu au terme du processus de Fleury est

eulérien.

2.2. Graphe hamiltonien

Définition 2.2. Un chemin (resp. circuit) du graphe G connexe est dit hamiltonien s’il
passe par chaque sommet de G exactement une fois. Un graphe est dit traçable s’il admet
un chemin hamiltonien, hamiltonien connexe si pour tout couple de sommets distincts il
existe un chemin hamiltonien avec pour extrémités ce couple de sommets, hamiltonien s’il
contient un circuit hamiltonien.

. Exemples 2.2.
1. Pour n ≥ 3 , le circuit Cn est hamiltonien.
2. Pour n ≥ 3 , le graphe complet Kn est hamiltonien : un lacet hamiltonien est

123 . . . n1 . Le lacet hamiltonien n’est pas unique.
3. Le graphe associé à un polyèdre régulier (tétraèdre, cube, octaèdre, icosaédre, dodé-

caèdre) est hamiltonien.

Figure 14 . Le graphe du dodécaèdre est hamiltonien.

4. Le graphe de Petersen n’est pas hamiltonien.
5. La recherche d’un chemin hamiltonien est la modélisation du problème du voyageur

de commerce (trouver un chemin incluant chaque ville de sa tournée une et une
seule fois). Il apparaît aussi dans le design de cartes électroniques (où les sommets
représentent les transistors). /

Déterminer si un graphe est hamiltonien ou pas est un problème difficile, au contraire de
la caractérisation eulérienne. La condition nécessaire de la proposition suivante n’est pas
suffisante comme le graphe de Petersen l’atteste, alors que la condition suffisante d’Ore
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a

a

Figure 15 . Un graphe hamiltonien non eulérien, un graphe eulérien non hamil-
tonien et un graphe non hamiltonien ne vérifiant pas la condition nécessaire de la
Prop. 2.1.

n’est pas plus nécessaire : elle n’est pas satisfaite par le graphe du dodécaèdre (Fig. 14)
qui est 3-régulier à 20 sommets.

Proposition 2.1. Si G est un graphe simple hamiltonien, alors pour toute partie S non
vide de SG , le nombre de composantes connexes de G \ S est au plus #S .

Démonstration. — Soit S partie non vide de SG , s un sommet de S et C = (s =
s0, s1, . . . , sn−1, sn = s) un circuit hamiltonien. Soient G1, . . . , Gk les composantes
connexes de G \ S . Si k > 1 , pour i = 1, . . . , k , désignons par σi = sn(i) le dernier
sommet de Gi dans le circuit C et τi le sommet suivant σi dans C . Le sommet τi est
dans S , sinon il serait dans la composante connexe de G \ S contenant σi , soit Gi , ce
qui contredirait le caractère maximal de n(i) . On a donc k sommets dans S , soit la
conclusion k ≤ #S .

Théorème 2.2 (Ore (1960)). Soit G un graphe connexe tel que pour tous sommets s et
t non voisins vs + vt ≥ #SG . Alors le graphe G est hamiltonien.

Démonstration. — On raisonne par l’absurde, en considérant un graphe G sans lacet
hamiltonien vérifiant vs + vt ≥ #SG pour tous sommets s et t non adjacents, l’ordre
#SG étant minimal et le nombre d’arêtes #AG étant maximal une fois #SG fixé. Le
graphe G , non hamiltonien, n’est pas complet : soit s et t deux sommets de G non
adjacents. La propriété de minoration de la somme des degrés de deux sommets non
adjacents est encore valable pour le graphe Gst obtenu de G par ajout d’une arête {s, t} :
par extrémalité du choix de G , le graphe Gst , vérifiant #SGs,t = #G et #AGs,t = #A+1 ,
a un lacet hamiltonien C . Les sommets s et t sont adjacents dans C , sinon C serait un
lacet hamiltonien dans G . On peut écrire C = s1s2 . . . sns1 avec s1 = s et sn = t . Soit
Is l’ensemble des indices i de {1, . . . ,#SG} tels que si+1 soit adjacent à s dans G et
It l’ensemble des indices i de {1, . . . ,#SG} tels que si soit adjacent à t dans G . La
condition sur les degrés de s et t s’écrit #Is + #It ≥ #SG . Vu que n 6∈ Is ∪ It , on a
Is∪It ⊂ {1, 2, . . . , n−1} , d’où Is∩It n’est pas vide : soit h un entier de cette intersection.
Alors le chemin s1sh+1sh+2 . . . snshsh−1sh−2 . . . s2s1 est un chemin hamiltonien de G , ce
qui est contradictoire avec l’hypothèse non hamiltonnienne de G .

2.3. Problèmes P et NP

Un problème est de classe P (Polynomial) si on en connaît un algorithme de résolution
de longueur polynomiale en la taille des données alors qu’un problème est de classe NP
(Non déterministe Polynomial) si on ne connaît pas nécessairement de tel algorithme,
bien qu’il existe un algorithme polynomial pour vérifier si une réponse proposée est effec-
tivement une solution. Brièvement dit, on a d’une part les problèmes faciles à résoudre,



18 CHAPITRE 2. EULER ET HAMILTON

d’autre part les problèmes à solutions faciles à vérifier. C’est une grande conjecture d’éta-
blir que ces deux types de problèmes sont effectivement différents (un problème qui nous
paraît difficile à résoudre peut très bien ne pas l’être en fait) : c’est l’une des dix conjec-
tures énoncées pour le XXIe siècle en 2000 et dont la solution a été dotée par la fondation
Clay d’un prix de un million de dollars US.

L’existence d’un lacet eulérien dans un graphe est un problème de classe P : il suffit
d’examiner la parité de la valence de chaque sommet. Au contraire, celle d’un parcours
hamiltonien est de classe NP : on ne sait pas prouver actuellement en un temps polyno-
mial (i. e. autrement qu’en listant tous les parcours) qu’un tel parcours existe, même s’il
est facile de vérifier le caractère hamiltonien ou non hamiltonien d’un parcours donné.

La question des problèmes P et NP n’est pas seulement théorique car les informaticiens
considèrent généralement qu’un problème non P est impraticable dès que la longueur de
ces données devient un peu importante, même s’il est vrai que N1000 > 1, 02N pour des
N déjà conséquents.

2.4. Exercices

1.
Ces graphes admettent-ils des lacets eulériens ? des chemins eulériens ? Les tracer.

2. Montrer que le problème du chemin hamiltonien sur le graphe G est équivalent
au problème du circuit hamiltonien sur le graphe K{∗},G obtenu en ajoutant un
sommet ∗ à G et un arête entre ∗ et tout sommet de G .

3. Soit G et L(G) son graphe des arêtes (cf. exercice 1.6.10).
(i) Si G eulérien, le graphe L(G) est-il eulérien ? Est-il hamiltonien ?
(ii) Si G hamiltonien, le graphe des arêtes L(G) est-il eulérien ?

4. Un graphe G est dit biparti si l’ensemble des sommets S admet une partition
S = S1 ∪ S2 telle que toute arête ait une extrémité dans S1 et l’autre dans S2 .
(i) Montrer que si #S1 6= #S2 alors G n’est pas hamiltonien.
(ii) Montrer qu’un graphe est biparti si et seulement si un lacet quelconque est
de longueur paire.

5. Dessinez un graphe connexe d’ordre au moins 5 qui est (a) hamiltonien et eu-
lérien, (b) hamiltonien et non eulérien, (c) non hamiltonien et eulérien, (d) non
hamiltonien et non eulérien.
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6. Indiquer si ces graphes sont hamiltoniens : si oui, préciser un lacet hamiltonien,
sinon, en donner la raison.

7. Soit G un graphe connexe avec 2k sommets de degré impair. Montrer qu’il existe
k chemins (localement) eulériens recouvrant les arêtes de G (cf Fig. 16).

Figure 16 . Deux graphes avec 2 et 6 sommets de valence impaire.

8. Un groupe de 9 étudiants se réunit chaque jour autour d’une table ronde. Combien
de jours peuvent-ils se réunir si l’on souhaite que personne n’ait deux fois le même
voisin ?
Reprendre la question précédente, si l’on dispose d’une table à 5 places et d’une
table à 4 places.

9. Montrer que le graphe Kn a (n− 1)!/2 lacets hamiltoniens.

10. Un graphe connexe est dit unicyclique s’il possède un unique lacet.
Dessiner tous les graphes unicycliques avec 5 sommets. Pour chacun d’entre eux,
donner le diamètre et dire s’ils sont eulériens et/ou hamiltoniens.

Le graphe de Barnette-Bosák-Lederberg est cubique, polyédral
et non hamiltonien : c’est, à ce jour, le graphe avec ces proprié-
tés dont le nombre de sommets est minimal.



CHAPITRE 3

THÉORIE DE RAMSEY

La théorie de Ramsey énonce l’existence de structures régulières dans des ensembles
arbitraires de taille suffisante, résultat résumé dans la boutade : le désordre complet est
impossible(1). Ainsi, pour un entier n , il existe un entier R(n) tel qu’un dîner à N convives
avec N ≥ R(n) rassemble au moins n convives qui se connaissent mutuellement ou
bien n convives sans aucun lien de connaissance entre eux. Pour la fonction R optimale
(i. e. la plus petite de ces fonctions), on montre R(3) = 6 , R(4) = 18 et l’encadrement
R(5) ∈ [43, 49] , sans que la valeur de R(5) ne soit connue(2)

L’exemple basique de la théorie de Ramsey peut être exprimé en terme de coloriages :
soit n un entier, il existe un entier R(n) tel que pour N ≥ R(n) , tout graphe complet
KN à N sommets aux arêtes coloriées en rouge ou bleu admette comme sous-graphe un
graphe complet Kn unicolore.

La théorie de Ramsey appartient au domaine de la combinatoire. Ses énoncés utilisent
souvent le principe des tiroirs(3) (attribué à Dirichlet) : soient n paires de chaussettes
distribuées dans m tiroirs, alors, si n > m , il existe un tiroir qui contient au moins deux
paires ; ou encore, un ensemble de cardinal 1 + kr dont les éléments sont coloriés avec r
couleurs admet une partie unicolore de k + 1 éléments. Mais certains de ses résultats (et
preuves) font appel à la théorie des systèmes dynamiques (théorie ergodique en particulier)
et l’analyse de Fourier (pour des preuves donnant de bien meilleures estimations sur
certaines constantes que).

Dans les travaux originaux de Ramsey, les structures coloriées sont les arêtes de graphes.
La théorie additive de Ramsey porte sur des coloriages de parties de monoïdes additifs
(N,Zp par ex.) : on en donnera un exemple avec le théorème de Schur.

3.1. Le théorème de Ramsey (1930)

Commençons par montrer R(3, 3) = 6 soit la proposition

Proposition 3.1. (i) Pour tout bicoloriage des arêtes du graphe K6 , il existe un triangle
de la première couleur ou un de la seconde.

(1)Un autre exemple venant conforter cette assertion est l’assertion de Bolzano assurant existence dans
toute suite bornée d’une sous-suite convergente. Pour un autre exemple, cf. l’exercice ci-dessous sur le
résultat de Erdős-Szekeres.
(2)L’Encyclopédie en ligne des suites de nombres entiers [The On-line encyclopedia of integer sequences,
oeis.org] contient la liste A120414 des nombres R(n) de Ramsey conjecturés : 0, 1, 2, 6, 18, 45, 102,
213, 426, 821, 1538, 2820, 5075, 8996, 15743, 27247, 46709, 79405, 133996, 224640, 374400,. . . , soit
R(n) = ceil((3/2)(n− 3)n(n− 1)) .
(3)Les anglophones parlent de casiers (pigeonholes).

http://oeis.org


3.1. LE THÉORÈME DE RAMSEY (1930) 21

(ii) Il existe un bicoloriage du graphe complet K5 sans aucun triangle d’une des deux
couleurs.

Démonstration. — L’assertion (ii) est prouvée par la Fig. 17.

Figure 17 . Graphes bicoloriés (fin/gras) sans triangle unicolore pour K5 et
avec pour le K6 .

Pour (i), soit s un sommet de K6 : s est l’extrémité de cinq arêtes dont 3 au moins
sont de la même couleur, disons bleue, connectant s aux sommets r, t, u . Si une des arêtes
(r, t), (r, u), (t, u) est bleue, K6 a un triangle bleu. Sinon, ces trois arêtes sont rouges et
déterminent un triangle rouge, ce qui achève la preuve.

Théorème 3.1 (Pour deux couleurs). Soient m,n des entiers et soit KN un graphe
complet avec N ≥

(
m+n−2
n−1

)
= (m+n−2)!

(m−1)!(n−1)!
. Alors, pour tout coloriage des arêtes de KN

avec deux couleurs, il existe soit un sous-graphe Km de la première couleur, soit un sous-
graphe Kn de la seconde couleur.

Démonstration. — On fait une récurrence sur m + n . Lorsque m = 1 ou n = 1 , la
conclusion est évidente : R(m, 1) = R(1, n) = 1 . Soit donc m,n , avec m,n ≥ 2 , et
supposons l’énoncé du théorème démontré pour tous les couples (µ, ν) avec µ+ν < m+n .
On suppose que les couleurs du coloriage sont rouge et bleu.

Soit KN un graphe complet avec N ≥
(
m+n−2
n−1

)
et soit s un sommet de KN . Ce sommet

est adjacent à au moins(
m+ n− 2

n− 1

)
− 1 =

(
m+ n− 3

m− 2

)
+

(
m+ n− 3

m− 1

)
− 1

sommets. Par le principe des tiroirs, s est adjacent à au moins
(
m+n−3
m−2

)
sommets par des

arêtes bleues, ou
(
m+n−3
n−1

)
sommets par des arêtes rouges. Dans le premier cas, il existe

un sous-graphe complet K ′ avec au moins
(
m+n−3
m−2

)
sommets connectés à s par une arête

bleue. Par l’hypothèse de récurrence pour (m − 1, n) , K ′ contient soit un sous-graphe
complet K ′b avec m − 1 sommets connectés par des arêtes bleues, soit un sous-graphe
complet K ′r avec n sommets. Dans le dernier cas, nous en avons terminé avec K ′r qui a
au moins n sommets tous reliés par des arêtes rouges, alors qu’autrement on trouve un
Kb bleu en complétant K ′b (ayant au moins m − 1 sommets) par s et toutes les arêtes
(bleues !) joignant s à K ′b : Kb est complet avec au moins m sommets. Nous avons conclu
dans le cas où s est relié à au moins

(
m+n−3
m−2

)
sommets par des arêtes bleues. Le cas où s

est relié à
(
m+n−3
m−1

)
sommets rouges est traité de manière similaire.

4 Remarque 3.1. On peut reformuler le théorème précédent en l’existence d’une fonc-
tion R de deux variables telles que tout graphe complet KN aux arêtes bi-coloriées en
rouge et bleu et de taille N au moins R(n,m) admette soit un sous-graphe complet à
n sommets à arêtes rouges, soit un sous-graphe complet à m sommets à arêtes bleues :
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R(m,n) ≤
(
m+n−2
n−1

)
. Cette borne est optimale seulement pour des très petites valeurs de

m et n . Par exemple, on sait que R(5, 5) (≤
(

8
4

)
= 70) est compris entre 43 et 49(4).

On peut exprimer la contrainte de Ramsey sans introduire de coloriage : R(m,n) est
l’entier minimum tel que tout graphe à R(m,n) sommets contienne soit un sous-graphe
complet d’ordre m , soit n sommets totalement indépendants (i. e. sans aucune arête
entre deux de ces sommets). On se ramène à l’énoncé colorié en considérant un graphe
G à N sommets comme sous-graphe du graphe complet KN , avec des arêtes bleues pour
celles présentes dans le graphe G et rouges pour les arêtes inexistantes sur le graphe G .

Théorème 3.2 (Ramsey pour r couleurs). Soient r, n1, . . . , nr des entiers. Il existe
un entier R(n1, . . . , nr; r) tel que pour tout graphe complet KN avec N ≥ R(n1, . . . , nr; r)
sommets et avec un r -coloriage de ses arêtes, il existe une couleur j ∈ [1, . . . , r] et un
sous-graphe complet Knj unicolore de couleur j .

Démonstration. — Le théorème bicolore de Ramsey précédent énonce l’existence d’une
fonction R(m,n; 2) = R(m,n) unicolore, ce qui permet d’initier une récurrence. Nous
allons prouver, pour r ≥ 3

R(n1, . . . , nr; r) ≤ R(n1, . . . , nr−2, R(nr−1, nr; 2); r − 1).

Soit Kt un graphe complet r -colorié avec t = R(n1, . . . , nr−2, R(nr−1, nr; 2); r− 1) . Iden-
tifions les couleurs r−1 et r : par l’hypothèse de récurrence, le graphe Kt (r−1)-colorié
contient soit un Kni unicolore colorié avec la couleur i ∈ [1, r − 2] soit un KR(nr−1,nr;2)

colorié avec les deux couleurs r et r − 1 . Dans le premier cas, nous en avons terminé.
Dans le second cas, nous avons un graphe complet bi-colorié auquel on peut appliquer le
théorème de Ramsey à 2 couleurs : il existe un sous-graphe complet Knρ unicolore soit
de couleur ρ = r − 1 soit de couleur ρ = r , ce qui achève aussi la preuve.

On a

R(n, n) ≤
(

2n− 2

n− 1

)
= 4n−1

n−1∏
k=1

(
1− 1

2k

)
≤ 4n−1

n−1∏
k=1

√(
1− 1

2k + 1

)(
1− 1

2k

)

= 4n−1

√√√√2n−1∏
`=2

(
1− 1

`

)
=

4n−1

√
2n− 1

.

Trouver un minorant b de R(n) exige de montrer que tout graphe à b sommets ne contient
ni graphe complet Kn , ni partie de n sommets indépendants. La minoration suivante,
établie par Erdős, est un exemple de la méthode probabiliste : la preuve permet d’assurer
l’existence d’un graphe sans jamais le construire, uniquement en montrant qu’une partie
est non vide, car correspondant à un évènement de probabilité non nulle.

Théorème 3.3. Pour n ≥ 3,
R(n, n) > 2n/2.

Démonstration. — Soit N = 2n/2 . Considérons un coloriage aléatoire de KN où chaque
arête est coloriée indépendamment en rouge ou bleu avec la probabilité p = 1/2 . La
probabilité pour un coloriage de KN d’induire un coloriage monocolore sur un graphe Kn

(4)Le nombre Gn de graphes à n sommets étiquetés est Gn = 2(n
2) = 2(n(n−1)/2 : le nombre Kn des

graphes connexes n’a pas de formule simple, mais l’asymptotique Kn = Gn(1−2n2−n+o(2−n)) . Presque
tout graphe à n sommets est donc connexe. Cette formule indique bien comme l’ensemble de graphes de
taille n = 43 est énorme et explique la difficulté à préciser K(5) = R(5, 5) !
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associé à un n-uplet de sommets est 2/2(n2) = 2p(
n
2) . Il y a

(
N
n

)
n-uplets de sommets,

ainsi la probabilité qu’un coloriage de KN ait un sous-graphe Kn unicolore est au plus(
N

n

)
2

2(n2)
<

2Nn

n!2n(n−1)/2
=

21+n/2

n!
< 1

pour n ≥ 3 . Par suite, l’événement complémentaire a une probabilité non nulle, i. e. il y
a un coloriage n’ayant aucun Kn unicolore. En résulte R(n, n) > 2n/2 .

3.2. Le théorème de Schur (1916)

Théorème 3.4 (Schur). Soit n > 1. Il existe un entier S(n) tel que pour tout entier
premier p > S(n) la congruence xn + yn ≡ zn(mod p) a une solution (x, y, z) avec p ne
divisant par xyz .

4 Remarque 3.2. La condition xyz non divisible par p évite les solutions triviales du
type x ≡ 0(mod p) et y ≡ z(mod p) . Vu que (a+ b)p ≡ ap + bp(mod p) , on peut se limiter
à n premier à p . Ce théorème de Schur énonce que l’équation de Fermat xn + zn = zn

dans Zp a des solutions non triviale pour p assez grand. 5

Le théorème précédent est un corollaire du théorème combinatoire suivant

Théorème 3.5 (Schur). Soit r ≥ 1. Alors il existe un entier S(r) tel que si N ≥ S(r)
et si les entiers [1, N ] sont colorés avec r couleurs, il existe alors trois entiers x, y, z dans
[1, N ] de la même couleur tels que z = x+ y .

Démonstration. — Soit c : [1, N ] → [1, r] un coloriage à r couleurs des N premiers
entiers. On lui associe le coloriage ĉ des arêtes du graphe complet KN avec ĉ(i, j) =
c(|i − j|) pour i, j ∈ [1, N ] . D’après le théorème de Ramsey pluri-chromatique, si N ≥
R(3, . . . , 3; r) , il existe un triangle unicolore T = {i, j, k} de couleur c0 dans KN : si
i < j < k et on a posé x = j− i, y = k− j, z = k− i tous entiers de [1, N ] , on a x+y = z
et c0 = c(x) = c(y) = c(z) , i. e. x, y, z également colorés. On a donc prouvé le théorème
avec S(r) = R(3, . . . , 3; r) .

Preuve du théorème de Schur. — Soit Zp = Z/pZ et Z∗p = Zp \ {0} . Le groupe Z∗p est
cyclique : si g en est un générateur, tout élément de Z∗p est de la forme gnk+i avec
0 ≤ i < n . Considérons le n-coloriage de [1, p− 1] induit par la partition constituée des
parties

(1) Bi = {x ∈ [1, p− 1], x ≡ gignk(mod p), nk + i ∈ [1, p− 1]}

pour i = 0, . . . , n− 1 . L’intersection Bi ∩Bj = ∅ résulte de l’unicité de la décomposition
m = nk + i dans [1, p− 1] .

Si p− 1 ≥ S(n) , il existe un triplet unicolore d’entiers X, Y, Z dans [1, p− 1] vérifiant
Z = X+Y , soit pour les entiers i, kX , kY , kZ tels que X ≡ gigkXn, Y ≡ gigkY n, Z ≡ gigkZn

gi(gkX )n + gi(gkY )n ≡ gi(gkZ )n(mod p)

et par suite,
(gkX )n + (gkY )n ≡ (gkZ )n(mod p),

ce qui donne la solution gkX , gkY , gkZ à la congruence de Fermat xn+yn ≡ zn(mod p) .

Théorème 3.6. Avec les notations du théorème 3.4, on peut prendre S(n) ≤ 16n2 .
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Ce théorème résulte d’une preuve basée sur l’étude de sommes de racines de l’unité,
i. e. avec de l’analyse de Fourier sur le groupe (additif) Zp . Soit la somme Sk définie par

Sk =
∑
x∈Zp

e2πi kx
n

p .

et ne dépendant que de la classe de k dans Zp . Faisons les remarques suivantes
– Si a ∈ Z∗p , alors Sk = Skan puisque le changement de variable x → xan dans Z∗p
transforme Sk en = Skan .

– On a ∑
k∈Zp

e2πi km
p =

p−1∑
k=0

e2πi km
p =

{
p si m est divisible par p,
0 sinon.

Alors ∑
k∈Zp

|Sk|2 =
∑

x,y,k∈Zp

e2πi
k(xn−yn)

p = pN

où N est le cardinal de {(x, y) ∈ Z2
p, x

n = yn} , i. e. le nombre de solutions de
l’équation xn = yn dans Z2

p .
– N ≤ 1 + n(p− 1) , vu que si x ∈ Z∗p , alors les y vérifiant xn = yn sont de la forme
y = ux avec un = 1 .

– Si Gn = {an, a ∈ Z∗p} , alors #Gn ≥ (p− 1)/n d’après la partition (1) .

Lemme 3.1. Si k ∈ Z∗p , alors |Sk| ≤
√

2pn.

Démonstration. — Vu les observations précédentes ,

#Gn|Sk|2 =
∑
an∈Gn

|Skan|2 ≤
∑
`∈Z∗p

|S`|2 ≤ pN − p ≤ p(1 + n(p− 1))− p ≤ np2.

Ainsi

|Sk|2 ≤
n2p2

p− 1
≤ 2n2p.

Fin de la preuve du théorème de Schur. — Soit M le nombre de triplets ordonnés x, y, z
dans Zp vérifiant xn + yn = zn . En utilisant (3.2), on a

M =
∑

x,y,z∈Zp

1

p

p−1∑
k=0

e2πi
k(xn+yn−zn)

p =
1

p

p−1∑
k=0

S2
kSk

Le terme dominant dans le dernier membre de l’égalité précédente est S0 , vu que

M ≥ p2 − 1

p

p−1∑
k=1

|Sk|3 ≥ p2 − (2n2p)3/2 ≥ 1

2
p2

si l’entier premier p est assez large, par exemple p ≥ 16n2 Par ailleurs, le nombre de
solutions x, y, z avec x ou y nuls est au plus 1 + 3np < 1

2
p2 . En découle l’existence d’au

moins une solution x, y, z ∈ Zp avec xyz 6= 0 .

4 Remarque 3.3. La preuve via Fourier donne la minoration p ≥ 16n2 , alors que la
preuve via le théorème de Ramsey donne p ≥ S(n) = R(n, . . . , n; 3) avec R(n, . . . , n; 3) ≤
3n! .
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3.3. Les théorèmes de Van der Waerden (1927) et Szemerédi (1975)

Une progression arithmétique [PA] de longueur k est une suite de nombres (a, a +
d, . . . , a+ (k − 1)d) , que l’on notera a+ [0, k − 1]d .

Théorème 3.7 (Van der Waerden). Si l’ensemble des entiers N est colorié avec r cou-
leurs, alors, pour tout entier k , il existe une PA unicolore de longueur k .

Nous montrerons ici sa version finitaire :

Théorème 3.8. Soit des entiers r et k . Alors il existe un entier W (r, k) tel que si N ≥
W (r, k) et [1, N ] a un coloriage à r couleurs, alors il existe une PA unicolore [PAM] de
longueur k .

4 Remarque 3.4. Le coloriage 1 2 3 4 5 6 7 8 ne contient aucune PA de longueur 3, ainsi
W (2, 3) > 8 : on montre que W (2, 3) = 9 , bien petit en comparaison de la majoration
W (2, 3) < 325 donnée par la preuve ci-dessous. Il est conjecturé que W (2, k) < 2k

2 , la

meilleure borne connue étant due à T. Gowers W (2, k) < 222
22
k+9

. 5

Une partie B de K entiers consécutifs est appelé un bloc de taille K . Le translaté du
bloc B par d est le bloc B + d = {x + d, x ∈ B} . Tout r -coloriage c : [1, N ] → [1, r]
induit un r -coloriage sur toute partie A contenue dans [1, N ] , qui sera noté c(A) . Il y a
rK coloriages à r couleurs d’une partie à K éléments.

Commençons par montrer le théorème pour r = 2, k = 3 .

Démonstration. — Supposons donné un coloriage c de [1, 325] . Divisons [1, 325] en 65
blocs B1, B2, . . . , B65 de longueur 5. Chaque bloc a 25 = 32 2-coloriages possibles, il y a
donc deux blocs, soit Bi, Bi+d avec 1 ≤ i < i+d ≤ 33 même coloriage (i. e. x et x+d ont
même couleur pour tout x ∈ Bi ). Parmi les 3 premiers entiers de Bi , deux, soit a, a+ e
sont de même couleur, disons rouge. Ainsi la partie {a, a+e, a+d, a+e+d} est unicolore
rouge. Vu que {a, a+ e, a+ 2e} ⊂ Bi et {a+ d, a+ e+ d, a+ 2e+ d} ⊂ Bi + d , les entiers
a + 2e et a + 2e + d sont de même couleur : soit ils sont rouges, et alors on a trouvé la
PA a, a + e, a + 2e unicolore de longueur 3, soit ils sont de l’autre couleur, disons bleu.
L’entier a + 2e + 2d est dans Bi+d + d = Bi+2d avec i + 2d ≤ 65 vu que i + d ≤ 33 et
d ≤ 32 . Si a+ 2e+ 2d est bleu, alors la PA a+ 2e, a+ 2e+ d, a+ 2e+ 2d est bleue, sinon
la PA a, a + e + d, a + 2e + 2d est rouge. On a bien montré l’existence d’une PAM pour
tout 2-coloriage de [1, 325] . C’est donc aussi le cas pour tout 2-coloriage de [1, N ] avec
N ≥ 325 . Il a donc été démontré que W (2, 3) ≥ 325 .

Pour le cas général, qui résultera d’une double récurrence, introduisons la notion de
n-uplet de PA avec point base commun a : c’est une partie A de la forme A = (a +
[0, k − 1]d1) ∪ . . . ∪ (a + [0, k − 1]dn) . Ce n-uplet sera dit polychromatique si chaque
PA a + [1, k − 1]di, 1 ≤ i ≤ n est unicolore, avec des couleurs différentes deux à deux.
Si les translatés A + d, . . . , A + (k − 1)d d’une telle partie sont identiquement colorés,
alors la partie A ⊂ (A + d) ∪ . . . (A + k(−1)d) contient une (n + 1)-uplet de PA, ou
est une PAM.. En effet, la couleur du point base a est la même que celle d’une PA, soit
a+[1, k−1](d+di) , et par suite a+[0, k−1](d+di) est une PAM de longueur k .l sinon, A
contient le (n+1)-uplet de PA a+[0, k−1]d, a+[0, k−1](d+d1), . . . , a+[0, k−1](d+dn) ,
qui est polychromatique.
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Lemme 3.2. Soient r, k entiers et supposons W (r, k − 1) défini. Alors pour tout entier
n, il existe un entier W (r, n, k − 1) tel que si N ≥ W (r, n, k − 1) et si [1, N ] est r -
colorié, alors il existe un n-uplet polychromatique de PA de longueur k − 1 ou une PAM
de longueur k .

Preuve du Lemme. — Le cas n = 1 est clair. Supposons l’assertion du Lemme vraie pour
n−1 et posons N1 = W (r, n−1, k−1) . Ainsi, tout bloc de longueur N1 contient une PAM
de longueur k , et nous en avons fini ou un (n−1)-uplet polychromatique de longueur k−1 .
Dans ce dernier cas, posons N2 = 2W (rN1 , k − 1) et considérons N2 blocs consécutifs de
longueur N1 . Vu qu’il y a rN1 coloriages de chaque bloc, il existe une PA de longueur k−1−
de blocs également coloriés B+d, . . . , B+(k−1)d . Vu que #B = W (r, n−1, k−1) , il existe
un (n−1)-uplet de PA, soit A ⊂ B polychromatique. Alors la partie A∪ . . .∪A+(k−1)d
contient une n-uplet polychromatique de longueur k − 1 , ou une PAM de longueur k
comme remarqué précédemment. Cela achève la récurrence.

Fin de la preuve du théorème de Van der Waerden. — On a clairement W (r, 2) = r + 1
pour tout r . Supposons l’existence de W (r, k−1) pour chaque r . Alors le lemme précédent
assure l’existence de W (r, n, k − 1) pour chaque n . Pour n = r , il existe pour tout r -
coloriage de [1,W (r, e, k − 1)] un r -uplet de PA polychromatique. La couleur du point
base doit coïncider avec celle d’une des k − 1 PA puisqu’il y a r couleurs. Alors,de
même que précédemment, il contient une PAM de longueur k . On peut donc prendre
W (r, k) = W (r, r, k − 1) , achevant ainsi la récurrence.

Le théorème de Van der Waerden est un corollaire du théorème de Szemerédi :

Théorème 3.9 (Szemerédi). Soit δ > 0 et k ≥ 3. Il existe S(k, δ) tel que toute partie
A de [1, N ] contienne une PA de longueur k dès que N ≥ S(k, δ) et #A ≥ δN .

Il suffit en effet de poser δ = 1/r : tout coloriage à r couleurs contient une partie
colorée d’au moins δN éléments.

3.4. Exercices

1. Soit G un graphe. Montrer que G ou son complémentaire G est connexe. En
déduire que tout bicoloriage de Kn admet un arbre maximal unicolore à n som-
mets.

2. (1) En considérant le premier graphe de la Fig. 18, montrer que R(3, 4) > 8 , puis
que R(3, 4) = 9 .
(2) Le second graphe de la Fig. 18 est le graphe l’ensemble de sommets Z17 avec
une arête entre i et j si et seulement si i− j égale ±1,±2,±4,±8 . Montrer que
R(4, 4) > 17 , puis que R(4, 4) = 18 .

3. Soit G un graphe. Montrer l’existence d’un entier N(G) tel que tout graphe
complet bicolorié Kn avec n ≥ N(G) contienne une copie de G unicolore.
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Figure 18 . Deux graphes utiles pour le calcul de R(3, 4) et R(4, 4).

4. (1) Soit L = 22`−1 − 1 et KL le graphe à L sommets avec un bicoloriage de ses
arêtes.
(1.α) : On construit une suite (si ∈ Si), i = 1, . . . , 2` − 1 telle que S1 = S(KL)
et Si+1 est l’ensemble des sommets autres que si donnés par la partie unicolore
d’arêtes issues de si de cardinal maximal. Montrer que cette construction est bien
possible et que #Si ≥ 22`−i − 1 pour i = 1, . . . , 2`− 1 .
(1.β ) : Colorions si de la couleur de l’arête le joignant à Si+1 : de la partition
en deux parties unicolores de l’ensemble des sommets {s1, . . . , s2`−1} résultant de
ce coloriage, montrer que celle de cardinal maximal fournit un graphe complet
unicolore de cardinal ` . En déduire que le nombre de Ramsey R(`, `) est majoré
par 22`−1 − 1 .
(2) Montrer que R(`, . . . , `; r) ≤ 2(`−1)r−1.

5. Soient des entiers m ≥ 1 et n ≥ 2 . Montrer qu’il existe L ≥ 1 tel que pour
tout ensemble fini E de cardinal au moins L et toute application f : E × E →
[1,m] , il existe m0 ∈ [1,m] et des éléments distincts x1, . . . , xn de E tels que
f(xi, xj) = m0 pour 1 ≤ i < j ≤ n .

6. Soit SN = (ai)i=1,...,N une suite de réels distincts. En considérant le bi-coloriage où
l’arête (ai, aj) est rouge si et seulement si (ai−aj)/(i−j) > 0 , verte sinon, montrer
que SN contient une sous-suite monotone de longueur n dès que N ≥ R(n) .
[Erdős et Szekeres ont montré que c’était le cas dès que N ≥ (n− 1)2 + 1 ].

7. Soit σ une permutation des entiers [1, r] . Montrer que R(nσ(1), . . . , nσ(r); r) =
R(n1, . . . , nr; r) .

8. Montrer la majoration

R(3, . . . , 3; r) ≤ 3r!

pour la meilleure constante de Ramsey R(3, . . . , 3; r) .
Préciser cette majoration en R(3, . . . , 3; r) ≤ er! + 1 en remarquant

R(3, . . . , 3; r + 1)− 1 ≤ (r + 1)(R(3, . . . , 3; r)− 1) + 1.
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9. Soit G un graphe à s sommets et a arêtes. Si G n’a pas de triagle, a ≤ s2/4 .

10. Soit G un graphe avec s sommets et a arêtes. Montrer que le nombre des triangles
de G est minoré par 4a

3s

(
a− s2

4

)
.

11. Montrer que tout bicoloriage des arêtes de Kn avec n ≥ 6 admet au moins 1
20

(
n
3

)
triangles unicolores.

12. Montrer que pour tout bicoloriage de N , il existe une infinité de triplets x, y, x+y
unicolores (indication : le théorème de Schur assure de l’existence d’un tel triplet :
le recolorier de manière strictement bicolore, et rechercher un autre triplet de
Schur, etc)

13. Montrer que pour tout bicoloriage de N est possible de trouver un triplet (x, y, x+
y) monocolore avec x et y distincts (indication : raffiner le coloriage de telle
manière que x et 2x soient toujours de couleurs distinctes).

14. Montrer que pour tout bicoloriage de N∗ contient une infinité de triplets (x, y, xy
monocolores (non triviaux : x, y > 1).



CHAPITRE 4

SPECTRES DE GRAPHES

Un graphe, avec ses propriétés géométriques, peut se lire à travers des structures li-
néaires : matrice d’adjacence, matrice d’incidence, opérateur bord, opérateur laplacien.
Ces applications linéaires, à coefficients booléens ou réels (modélisant le coût de liaisons
par ex.) opèrent sur des espaces vectoriels CSG , CAG munis eux-mêmes de produits her-
mitiens à poids

(2) ‖(us)‖2 =
∑
s∈SG

ps|us|2, ‖(va)‖2 =
∑
a∈AG

pa|va|2

Ainsi les classes de matrices associées à des graphes sont très nombreuses. En retour,
comme l’analyse spectrale à la Perron-Frobenius le montre, des graphes sont introduits
pour étudier les propriétés spectrales de certaines matrices.

Nous nous limitons à traiter ici la matrice d’adjacence de graphes (orientés ou non) et les
laplaciens avec potentiels (associés à des graphes non orientés). Nous ne faisons qu’effleurer
le problème inverse : quelles propriétés géométriques et combinatoires du graphe G sont
lisibles dans la matrice d’adjacence MG ou le laplacien ∆G ? Le graphe est-il caractérisé
spectralement par son spectre (de la matrice d’adjacence, de son laplacien,. . .) ? Quels
exemples de graphes isospectraux non isomorphes ?

4.1. Matrice d’adjacence

Définition 4.1. Soit G un graphe. La matrice d’adjacence MG du graphe G est la matrice
carrée d’ordre #SG avec (MG)st le nombre d’arêtes entre le sommet s et le sommet t :
la matrice MG est symétrique.

La matrice d’adjacence MG du digraphe G est définie pareillement : (MG)st compte
les arêtes (orientées) d’origine s et d’extrémité finale t ; la matrice MG n’est pas néces-
sairement symétrique.

Si les sommets de G sont énumérés suivant une bijection e : SG → {1, . . . ,#SG} la
matrice MG , définie comme tableau de nombres indexé par SG×SG , est en correspondance

1

2

3

0 1 1
1 0 1
1 1 0

 1

2

3

0 1 0
0 0 1
1 0 0


Figure 19 . Les matrices d’un graphe (non orienté) et d’un digraphe.
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biunivoque avec une matrice MG(e) (classique !), dont les coefficients sont indexés par des
entiers : (MG(e))e(s),e(t) = (MG)st, s, t ∈ SG . Le lemme suivant indique la relation entre
les matrices déterminées par deux énumérations d’un même graphe.

Lemme 4.1. Soit G un graphe et i, j : SG → {1, . . . ,#SG} deux énumérations de ses
sommets. Les matrices d’adjacence MG(i) et MG(j) correspondantes sont conjuguées l’une
de l’autre : MG(i) = P−1

σ MG(j)Pσ , avec Pσ la matrice de permutation associée à la
permutation σ = j ◦ i−1 de {1, . . . ,#SG}.

Démonstration. — La matrice de permutation P = Pσ est caractérisée par Pk` = 1 si
k = σ(`) , 0 sinon : ainsi, vu que σ ◦ i = j , Pj(s)i(t) = 1 si s = t , 0 sinon . S’en déduit

MG(i)i(s)i(t) = P−1
i(s)j(s)MG(j)j(s)j(t)Pj(t)i(t),

soit MG(i) = P−1MG(j)P .

Ce Lemme justifie la définition suivante

Définition 4.2. Le spectre du graphe (resp. digraphe) G est le spectre de sa matrice d’ad-
jacence, où ont été répétées les valeurs propre suivant leur multiplicité dans le polynôme
caractéristique. Deux graphes sont dits isospectraux s’ils ont mêmes spectres.

Ainsi le spectre du graphe G est un ensemble de n complexes. La matrice d’adjacence
d’un graphe (non orienté) est symétrique : elle est donc diagonalisable dans une base
orthonormée de RSG avec le produit scalaire standard (tous les poids ps dans (2) égaux
à 1) et le spectre est un ensemble de n nombres réels.

. Exemples 4.1.

1. Les matrices des graphes de la Fig. 19 ont respectivement pour polynôme caracté-
ristique

λ3 − 3λ− 2 = (λ− 2)(λ+ 1)2, λ3 − 1 = (λ− 1)(λ2 + λ+ 1),

et spectres

{2,−12}, {1,−1

2
± i
√

3/2}.

2. L’étoile En à n branches (et n+ 1 sommets) a pour matrice d’adjacence

MEn =


0 1 . . . 1
1 0 . . . 0
...

...
...

1 0 . . . 0


avec {

√
n, 0n−1,−

√
n} comme spectre. Son noyau a pour équation x0 = 0, x1 + . . .+

xn = 0 et la valeur propre ±
√
n a pour vecteur propre (±

√
n, 1, . . . , 1) (1)

(1)Une fois le noyau déterminé, on cherche les vecteurs propres associés à une valeur propre non nulle
dans l’orthogonal du noyau, soit parmi les vecteurs de la forme (α, β, . . . , β) .
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3. Le lacet Ln a pour matrice la matrice

MLn =



0 1 0 . . . 0 1
1 0 1 0 . . . 0

0 1 0 1
...

... 0 1
...

0 . . . 0 1
1 0 . . . . . . 1 0


Posons ωn = e2iπ/n et λt = 2 cos(2πt) . Le lacet Cn a pour spectre {λk/n, k =

1, . . . , n} avec comme vecteurs propres associés (vk = (ωkjn /
√
n)nj=1)nk=1

(2). Cette
famille est une base orthonormée de Cn avec le produit scalaire (hermitien) 〈z, z′〉 =∑n

j=1 zjz
′
j .

Cet exemple donne une version de la transformée de Fourier discrète(3)

Fn : w = (wj) ∈ Cn →

(
〈w, vk〉 =

1√
n

n∑
j=1

ω−kjn wj

)
∈ Cn

avec transformée inverse

F−1
n : ξ = (ξk)

n
k=1 ∈ Cn →

(
〈ξ, vj〉 =

1√
n

n∑
k=1

ωkjn ξk

)
∈ Cn.

4. Le chemin Cn a pour matrice la matrice bidiagonale

MCn =



0 1 0 . . . . . . 0

1 0 1 0
...

0
. . . . . . . . . . . . ...

... . . . . . . . . . 1 0

... . . . . . . 0 1
0 . . . . . . 0 1 0


⊂

Le chemin Cn = x1x2 . . . xn est un sous-graphe du lacet L2(n+1) : si celui-ci est
représenté comme x0x1x2 . . . xnx̃0x̃1x̃2 . . . x̃n , la symétrie S laissant fixe x0 et x̃0 et
transformant xi en x̃i pour i = 1, . . . induit sur CXL2(n+1) un opérateur commutant
à ML2(n+1)

, un vecteur v de CXCn s’identifiant à une fonction Vv S -antisymétrique
sur L2(n+1) : cette fonction V est nulle en x0 et x̃0 , MCnv s’identifiant à la fonction
ML2(n+1

Vv . Ainsi, si θn = 1/(n+1) , le spectre de MCn est {2 cos(πkθn), k = 1, . . . , n}
avec vecteurs propres respectifs (vk = (sin(πkjθn)/

√
2(n+ 1))nj=1)nk=1 .

(2)λk/n = λ(n−k)/n , aussi, pour k = 1, . . . , n/2−1 ou (n−1)/2 suivant que n est pair ou impair, le sous-
espace engendré par vk et vn−k est l’espace propre associé à la valeur propre λk de dimension 2 . Alors
vk + vn−k = (2(cos(2πkj/n))/

√
n)nj=1 et i(vk − vn−k) = (−2(sin(2πkj/n))/

√
n)nj=1 en constituent une

base de vecteurs réels. Le vecteur vn est réel, avec valeur propre λ1 = 2 et si n est pair, le vecteur propre
vn/2 est réel : vn/2 = ((−1)j)nj=1 . Le spectre du lacet Cn est donc {2, λ1/n, λ2/n, . . . , λ(n/2−1)/n,−2} si
n est pair, {2, λ1/n, λ2/n, . . . , λ(n−1)/(2n)} sinon, les valeurs propres étant de multiplicité 2 sauf 2 et −2 .
(3)On comparera avec la transformée de Fourier qui a associe à f la fonction f̂ définie par f̂(ξ) =

〈f, ei2πxξ〉 =
∫
R f(x)e−2iπxξdx , avec la formule d’inversion f(x) = 〈f̂ , e−2iπxξ〉 .
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5. Le graphe complet Kn a pour matrice la matrice

MKn =


0 1 . . . . . . 1

1 0
. . . ...

... . . . . . . . . . ...

... . . . 0 1
1 . . . . . . 1 0


avec spectre {n−1, (−1)n−1} : la valeur propre n−1 a pour vecteur propre (1, . . . , 1)
et l’espace propre associé à la valeur propre −1 a pour équation x1 + . . .+ xn = 0 .

Figure 20 . Deux représentations du graphe de Petersen.

6. Le graphe de Petersen a pour spectre {3, 15, (−2)4} .

Figure 21 . Deux paires de graphes isospectraux avec le nombre minimal de
sommets : la première parmi les graphes non connexes, la seconde parmi les
forêts.

7. Dans la Fig. 21, les deux premiers graphes ne sont pas isomorphes (l’un est connexe,
l’autre pas), avec même spectre {−2, 03, 2} : en faisant la listes de graphes avec leur
spectre, on constate qu’il n’y a pas de paire de graphes non isomorphes isospectraux
parmi les graphes à au plus 4 sommets. Les deux forêts sont isospectrales (les plus
petits forêts isospectrales avec un des graphes ayant un seul sommet de valence au
moins 3), de spectre {02,±1,±

√
3} .

Figure 22 . Deux paires de graphes connexes isospectraux non isomorphes.

8. Dans la Fig. 22, les deux premiers graphes ont pour suite de valence (12, 34) et
(1, 24, 5) : ils sont donc non isomorphes. Ils sont cependant isospectraux, avec poly-
nôme caractéristique

(λ+ 1)2(λ− 1)(λ3 − λ2 − 5λ+ 1).
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Les deux derniers graphes, de suites de valences (16, 42) et (15, 22, 51) , sont des arbres
non isomorphes et avec même polynôme caractéristique λ4(λ4− 7λ2 + 9) . On vérifie
qu’un graphe connexe (resp. un arbre) d’au plus 5 (resp. 7) sommets est caractérisé
par son spectre(4).

Figure 23 . Deux arbres isospectraux avec même suites de valences et non isomorphes.

a a α α

Figure 24 . Une paire de graphes 4-homogènes isospectraux (où les sommets
a , resp. α , sont à identifier) non isomorphes, l’un planaire, l’autre pas.

9. Dans la Fig. 23, la paire isospectrale contient des graphes non isomorphes isovalents.
La Fig. 24, les deux graphes sont réguliers de degré 4 (ils ont donc même suite de
valence (412)) et sont isospectraux, de spectre {−25, 03, 23, 4} : l’un étant planaire,
l’autre pas, ils sont non isomorphes.

10. Dans la Fig. 7, les paires de graphes isovalents ne sont pas isospectraux, avec poly-
nôme caractéristiques respectifs

λ(λ4 − 5λ2 + 2), (λ− 1)(λ+ 1)(λ3 − 4λ− 2).

et
(λ+ 1)3(λ3 − 3λ2 − 3λ+ 7), (λ+ 1)3(λ3 − 4λ2 + λ+ 4).

Leur nombre de triangles ne coïncidant pas, ces graphes ne peuvent être isospectraux
d’après la Prop. 4.1.

Figure 25 . Une triade isopectrale de polynôme caractéristique (λ + 1)(λ +
2)(λ3 − 3λ2 − 4λ+ 8)λ2 .

11. La Fig. 25 exhibe la plus petite triade isospectrale. Pour tout n , il existe n graphes
isopectraux et non isomorphes deux à deux. /

Les invariants de conjugaison des matrices peuvent-ils restituer des informations géo-
métriques sur le graphe ?

(4)Pour d’autres exemples, voir l’exercice 1.6.1.6. On montre que les arbres avec au plus un seul sommet
de valence au moins 3 sont spectralement déterminés.
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Proposition 4.1. Soit PG le polynôme caractéristique de la matrice d’adjacence MG . Si
PG(λ) = dét(λ−MG) = λn0 − p1λ

n0−1 − p2λ
n0−2 − p3λ

n0−3 − . . .− pn0 , alors

degPG = #SG, p1 = 0, p2 = #AG, p3 = 2#TG,

où #TG est le nombre des triangles dans G.

Démonstration. — Les éléments diagonaux de MG étant nuls, la trace de MG , soit p1 l’est
aussi. Mis à part les mineurs à coefficients tous nuls, un mineur d’ordre 2 contribuant à

p2 est de la forme
∣∣∣∣ 0 −1
−1 0

∣∣∣∣ = −1 , chacun correspondant à une paire de sommets voisins

(ou, de manière équivalente, une arête). La somme de ces 1 donne p2 qui est ainsi le
nombre des arêtes de G . Pour les mineurs d’ordre 3 avec des coefficients non tous nuls,
on a trois possibilités∣∣∣∣∣∣

0 −1 0
−1 0 0
0 0 0

∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣

0 −1 −1
−1 0 0
−1 0 0

∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣

0 −1 −1
−1 0 −1
−1 −1 0

∣∣∣∣∣∣ ,
les deux premiers mineurs étant nuls et le troisième, valant −2 et correspondant à trois
sommets adjacents deux à deux : on obtient donc p3 comme le double du nombre de ces
triangles.

4.2. Matrices positives

On note par ‖ ‖∞ la norme ∞ sur Cn et la norme matricielle associée sur l’espace des
matrices M d’ordre n

‖z‖∞ = sup
`=1,...,n

|z`|, ‖M‖∞ = sup
z∈Cn\{0}

‖Mz‖
‖z‖

= sup
i=1,...,n

∑
j=1,...,n

|Mij|.

Rappelons que le rayon spectral ρM de la matrice M est le module maximum de ses
valeurs propres : il est égal à la limite (indépendante du choix de norme matricielle) de
‖Mn‖1/n lorsque n→∞ .

Proposition 4.2. Soit M matrice à coefficients positifs ou nuls. Si v est un vecteur propre
de M à coefficients tous strictement positifs, alors la valeur propre associée λv est égale
à ρM .

Démonstration. — Soit diag v la matrice diagonale diag(v1, . . . , vn) si v = (v1, . . . , vn) .
Alors le vecteur w = (1, . . . , 1)t est vecteur propre de P = (diag v)−1M diag v , matrice à
coefficients positifs qui vérifie

∑
j pij = λv pour i = 1, . . . , n et qui a même rayon spectral

que M . Soit z ∈ Cn un vecteur propre de P avec valeur propre λ . Vu Pz = λz ,

(3) |λzi| = |(Pz)i| =

∣∣∣∣∣∑
j

pijzj

∣∣∣∣∣ ≤∑
j

pij‖z‖∞ = λv‖z‖∞, i = 1, . . . , n.

Ainsi |λ| ≤ λv et la conclusion : λv = ρP = ρM .

4 Remarque 4.1. Si z est non colinéaire à w , une des inégalités (3) pour un i est
stricte, ainsi la valeur propre λv est simple, au sens où l’espace propre ker(M − λv)
est uni-dimensionnel. Il en est de même pour ker(M − λv)k . Si ce n’était pas le cas, M
aurait un bloc de Jordan J(λv) non trivial, pour lequel (J(λv)/λv)

n est non borné lorsque
n→∞ : par conjugaison il en est de même pour (M/λv)

n . Par ailleurs, l’inégalité centrale
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de (3) implique que ‖Pz‖∞ ≤ λv‖z‖∞ , soit ‖P/λv‖∞ ≤ 1 et donc ‖(P/λv)n‖∞ ≤ 1 . Par
suite, ‖(M/λv)

n‖∞ est uniformément borné : contradiction ! 5

. Exemples 4.2.

1 1

1

1

2

1 2 3 2 1

2
1

1 2 3 4 3 2 1

2

2 4 6 5 4 3 2 1

3

1 2 2 2 2 1

1 1

Figure 26 . Graphes avec indice égal à 2.

1. Les graphes de la Fig. 26 ont un vecteur propre positif avec valeur propre associée
égale à 2 : leur indice est donc égal à 2. Ce sont les seuls graphes de ce type, en plus
du lacet.

2. Pour un graphe G d-homogène, le vecteur (1, . . . , 1)t est strictement positif : vu la
constance de la valence, c’est un vecteur propre de M pour la valeur propre d . Par
suite, M a comme rayon spectral ρM = d . /

Théorème 4.1 (Perron (1907) & Frobenius (1912)). Soit M matrice à coefficients
positifs.

(i) Le rayon spectral ρM est valeur propre de M .
(ii) Si M est à coefficients strictement positifs, la valeur propre ρM est simple et a

un vecteur propre à coefficients strictement positifs. Cette valeur propre admet comme
caractérisation variationnelle

(4) ρM = inf
x>0
‖(diag x)−1M diag x‖∞

Toute autre valeur propre est de module strictement inférieur au rayon spectral ρM .

. Exemples 4.3.

1. Les matrices
(

0 2
1 1

)
,
(

0 4
1 0

)
et
(

1 0
1 1

)
ont comme spectres respectifs {2,−1} ,

{2,−2} et {12} .
2. Soit G un graphe bipartite : SG = S1 ∪ S2 . Sa matrice d’adjacence est de la forme

MG =

(
0 M12

M t
12 0

)
Si v = (v1, v2) est vecteur propre avec valeur propre λ (par exemple pour le vecteur
positif vecteur propre pour la valeur propre ρM ), alors ṽ = (v1,−v2) est vecteur
propre pour la valeur propre −λ . /

Démonstration. — Les valeurs propres de M , racines du polynôme caractéristique PM ,
sont des fonctions continues de M : la première partie du théorème résulte de la seconde.

Soit Σ = {x = (xi), xi > 0,
∑

i xi = 1} et la fonction ΦM définie sur Σ par

ΦM(x) = ‖(diag x)−1M diag x‖∞
où diag x est la matrice diagonale de coefficients diagonaux (x1, . . . , xn) . Le bord de Σ
correspond aux x avec au moins une coordonnée nulle. Si xj0 = ε , il y a au moins un
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j 6= j0 pour lequel à xj ≥ (1 − ε)/n . Ainsi ΦM(x) ≥ x−1
j0
Mj0jxj ≥ (1 − ε)Mj0j(nε)

−1 :
ΦM(x)→ +∞ lorsque x→ ∂Σ et le minimum de ΦM sur Σ est atteint en un v de Σ .

Montrons que ce v est un vecteur propre de M avec valeur propre λ = infx∈Σ ΦM(x) .
Via le difféomorphisme

ϕv : x = (xi) ∈ Σ→ y =

(
xi

vi
∑

`(x`/v`)

)
∈ Σ,

on a

ΦM(x) = ‖(diag y)−1(diag v)−1M diag v diag y‖∞ = ΦP (y), y = ϕv(x),

avec P = (diag v)−1M diag v : on est ramené à montrer que w = ϕv(v) = (1/n, . . . , 1/n)
est vecteur propre de P du fait de sa minimisation de ΦP :

(5) ΦP (y) = sup
i

∑
j

y−1
i Pijyj ≥ ΦP (w), y ∈ Σ.

avec
ΦP (w) = ‖P‖∞ = sup

i

∑
j

Pij

Supposons KP = {k,
∑

j Pkj < ΦP (w)} non vide. Pour y(η) tel que y(η)i = Cη(1 + η)

si i 6∈ KP et y(η)i = Cη sinon avec Cη > 0 choisi telle que y(η) ∈ Σ , on a si i 6∈ KP∑
j

y(η)−1
i Pijy(η)j =

∑
j 6∈KP

Pij + (1 + η)−1
∑
j∈KP

Pij = ΦP (w)− η(1 + η)−1
∑
j∈KP

Pij

et si i ∈ KP∑
j

y(η)−1
i Pijy(η)j =

∑
j 6∈KP

Pij(1 + η) +
∑
j∈KP

Pij =
∑
j

Pij(1 + η)− η
∑
j∈KP

Pij

ce qui donne ΦP (y(η)) < ΦP (w) pour η > 0 suffisamment proche de zéro, contrairement
à la propriété (5). Ainsi KP est vide, soit

ΦP (w) =
∑
j

Pij, i = 1, . . . , n,

w est un vecteur propre de P avec valeur propre ΦP (w) et donc v un vecteur propre de
M (5)

Le théorème en résulte, grâce à la prop. 4.2.

Définition 4.3. La matrice M à coefficients positifs ou nuls est dite primitive si une de
ses puissances a tous ses coefficients non nuls.

Corollaire 4.1. Soit M matrice à coefficients positifs ou nuls primitive.
Le rayon spectral ρM de M est valeur propre simple et a un vecteur propre à coefficients

strictement positifs. Toute autre valeur propre est de module strictement inférieur au rayon
spectral ρM .

(5)L’existence du vecteur propre v ∈ Σ résulte du théorème de Brower appliqué à la transformation du
simplexe Σ qui à v associe Mv/‖Mv‖1 :
Théorème (Brower) Soit C convexe compact de Rd . Toute application continue de C dans lui-même
admet un point fixe dans C .
La démonstration présentée ici est élémentaire et est reprise de notes de Suyeon Kim qui l’attribue à
V. Drinfeld (2006). La caractérisation de v par min-max apparaît chez H. Wielandt (1950).
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Démonstration. — Soit k tel que Mk soit à coefficients tous positifs. D’après le théorème
4.1, M a ρM comme valeur propre. Si elle n’était pas simple, (ρM)k serait valeur propre
multiple de Mk , ce qui n’est pas. De même si M avait une valeur propre λ de module
ρM distincte de ρM , la matrice Mk aurait ρkM comme valeur propre non simple si λ/ρM
était une racine k -ième de l’unité ou une valeur propre de module ρMk = (ρM)k distincte
de ρMk , ce que le théorème 4.1 prohibe aussi.

Définition 4.4. L’indice rG du graphe G , est défini comme la plus grande valeur propre
de sa matrice d’adjacence.

La caractérisation variationnelle (4) du rayon spectral d’une matrice à coefficients stric-
tement positifs M permet de comparer les indices de graphes et de sous-graphes.

Corollaire 4.2. Si H est un sous-graphe de G, alors rH ≤ rG .
En particulier, si G a #SG sommets et au moins une arête,

1 ≤ rG cos(rG ≤ #SG − 1

et si G est connexe de diamètre dG
rG ≥ 2 cos(π/(dG + 2)).

Démonstration. — Soit J la matrice d’ordre #SG avec tous ses coefficients égaux à 1. On
a ρM = limε→0 ρM+εJ . Par ailleurs, si H est un sous-graphe de G , le graphe HG obtenu
en complétant H par #SG−#SH sommets (sans aucune arête supplémentaire) a comme
spectre celui de H augmenté de 0 de multiplicité #SG − #SH : la matrice de HG est
dominée coefficient à coefficient par celle de G . Utilisant la caractérisation variationnelle
(4), on obtient l’inégalité entre les rayons spectraux

ρMHG
+εJ ≤ ρMG+εJ

d’où en passant à la limite lorsque ε → 0 , rH = rHG ≤ rG . Les autres inégalités pro-
viennent d’une part du plongement d’un graphe à n = #SG sommets dans le graphe
complet Kn qui vérifie rKn = n − 1 et l’inclusion d’un graphe connexe à deux sommets
(une arête !, avec spectre {−1, 1}) dans un graphe avec au moins une arête, d’autre part
du plongement dans G d’un chemin de longueur dG à dG + 1 sommets, dont le spectre a
été calculé dans l’exemple 4.1.4.

4 Remarque 4.2. On aurait pu utiliser le principe variationnel des matrices symétriques
énonçant que la plus grande valeur propre λmax d’une matrice symétrique S est le maxi-
mum de 〈v, Av〉 sur les v de norme (euclidienne) 1. Pour la matrice d’adjacence AH , son
indice rH est de la forme 〈v, AHv〉 pour un v à coordonnées positives (comme le garantit
le théorème de Perron-Frobenius). On a ainsi

5rH = 〈v,AHv〉 ≤ 〈v,AG〉 ≤ sup
||w||2=1

〈w,AGw〉 = rG.

4.3. Laplacien

On considère les espaces E0 = CSG ' Cn0 et E1 = CMG ' Cn1 munis du produit
scalaire hermitien canonique

〈u, v〉 =

nj∑
i=1

uivi, u, v ∈ Cnj , j = 0, 1.
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Le graphe G est supposé sans boucle, avec une ou plusieurs arêtes entre deux sommets(6).
Une orientation de G permet de définir l’opérateur ∂G : E1 → E0 (cf. section 1.5). Son
adjoint ∂∗G : E0 → E1 vérifie

∂∗G(s) =
∑
ω(a)=s

a−
∑
α(a)=s

a

Définition 4.5. Le laplacien ∆G associé au graphe G est l’opérateur défini sur E0 par

∆G = ∂G∂
∗
G.

On a ainsi

∆G(s) = −
∑

d(s,t)=1

t+ dss,

〈∆Gu, u〉 = −
∑

d(s,t)=1

utus +
∑
s∈S

ds|us|2 =
∑

d(s,t)=1

[
−utus + |us|2

]
=

1

2

∑
d(s,t)=1

[
−utus − usut + |us|2 + |ut|2

]
(6)

=
1

2

∑
s,t∈SG

(MG)st|us − ut|2 =
∑

a={s,t}∈AG

|us − ut|2(7)

Le laplacien ∆G ne dépend pas de l’orientation utilisée pour définir ∂G . Si le graphe est
homogène de degré d , on a la relation entre matrice d’adjacence et laplacien

∆G = −MG + dICSG

Lemme 4.2. Le spectre du laplacien est constitué de valeurs propres positives, λ = 0 étant
toujours valeur propre de multiplicité égale au nombre de composantes connexes de G.

Démonstration. — La positivité résulte de 〈∆Gu, u〉 = ‖∂∗Gu‖2 . D’après (7), une fonction
u ∈ ker ∆G est localement constante, au sens ou elle prend mêmes valeurs aux extrémités
d’une arête : elle est constante sur toute composante connexe de G . Par suite, les fonctions
1U , où U parcourt les composantes connexes de G , constituent une base du noyau ker∆G .

. Exemples 4.4.
1. Le lacet Ln et le graphe complet Kn sont de degré constant, resp. 2 et n− 1 . Ainsi,

d’après les calculs des spectres des exemples 4.1

σ∆Ln
= {4 sin2(πk/n), k = 0, 1, . . . , n− 1}, σ∆Kn

= {0, nn−1}

2. Bien que l’étoile ne soit pas homogène, le calcul de son spectre est néanmoins simple :
σ∆En

= {0, 1n−1, n + 1} . On a kerMEn = ker(∆En − 1) et ker(∆En − n − 1) =
C(n, 1, . . . , 1) .

3. Pour le chemin Cn , introduisons ω = e2iπ/n , Ωk = {1, ω, . . . , ωk−1} et la symétrie
σ : z → ω−1z sur L2n ' Ω2n} . Via la bijection du chemin Cn ' Ωn avec le quotient
L2n/σ , l’espace CCn s’identifie au sous-espace des vecteurs v σ -pairs de CL2n i. e. tels
que vz = vzω−1 , z ∈ Ω2n−1 . Le laplacien sur L2n vérifie (∆L2nv)z = 2vz− vzω− vzω−1 .

(6)Des multigraphes peuvent apparaître dans la démonstration du théorème 4.2 sur le dénombrement des
arbres maximaux.
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Figure 27 . Les graphes L2n , Cn et la droite axe de la symétrie induisant la
symétrie z → ω−1z sur L2n .

Pour v σ -pair, on a

(∆L2nv)1 = 2v1 − vω − vω−1 = 2v1 − vω − v1 = v1 − vω
et pareillement (∆L2nv)ωn−1 = vωn−1 − vωn−2 .

Ainsi ∆L2n opére sur le sous-espace pair CL2n ∩ ker(σ∗ − 1) ' CCn comme le
laplacien ∆Cn sur CCn ; le spectre de ∆Cn est 2 − ωj − ω−j = 4 sin2(πj/(2n)), j =
0, . . . , n− 1 avec vecteurs propres respectifs (ωjk + ω−j(k+1))n−1

k=0 .

Figure 28 . Les deux seules paires de graphes connexes isospectraux pour le
laplacien avec au plus 6 sommets.

4. Le problème d’isospectralité pour le laplacien se pose comme pour la matrice d’ad-
jacence. La Fig. 28 contient les deux seules paires isospectrales relativement au La-
placien parmi les graphes connexes avec au plus 6 sommets Ces paires ne sont pas
isospectrales relativement aux matrices d’adjacence : pour la première paire, il suffit
de compter les nombres de triangles et user la Prop. 4.1(7).

Figure 29 . Paire de graphes 4-réguliers isospectraux (pour la matrice d’adja-
cence et le laplacien), avec spectre de matrice d’adjacence {4, 1,−14,±

√
5, (1±√

7)/2} .

5. Les problèmes d’isospectralité pour la matrice d’adjacence et le laplacien sont en
général distincts, sauf dans le cas de graphes d-réguliers pour lesquels ∆G = d−MG .

(7)La matrice d’adjacence permet aussi de détecter si un graphe est bipartite ou pas, suivant que le spectre
est symétrique par rapport à l’origine ou, de manière équivalente, toutes les traces trA2k+1 sont nulles.
Le premier graphe, comme tout graphe ayant des triangles, ne peut être bipartite alors que le second
graphe de cet exemple l’est.
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Un exemple de graphes isospectraux pour les deux matrices est donné dans la Fig.
29. Les graphes contiennent tous deux 8 triangles (ce nombre identique est annoncé
par la Prop. 4.1), mais avec des configurations locales différentes : dans le premier
graphe, il y a des triplets de triangles avec une arête commune, alors que pour le
second les triplets de triangle sont en éventail. Les deux graphes ne sont donc pas
isomorphes. /

Comme pour la matrice d’adjacence, le laplacien contient des informations géométriques
du graphe.

Rappelons que le mineur Mij(M) de la matrice M d’ordre n est le déterminant de la
matrice obtenue à partir de M en supprimant la i-ième ligne et la j -ième colonne.

Lemme 4.3. Si les lignes de M ont une somme nulle alors

(−1)iMij(M) = (−1)kMkj(M), i, k ∈ {1, 2, . . . , k}.

Démonstration. — Écrivons M = (L1L2 . . . Ln)t où, par hypothèse L1+L2+· · ·+Ln = 0 .
On a en particulier L2 = −L1 − L3 − . . .− Ln . Ainsi

M1j =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
L2ĵ

L3ĵ
...
Lnĵ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−L1ĵ − L3ĵ − . . .− Lnĵ

L3ĵ
...
Lnĵ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
L1ĵ

L3ĵ
...
Lnĵ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = −M2j.

Ce lemme s’applique aux matrices représentant (dans une base orthonormée) le la-
placien puisque ∆G(1, 1, . . . , 1)t = 0 et l’opérateur ∆G est symétrique : les cofacteurs
(−1)i+jMij(∆G) sont indépendants de (i, j) .

Théorème 4.2. Soit G un graphe connexe sans boucle, avec un nombre fini (nul ou pas)
d’arêtes entre deux sommets. Le nombre τ(G) d’arbres recouvrant G est égal à tout
cofacteur (−1)i+jMij(∆G) de la matrice du laplacien ∆G . Ce nombre est aussi égal à
dét[M(∆G) + Jn−2] = n−1λ2(G) . . . λn(G).

Démonstration. — Si (s, t) est un couple de sommets adjacents de G , le graphe G \ s-t
désigne le graphe de même ordre que G , mais avec toutes les arêtes joignant s et t enlevée,
alors que le graphe G · s-t désigne le graphe d’ordre #SG − 1 où ont été ôtées toutes les
arêtes joignant s et t et ces deux sommets confondus en un seul. Si s-t est le côté d’un
triangle de G , G · s-t n’est pas simple, même si G l’est : c’est pour cela que la preuve
de ce théorème se place dans l’espace des graphes sans boucles avec un nombre fini de
sommets entre deux sommets, où la notion de Laplacien ((7) par ex.) et quelques autres
est prolongée de manière cohérente et sans difficulté.

Par ailleurs, un graphe G non connexe n’a pas d’arbre recouvrant (mais des sous-
arbres maximaux : si G est connexe, un arbre maximal est recouvrant). En décomposant
SG = SG1 t SG2 avec G1 et G2 indépendants, ce qui donne une forme diagonale ∆G =(

∆G1 0
0 ∆G2

)
, le mineur M11(G) contient dans le coin SE une sous-matrice non régulière

(du fait de l’existence de la valeur propre 0 pour ∆G2 ) et est donc nul : si G est non
connexe, il n’y a pas d’arbres recouvrant et on a l’égalité de τ(G) = 0 et du mineur
M11(G) , tous deux nuls.

On fait une récurrence sur le nombre #AG . Pour #AG = 1 et #SG = 2 , l’assertion du
théorème est assurée.
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Soit G avec #AG > 1 . Soient s et t deux sommets de G joints par d arêtes avec
d ≥ 1 . Avec une bonne numérotation on peut supposer que les sommets s, t sont s1 et s2 .
Les matrices ∆G\s-t et ∆G·s-t ont une forme similaire à celle de ∆G : en particulier, leurs
sous-matrices constituées des #SG − 2 dernières lignes et colonnes sont les mêmes. Les
coefficients sur la deuxième ligne (∆G)2,j, j > 2 et (∆G\s-t)2,j, j > 2 sont aussi identiques,
avec (∆G)2,2 = (∆G\s-t)2,2 + d où d est le nombre d’arêtes entre s1 et s2 . L’égalité

M11(∆G\s-t) + dM11(∆G·s-t) = M11(∆G)

résulte des développements suivant la première ligne des déterminants M11(∆G) et
M11(∆G\s-t) : tous les termes sont les mêmes, sauf les premiers, qui diffèrent exactement
du terme dM11(∆G·s-t) vu la relation entre les valences (∆G)2,2 − d = ds2,G − d =
ds2,G\s-t = (∆G\s-t)2,2 . Le théorème résulte alors des égalités assurées par l’hypothèse de
récurrence

M11(∆G\s-t) = τ(G \ s-t), M11(∆G·s-t) = τ(G · s-t)
et du lemme géométrique suivant.

Si 0 = λ1 ≤ λ2 ≤ . . . ≤ λn sont les valeurs propres de ∆G , la matrice M(∆G) +
J/n2 a comme spectre {n−1, λ2, . . . , λn} . Par ailleurs, la dérivée de dét(t − ∆G) =
t
∏n

j=2(t − λj) vaut
∑n

i=1(Mii(t −∆G)) , soit en prenant en t = 0 , (−1)n−1nM11(∆G) =

(−1)n−1
∏n

j=2 λj = (−1)n−1n dét[M(∆G) + J/n2] .

Lemme 4.4. Soit s, t un couple de sommets joints par d arêtes dans le multigraphe sans
boucle G. Alors τ(G \ s-t) + dτ(G · s-t) = τ(G).

Démonstration. — Un arbre recouvrant G contient soit nulle arête joignant s et t , indui-
sant un arbre recouvrant G\s-t , soit au moins une des arêtes joignant s à t , induisant par
confusion de s et t un arbre recouvrant G · s-t , graphe provenant de d arbres recouvrant
G par cette opération de fusion : ce décompte donne l’identité du lemme.

Corollaire 4.3 (Cayley, 1897). Le nombre de sous-arbres recouvrant le graphe complet
Kn vaut nn−2 .

Démonstration. — Le graphe Kn étant homogène de valence n − 1 et avec spectre
{−1n−1, n − 1} , le spectre de son laplacien M(∆Kn) = n − 1 − M(Kn) est {nn−1, 0}
avec ker J = (ker ∆Kn)⊥ , d’où τ(Kn) = nn−2 .

Figure 30 . Les deux types d’arbres couvrants K4 : le premier en étoile, au
nombre de 4 suivant la place du centre de l’étoile, le second un chemin déterminé
par une extrémité (4 choix), la première arête (trois choix) et la seconde (2 choix),
soit, 4 · 3 · 2/2 = 12 arbres différents : on a bien 4 + 12 = 42 arbres couvrants.

Donnons un dénombrement direct. Numérotons les sommets de Kn de 1 à n . Nous
allons coder un arbre A par une suite sA de n − 2 nombres appartenant à 1, . . . , n ,
obtenus en considérons une suite d’arbres A(j) avec A(0) = A : le j -ème élément de sA
est le numéro du sommet adjacent au sommet nj de valence 1 de plus petit numéro de
l’arbre A(j−1) et A(j) = A(j−1)\{nj} . De par cet encodage, les sommets apparaissant
dans sA sont exactement les sommets de A valence au moins 2.
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Réciproquement, si on se donne une suite s = (s1, . . . , sn−2) , on construit l’arbre corres-
pondant As en considérant le plus petit élément i1 de {1, . . . , n}\{s1, . . . , sn−2} , qui four-
nit l’arête {i1, s1} , puis l’élément i2 plus petit de {1, . . . , n} \ {i1, s2, . . . , sn−2} donnant
l’arête {i2, s2} . L’élément ik sera le plus petit de {1, . . . , n} \ {i1, . . . , ik, sk+1, . . . , sn−2} .

Le nombre d’arbres recouvrant de Kn est donc celui des suites de longueur n − 2 à
éléments dans {1, . . . , n} , soit nn−2 .

Proposition 4.3 (Principe du min-max). Soit H un opérateur hermitien de l’espace
E de dimension N , de spectre λ1 ≤ λ2 ≤ . . . ≤ λN . On note par Gk l’ensemble des
sous-espaces de dimension k de E . Alors

(8) λk = min
V ∈Gk

max
v∈V
v 6=0

〈Hv, v〉
‖v‖2

, k = 1, . . . , N.

Démonstration. — Soit (b1, . . . , bN) une base orthonormée de vecteurs propres associées
aux valeurs propres λ1, . . . , λN et Vk = Vect(b1, . . . , bk) . Alors, si v =

∑k
i=1 xibi , on a

〈Hv, v〉 =
k∑
i=1

λix
2
i ≤ λk

k∑
i=1

x2
i = λk‖v‖2

soit

λk ≤ max
v∈Vk
v 6=0

〈Hv, v〉
‖v‖2

.

avec égalité vu que bk ∈ Vk et 〈Hbk, bk〉 = λk .
Soit V un sous-espace de dimension k . L’orthogonal V ⊥k−1 = Vect(bk+1, . . . , vn) , de

dimension n−k+1 , rencontre V en un sous-espace de dimension au moins 1 : un vecteur
non nul de ce sous-espace vérifie 〈Hv, v〉 ≥ λk‖v‖2 , d’où maxv∈V

〈Hv,v〉
‖v‖2 ≥ λk , ce qui

conclue la preuve.

Corollaire 4.4. Soit H sous-graphe de G. Alors

λmax(H) ≤ λmax(G),

Démonstration. — Pour u fonction définie sur SH , notons par ũ son prolongement à SG ,
nul sur SG \ SH . Pour v vecteur propre de ∆H associé à la valeur propre λmax(H) , on a
d’après (7)

λmax(H)〈v, v〉 = 〈∆Hv, v〉 =
1

2

∑
{s,t}∈AH

(v(s)− v(t))2 ≤ 1

2

∑
{s,t}∈AG

(ṽ(s)− ṽ(t))2

= 〈∆Gṽ, ṽ〉 ≤ λmax(G)〈ṽ, ṽ〉

On en déduit le résultat vu que 〈ṽ, ṽ〉 = 〈v, v〉 .

4.4. Exercices
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1. Soit M la matrice

M =


0 1 1 0 1
1 0 1 1 1
1 1 0 1 0
0 1 1 0 0
1 1 0 0 0


Les graphes ci-dessous peuvent-ils être associés à M ?

2. Un graphe G est dit biparti si l’ensemble de ses sommets est partitionné en deux
parties X1G et X2G telles que toute arête ait une extrémité dans X1G et une
dans X2G . Montrer que si λ est valeur propre de MG , alors −λ est aussi valeur
propre. On pourra remarquer que l’involution x = (x1,x2) → (x1,−x2)) induit
un isomorphisme entre les espaces propres Eλ et E−λ

3. Calculer les spectres de la matrice d’adjacence et du Laplacien pour le graphe
bipartite complet Km,n . (Réponse : {±

√
nm, 0n+m−2} et {n+m;nm−1,mn−1, 0})

4. Le graphe L(G) des arêtes du graphe G a été défini dans l’exercice 1.6.10. Soit
BG la matrice d’incidence de G à #SG lignes et #AG colonnes, le coefficient
d’indice (a, s) étant égal à 1 si s est extrémité de a , nul sinon. Montrer que

BGB
t
G = MG + diag(ds), Bt

GBG = 2 +ML(G),

et en déduire que le spectre de ML(G) est minoré par -2.
Montrer que

dét(MG + diag(Ds)− λ) = (−λ)#SG−#AG dét(ML(G) + 2− λ)

et en déduire, lorsque G est régulier de degré d , le lien entre les spectres de G
et L(G) .

5. Parmi les graphes de l’exercice 1.6, y-a-t-il des paires isospectrales ?

6. Compter le nombre de circuits de longueur n dans le graphe Kn . Quel est le
nombre des circuits de longueur 2n dans Kn,n ?

7. Soit sur le graphe G une pondération P = (Pa)a∈AG des arêtes par des poids
positifs et V = (Vs)s∈VG un potentiel. Montrer que la forme quadratique QV,W

définie par

QV,P (u) =
∑
a∈AG

Pa
∣∣us1(a) − us2(a)

∣∣2 +
∑
s∈SG

Vs|us|2, u = (us) ∈ CSG

définit un unique opérateur hermitien HP,V tel que QP,V (u) = 〈HP,V u, u〉, u ∈
CSG . Donner l’expression de HP,V u et montrer que les valeurs propres de HP,V

sont continues relativement au poids P et au potentiel V .

8. Vérifier le théorème de Perron-Frobenius pour des matrices carrées d’ordre 2.
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9. Soit M matrice à coefficients positifs ou nuls de rayon spectral ρM .
(1) Montrer qu’il existe un vecteur (zj) à coefficients positifs non tous nuls tel
que

∑
iMikzi = ρMzk .

(2) Soit (uj) un vecteur à coefficients positifs non nuls et notons µi =
u−1
i

∑
kMikuk . Montrer que∑

i

(µi − ρM)uizi = 0

et en déduire

inf
i
u−1
i

∑
k

Mikuk ≤ ρM ≤ sup
i
u−1
i

∑
k

Mikuk.

10. Le produit cartésien G×H des deux graphes G et H est le graphe ayant pour
ensemble de sommets le produit cartésien SG × SH , avec la paire de sommets
{(s, t), (s′, t′)} liée par une arête dans G×H si G a pour arête {s, s′} et t = t′

ou H a comme arête {t, t′} et s = s′ .
Montrer que le spectre du laplacien sur G×H est constitué des valeurs propres
λ+ µ où λ (resp. µ) parcourt le spectre de ∆G (resp. ∆H ).
L’hypercube Hd de dimension d est le produit cartésien de d copies du graphe
K2 . Montrer lel graphe Hd est d-homog§ne et que son laplacien ∆Hd a pour
spectre les entiers pairs 2k de [0, d] , avec multiplicités respectives Ck

d .

11. (i) Tracer les complémentaires des graphes L4 t K1 et E5
(8). En comptant les

triangles, montrer que leurs matrices d’adjacence ne sont pas isospectrales.
(ii) Montrer que la paire de graphes

ainsi que celle de leurs complémentaires, est isospectrale : le polynôme carac-
téristique de la première paire est λ7 − 6λ5 + 9λ3 − 4λ , celui de la paire des
complémentaires λ7 − 15λ5 + 22λ4 + 12λ3 − 24λ2 .

12. (i) Soit G un graphe simple connexe et G son graphe complémentaire. Montrer
que

∆G + ∆G = #SGId− J
où J est la matrice dont tous les coefficients sont des 1.
Montrer qu’un élément propre (v, λ) de ∆G avec v orthogonal au vecteur
constant (vecteur propre pour valeur propre 0) est élément propre de ∆G pour
la valeur propre n− λ . En déduire que, si λ1 = 0 ≤ λ2 ≤ . . . ≤ λn est le spectre
de ∆G , alors ∆G a pour spectre 0, (n− λn−i+2)2≤i≤n
En remarquant que Km,n = Km ∪ Kn , montrer que le laplacien ∆Km,n a pour
spectre (0,mn−1, nm−1, n+m) .

(8)C’est la première paire isospectrale de la Fig. 21.
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13. Soit s, t deux sommets non adjacents d’un graphe G . Montrer que la valeur
deuxième valeur propre du laplacien vérifie

λ2 ≤
ds + dt

4
.

14. Calculer les spectres des graphes G tracés dans l’exercice 1.6.10, ainsi que ceux
de leurs graphes d’arêtes.

15. Montrer que le polynôme caractéristique d’un arbre est pair ou impair, suivant
la parité du nombre de ses sommets.

16. Calculer le spectre de la matrice d’adjacence du produit de Kronecker G⊗H en
fonction des spectresde G et H .

17. Le laplacien normalisé LG d’un graphe G connexe avec au moins 2 sommets
est défini par LG = D

−1/2
G (DG − AG)D

−1/2
G . Si G est réduit à un point on pose

LG = (0) et pour G non connexe on pose LG = ⊕iLGi si G = tiGi est la
partition de G en composantes connexes. On note λ1 ≤ λ2 ≤ . . . ≤ λn les valeurs
propres du LG si G a n sommets.
Calculer les spectres de LG pour G = Kn, En, Ln et Cn .
Montrer que les valeurs propres de LG sont positives ou nulle et que

∑n
i=1 λi ≤ n ,

avec égalité si G n’a pas de sommets isolés.
Montrer que λ1 = 0 est valeur propre de LG , de multiplicité le nombre de com-
posantes connexes de G .
Pour n ≥ 2 , montrer que λ1 ≤ n/(n− 1) , avec égalité si et seulement si G = Kn

et que λn ≥ n/(n− 1) si G n’a pas de sommets isolés.
Montrer que

λ1 = inf∑
s dsus=0

∑
a={s,t}(vs − vt)2∑

s dsv
2
s

, ‖LG‖ = λn = sup
(vs)6=0

∑
a={s,t}(vs − vt)2∑

s dsv
2
s

≤ 2

Montrer que λn = 2 si et seulement si G a une composante bipartite et que si
est G bipartite connexe, λ est valeur propre de LG si et seulement si 2− λ est
valeur propre.

Les calculs de polynômes caractéristiques et de spectres ont été faits
avec le logiciel sage (cf www.sagemath.org/), logiciel libre facilement
installable sur divers sytèmes et parfois très performant. Par exemple,
on a codé le premier graphe de la Fig. 22 suivant

g=Graph(1:[0,2,3],4:[2,3,5],2:[3])
g.adjacency_matrix().characteristic_polynomial().factor()
g.adjacency_matrix().eigenvalues()
g.spectrum()

Pour calculer des spectres, on peut aussi utiliser le logiciel R (avec son
packet polynom) cher aux statisticiens (qui n’est pas un outil de calcul
formel, d’où le nombre 0 apparaissant comme 9.992007e-15 !) :

A=matrix(c(0,1,0,0,0,0,1,0,1,1,0,0,0,1,0,1,1,0,0,1,1,0,1,0,
0,0,1,1,0,1,0,0,0,0,1,0),nrow=6, byrow=T)
eigen(A)
poly.calc(eigen(A)$values)



CHAPITRE 5

GRAPHES PLANAIRES

Un graphe G est dit planaire s’il admet une représentation plane où les seules inter-
sections possibles d’arêtes sont en leurs sommets. Considérant la sphère S2 comme la
complétion du plan obtenue par ajout d’un point dit ∞ , un graphe est planaire si et
seulement si il admet une représentation sur la sphère S2 .

Figure 31 . Le premier graphe provient de la projection du squelette d’un po-
lyèdre (en fait le dodécaèdre) sur une sphère, les autres ne sont pas de ce type.

. Exemples 5.1.
1. Le bord ∂P d’un polyédre convexe P de R3 est constitué de sommets, d’arêtes et de

faces (qui sont des polygones convexes) : l’ensemble des sommets et arêtes constituent
le squelette ΣP (1-dimensionnel) du polyèdre, qui est naturellement un graphe. Si
M est un point intérieur de P et S une sphère contenant P , par la projection de
centre M sur la sphère S , on obtient une représentation planaire du squelette ΣP .

2. Les graphes biparties K2,n sont planaires, alors que le graphe complet Kn n’est pas
planaire dès que n ≥ 5 . /

4 Remarque 5.1. Un même graphe planaire peut avoir plusieurs représentations pla-
naires distinctes, i. e. qu’on ne puisse amener à coïncider par “déformation élastique du
plan”. 5

1

2 34

1 2

3

4

4 2

1

3

Figure 32 . Différentes représentations planaires du graphe K4 .
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Lemme 5.1. Un arbre est planaire.

Démonstration. — Une récurrence sur le nombre des sommets en convainc.

Lemme 5.2. Soit G séparable, avec G1 et G2 ses sous-graphes séparés par le sommet
séparateur s. G est planaire si et seulement G1 et G2 le sont.

Démonstration. — Par restriction d’une représentation planaire de G , on obtient une
représentation planaire de tout sous-graphe de G .

Réciproquement si G1 et G2 sont planaires, on peut supposer la représentation planaire
de G1 (resp. G2 ) incluse dans le demi-plan {x ≥ 0} ( {x ≤ 0} resp.) avec s = (0, 0) .
L’union de ces deux représentations planaires en donnent une pour G qui est donc pla-
naire.

Rappelons le théorème de Jordan (1887) : pour toute courbe continue fermée simple
Γ du plan, le complémentaire R2 \Γ possède exactement deux composantes connexes. Ce
théorème a été complété par Schönflies (1906) : pour toute courbe continue fermée simple
Γ du plan, il existe un homéomorphisme du plan qui transforme Γ en le cercle du plan.(1)

a

b

c

1

2

3

a

b

c

1

2

3

a

b

c

1

2

3

a

b

c

1

2

3

a

b

c

1

2

3

Figure 33 . Le graphe K3,3 n’est pas planaire en invoquant le théorème de
Jordan. Pour s’en tenir à l’argument seul, on a dessiné les arêtes comme des
segments ou des arcs différentiables : ils sont supposés continus seulement.

Il peut être utilisé pour montrer que le graphe K3,3 n’est pas planaire. Supposons
par l’absurde qu’il le soit. On note {1, 2, 3}, {a, b, c} sa bipartition. (1) Le lacet γ =
a1b2c3a détermine deux composantes connexes dans R2 \ γ . (2) On peut supposer que la
composante bornée contient l’arc 1c . (3) Le sommet a est dans la composante non bornée
de R2 \1c2b1 . Alors l’arête a2 est incluse dans cette composante. (4) L’arête 3b n’est pas
dans la composante bornée Bγ de R2 \ γ : Bγ \ 1c a deux composantes, celle contenant 2
et celle contenant b et un chemin de 2 à b intersecte le chemin 1c . (5) De même, l’arête
3b n’est pas dans l’autre composante de Bγ . Ainsi, en conclusion, le graphe K3,3 n’est
pas planaire.

(1)L’extension naturelle du théorème de Jordan en dimension supérieure (i. e. le complémentaire d’une
sphère topologique a deux composantes connexes) est vraie, mais pas celle de Schönflies : il existe des
plongements continus de la sphère dans R3 dont les composantes du complémentaire ne sont pas homéo-
morphes à la boule !
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5.1. La relation d’Euler

Soit G un graphe dessiné suivant G sur le plan P , sans intersection d’arêtes. Le com-
plémentaire P \ G est une union de composantes connexes, appelées faces. Une seule
composante est non bornée : elle appelée face infinie. Toute autre composante est bordée
par un lacet, courbe simple constituée d’un nombre fini d’arêtes.

Lemme 5.3. Si G est un graphe planaire et ∆ une face d’une représentation planaire G
de G, il existe une représentation planaire G̃ de G telle que ∆ privée d’un point soit
homéomorphe à la face infinie de G̃. En particulier pour tout sommet s de G (pour toute
arête de G resp.), il existe une représentation de G telle que le sommet (resp. l’arête)
appartienne à la face infinie.

Démonstration. — La projection stéréographique πN applique homéomorphiquement
S2 \ {N} sur le plan euclidien. Soit m un point de la face ∆ . Par une composition ρ
convenable de rotations sur la sphère, on peut amener le point π−1

N (m) de la sphère sur le
pôle nord N . La bijection du plan (privé d’un point) πN ◦ ρ ◦ π−1

N amène m sur ∞ .

4 Remarque 5.2. Les représentations planes du graphe K4 de la Fig. 32 ont des faces
à l’infini distinctes, de bords respectifs {(1, 4), (4, 3), (3, 1)} , {(1, 3), (3, 2), (2, 1)} et
{(1, 2), (2, 4), (4, 1)} . 5

Pour un graphe G avec représentation planaire G , on note par #F = #FG leur nombre
des faces de G .

Théorème 5.1 (Euler (1750)). Soit G un graphe planaire connexe. Alors

(9) #SG −#AG + #FG = 2.

4 Remarque 5.3. En terme de caractéristique d’Euler χG du graphe G , on a donc
χG = 2 − #FG . La caractéristique d’Euler χP d’un polyèdre P de R3 est définie par
χP = #SP − #AP + #FP où #SP ,#AP ,#FP notent resp. les nombres de sommets,
d’arêtes et de faces du bord de P . Si GP est le graphe obtenu par projection sur une
sphère du squelette du polyèdre convexe P , l’identité (9) énonce χP = 2 ou encore
χGP = 2−#FGP = χP −#FGP où GP est la représentation planaire de GP obtenue par
projection. 5

Démonstration. — Posons EG = #SG −#AG + #FG pour un graphe planaire G . Pour
un arbre T , on a #ST = #AT + 1 et #FT = 1 , soit ET = 2 .

Soit T un arbre maximal de G . On passe de T à G par une suite de graphes G0 =
T,G1, . . . , GβG = G en rajoutant successivement une des βG arêtes de AG \AT . On a les
relations

#AGj+1
= #AGj + 1, #SGj+1

= #SGj , #FGj+1
= #AGj + 1,

et donc EGi+1
= EGi . Et par suite EG = EGβG = ET = 2 .

Comme corollaire, on a

Proposition 5.1. Les graphes K5 et K3,3 ne sont pas planaires.
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Figure 34 . (a) le graphe complet K5 , (b) le graphe bipartite K3,3 .

Démonstration. — Supposons qu’il existe une représentation plane de K5 , avec s = 5, a =
10, f le nombre de sommets, d’arêtes et de faces associés. Vu que chaque face est bordée
par au moins 3 arêtes, chaque arête étant commune à deux faces, on a 3f ≤ 2a . On en
déduit

2 = s− a+ f ≤ s− a+ 2a/3 = s− a/3 = 5− 10/3 = 5/3 < 2,

ce qui est absurde.
Pour le graphe K3,3 qui est bipartite, chaque face est bordée par au moins 4 arêtes :

l’inégalité 2f ≤ a résultante amène à une contradiction analogue si on suppose K3,3

planaire.

5.2. Le théorème de Kuratowski

Un mineur du graphe G est un graphe obtenu à la suite de contraction d’arêtes (fu-
sionnant les extrémités), de suppression d’arêtes (sans fusionner les extrémités) et de
suppression de sommets (et des arêtes adjacentes).

4 Remarque 5.4. Un mineur d’un graphe simple n’est pas nécessairement simple. 5

Théorème 5.2 (Kuratowski (1930)). Un graphe est planaire si et seulement si il ne
contient pas de graphes de type K5 et K3,3 parmi ses mineurs.

Figure 35 . Le graphe de Petersen n’est pas planaire : il a comme mineurs K5

et K3,3 , par contraction des arêtes grasses et suppression des arêtes pointillées.

Ce théorème profond découle des quatre lemmes montrés ci-après.

Démonstration. — D’après la Prop. 5.1, si le graphe G est plan, il ne peut contenir ni
K5 ni K3,3 .

Réciproquement, soit G non planaire. Raisonnons ab absurdo en supposant que G
ne contienne ni K5 , ni K3,3 parmi ses mineurs. Quitte à remplacer G par un graphe
homéomorphe, on peut supposer que G contient un nombre minimal d’arêtes. D’après le
lemme 5.4, le graphe G est 3-connexe. Le Lemme 5.7 implique que G est planaire, ce qui
est contradictoire.
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Lemme 5.4. Soit G = (S,A) un graphe non planaire ne satisfaisant pas (K), avec #A
minimal . Alors G est 3-connexe.

Démonstration. — Montrons tout d’abord que G est 2-connexe en raisonnant par l’ab-
surde. Soit donc s un sommet tel que G\{s} soit non connexe, de composantes connexes
C1, . . . , Ck avec k ≥ 2 . Par minimalité de AG , les graphes Ci, i = 1, . . . , k sont planaires :
on peut les représenter planairement avec s dans la face infinie d’une représentation pla-
naire Ci de chaque Ci : on en déduit une représentation planaire de G = C1∪ . . .∪C∪{s} ,
contredisant l’hypothèse : G est donc 2-connexe.

Supposons maintenant G non 3-connexe. Vu la 2-connexité, Il existe {s, t} , avec s 6= t
tel que G \ {s, t} soit non connexe, de composantes connexes C1, . . . , C` : u , comme
v étant adjacent à un sommet de chaque composante connexe Ci , il existe un chemin
de s à t dans chaque Ci . Si chaque graphe Hi , obtenu à partir de Ci en lui ajoutant
éventuellement l’arête (s, t) était planaire, en plaçant l’arête (s, t) sur le bord à l’infini
d’une des représentations planaires de Ci , on obtiendrait une représentation planaire
de G , en contradiction avec l’hypothèse. Ainsi, au moins un des Hi , mettons H1 , est
non planaire : par hypothèse de minimalité, il contient le graphe K , avec K = K5 ou
K = K3,3 . Si G ne contient par l’arête (s, t) , H2 contient un chemin de s à t , qu’on
substitue à (s, t) pour inclure K dans G , ce qui est contradictoire avec le fait que G ne
satisfait pas (K) .

Lemme 5.5. Soit G 3-connexe avec au moins 5 sommets. Alors le graphe G possède une
arête a telle que la contraction G · a soit encore 3-connexe.

Démonstration. — Raisonnons par l’absurde : pour toute arête a = (s, t) de G , le
contracté G · a est non 3-connexe. Si sa est le sommet de G · a obtenu par contrac-
tion de a , ce sommet sa appartient à toute partie de coupure S à 2 éléments de G · a
(sinon on obtiendrait un ensemble de coupure de G qui est 3-connexe !). Si S = {sa, u}
est un ensemble de coupure de G · a , la partie {s, t, u} est un ensemble de coupure de
G . On choisit a et za tels que G \ {s, t, za} ait une composante connexe H avec SH
de cardinal minimum. Soit y ∈ SH tel que b = (y, za) soit une arête de G : si un tel y
n’existait pas, la partie {s, t} séparerait H du reste de G qui est supposé 3-connexe ! Le
graphe G ·b n’est pas 3-connexe : de même que précédemment, on affirme l’existence d’un
sommet w tel que R = {y, za, w} déconnecte G .

Le graphe G\R a au moins deux composantes connexes : soit une d’entre elles contient
l’arête (s, t) (dans le cas où R ∩ {s, t} = ∅), soit un des sommets s ou t est égal à w et
l’autre est dans une des composantes de G \R : au final, il existe une composante B de
G \ R ne contenant ni s , ni t . Cette composante B contient un sommet y′ voisin de y
(sinon, la partie {za, w} séparerait G).

Par connexité, vu que y ∈ A et y′ ∈ B , le graphe B est inclus dans A , strictement
vu que y 6= B . On a donc #B < #A , ce qui est contradictoire avec la minimalité de A
quant à son cardinal.

Lemme 5.6. Soit e une arête de G. Si le contracté G · e contient un sous-graphe homéo-
morphe à K5 ou K3,3 , il en est de même pour le graphe G.

Démonstration. — Soit s sommet de G · e obtenu par contraction de l’arête e = (a, b) ,
H un sous-graphe de G · e homéomorphe à K5 ou K3,3 et H̃ le sous-graphe relevé de
H dans G . Si s est hors de H ou si s ∈ H est de degré 2 , H se relève en un graphe
homéomorphe à K5 ou K3,3 dans G .
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Il en est de même si a (ou b) est de degré 2 dans H̃ , auquel cas H̃ et H sont
homéomorphes.

Reste le cas où a et b sont de degré 3 : s est de degré 4 et H homéomorphe à K5 : en
ôtant deux arêtes de H̃ , on obtient un sous-graphe de type K3,3 dans G comme l’indique
la Fig. 36.

s ba

Figure 36 . Le sous graphe H ' K5 de G · e se relève en H̃ contenant un K3,3 .

Lemme 5.7. Tout graphe 3-connexe et qui ne contient ni K5 ni K3,3 est planaire.

Démonstration. — On procède par récurrence sur le nombre #SG en commençant avec
les graphes 3-connexes à 4 sommets : le seul est le graphe K4 (celui du tétraèdre) qui est
planaire. Vu que #SG ≥ 5 , G possède, grâce au lemme 5.5, une arête e = (a, b) telle
que le graphe G · e (où l’arête e s’est contractée sur le sommet s) est 3-connexe. Vu le
Lemme 5.6, le graphe G · e , de cardinal #SG − 1 , ne contient ni K5 ni K3,3 : le graphe
G · e est donc planaire vu l’hypothèse de récurrence.

Considérons une représentation planaire de G · e et C le bord de la face de G · e \ s
qui contiendrait s . Puisque G · e est 3-connexe, C est un lacet, que l’on identifie à son
relevé dans G .

Vu que G\{a, b} = G·e\{s} , l’ensemble νG(a) des voisins de a est inclus dans C∪{b} .
On suppose #νG(a) ≤ #νG(b) et on ordonne les sommets de νG(a) \ {b} = {a1, . . . , ak}
suivant l’ordre du lacet C . Soit, pour i < j , Pi,j le chemin de ai à aj le long de C . De
la représentation planaire de G · e ' G \ {a, b} on obtient une représentation planaire de
G \ {b} en traçant des segments de a à ai .

s
ab

a3
a2

a1

Figure 37 . La partie du graphe G · e contenant s et son relevé dans G \ {a, b} .

Trois cas sont à examiner :
1. Si νG(b) \ {a} ⊂ Pi,i+1 pour un certain i , alors on positionne b dans la face de bord

(a, ai), Pi,i+1, (ai+1, a) obtenant ainsi une représentation planaire de G .
2. Il existe y, z ∈ νG(b) \ {a} tels que y ∈ Pi,j et z 6∈ Pi,j avec y, z 6∈ {ai, aj} . Alors
{b, ai, ai+1} et {b, z, y} forment une copie homéomorphe à K3,3 dans G · e , ce qui
est impossible.

3. On a l’inclusion νG(b) \ {a} ⊂ νG(a) . Vu l’hypothèse #νG(a) ≤ #νG(b) , on obtient
donc l’égalité deg(a) = deg(b) . Si deg(a) = deg(b) = 3 , le graphe G est planaire.
Sinon, il contient un K5 .
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ab a2

a1

a3

ab

z
aj

y
ai

ab

Figure 38 . Les cas (1), (2) et (3).

5.3. Exercices

1. Soit G un graphe planaire avec p composante connexes. Montrer
#SG −#AG + #FG = 1 + p.

2. Soit G un graphe planaire connexe. Montrer que

3#FG ≤
∑
F∈FG

#∂F = 2#AG

et en déduire que 2 ≤ #SG − 1/3#AG , puis la non planarité des graphes KN

pour N ≥ 5 et KP,Q pour P ≥ Q ≥ 3 .

3. Soit G connexe. Montrer que G a un sommet séparateur si et seulement si il
existe deux sommets s et s′ ne pouvant être reliés par deux chemins disjoints.

4.

Lequel de ces graphes est-il planaire ?

5. Une triangulation du plan est un graphe planaire connexe dont toutes les faces
sont des triangles. Montrer qu’une triangulation à n sommets a 2n − 4 faces et
3n− 6 arêtes, puis que toute triangulation a un sommet de valence au plus 5.

6. Soit G un graphe planaire 3-régulier (i. e. chaque sommet est de valence 3). Si
fk est le nombre de faces à k côtés, montrer que

12 =
∑
k≥3

(6− k)fk.

7. Montrer que le deuxième graphe de la Fig. 24 est non planaire. Que dire des
graphes de la Fig. 29 ?



CHAPITRE 6

TROIS CONJECTURES ET DEUX THÉORÈMES

Le nombre chromatique κG d’un graphe G est le nombre minimum de couleurs néces-
saires pour colorier les sommets de G sans que deux sommets voisins n’aient la même
couleur. Le théorème des quatre couleurs énonce que κG ≥ 4 pour tout graphe planaire.

Il est en général difficile de calculer ce nombre chromatique. Une borne inférieure est
donné par le nombre ωG , cardinal maximal d’un graphe complet plongé dans G : on a en
effet κKn = n .

Un graphe G est dit parfait si pour tout sous-graphe H de G on a κH = ωH . La classe
des graphes parfaits intervient de manière importante en théorie de la complexité et de
l’optimisation.

Les graphes suivants sont parfaits
– un graphe biparti G , pour lequel κG = ωG = 2 , ou le complémentaire d’un tel

graphe,
– le graphe des arêtes d’un graphe biparti ou le complémentaire d’un tel graphe,
– un graphe d’intervalles (un sommet par intervalle et une arête pour chaque intersec-

tion de deux intervalles),
– le graphe d’une relation d’ordre (une arête entre deux éléments comparables d’un

ensemble ordonné)
mais le lacet à 2n + 1 sommets n’est pas parfait (κL2(n+1)

= 3 et ωL2(n+1)
= 2) pas plus

que son complémentaire L2n+1 (pour lequel on montre κ = n + 1 et ω = n). Un trou
impair désigne un lacet d’ordre impair au moins 5, le complémentaire d’un trou impair
est appelé antitrou impair.

C. Berge a conjecturé en 1961 le théorème des graphes parfaits que M. Chudnovsky,
N. Robertson, R. Thomas et P. Seymour ont montré en 2002 :

Théorème 6.1. Un graphe est parfait si et seulement si il ne contient aucun trou impair
ni antitrou impair.

C. Berge avait aussi conjecturé le théorème suivant prouvé par L. Lovász (1972)

Théorème 6.2. Un graphe est parfait si et seulement si son complémentaire est parfait.

Terminons ces notes par l’énoncé de la conjecture d’Hadwiger (1943)
Conjecture (Hadwiger) Si le graphe G n’a pas le graphe complet Kk comme mineur,
alors le graphe G est coloriable avec k − 1 couleurs.

H. Hadwiger prouva les cas k ≤ 4 avant d’énoncer sa conjecture. Le cas k = 5 , dont
Wagner prouva en 1937 l’équivalence avec le théorème des quatre couleurs, résulta de la
résolution de ce théorème par W. Haken et K. Appel en 1976. Robertson, Seymour et
Thomas prouvèrent en 1993 comment le cas k = 6 pouvait se ramener au théorème des
quatre couleurs. La conjecture d’Hadwiger reste ouverte pour k > 6 .
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