
Modèle de croissance de Solow (1956)
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L′(t) = νL(t)
K ′(t) = sP(K (t), L(t))− µK (t)

L : force de travail
K : capital
P(K , L) : fonction de production
ν : taux de croissance
µ : taux de dépréciation physique du capital
s : taux d’épargne
k(t) = K (t)/L(t) : capital par unité de travail
a = µ+ ν

Modèle rudimentaire : d’autres facteurs (par ex. progrès technique)
peuvent être introduits.
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P homogène de degré 1 (rendements d’échelle constants) : en
posant p(k) = P(k, 1), on a

P(K , L) = LP(K/L, 1) = Lp(K/L)

et donc, vu que L′ = νL,K ′ = sP(K , L)− µK ,

k ′(t) = (K (t)/L(t))′

= K ′(t)/L(t)− K (t)L′(t)/L2(t)
= sp(k(t))− (µ+ ν)k(t)
= sp(k(t))− ak(t)

En particulier, une fonction de production P de Cobb-Douglas du
type P(K , L) = KαL1−α avec α ∈ (0, 1), vérifie les hypothèses
économiques : la fonction p(k) = kα satisfait à l’ÉD

k ′(t) = skα(t)− ak(t)

3 / 5 Laurent Guillopé Systèmes dynamiques : 5 octobre

k ′(t) = skα(t)− ak(t), k0 ∈ R∗+
C’est une équation du premier ordre de type Bernoulli et à
variables séparables.
La fonction ks = s1/(α−1)k vérifie l’ÉD k ′s = kαs − aks : on
supposera s = 1

Il y a un seul point d’équilibre ke = a1/(α−1).
La solution du problème de Cauchy k ′ = kα − ak, k(t0) = k0 est

k(t) =
[(

k1−α
0 − k1−α

e

)
e−(1−α)a(t−t0) + k1−α

e

] 1
1−α

convergente vers le point d’équilibre ke lorsque t → +∞.
Suivant le signe de k0 − ke , la solution est globale, ou pas, lorsque
t → −∞.
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ÉD scalaire k ′ = k1/4 − 8k : son portrait de phases 1d avec son
unique point d’équilibre ke = 1/16 (attractif) et le sens de
variation des trajectoires, puis le champ des vitesses pour l’ÉD
(augmentée), complété par le graphe de quelques solutions.

maxima(’plotdf([1,k**(1/4)-8*k],[t,k],[t,0,5],[k,0,0.3])’)
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