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. Soit p € R. Calculer le gradient et la hessienne de Iapplication (z,v, z) — 7 = (22 + y? + 22)P/? définie

sur R?\ {0}. Montrer que Hess,, r est positive en tout point.

.Soit h:R—= R, J:R*" =R, &:R"™ — R". Montrer que

V(hoJo®)(z)=h oJod(x) ® (z)[(VJ)od]

Calculer le gradient de z — ||z||P en dehors de l'origine, avec p réel et || || la norme euclidienne.
Donner une formule analogue pour Hess(h o J o ®).

. Déterminer pour chacune des fonctions suivantes les points critiques et leurs types

falz,y) = y — 4a* + 32y — 2 f3(z,y) = 2* — 4oy + 29°
falz,y) = 4z — 6y + 22 — xy + 27 fslx,y) = 122 — 4y — 22° + 22y — 3>
fola,y) = zy +2° +° frla,y) = a* + 2 — 6cy + 3y
falz,y) = a* + 22 + zy — ¢? folz,y) = 2* — 62y + 102 — 2y — 5
fro(w,y) = zy® + 2y —ay fri(z,y) = 32" +32%y —y°
frz(z,y) = (x — 1) + (z — e¥)? fis(z,y) = sinz + siny + sin(z + y)
f1a(w,y) = ve? + ye® fis(z,y) = "oV
x
fie = Vaey—xz—2y fl7:—(1+x2)z(J1+y2)
f18=m fio = 2%y* + 2 + y* + 2azy(a > 0)

f20 = (2% +y*)"

. Soit C' le cercle de rayon 1 et A la droite d’équation x 4+ y = L avec L > /2. Soit J la fonction définie

par
J(M,P)=|M—-P|*>, McC,PcA.
Exprimer la fonction J en fonction des variables 0, u paramétrant C' et L :
C = {(cosb,sinfh), 0 € R}, A={(L/24u,L/2—u),u € R}

Etudier les points extrémaux de .J et leurs types. En donner une description géométrique.

SSoit fria = (w1,...,20) = 22+ (1+23) Z?:_ll x?. Déterminer les points critiques de f : quels sont leur

type ? Montrer que 0 est un minimum local, mais non global.

. Trouver les extrema locaux sur | —1/2,1/2[? de la fonction f donnée par f(z,y) = 22 + 3% +cos(z? +y?).

Méme question sur [—1/2,1/2]2.

. Trouver les extrema locaux de la fonction définie sur (R%)? définie par f(z,y) = zy/[(1+2)(1+y)(z+y)]

. Trouver les extrema locaux de la fonction définie sur R? définie par f(x,y) = e*s"¥. Méme question sur

[0,1] x [0, 27].

. Soit Uy, Us définies sur R2  définie par Uy (z,y) = (Inz+Iny)? et Us(z,y) = U1 (z,y)+e . Les fonctions

U; et Us sont-elles coercives 7 Atteignent-elles leur minimum ? Décrire leurs ensemble de minimum.

Soit a,b,c € R™, Up(x) = ||z||*> =23 + ... + 22 si 2 = (z1,...,2,) et Uy(z) = Up(z — a).
(1) Montrer que VUp(z) = 2z et VU, (z) = 2(z — a).
(2) Montrer que le probléme d’optimisation

;Iel]iRI}l (Uo(z — a) + Up(z — b) + Up(x — ¢))

a une unique solution qui est un minimum strict.
(3) Que dire du probléme d’optimisation

in ([lz— —b —c|)?
min (lz —al + |z = b + [|lz <)
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11. L’aire du triangle avec des cotés de longueurs £, {o, {3 est

Ay, o, 3) = /p(p — £1)(p — £2)(p — £3)

ou 2p:€1 +€2 +£3
Montrer que le probléme de maximisation d’aire & périmétre fixé peut se mettre sous la forme

B
max (v)

ou C est compact. En déduire que ce probléme admet une solution.
Montrer qu’il est équivalent & un programme avec contrainte d’égalité. Conclure.

12. Soit f : R? — R définie par
flx,y) = ay(l—2) +y(1—y), (z,y) € R
(1) Calculer Vf(x,y) et Hess f(x,y).

(2) Déterminer les points critiques de f, discuter leur nature.

(3) Quels sont parmi les points critiques ceux qui réalisent un maximum local de f ? La fonction f
admet-elle un maximum global (unique ?), un minimum global (unique ?).

(4) Tracer les courbes de niveau dans R?.

13. Etudier les extrema de f sous contraintes g = 0
1) flay) =a®+y’ —ayet glz,y) =a+y—1
(2) flz,y)=zyet glx,y) =x+3y—4
(3) flz,y) =a®+yet glz,y) =22 +y° -3
(4) f(x,y,2) =2xyz et g(x,y) =22 +y> + 22 -3
() S
(6) f(

.’E,y,Z) :21'y2 et g(m,y,Z) = (x2+y2_17$+2_1)
vy)=a>+y*et 2 +ay+y?—-3=0

14. Chercher les minima et maxima de la la fonction f(z,y, z) = 22 4+ y? + 22 sous les contraintes z2? +y? = 1
etz —z+y2—22=1

15. Etudier les maxima et optima de la fonction f(z,y, z) = xyz sous la contrainte 2= +y~ 1 + 271 =1
16. Soit A matrice symétrique d’ordre n définie positive, b € R™ et J4; définie sur R™ par
1
Jap(x) = 5(Ax,sc> —(b,z), =xeR™

La fonction Jy4p a un minimum unique noté z, . Le spectre o(A) de A est ordonné A\ < Ay < -+ < A,
ou les valeurs propres multiples sont répétées suivant leur multiplicité. Le conditionnement x(A) de A
est défini par k(A) = ||A]|||A7!||. On notera par { , )4 et || ||a le produit scalaire et sa norme associée
déterminée suivant ||z||% = (Az,z).

(1) Exprimer z, en fonction de A et b.

(2) Soit v € R et (eg, 7k, Tk k>0 la suite vérifiant

ey =Tk — Tw, Tp=Axg—b, xpy1=2xK— Qrg.
(a) Montrer que Aey, = 7, puis donner une relation entre ey et eg.

(b) Montrer que la suite xj, converge vers x, si et seulement si 0 < o < 2/\,,. Donner le o, qui
assure la convergence la meilleure de la suite z; et montrer que pour cet

k
leul < (S 57) ol
(3) Soit (e, Tk, Tk, k) k>0 la suite vérifiant
e =Tk — T, T =Axk—b o= {(rg,re)/{ArE,TL), Tp+1 = Tk — QT
On supposera 75 non nul pour tout k.
(a) Montrer que

s tlZ-2 = lrel - = el /llre ]
En déduire que

l7ks1lla—r < An — A1
l7ella—r = An+ A1
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(b) Montrer que

k
fewla < (5051 ) Tl

On admettra l'inégalité de Kantorovitch (la premiére inégalité découle de Cauchy-Schwarz)

A+ A

2
2\/W” zll™

21 < llzflallzfla-r <

(4) Soit (e, Tk, ok, Th, Ky k) k>0 la suite vérifiant
e =T — Ty, TR=Arp—b o = (rp,ri)/(Arg,TR), The1 = Tk — QORT-

avec Ky, = Vect(ro, Arg, ..., Akro) le sous-espace de Krylov d’ordre k et d’opérateur A engen-
dré par le vecteur zg.

(a) Montrer par récurrence que
xk = x0 + AP(A)ro = x. + [1 + AP(A)[(xg — x4)

avec P polynome de degré au plus k — 1.
(b) Mountrer que
lex]la = inf{[leo + AP(A)eo|| 4, P € Ry—1[X]}
ot Ry[X] est 'espace des polyndomes de degré au plus d.

(¢) Montrer que

e = e max P
lexlla = [leoll (A)I Ml

et en déduire que x,, = x,.
(d) Montrer que

VAilvlla < [[Av]] < v/ An|Av]

puis que

IIGkIIA
Il < V& 7ol a-

(e) Soit T} le polynome de Tchebytchev de degré k et Q4 1 le polyndome défini par

An+A1—2)

Qa k(@) n (5252)
r) = ——7J—"7T".

Ak Tk (/\n+>\1)

An—A1

Montrer que pour A € o(A)

k
k(A) =1
Qur(N)| < <ﬁ+1)

k
lexlla < 2 (zgfg:) leolla-

To(z) = cos(k arccos x) sifz] <1,
M Ha+ Va2 -1 + (@ - Va2 =DM sifz] > 1

et en déduire que

On rappelle que
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17. Soit A définie positive d’ordre n, b € R™ et J définie sur R™ par J(z) = (Az,z)/2 — (x,b) avec x,. son
unique point de minimum.
La suite (x,rg,dr) de la méthode du gradient conjugué est définie a partir de la valeur initiale

Zo, To :Axo —b:A(.’Eo—.’E*), d() = —T0
et, tant que r # 0, suivant la récurrence

(rk, d)

<7“k+1,dk>Ad
|kl 4

lldll

Thyl = T — di, Th41 = Azpp1 — b, dpp1 = =Ty + k-

(1) En remarquant que
Tpt1 = argming pla — J(zr — ady)],
montrer que le vecteur xg11 est le point de minimum de J sur l’espace
Vi =20+ Vect(do, di,... ,dk).
(2) Montrer par récurrence que
Vi = xo + Vect(rg, Aro, . .. ,Akro)
En remarquant J(z) = J(z) + ||z — 24]% /2, en déduire que
Tyt = argminp g, 1y 11+ P(A)A) (w0 — 2.) 4
ou Ry [X] désigne l'espace des polynomes de degré au plus k.
(3) Montrer que pour S polyndéme
[1S(A)]| = sup [S(Ai)]

si (A\;) est le spectre de A.

(4) Soit 71 > 79 > ... 7, la suite des valeurs propres disctinctes de A et @, le polynéme @, (X) =
[H§:1(1 - X/15) — 1] /X . Evaluer max?_, (14 \;Q,(\;)) et en déduire que la suite (x;,) atteint
en au plus r étapes le point de minimum =z, .

18. Soit A surjective. Montrer que l'opérateur P4 = TA(ATA)~! A est bien défini et de norme (euclidienne) 1.
On pourra marquer que P4 est un projecteur orthogonal.

19. Soit la fonction J définie sur R? suivant J(z,y) = 2* + y* + 4y
(1) Prouver que tous ses ensembles de niveau sont compacts.
(2) Déterminer tous ses points critiques, ainsi que leur nature.
(3) On applique l'algorithme du gradient a pas fixe & la minimisation de J.

(a) Prouver que, pour tout point initial My = (o, yo), 'algorithme produit, pour h assez petit,
une suite bornée.

(b) Fixons h. Montrer que si ||My]|| est assez grand, alors la suite (M) tend vers +oo.

(c) Montrer que l'itération de My = (ug,up) au pas constant h se réduit a I’étude d’une suite
numeérique (ug(h)). Pour My = (1, 1), calculer les itérés avec le pas h = 0.25. Que se passe-t-il
avec h = 0.5 ? Faire une étude analogue pour My = (ug, —ug).

20. Soit £ € R™, A inversible et B deux matrices symétriques d’ordre n et la fonction Ja.p¢ = Ka¢+ Lp
avec K4 y(x) = 5| Az||? + (€, x) et L(z) = 3||Bx>.
(1) Montrer que la fonction J4 g est coercive.
(2) Montrer que K4 ¢ est indéfiniment différentiable. Calculer son gradient et sa hessienne en = € R™.

(3) Montrer que Lp est différentiable sur R™ avec
V.Lp = ||Bz| B*x

Montrer que Lp est deux fois différentiable a ’origine, avec sa dérivée seconde nulle.
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(4) Montrer que Lp est indéfiniment différentiable en dehors de la partie { Bx = 0} et que
Hess, Lg(h) = ||Bx|| || Bh|* + || Bx|| "' (Bx, Bh)®.
Suggestion : On pourra remarquer que
D(kF)(z)[h] = (Vk(z), h)F(z) + k(z)DF (z)(h), heR"
sik:V(CR") - Ret F:V — R". En particulier, vu que V(¢ o J)(z) = ¢’ o J(x)VJ(z) et
Hess(J)[h] ~ (D({(VJ,-))(R), h),
Hess(p o J)[h] = (Vk(x), h)(F(z),h) + k(z)Hess J(x)[h], z€V,heR"
avec k= ¢’ o J.

(5) On suppose que B est inversible. Déduire de ce qui précéde I’existence de o tel que J4 p ¢ soit
a-elliptique, puis que que J4 g ¢ a un unique minimum sur R™.

(6) Reprendre la question précédente lorsque B n’est pas inversible.

(1) Soit B une matrice d’ordre p x n. Montrer que B est de rang n si et seulement si 'BB est
inversible.

(2) Montrer qu'une matrice A carrée est symétrique définie positive si et seulement si elle se factorise
comme A = THH avec H carrée inversible.

(3) Soit le probléme dit des moindres carrés mingegrn ||Ax —b||? ot b € RP et A est une matrice p x n,
(avec en général p > n).
(a) On suppose que la norme considérée est la norme euclidienne, i. e. ||z]|> = Tzz. Calculer le

gradient de la fonction J & minimiser. Quel est alors un point candidat pour étre minimum ?

(b) Calculer la hessienne de J ; conclure.

(¢) Reprendre I’expression du minimum lorsque le probléme est pondéré c’est a dire ||z|| est la
norme donnée par ||z/|? = TzQx avec @ une matrice symétrique définie positive.

Soit A a m lignes (supposées ici linéairement indépendantes) et n colonnes, b € R™ et 27 € R™. La
plus courte distance d(zg, E4,5) entre un point xg et le sous-espace E4; d’équation Az = b peut s’écrire
comme le programme quadratique
T

min (r —x —xq).

an ( o)z 0)
Montrer que le multiplicateur de Lagrange a 'optimum est A\, = —(TAA)_l(b — Axg) et que la solution
est x, = zo + TA(ATA) "1 (b — Axy)

Montrer que dans le cas ot A est un vecteur ligne, le sous-espace E 45 est un hyperplan et que

| Azo — ]|

A

Soit U définie par U(x,y,z) = 2% + y? + 22. Montrer que U restreinte a {z* + y* + z* = 32} admet
(0,2,2) comme extremum, qui n’est pas un minimum (local), ni un maximum.

Etudier les extrema de U(z,y) = 2% + y sous la contrainte 222 + y? = 3.

Soit J la fonction définie par J(z,y) = = + y? et D le demi-disque D = {x > 0,22 + y* < 1}. Discuter
les extrema de J sur D et ceux de sa restriction Jpp ason bord 9D.

Soient a;, b;, ¢; réels positifs non nuls. Etudier le programme

inf E cz-xi_l.
S aizi<b

(1) En étudiant les extrema de la fonction U(z) = z1 ...x, sur S = {2+ ...+ 22 = 1}, montrer que
1

v (L), ees

]2 "
ml...xn|§< , xeR".
vn

(2) Montrer que pour z € R"
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28. Discuter suivant a,b > 0 les extrema de la fonction U(z,y, z) = 2%+ + 2 soumis 4 la double contrainte
z+y+z=aet x?+y%+22 =02

29. Chercher les minima et maxima de la la fonction U(x,y, z) = 22 + y? + 22 sous les contraintes 22 +y% = 1
et 22 —x+y?-22=1

30. Soit Vellipsoide ' = {37, ajry = 1} (tous les a; sont positifs non nuls). Soit y € R™. Montrer que le
point z de E le plus proche de y vérifie z; = y;/(1 + Aa;) avec A vérifiant

n 2
S a (yk) .
Pt 1+ day

31. Soit p > 1 et la norme ||z||, définie sur R™ par [|z||b =, |;[P. Soit z € R™.
(1) Montrer que la fonction t s [t|P est dérivable sur R de dérivée t — p|t[P=1t1.

(2) Soit z € R™ et ¢ = (z;sign(z;)). Montrer que

max (z,z) = max ((,§).
lzllp<1 <1’
puis que
min (z,z) = — max (—z,x).
uzups1<’ ) lzlp<1t )
(3) Résoudre les programmes
max (z,T min (z,x
||x\|ps1<’ ) |\x|\p§1<’ )

et en déduire I'inégalité de Holder

[z 2) < llzllpllzllqr 2,2 € R®

1

avec ¢ déterminé par p~! 4+ ¢~! = 1. L’inégalité précédente est-elle égale pour x,z € C" ?

(4) Reésoudre le programme

max (z,x).
uxnp:1< /@)

On étudiera la validité de la condition lagrangienne du deuxiéme ordre au point de maximum.

32. Soit A symétrique. Montrer que le programme

max (Ax,x)
llzlla=1

a pour solution un vecteur propre de A. Comment interpréter sa valeur propre 7.

33. L’aire du triangle de cotés c1, c2, c3 est donnée par la formule de Héron

Aler,ea,e3) = \/p(p—c1)(p — c2)(p — c3)
ou2p=cy+co+ecs.

(1)

(2) Exprimer le probléme de maximisation d’aire & périmétre 2p fixé en le mettant sous la forme

B
max (v)

ou C est compact convenablement choisi de méme que la fonction B.

(3) Montrer que ce probléme admet une solution et qu'’il est équivalent &

B(y).
jonax (y)

(4) Conclure.
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34. Soit M, 'espace des endomorphisme de R™ euclidien.

(1) Montrer que (A, B) + tr(TAB) définit un produit scalaire sur M,, . Introduit par Frobenius, il sera
noté ( , )r.

(2) Soit x,y € R™ et P, , l'opérateur de rang 1 définit par P, ,(v) = x(y,v). Montrer que la forme
linéaire A € M, + (y,Az) est représenté dans M, par l'opérateur P, ., i. e. tr(TAP, ) =
(y, Ax).

(3) Soit K symétrique définie positive. Etudier le programme

min |H - K[}
H=TH Hz=y

35. Soit W, K symétriques définies positives d’ordre n, z,y dans R™ avec Wy = z. Soit || ||w la norme de
Frobenius pondérée par W définie par

|AIZ = [WY2AWY2|2 = te(WY/2TAW AW/2)
Etudier le programme

min |H — KH%V
H=TH Hz=y

36. Montrer pour a, b, ¢ positifs
b+c c+a \/ a+b 2
<l+—
\/2a+b+c+\/2b+c+a+ detatb - T3

37. Soit A une matrice d’ordre (m,n), b € R™, b€ R"™, c € R™. Ecrire les conditions d’optimum du premier
ordre nécessaires pour les deux programmes

in [||[Az — b + 2(c, z)], i —b|.
min[l|Az —b]" + 2{c2)],  min [y — bl

TAy:c

38. Soient (a;, b, ¢; ) positifs non nuls. Résoudre le programme

n

min E cl-:ci_l
Z?: aLZDLSb T
;>0 =1

39. En écrivant les différentes conditions de Karush-Kuhn-Tucker, résoudre le programme.
inf [y* — 2z — 27
anf ly7 =22 -2
40. Soit b € R™ de norme 1 et le programme

inf [—In(1— |lz||?) + (b,2)].

llzll<1/2

(b,z)<0
Calculer la hessienne de U(x) = —In(1 — ||z]|?) + (b, ) et en déduire que la fonction U est strictement
convexe.

Montrer que le programme a une solution unique (utiliser un argument de convexité) et appliquer les
conditions KKT avant de résoudre le programme.

41. Etudier les conditions KKT pour le programme

: 3 2
I Y

42. Soient u,v € R™ avec u < v. Résoudre les programmes

min | ||z||? + E ;T
u<lz<v
1<i<j<n

min | ||z|]® + Z ;T sup | |z||* + Z T,

u<z<v
== 1<ij<n usesy 1<i,j<n
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Soient u,v € R™ et M réel. Etudier les programmes

min [l + (@9) + Iyl + 2 ) + 2(0,3)]

i [l + )+l + 20 2) + 2(0,9)]
(u,2)+(0.y) <M

(1) Reésoudre le programme
max (z,x)
|\:r:||p§1<
et en déduire I'inégalité de Holder, avec ¢ déterminé par p~! + ¢~ =1,
[(z,2)| < llzlpllzllg, 2 €R™
(2) Résoudre le programme
max {(z,).
l=llp=1
On étudiera la validité de la condition lagrangienne du deuxiéme ordre au point de maximum.
Montrer que C' est convexe si et seulement si 61z + ...+ 0,2, € C pour tout z1,...,z, dans C et des

réels 04,...,0, positifs telsque 61 +...+6, =1.

Déterminer si les parties suivantes sont convexes.
(1) Latranche {z € R",a < (a,z) < 8}.
2) Lerectangle {z € R", o; < x; < 5;}.
3) Le secteur {z € R", (a1,z) < a1, (az,z) < as}.

5) Pour S, T parties, la partie Agr = {z € R",d(z,S) < d(z,T)} avec d(z,S) = infseg ||z — s]|.

(2)
(3)
(4) Pour S partie et z, € R™ la partie {x € R, ||z — z.| < ||z — s|,s € S}.
(5)
(6) La partie {x € R™,x 4+ Sy C Sy} si 51,52 sont deux convexes

Soit C' une partie convexe d’'un Hilbert H et £ > 0 Montrer que

c-={ve Haw.0) = i o -yl <<
est un convexe.

Soient a,b deux points distincts de £ = R™ (ou E Hilbert). Montrer que P = {||z — a|| < ||z — ||} est
convexe, en fait un demi-espace {(v,z) < ¢} ol on précisera le vecteur v et le scalaire c.

Soit z. € R™ et A une matrice symétrique définie positive d’ordre n. Montrer que ’ellipsoide £ de centre
x. défini par € = {z: (A(x — z.),x — x.) < 1} est convexe.

Soit A matrice symétrique d’ordre n, b € R™, ¢ réel et C = {z € R", (Az,z) + (b,x) + ¢ < 0}.

(1) Montrer que C' est convexe si A est positive

(2) Soit g € R™ non nul et h réel. Montrer que C' N {(g, z) +h = 0} est convexe s'il existe A réel telle
que (Az,x) + Mg, z)? soit positive.

(3) Que dire des réciproques ?

Soit A matrice d’ordre (m,n), b € R™, c € R", d € R et f(z) = (Az +b)/({c,z) + d) avec dom f =
{z € R",{¢,x) +d > 0}. Montrer que si C C R™ et D C R™ sont convexes, alors f(C N dom f) et
f~Y(D)Ndom f sont convexes.

Montrer que la partie
{(z,y,t) € R®, exp(a/t) < y/t,t > 0}

est un cone convexe.
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Si C est un cone de 'espace £ muni d’un produit scalaire ( , ), son dual C* est la partie de E définie
par
C*={z€E (z,y) 20,y C}.
(1) Montrer que C* est un cone convexe.

(2) Montrer que C' = C* si C = {z = (z;),z; > 0} dans R”, C = {(u,z) € R x R", ||z|| < u} dans
R™"* ou C = {X symétrique positive d’ordre n} avec le produit scalaire (X,Y) = tr(XY).

(3) Soit Sq.p le secteur plan S, 5 = {a < arg z < 8}. Déterminer son dual.

Montrer que A + B est convexe si A et B le sont.

Soit C' convexe d’intérieur non vide.
(1) Donner un C avec un bord convexe.
(2) Montrer que si C est compact, alors le bord de C' est non convexe.

(3) Si C est fermé montrer qu'il existe z € (z,y) dans le bord de C' dés que z est intérieur & C et

y¢C.

Soit || ||z lanorme ||(z,y)|l1 = |z|+|y| sur R%. La partie {||(z,y)|l1 < ||(z,y)—(a,a)|1} est-elle convexe ?

Soit C' convexe. Montrer que son e-voisinage C. défini par
C. ={z,d(z,C) <¢e}

est convexe.
Montrer que K est convexe. La partie K est alors dite ceur conveze de C'.

Montrer que la projection P sur le parallélotope p = [[[a;, b;] est donnée par P(x;) = (min(max(z;, a;), b;)).
Si A et B sont des convexes fermésresp. de F et F', alors la projection Payp est égale & Py Pg.

Soit ¥ = {z € R", >, x; = co}. Montrer que le projeté y = Px de x sur ¥ est de coordonnées

yi =1, — Aavec A =m (—co + Zwl)

Un cone conveze d'un espace vectoriel E est une partie C telle que si u,v € C, alors au+ fv appartienne
a C pour tout o, 8 € Ry

(1) Montrer qu’un cone convexe est convexe.
(2) Montrer que les parties suivantes sont des cones convexes.
(a) {x=(z1,...,2n),2; >20,i=1,...,n},
(b) {(,u) € R x R",|Ju]| < a},
(¢) Pensemble des matrices symétriques positives d’ordre n,
(d) Pensemble des matrices symétriques définies positives d’ordre n,
(e) {(z,y,t) € R exp(z/t) < y/t, t > 0}.
(3) Soit S, le secteur plan S, g = {a < arg z < 8}. Déterminer son dual.

Pour K partie de E, on note KT son dual positif défini par K+ = {u|{u,k) > 0,k € K}.
(1) Montrer que KT est un cone convexe fermé.

(2) Montrer que les quatre premiers cones de I’exercice précédent sont autoduaux, i. e. vérifie K =
K™ mais pas le pénultiéme.

Montrer que U : ¢ — U(t) = targsh(t) — V1 + t? est convexe.

Soit C' un convexe de R™, U : C'— R, z,y € C. Si U est convexe, alors I'application U, , : t € (0,1) —
Utz + (1 —t)y) est convexe.

Soient f1, fo convexes. Montrer que fi00f, définie par f10f2(x) = inf,[f1(y) + f2(z — y)] est convexe.
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Soit pour U : — R, la fonction ®, ,(t) = U(tz + (1 —t)y) — tU(z) — (1 — t)U(y). On suppose U” > 0.
En calculant la dérivée @7, montrer que @ , est croissante, puis qu'il existe un c tel que ¢, (c) = 0
(on remarquera ®, ,(0) = ®, ,(1) = 0 et on appliquera le théoréme de Rolle). En déduire que @, , est
croissante sur [c, 1], décroissante sur [0,1]. En résulte &, () > 0.

Montrer qu’une fonction U définie sur une partie convexe C' de R"™ est convexe si et seulement si son
épigraphe
Ey ={(z,y) € C xR,y > U(x)}

est convexe.
2 .
Montrer que z — e~* est quasi-concave.

Soit C' un convexe de R"™.
(a) Montrer que la fonction U définie sur C' est convexe si et seulement si
Ubrz1 + ...+ 0pzy) <0U(z1) + ...+ 60,U(xy,)
pour tout z1,...,x, dans C et desréels 64,...,6, positifs tels que #; + ...+ 6, = 1.

(b) En déduire pour z1,za, ..., z, positifs

H x; < Liz1 T .
el oon

(¢) Montrer que toute fonction continue V' mid-convexe sur le convexe C', i. e. vérifiant
V((z+y)/2) < V() +V({y)/2, ,yeC,
est convexe. On pourra utiliser le fait que 27" E[2"a] — « lorsque n — 00.

(d) Montrer que (1 + x)" < 2"7(1 + 2") pour z > 0. En déduire que p,, : t € RT — " est
mid-convexe, puis que la fonction p,, est convexe pour n > 1.

Montrer que (z,y) € R x Ry — 22 /y est convexe : est-elle strictement convexe ? En déduire la convexité
de x = (x1,...,2,) € Ry x R" 1 ||2]|2/21, o1 || || est la norme euclidienne.
Montrer que U est log-convexe si et seulement si U((x + y)/2) < /U(z)U(y). En utilisant vab <

(a +b)/2, en déduire qu’une fonction log-convexe est convexe.

Montrer que U est log-convexe si et seulement si le trinome U (z)T? — 2U((z +y)/2)T + U(y) est positif
sur R. En déduire que la somme de deux fonctions log-convexe 1’est aussi.

Une fonction U a valeurs positives non nulles est dite log-convexe si la fonction In U est convexe.
(a) Montrer qu’une fonction log-convexe est convexe.

(b) Montrer quune fonction U d’une variable réelle est log-convexe si et seulement la fonction x
U(z)a® est convexe pour tout a > 0. En déduire que la somme de deux fonctions log-convexes est
log-convexe.

(c) Montrer que la fonction W : (s,t) € R? — In(e® + ) est convexe. En déduire a nouveau que la
somme de deux fonctions log-convexes est log-convexe.

(d) Soit U deux fois dérivable. Donner une condition différentielle caractérisant la log-convexité de U .
Soit h € CY[0,1]. Montrer que la fonction

1
u € CH0,1] — / [W/(t)* +u(t)h(t)] dt € R
0
est convexe.

Soit X une variable aléatoire sur un espace de probabilités 2 et U une fonction convexe sur R. Montrer
que
U(E[X]) < E[U(X)].
(a) si Q est fini;
(b) si © quelconque en intégrant 'inégalité de convexité U(z) — U(E(X)) > C(x —E(X)) ou la valeur
de C sera précisée.
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La conjuguée de Fenchel-Nielsen f* de la fonction f est définie suivant

[T = sup [\ x) — f(2)]

zcdom f

Calculer les conjuguées des fonctions suivantes

(1) Lp:z e Evw (h,x).
) Qa:x € E v (Azx,x) avec A défini positif.
) fi:t—tlnt,dom fy = RT.
4) foy:t+—1/t,dom f =RT.
) Liz) = (X0 ).

) f3(x) = ch(z).

7) Fp(x) = ||z||P/p avec p > 1.

Réponses 1. dom(Ly)* = {h}, (Lyn)*(h) = 0, 2. (Qa)*(\) = (A7'(A\),A\)/4, 3.(tInt)*(\) = e} ; 4.
dom(1/t)* = R_, (1/t)*(A) = —2/=A ;5. domL* = {A\ +...+ Ay = L, X; > 0}, L*(\) = 3., A In Ay,
6. dom(ch)* =R, (ch)*(A) = Aargsh(\) — v1+ A2.

Soit pour f : Ry — R la fonction sur R™ définie par F(z) = f(||z||?),a € R™ ol on a utilisé la norme
euclidienne. Etudier la fonction de Fenchel-Nielsen F' en fonction des propriétés de f.

Montrer que & € R +— chx est fortement convexe, mais pas x € R — e*.

Montrer que la fonction xy n’est ni concave, ni convexe sur R?. Montrer que la fonction xy est quasi-
concave sur Ri , mais pas sur R2.

Soit S I'ensemble des matrices symétriques définies positives d’ordre n. Montrer que I'application X €
ST — Indet X ~1 est convexe.

Soit f définie sur R™ par
f(z) = max{i,x; # 0}, x€R"\{0}.

et f(0) = 0. Montrer que f est quasi-convexe.

Soient a,b € R™ et f définie par f(z) = ||l — a||/||x — b||. Montrer que f est quasi-convexe sur le
demi-espace E = {||x — a|| < ||z — b]|}.

Soit f: (x,y) € C+— f(z,y) convexe. Montrer que F' définie par F'(z) = inf, f(z,y) est convexe.

Si f est convexe sur le cone convexe C' C R™, montrer que la fonction F : (z,t) € C x Ry — tf(x/t) est
convexe.

Soit A opérateur symétrique positif sur E, @ la forme quadratique déterminée par A (Q(x) = (Ax,x)) et
v un vecteur de E. Montrer que la fonction U(x) = Q(x)/(v,x) est convexe sur le demi-espace {(v,z) >

0}.

Soit ay, B € R et Ay € R™ pour k= 1,...,p. Soient Uy et U; les fonctions

P P
Ui(z) =1n (Z ea""””ﬁ’“) , Tz€eR, Us(z) =1In <Z e<)"“’z>+ﬂ*’> , z€R™
k=1

k=1
Montrer que U; est convexe sur R et que Us; est convexe sur R™.

Soient f, g convexes. Les fonctions f + g, f — g, f o g, fg sont-elles convexes 7

Soit a € R™. Montrer que application a — /1 4+ ||z||? — (a, z) est convexe. Quel est son minimum (s’il
existe) ?

Etudier le domaine de définition de U définie par

x y
Uz, y) =z | —— ) +y1
=i ) 4o (55)

Montrer que U est convexe sur ]Rf_

Montrer que V(z,y) = 2?+xy+y?—Inz—Iny est convexe, coercive sur ]Ri . Est-elle strictement convexe ?
Quel est est son minimum ? (s’il existe).
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Soient ag,...,a, des réels positifs et 0 < s < r des entiers. Déterminer les optima et maxima de la
fonction Y, a;2?" sur la partie {>_, z2° = 1}.

Calculer le gradient et la hessienne de € U C R"™ + f(||x||?) en fonction des dérivées de f.

Soit an > 0,7, tels que ) _yan(l 4 |z,]) < +o0o. Montrer que la fonction F'(x) = > an|r — ;| est
dérivable sauf aux points z,, .

Soit J définie par
J(z,y,2) = 32% + 3y* + 327 — 22y — 3z — 10y, (z,y,2) € R>.
Etudier les deux programmes

inf J(m), inf  J(z,v,
nigR:‘ (m) m+y1£z2:0 (CC y Z)

Avant de calculer les points de minimum, on cherchera a établir leur existence par des arguments simples.

3 -1 -1
Soit A=|-1 3 —1|,b="T(1,1,1) et lafonction J définie suivant m € R3 s J(m) = (Am,m)/2—
-1 -1 3
(b,m) . Etudier les programmes
inf J(m), inf J(z,y, 2), inf  J(z,y,2).
Jnf J(m) R T (@,9,2), _ inf J(zy,z)

x+3y>0

Indication : on pourra remarquer que si un point (., Y, 2«) est caractérisé de maniére unique sous une
condition invariante par la transformation cyclique (z,y,z) — (y, z, ), alors on a nécessairement x, =
Y = Zx -

Soit U : R™ — R strictement convexe avec un minimum. Montrer que U est coercive.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie doté d’une norme || ||. Soit A un sous-ensemble fermé non
vide de E. Montrer que A est convexe si et seulement si la fonction distance par rapport & A est convexe.
On rappelle que cette derniére est définie par da(z) = infyea ||z — y||.

Etudier la convexité ou la concavité de chacune des fonctions (on précisera le domaine de définition)

P+ —ay—axz—yz, chnz+yhhy+zlnz, z(z+y?), In(zy).

Soit, pour « réel, la fonction U, définie par x € R}, — U(xy,...,2z,) = (T1...2,)%. Etudier la
con[vex|cav]ité de U,.
Soit la fonction U définie sur R3 par U(z,y, 2) = xyz + yz + 12 + 1Y.

(1) Montrer que le seul point de R? oil le matrice hessienne de U est semi-définie positive est le point
(-=1,-1,-1).

(2) Montrer que U ne posséde aucun minimum local sur R3.

Rechercher les rectangles d’aire maximale dans une ellipse. Rechercher les triangles d’aire maximale &
périmétre donné.

Soient les fonctions f1, fa2, f3 définies sur R? suivant :
filzy) =142 +9°  foley) =2y, fs(z,y) =2 +y° +ay+a’.
(1) Montrer que (0,0) est un point critique pour fi, fo et f3.
(2) Quelles sont les fonctions convexes sur R? parmi fi, fo et f3 ?

(3) Pour quelles fonctions (0,0) est-il un minimum local, un minimum global ?

Soit la fonction U définie sur R? par U(z,y) = 22 + y? + xy. Montrer que U est strictement convexe sur
R? et qu’elle posséde un unique minimum sur D = {(z,y) € R, 22 +y? < letx+y > 1}
En écrivant les relations de KKT, déterminer le point oit U atteint son minimum sur D

Soit la fonction U définie sur R? par U(x,y) = (z — 1)?> + (y — 2)?. On note D = {(z,y) € R?,y? — 2> <
1 et x > 2}. Montrer que U est strictement convexe sur R? et qu’elle posséde un unique minimum sur D.
En écrivant les relations de KKT, déterminer le point ot U atteint son minimum sur D.
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105. Soit la fonction de R? dans R définie par U,(z,y) = 2? + ay® + 2y + = pour un paramétre a € R. On
cherche & minimiser U, sur C' = {(x,y) € R?,x+y < 1}. Pour quelles valeurs de a la fonction U, est-elle
convexe sur R? ? Résoudre le probléme posé dans ce cas. Lorsque U, n’est pas convexe, U, posséde-t-elle
un minimum sur C' 7

106. Soit la fonction U définie sur R? par U(x,y) = 2% + y% + xy.
Montrer que U est strictement convexe sur R? et qu’elle posséde un unique minimum sur D = {(x,y) €
R% 22 +y? < letx +y > 1}. En écrivant les relations de KKT, déterminer le point ott U atteint son
minimum sur D

107. Soit la fonction f définie sur R? par f(z,y) = a* — y* — 8x. Montrer que f n’est pas coercive sur
R?. Déterminer les points critiques de f sur R?. f admet-elle des extrema locaux? Soit A = {(z,y) €
R% 2% + y* = 1}. A est-il fermée ? borné ? Calculer les points ot f est minimale sur A en utilisant les
multiplicateurs de Lagrange. Vérifier le résultat en remplagant y par sa valeur dans ’expression de f.

108. Soit C' le sous-ensemble de R? défini par C = {(z,y) € R% 2% +y? <lety>1—=x} et soit f la fonction
de R? dans R définie par f(z,y) = (z + 1)? + y*> + 2y. On veut minimiser f(z,y) sur I'ensemble C.
Montrer que le probléme admet une solution. Cette solution est-elle unique ? Vérifier que les contraintes
sont qualifiées. Calculer la ou les solution(s).

109. Soit C' le sous-ensemble de R? défini par C' = {(z,y,2) € R* 22 + y? + 422 < lety = 2%} et soit f la
fonction de R? dans R définie par f(z,y,2) = 2% + (y — 2)? + 22. On veut minimiser U sur I'ensemble C.
Montrer que le probléme admet une solution. Cette solution est-elle unique ?

110. Soit le programme min ;g2 ||z||. Montrer que la suite (1427%)(cos k, sin k) a tout point du cercle {||z|| =
lzll>1
1} comme point d’adhérence, solution du programme précédent.

111.Soit v : z € E — v(z) = (n1(x),...,vm(z)) € R™. Exprimer les problémes mingeg ||v(z)|| et
ming e p max;=1, ., v;(x). sous forme de programmes lisses. En est-il de méme pour minge g min;—y ., v;(x) ?

112.Soit C = {1 > ay,1 >x—y,1 >y—x,2+y > —1} et le programme min,,ec[(z —3/2)? + (y —t)*]. Pour
quelles valeurs de ¢ le point (1,0) vérifie les conditions KKT ? Si ¢ = 1, montrer que la/es solution(s) est
saturée pour la premiére condition et déterminer ce point de minimum.

113. Résoudre les programmes ming>,2—1 Ty et max,2,,2<1 TY.

114. Soit C' le sous-ensemble de R? défini par
C={(z,y) eR},-1<x<1,-1<y<1, |4y —z| > 1}

et soit U la fonction définie par (z,y) € R? + U(z,y) = 2% +3?> € R. Montrer que le probléme
inf,,ec U(m) admet une solution : cette solution est-elle unique ? La calculer.

115. Soit C' le sous-ensemble de R? défini par
C={(z,y,2) eR*2? +¢y* + 2 <1,y +22 <0}

et soit U la fonction définie suivant (z,y,2) € R® — U(x,y,2) = (z —2)> + (y — 2)> + (2 — 3)? € R.
Montrer que le programme min,,cc U(m) admet une solution unique. Ecrire les conditions nécessaires
d’optimalité du premier ordre : sont-elles suffisantes ? Montrer que la solution du probléme vérifie 22 +
Y¥+z=1y+2r<0

116. Soit U définie par (x,y) € R? — U(x,y) = —(x +y — 1/2)? — (x — y)? € R. Montrer que U admet un
minimum sur [—1,1]%, qui se trouve sur le bord de [—1,1]? et le calculer.

117. Soit le programme

. 2 2
xrfyl%[x +ay” + 2y + 7]

Pour quelles valeurs de a ce programme convexe ? Résoudre ce probléme lorsque a > 1/4. On suppose
désormais que a < 1/4. Montrer que le programme n’a a pas de solution et qu’il existe cependant un
multiplicateur de KKT en (1 — 1/a,1/a) dés que a > 0. Pourquoi est-ce possible ?
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Soit C' une partie convexe fermée de R™ et soit p un réel supérieur strictement & 1. Montrer que, pour
x € R™ il existe un unique point a de C tel que |ja — z||, = minyec ||y — x|, ce point a étant caractérisé
par l'inégalité

Z(Zl — ai)pfl(yi — ai) § 0, (BS C.

g

Montrer que la fonction U : (x;) € R, — [[;; 2, >_1" | 2; est log-concave.

(1) Soit K > 0. Montrer que la fonction z € RT + logz+ Kz ™! est coercive. Quel est son minimum ?

(2) Soient K, L > 0. Montrer que la fonction a,b,c € R3 — log(abc) + K (ac)™* + L(bc) ™! n’est pas
coercive, mais que la fonction a,b,c € R% x (0,1) — log(abc) + K (ac) ™' + L(bc) ™! Test; quel est
son minimum ?

(3) La fonction

Az=1 4+ Byt
(e,,7) € BE x (~1,1) o log(ay(1 — 1)) + =2

est-elle minorée 7 Si oui, quel est son minimum ?

Soit U définie sur R? par
Uz,y) =" —2® + 22y +y> — 2y +1, (z,9) €R?
(1) Montrer que U est coercive. Analyser ses extrema.

(2) Programmer la méthode du gradient a pas constant pour trouver son (ou un de ses) minimum.

Soit f x la densité de la loi de Weibull définie par
Fer(t) = (/) (z/ Nk — 1e~ @/

En utilisant la méthode de Newton, déterminer le paramétre (k,A) correspondant au maximum de la

vraisemblance
n
I fenta)
i=1

induite par ’échantillon de n observations x1,...,x,.

Soit U continue et convexe sur le convexe compact C' de R™. Montrer que U atteint son maximum en un
point extrémal de C'. Atteint-elle son minimum en un point extrémal ? (on pourra considérer la fonction
t— t2.)

En déduire que ’ensemble des solutions d’'un programme linéaire contient un point extrémal.

Montrer que le bidual d’'un programme linéaire (P) est équivalent au probléme (P).

Montrer que le dual de

P .
(P) min {c,z)
x>0
est
(D) max (b,y)
TAySc
y=>0

Montrer que (2,3) est la valeur optimale de

(D) min 2z; + 3x9
z1+x2>5
Ilzl
1222

en montrant que la valeur de la fonction objectif pour tout vecteur réalisable est au moins 12

Donner un exemple de programme linéaire infaisable, tout autant que son programme dual
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128. Résoudre les programmes suivants

(1) Espace affine : mina,—p{c, )

129. Montrer que le programme mina,<p(c, ), ot A est inversible symétrique, a pour optimum —oo sauf si

A~'c <0 auquel cas 'optimum est (¢, A=1b)
130. Exprimer les problémes d’optimisation suivants comme des programmes linéaires.

(1) min Az — bl

(2) min ||Az — b1
3) <1 [|Az —blly
(4) minyaz_p..<1 ||zl
()

5) min ||Az — b||1 + |2]|eo

IniIlHz

lloo

131. Calculer le dual de

max 2r] — To
fEl—fE2§1
—z1+r2<—2
x1,22>0

Quels sont les types de (P) et de son dual ?
132. Soit U : E — R une fonction convexe et concave. Montrer que U est linéaire.

133. Soit ST (ST resp.) I'espace des matrices positives (définies positives resp.).
1) Montrer que X € St — sup A(X) est convexe
) Montrer que X € ST — tr(X 1) est convexe
3) Montrer que X € ST — det(X 1) est convexe
)

Soit K € S*. Montrer que X € St+ — det(1 + KX ') est convexe (strictement convexe si
K e StT).

(5) Soit V : R™ — R invariante sous l’action du groupe des permutations des coordonnées et U :
St — R induite via U(X) = V(spec(X)). Montrer que U est convexe si et seulement V Dest.

134. Soit U définie sur ST par U(X) = logdet X . Montrer que
dUx (h) = —tr(X'h)
Hess Ux (h) = —tr(X 1 X 1)

135. Soient B, C' dans X T . montrer que

(B4 Y le ) = ;relg:[(Bx,m) +(Cly —2),y —2)].

136. (Ky Fan) La fonction A € ST+ — (det A)Y/™ est strictement concave.

137.

— Si Q est un ouvert de R™, montrer que la boule unité de L'(€2) n’a pas de point extrémal.

— Montrer que la boule unité de I'espace C§°(R™) des fonctions continues s’annulant a I'infini n’a pas
de point extrémal.

— Une matrice A d’ordre n et a coefficients positifs ou nuls est dite bistochastique si Y i | a;x =
Z;-L:l a¢gj = 1 pour k,f = 1,...,n. Montrer que l'ensemble B,, des matrices bistochastiques
d’ordre n est convexe, que toute matrice bistochastique avec un coefficient dans (0, 1) n’est pas un
point extrémal et que les points extrémaux de B,, sont les matrices de permutation.
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Soit fr, : U = Rpour k =1,...,det f: 2z € R - ZZ:1fk($k)- Montrer que f*(z1,...,z4) =
it Frln).

Calculer les transforémes de Fenchel-Nielsen des fonctions suivantes

x — ax + 2 si x > 0, 0 sinon

)
)

4) LR+ — ln(m)xﬂw
)

Montrer que f & g définie par f @ g(x) = min[f(y) + g(z — y)] est convexe si f et g le sont. La fonction
f @ g est appelée la convolée infimale de f et g.

Soit C' convexe de R"*1. La fonction fo définie par fo(xy,...,Zny1) = infy(Tpyr i@ = (21,...,0pe1) €
C') est convexe.
Si f, g sont convexes, quelle est la fonction associée a la somme epi f + epig ?

Soient f, g convexes fermées. Montrer que
(fe&g) =f"+g"
(f+9)=foyg

Soit f, g, h convexes. Montrer que f @ (g D h = (f ® g) ® h et justifier pour fi, fo,..., f&
f @fg@...@f}g(.ﬁ): inf [fl(xl)—&——i—fk(xk)]

r1+...ftrr=x

Soit v la fonction définie par

Y(x,v) = sup[(y, ) — [lylI*/2.
yeC

La fonction 1) est convexe et fermée.

Si C est borné, 1 est finie sur R™ tout entier.

Si C =R"™, dom ne contient que des points x,7) avec v > 0 Si v = 0, alors nécessairement = 0 (vu
que (y,z) est non borné). Enfin, si v > 0, alors le minimum est est y. = 2/gamma avec valeur minimum
et |z[/(27%). En résumé, domy = R? x R¥* U {0} (domaine ni fermé, ni ouvert) avec 9(0) = 0 et
Y(z,v) = ||z||?/(2y) si v > 0. Notons lim,_,o+ ¥(,/7Z,7) = [|z||3 et que la fonction psi n’ets pas
continue a l'origine.

Soit ¢ une fonction positive définie sur B = {||z| = 1}, nulle sur Pintérieur {||z| < 1}. Montrer que ¢
est convexe.

(1) Soit C convexe et f : C — R convexe. Montrer que g : (z,t) € C x Rt — tf(x/t) est convexe
(c’est la transformée conveze de f).

(2) Soit p,q € (0,1) avec p+ q < 1. Montrer que (z,y) € RT — 2Py? est concave.

n déduire que, si o € n] application (x1,...,2,) — (x1...2,)" est concave.
(3) En déduire que, si (0,1/n] lapplication (z1,...,zn) — ( ) est



