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PROLOGUE

Un nombre important de problémes mathématiques en sciences de lingénieur (et en
science en général) reléve de la boite noire. On donne des données X, en entrée a ce dispositif,
qui délivre des données X en sortie. La modélisation est l'interprétation en termes mathé-
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FIGURE 1 . La boite noire et les données X, X5.

matiques des actions de la boite noire sur les quantités (variables, champs,. ..) représentant
les entrée et sortie. Quelques exemples

— un amplificateur électronique opére sur la bande passante, la distorsion, le temps de
réponse,. . .

— la description dynamique passe souvent par des équations différentielles dont les ca-
ractéristiques des solutions (stabilité, comportement asymptotique, périodicité,. . .) ex-
priment des propriétés des signaux de sortie,

— un ordinateur regoit en entrée des données (une suite de lettres, chiffres et symboles)
et produit en sortie des graphiques, des sons, des images,. .. : le logiciel qui opére est la
boite noire.

— la position initiale d'un corde vibrante est I’entrée du systéme vibratoire, son évolution
temporelle aprés sa libération est la sortie du dispositif.

La nature de la modélisation peut étre complexe. En fait la relation entre entrée et sortie

(1) Xs = A(Xe)

est souvent linéaire : si X, et Y, sont des entrées et X, Y, les résultats livrés par la boite
noire resp. et «, 5 des nombres (& interpréter comme des facteurs d’amplitude), alors la boite
noire produit la sortie A(aX. + 8Y.) = a X, + BY; pour l'entrée a X, + Y. . L’opérateur A
qui produit la sortie X, = [Zs1, Zos, ..., Ts]t & partir de X, = [@er, Tae, - - ., Ten|® dans (1)
peut étre une matrice A = [a;;]

Ts1 ai A1n Tel

Ls2 . Le2
XS = = :

Lsn (0751 Qpn Len

ou correspondre & une transformation intégrale sur des fonctions X modélisant des signaux
dépendant d’un temps continu ¢ € [0, 7]

X(t) = /OTa(t,T>Xe(T)dT, te€0,T]



2 PROLOGUE

L’idée de linéarité s’est révélée, malgré ses limitations, d’une extréme fécondité : on peut voir
les ondes s’additionner & la surface de la mer, la section 3.1 montre comment la somme de
solutions particuliéres de ’équation des ondes améne aux séries de Fourier. Voila le premier
objectif du cours : étudier des opérations linéaires qui s’instancient de maniére diverse.

Un second caractére mathématiques domine ces pages, celui de mesure et de mesure appro-
chée : distance, convergence, approximation, interpolation, régularisation sont des notions
rigoureuses illustrées de maniére constante par des situations concrétes, dans des modéli-
sations en dimension finie ou infinie, comme il apparait dans I’étude des ondes, signaux
ou champs en dimension 1 d’espace. Le cadre linéaire traite des caractéres communs a la
dimension finie et infinie, néanmoins, des différences essentielles subsistent entre ces deux
cas, comme par exemple ’équivalence des normes propre a la dimension finie. Le mélange
de la vision géométrique de la dimension finie et des abstractions de la dimension infinie
est au coeur de I'approximation fonctionnelle, qui intitule ce cours. Les fonctions affines par
morceaux (et plus généralement les splines) et les séries de Fourier sont des exemples de ces
notions, d'une grande importance en analyse numérique et dans les sciences de I'ingénieur : il
suffit de rappeler comment les splines ont été développées initialement dans la modélisation
de formes dans l'industrie automobile et aéronautique.

Ce mélange de la structure algébrique (le linéaire ici) et la vision topologique (qui décrit
les processus d’approximation) est au cceur du premier chapitre. La suite examine la notion
de convergence qui, pour les signaux continus modélisés dans le cadre d’espaces fonctionnels
de dimension infinie, dépend des critéres choisis : 'approximation uniforme est intuitive-
ment plus simple que l'approximation en moindres carrés (étudiée dans la troisiéme partie
du cours). Ces subtilités posent évidemment des difficultés pour manipuler les signaux, et
donnent de l'intérét a la précision des notions utilisées! Les séries de Fourier, introduites
comme ’a fait Fourier dans ses études de 1’équation de la chaleur, est un bon terrain de
tests des notions précédentes.

Un appendice décrit rapidement la théorie de Lebesgue (mesure et intégration, classiques
du XXe siécle), extension essentielle a la théorie plus élémentaire de Riemann (un classique
du XIXe) : cet édifice majeur est nécessaire aux fondements de l'analyse de Fourier, et
donc de la théorie du signal. En le plagant en appendice, on donne au lecteur curieux la
possibilité d’en prendre connaissance, au lecteur pressé de n’y retenir que quelques théorémes
et 'impression (relativement fondée, mais il existe toujours un contre-exemple plus ou moins
élaboré pour démentir ces sentiments spontanés) que les calculs a la Riemann sont bien
suffisants, justifiables qu’ils sont la plupart du temps par quelque argument lebesguien. Il ne
faut pas perdre de vue la déraisonnable efficacité de la théorie de Lebesgue pour 'analyse
de Fourier!

Nantes, le 4 septembre 2007
Laurent Guillopé

Une astérisque indique une proportion ou un théoréme non démontré, certains passages sont dans
une police réduite; ils peuvent étre négligés sans nuisance pour la bonne compréhension globale
des résultats du cours. En fin, dans la version en ligne, des liens hypertextes prolongent I'index en
renvoyant aux notices biographiques du MacTutor history of mathematics archive (Université de
St Andrews, Ecosse) pour les mathématiciens cités dans le texte : on y trouvera des bribes de cette
histoire évoquée ci-dessus.

www.math.sciences.univ-nantes.fr/ guillope/seiil-af/


http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/
http://www.math.sciences.univ-nantes.fr/~guillope/seii1-af/

CHAPITRE 1

ESPACES VECTORIELS NORMES

Ce chapitre introduit quelques concepts topologiques qui formalisent la notion d’approxi-
mation (et de convergence). Définir une topologie sur un espace FE, c’est se donner pour
chaque point x € F la famille V, de ses voisinages, parties particuliéres de E contenant x.
Si l’espace est vectoriel (et cela sera le cadre permanent des différentes parties de ce cours),
sa structure linéaire apporte une simplification majeure. La famille des voisinages V,, d’un
vecteur v; s’obtient de celle d'un autre vecteur v, par la translation de vecteur vy — vy : V
est un voisinage de vy si et seulement si vy —v1 + V) = {vy —v1 +v|v € Vi } est un voisinage
de vs. Il suffit donc de bien comprendre la famille des voisinages du vecteur nul de I'espace
vectoriel F. En fait, il suffit de considérer une famille fondamentale de voisinages, dite base
de voisinages, B, de x, i. e. une sous-famille de celle des voisinages de x qui engendre cette
derniére au sens ou toute partie de V, est caractérisée comme contenant une partie de B, .

En particulier, si I'espace vectoriel est doté d’une norme (c’est le concept central de ce
chapitre), il suffit de considérer comme base B, la famille des boules centrées en v, qui
se déduisent par homothétie d’une seule boule! Cette relative simplicité topologique d’un
espace vectoriel normé est insuffisante pour aborder les espaces fonctionnels de la théorie
des distributions : sa bonne compréhension aidera néanmoins a comprendre les notions de
convergence introduites dans le Chap. 2 en vue de l'introduction des distributions.

1.1. Espaces vectoriels et applications linéaires

Ayant en vue les applications du traitement du signal, ou les amplitudes des signaux
varient sur un continuum, on considérera des scalaires réels ou complexes : un réel positif
mesure une amplitude, un complexe z = re'? une amplitude » modulée par une phase ¢ (V).

Un espace vectoriel F est un ensemble £ muni de deux opérations qui permettent de
manipuler ses éléments, qui seront appelés vecteurs, comme la géométrie élémentaire du plan
ou de l'espace le fait :

— l'addition de deux vecteurs v et v’ dont la somme v + v’ est un vecteur de E

— la multiplication d’un vecteur v par un scalaire o € K, multiplication dont le résultat

est un vecteur a-v de F.
L’addition et la multiplication par un scalaire vérifient deux séries de propriétés qui défi-
nissent la structure vectorielle

(A) pour tout v,v’,v” dans E,
(A1) v+ (W +0") = (v+)+",
(A2) v+ =2 4w,
(A3) v+ 0g =0 + v = v pour un élément unique Og, dit vecteur nul de E,

1. Les espaces vectoriels sur les scalaires K = Zs des nombres entiers modulo 2 ont une grande impor-
tance dans certains traitements du monde numérique; ils ne seront pas considérés dans ce cours d’analyse.
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(A4) pour tout v € E, il existe un élément unique de F, appelé opposé de v et noté
—v, tel que v+ (—v) = (—v) + v =0g,
(B) pour tout v,v" de E et tout a, 3 de K,
(B1) a-(8-v) = (aB) - v,
(B2) a- (v+v) = (a-v)
(B3) (a+ ) -v=(a-v)
(B4) 1-v=w.

> Ezxemples 1.1.

(Oé ' Ul)?

_.|_
+ (8- ),

1. L’espace C™ des n-uplets (z1,...,z2,) de nombres complexes,

2. L’espace l¢(C) des suites (z;);eny de complexes nuls sauf pour un nombre fini d’entre
eux

3. L’espace F(R,C) des fonctions définies sur R a valeurs complexes, et ses sous-
espaces d’applications continues C(R, C), d’applications k fois contintiment dérivables
C*(R,C), d’applications bornées B(R,C), etc. Si A est une partie de R, comme
un intervalle ouvert (a,b) ou fermé [a,b], on peut pareillement considérer les espaces

F(A,C),C(A,R).. .. <

A Remarque 1.1. Les notions introduites se restreindront parfois naturellement pour des
espaces vectoriels réels (tels R™, /(R), F(R,R), ...). Les espaces vectoriels considérés
seront le plus souvent complexes. On notera donc simplement F(R),C(R),C* (R), B(R)...

V

Le premier exemple est de dimension finie : il existe une famille finie de vecteurs
(b1, b, ...,bx) telle que tout vecteur v puisse s’écrire comme combinaison linéaire de ces
vecteurs, c’est & dire il existe des scalaires (ay, o, ..., ) tels que

U:Oélbl—i-ongg—f-...—i—()ékbk

Les deux derniers exemples ne sont pas de dimension finie : ¢’est le cas des espaces fonction-
nels de 'analyse, qu’on approche par des espaces vectoriels de dimension finie souvent (cf.
la meilleure approximation quadratique par des polynémes trigonométriques qui sera vue
dans la derniére partie du cours).

Une application linéaire f d’un espace vectoriel F dans un espace vectoriel F' est une
application qui respecte la structure d’espace vectoriel : 'image d’'une combinaison linéaire
est combinaison linéaire des images

flav+ V') = af(v) + ' f(V'), v,V € E,a,a € K.

Une application linéaire a valeurs dans l'espace des scalaires est appelée forme linéaire. La
dualité vecteur vs forme linéaire correspond a deux modes d’observation : I'examen direct
avec appréhension globale du vecteur (représentant une situation concréte) ou sa découverte
graduelle par les valeurs de formes linéaires opérant sur ce vecteur. En théorie, la totalité
de ces valeurs suffit a reconstituer le vecteur.

1.2. Normes

Définition 1.1. Une norme || || sur un espace vectoriel F est une application qui a tout
vecteur v associe un réel ||v|| vérifiant

— (positivité) |Jv]| > 0, ||v|| = 0 si et seulement si v est le vecteur nul,

— (homogeénéité) ||av|| = |af |Jv||,a e K,v € E

— (inégalité triangulaire) [[v + /|| < ||v|| + [|V'||v,v" € E
Un espace E muni d’une norme est dit espace normé. Un vecteur de norme 1 est dit unitaire.
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> FExemples 1.2.

1. Sur C™, les trois fonctions

n
2l =) lails 2l =
i=1

définissent une norme. Les boules correspondantes dans le plan R? sont tracées ci-
dessous.

i=1,...,n

n
STlal llelle = sup |al, zecCn
=1

A

FIGURE 2 . Dans R?, les boules B (1) = {||(z,y)|| < 1} pour les normes
Il 11,1l Il2 et || |loos avec les inclusions de boules de types différents et rayons
adéquats.

2. L’espace Cp(R) des fonctions continues bornées sur R est normé avec la fonction

1 loe = sup If@ feG(R).

3. Sur l'espace C([a,b]) des fonctions continues sur l'intervalle borné [a, b], les trois fonc-
tions sulvantes

b b
wm:/vww,wmz /vwwaummszﬂm f € C(la,b]).

tela,b]
définissent une norme.

Dans ces trois séries d’exemples, les propriétés de la définition 1.1 sont aisément
vérifiées, sauf I'inégalité triangulaire pour les normes || ||2. Cette inégalité résulte d’'une
inégalité pour le produit scalaire défini par

b
(v, w) :/ v(w(t)dt, v,w € C([a,b]).
La positivité du discriminant du trinéme A — ||v + Aw]|3 (cf. exercice 1.4.1) est exac-
tement équivalente a 'inégalité, dite de Schwarz,
Re (v, w) < lvflz flwll2.
S’en déduit 'inégalité triangulaire
lv+ '3 = (v 4+, v +0) = ol + 2Re (v,0) + [V]3 < ([Jollz + [V]]2)* <

Définition 1.2. Soit (E,|| ||) un espace vectoriel normé. La boule (ouverte) de centre v
et de rayon r > 0 est la partie B(v,r) de E définie par

B(v,r) ={w € E,||lw—0v|| <r}.

Une partie V' de E est un voisinage du vecteur v € E si V' contient une boule B(v,r) pour
un r > 0. Une partie de I'espace normé (E,|| ||) est dite ouverte si elle est voisinage de
chacun de ses points.
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A Remarque 1.2. On vérifie bien la compatibilité avec les translations : la translatée de
la boule B(r) = B(0g,r) par le vecteur v est la boule B(v,r) = v + B(r). La famille de
boules (B(v,7)),>0 est la base de voisinages de v habituelle : toute partie est un voisinage
V de v si elle contient une boule B(v,r) pour un r assez petit. Les inclusions illustrées
dans la Fig. 2 indiquent un fait général : dans un espace de dimension finie, peu importe
le choix d’une norme dans la considération de la famille de boules associées a cette norme
comme base de voisinages. \V4

1.3. Applications linéaires continues

Une application f définie sur un voisinage de xq est continue en x( si, pour tout voisinage
V de f(xo), il existe un voisinage U de z tel que f(U) C V.

Vv

U

fU)

FI1GURE 3 . La continuité d'une application f en v.

Pour le cas d'une application linéaire définie entre espaces normés, cette notion de conti-
nuité se simplifie du fait de la linéarité : la continuité résulte de simples majorations, a savoir
I’existence de la constante M dans la proposition suivante. De plus, une application linéaire
est continue soit en tout vecteur, soit en aucun.

Théoréme 1.1. Soit { application linéaire de (E1,|| ||;) dans (Es, || ||,). L’ application
{ est continue sur Fy si et seulement si il existe une constante M telle que

(2) 1£()]l2 < Moy, v e E.

On note par ||| la borne inférieure des M tels que (2) soit valide. Le réel positif ||¢|| est
donné comme supremum suivant la formule ||0]| = sup,cp, ,z0 |[|[€(V)|]2/][v]]1-

A Remarque 1.3. La continuité de 'application linéaire ¢ énonce un résultat de stabilité.
Si v est remplacé par v + dv avec dv petit, alors w = fv est remplacé par w + dw avec
dw = ((dv) vérifiant

[ow][ < (€] |v]l.

Suivant le modéle de la boite noire du prologue, une petite variation dv de la donnée en
entrée v entraine une variation contrélée de la donnée en sortie w, avec un controle de
I'erreur ||dw| par un facteur [|¢|| indépendant de la donnée en entrée v et de sa variation

ov. \V4

Démonstration. — Tout voisinage de vy dans (F,|| ||) contient le translaté B(vo,r) de la boule B(r). Notons par
Bi(r),i = 1,2 la boule de rayon r centrée au vecteur nul dans l'espace F;.

Ainsi application ¢ est continue en v € Ej si, pour tout € > 0, il existe a > 0 tel que tout w de la boule
v+ Bi(a) ason image £(w) dans la boule £(v) 4+ Ba(eg). Si w = v+e, alors £(v+e) —£(v) = £(e), ainsi la continuité
en v est équivalente en la continuité de ¢ au vecteur nul. Par compatibilité de la norme et des applications linéaires
avec les homothéties, on a

Bi(er) =eBi(r), L(eBi(r)) =¢el(B1)(r))
ainsi, la linéarité de ¢ a 'origine donne, pour € = 1 'existence d’une constante « > 0 tel que

£(B1(a)) = af(B1(1)) C Ba(1),

soit en posant M = o~}

le)ll2 < M, o]l <1,
ou, par homogénéité,
le()ll2 < M]Jv[|r, v e E,
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condition qui entraine la continuité en v =0 vu que

{(B1(M™'¢)) C Ba(e). O

En dimension finie, la situation est simple

Théoréme* 1.2. Si By est de dimension finie, toute application linéaire de (Ey, || ||,) dans
(Ea || |],) est continue

En dimension infinie, les situations sont vari¢es Soit C'([—1,1]) I'espace des applications
continues, dérivables et a dérivée continue sur U'intervalle [—1,1], avec les normes

1 flloe = sup [l = [£O0)] + Sup]!f()\

te[—1,1] te[—-1,1

La forme linéaire L qui & f € C'([—1,1]) associe L(f) = f(0) est continue comme appli-
cation de (C'([-1,1]),]| |y)) dans (R, | [) vu que

FO) < I fllw,  feci(=1.1]),

alors qu'elle ne lest pas sur (C'([—1,1]),]] ||.) : pour la suite (s,)nen avec s,(t) =
sin(nt),t € R,ona L(s,) =n et ||sn||c,O = 1, ainsi il n’existe par de constante M telle que

L(F) < M| ||, f € CY([-1,1)).

Proposition 1.1. Soient (Ey,|| ||,) et (Ea || ||,) deux espaces vectoriels normés. L’es-
pace L(Ey, Ey) des applications linéaires continues de (Ey,|| ||,) dans (Es,|| |],) muni
de la norme définie par

14
||€|| = sup M, KEE(El,Eg),

vEFE1,v#£0 ||U| |1

est un espace vectoriel normeé.

Démonstration. — Vu les inégalités
1€+ ) (w)ll2 < 1)z + 1€ ()ll2 < (1€l + [[€112)[v]]1, ()]l = lal[[£(v)]]2,

la somme £+ ¢ de deux applications linéaires continues est continue, avec |[£+£¢'|| < ||€]|+||¢']|, ainsi que le produit
ol par le scalaire o avec ||af|| = |a|||¢||. Les propriétés de norme de l'application ¢ € L(E1, E2) — ||¢|] € R sont
alors aisément vérifiées. O

D> Exemple 1.3. Une application linéaire ¢ de C" dans lui méme est donnée par la matrice
(&'j)lgi,jgn- Pour v = (Ul, Ce ?Jn)

|tv]| o = sup Zf,ﬂj]
1<i<n |7

avec égalité pour vy = (g,;) ol 7y est un entier tel que ijl [Ciog| = SUD1<i<p | D25y i) et

—iArg/t

S Sup Z €55 {[0]]oo

€ipj»J = 0,...,n vaut e s ou 0 suivant que ¢;,; est non nul ou nul. Ainsi, 'application
. P n
lin¢aire ¢ a pour norme ||€]| = sup;<;<, [ > 5_; [4i]- <
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1.4. Exercices

1. Pour x = (xy,...,z,) € R", on définit trois normes

n

el =)zl lzlls =

i=1

n

DLzl llalle = sup .

i=1 i=1,...,n
Montrer que
lzlls < Vllzll2 < nllzfl < nflz]l;, = €R"

2. Soit 4¢(R) T'espace des suites u = (u;);en de réels, nuls sauf pour un nombre fini
d’entre eux.
(a) Montrer que les trois fonctions suivantes

ully =) "l Nulle = > lwil?, [Jullo = sup ui|, u €&
ieN iEN ieN

définissent des normes sur 4;(R).

(b) Soit ug la suite uxg = (1,...,1,0,...) avec ses K premiéres composantes
¢gales a 1, les suivantes étant nulles. Calculer ||ugl|1, |Juk||2 et ||uk||oo-

(c) Pour N' et N” deux quelconques normes parmi les trois normes de (a), existe-
t-il, ou pas, une constante C' telle que

N'(u) < CN"(u), u € l(R).

3. (a) Soient z,y € C™. En écrivant que le discriminant du trinéme du second degré
Tpy(N) = |z + Ay||3 est positif pour tout A réel, montrer que

Re (Zacy_) < Do w2y D Tl = el [yl
i=1 i=1 i=1

(b) Déduire de la question précédente une preuve de I'inégalité triangulaire
|z +yllz2 < [lzll2 + [lyll2, x5y €C",

puis que || ||, définit bien une norme sur C".

4. Soit R,[X] l'espace vectoriel des polynémes a coefficients réels de degré au plus n.
Soit x = (xo,...,x,) une famille de réels tous distincts.
(a) Montrer que l'application

Ny : P € R, [X]| — sup{|P(x;)],i =0,...,n}
définit une norme sur R, [X].
(b) Soit L; le iéme polynome d’interpolation de Lagrange défini par
X — X

ZEZ'—ZL']‘

Li(X) = )

7=0
JFi

Montrer que pour tout P de R, [X]

=0

En déduire que, pour tout z € C, il existe une constante C, > 0 telle que
|P(2)] < C,Nx(P), P eR,[X].
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5. Soit R[X] l'espace vectoriel des polynémes a coefficients réels.
(a) Montrer que l'application

PM™(0
N:PGR[X]—>Z—| m( )
n>0 ’

définit une norme sur R[X].

(b) Soit D I'endomorphisme de R[X] de dérivation : D(P) = P’. Calculer N(X¥)
et N(D(X*)). En déduire que I'application linéaire D n’est pas continue sur R[X],
muni de la norme définie dans la question précédente.

6. (a) Soit M la fonction numérique définie sur R? par

M(u) =sup(|lz +yl|,|y]), u=(z,y) €R’

11

4= (O 1) |
Montrer que il existe une norme N sur R? telle que M(u) = N(Au) pour tout
vecteur v € R?. En déduire que I'application M est une norme sur R2. Calculer
la matrice inverse A~! et montrer que la boule {u : M(u) < 1} est 'image de
la boule {v : N(v) < 1} par I'application linéaire A~'. Dessiner la boule B(r) =
{M(z,y) <r}.
(b) Reprendre la question précédente avec

M(u) = /2% + zy + y2, A:<(1) \/1%?2)

et la matrice

7. Soit 0 € [0,1] et soit fp la fonction définie par fy(
rayon 7 > 0 tel que la boule B(fy,7) = {f € C([0,1
fonction fy.

t) = sin(2w(t — 0)). Calculer le
D 1If = folloo <7} contienne la

8. Soit B(R) l'espace des fonctions bornées sur R avec la norme || ||, définie par
[ flloe = sup [f(B)], f & BR).
teR

Pour § > 0 et f € B(R), on note 75f la fonction définie par 75f(t) = f(t—9),t € R.
Montrer que 'application induite 75 sur B(R) est linéaire continue. Quelle est sa
norme ?

9. Soit E = C°(R) I'espace des fonctions indéfiniment dérivables sur R et dont chaque
dérivée est bornée, muni de la norme || || de la convergence uniforme. Montrer
que I'application A de E dans lui méme définie par

Alp) =—¢", peCF(R)
est bien définie. Est-elle linéaire ?
Si, pour n entier, S, note la fonction définie par S,(t) = sin(nt),t € R, calculer
les normes ||S, |l €t ||A(S,)|leo- L’application A est-elle continue ?



CHAPITRE 2

ESPACES FONCTIONNELS ET CONVERGENCES

2.1. Espaces normés
La notion de limite dans un espace normé copie celle pour les suites réelles.

Définition 2.1. Soit (E,|| ||) un espace vectoriel normé. La suite (vy,)nen de vecteurs de
E converge vers le vecteur v,, € FE si pour tout € > 0, il existe un entier N tel que
[|on, — Voo|| < € si n > N. On dit que le vecteur vy, est la limite de la suite (vy,)nen-

A Remarque 2.1. Géométriquement, la convergence de (vy,)n,en Vers ve, signifie que pour
tout r > 0, tout vecteur de la suite (v, — Voo)nen (resp. (vn)nen), mis & part un nombre
fini de vecteurs, est localisé dans la boule B(r) = {||v|| < r} de centre le vecteur nul (resp.
B(Vso,7) = {||v — veo|| < 7} de centre vy, ) et de rayon 7. \V/

> Exemple 2.1. Reprenons les normes définies sur C([a, b]) dans 'exemple 1.2.1. On parlera
de convergence en moyenne, convergence en moyenne quadratique et convergence uniforme
resp. <

A Remarque 2.2. Lanotion de limite permet une autre expression de la continuité rappelée
brievement dans la Sec. 1.3 du Chap. 1 : 'application f est continue en zy si pour toute
suite (u,)neny convergente vers xg, alors la suite (f(u,))nen converge vers f(xg). \V4

En dimension finie, par exemple si £ = C%, la notion de convergence est indépendante
du choix de la norme, comme ’affirme le théoréme suivant.

Théoréme* 2.1. Soit E un espace de dimension finie et N1, Ny deux normes sur E. Soit
(Un)nen une suite de E. Alors la suite (v,)nen converge vers 0 dans (E, Ny) si et seulement
si elle converge vers 0 dans (E, Na).

Ce théoréme est faux en dimension infinie : la notion de convergence dans les espaces
fonctionnels dépend de maniére subtile de la norme.

D> Exemple 2.2. Soit E = C([0,1]) l'espace des fonctions continues sur l'intervalle fermé
|

0,1] et les normes || ||,]| ||, définies sur E par

1
[ f11 :/ [F@ldt,  [[fllee = sup_[f(#)]
0 t€[0,1]
La suite (fn)neny définie par f,(t) = t",t € [0,1] converge vers la fonction nulle dans
(E,|| |l;), mais pas dans (E,|| ||) : |[falli = 1/(n+1),]|fullec = 1. Néanmoins, vu que
I1fll1 < ||fllo pour tout f € E, si une suite (v,)meny converge vers v, suivant la norme

| ||, elle converge aussi vers v pour la norme || ||;. <

Définition 2.2. La partie A de E est dite dense dans E' si tout vecteur e de E est limite
d’une suite (a,)neny de A.
L’espace E est dit séparable si £ admet une partie dénombrable dense.
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D> Exemple 2.3. Les rationnels (ainsi que les irrationnels) constituent une partie dense de
R. Plus généralement, la partie () des vecteurs de R"™ a coefficients rationnels est dense
dans R"™, qui est donc séparable. <

Théoréme 2.2. Soit C([a,b]) Uespace des fonctions continues sur le segment [a,b], muni de
la norme de la convergence uniforme : || fl|oc = SUpyeiop [f(1)]-

L’espace C([a,b]) admet comme sous-espaces denses

— l’espace des fonctions affines par morceauz,

— (Weierstrass) 'espace des fonctions polynomes.

v

\/
v

)

f\'

FIGURE 4 . Approximations d’une fonction continue par des fonctions continues
affines par morceaux avec N = 5,10, 15, 20, 25, oo segments.

A\
A
A

Démonstration. — La premiére partie est illustrée par la figure 4. Pour f continue sur [—1,1] on introduit le
polynoéme P, , dit de Bernstein, défini par

Po(t) = go (Z)f (%) *a-0" 7k, teRr

Soit € > 0. Par continuité uniforme de f sur lintervalle fermé [0, 1], il existe § > 0 tel que si |t —¢'| < §, alors
[f(#) — f(#')] < e. Alors, dans la décomposition

3) Pa(t) - f(t) = kZZD (Z) (f (%) - f(t)> -t = |’9/T§\<5+ Wy;b; t<[0,1],

la premiére somme du seconde membre est majorée en module par € 3_;_ (?)t*(1 —#)" "% = ¢. Le second terme est
majoré en module par 2||f||«S(d,t,n)) avec

2 2 n n— ~ [k *(n) & nk _ t(1—1) 1
§25(6,t,m) =48> <k>t’“(1—t) kgé(ﬂ—t) <k>tk(1—t) b= — < -

k=0,...,n
|k/n—t|>6

L’avant derniére inégalité exige le calcul des sommes Y, _, k? (Z)tk(l — )" F,p =1,2, obtenu en différenciant par
rapport & t identitée (t+1—u)" = Y7, ()" (1 —w)"~*. Ainsi
|| £1]oo

2no2 ’

ou le le terme de gauche est majoré par 2¢ pour n suffisamment grand, ce qui achéve la preuve de la densité des
fonctions polynomiales dans C([0,1]). La cas général de C([a,b]) s’y raméne par une bijection affine entre [0,1] et
[a,b] qui transforme toute fonction polynomiale en une fonction de méme nature. O

[Po(t) — f(t)] <e+ t € [0,1],

A Remarque 2.3. Les courbes de Bézier sont des courbes polynomiales par morceaux. Leur
généralisation pour décrire des surfaces est un élément essentiel des logiciels de conception
assistée par ordinateur, en construction automobile par exemple. \V4

Corollaire 2.1. L’espace C([a,b]) est séparable.
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Démonstration. — L’espace des polyndémes a coefficients rationnels de Gauss (i. e. de la
forme p+iq avec p, g rationnels) est dénombrable : ¢’est un sous-espace dense des polynémes
a coefficients complexes, et donc d’aprés le théoréme précédent de C([a, b]).

On aurait pu argumenter avec I’espace des fonctions affines par morceaux, avec des dis-
continuités de la dérivées aux points a + rb avec r € Q. n

Un autre corollaire du théoréme de Weierstrass concerne la densité des polynomes
trigonométriques. Un polyndme trigonométrique de période T est une fonction de la forme
P(e#mt/T o=%mt/Ty = [(1,cos(27t/T),. .., cos(2rnt/T),. .. sin(2xt/T), ... sin(2ant/T),...)
avec P polynome et L forme linéaire a un nombre fini de variables.

Théoréme 2.3. Pour la norme de la convergence uniforme, le sous-espace des polynomes
trigonométriques est dense dans l'espace C([0,T]) des fonctions continues f sur [0,T] avec

f(0) = f(T).

Démonstration. — On dira qu’une fonction f de C~( [0,T]) est paire (impaire resp.) si son prolongement 7' -périodique
a R Dest. Soit € > 0. Si f est une fonction paire et F désigne la fonction définie par F(z) = f(T arccos(z)/2w),x €
[0,1], d’aprés le théoréme de Weierstrass (Thm. 2.2), il existe un polynéme py tel que [|F — py|lc(o,1)) < €. Ainsi

|f(t) — ps(cos(2nt/T))| <e, teR.

soit ||f — pHCN([O,T]) < & pour un certain polynoéme trigonométrique p.

Soit f une fonction quelconque dans C([0,7T]). En considérant sa décomposition f = fy + f— en fonction paire
et impaire (f+(t) = (f(¢) + f(—t))/2,t € R), on a lexistence de deux polynoémes trigonométriques p4+ et p_ tels
que

I[f+ — p+”€([0,T]) <e  ||f-sin(2rt/T) - p—”é([o,T]) <e,
et par suite
|f(t) sin(2nt/T)? — po () sin(2wt/T)? — p_(t) sin(2nt/T)| < 2e, t e [0,T].
En considérant la fonction g définie par g(t) = f(¢t + T/4), on obtient pareillement 'existence de deux polyndmes
trigonométriques ¢+, q— tel que
|f(t 4+ T/4) sin(2nt/T)? — qy (t) sin(2nt/T)* — q_(t) sin(2xt/T)| < 2, t € [0,T].
En ajoutant la seconde inégalité évaluée en ¢ — T'/4 a la premiére on obtient
|£(t) — ps(t) sin(2nt/T)? — p_ () sin(2xt/T) — q4 (t — T/4) cos(2nt/T)* + q—(t — T/4) cos(2nt/T)| < 4e, t € [0,T],

ce qui permet de conclure. O

2.2. Espaces complets

L’espace R, de méme que C, a une propriété, dite de complétude, que I'espace Q n’a pas :
on sait qu’il manque des éléments a Q (par ex. v/2). Cette propriété est fondamentale pour
I'analyse (étude de convergence de suites, des propriétés des fonctions) et peut s’exprimer
sous diverses formes : la propriété de borne supérieure (toute partie majorée non vide de R
posséde un plus grand élément), la propriété des segments emboités (toute suite d’intervalles
([@n, b)) nen telle que [any1,bpi1] C [an, by] avec b, —a, — 0 admet une intersection réduite
a un unique élément) ou la convergence de toute suite de Cauchy.

La notion de complétude d’'un espace normé se formule a partir de la notion de suite de
Cauchy (qui dans le cas de la dimension d =1 est bien celle de R).

Définition 2.3. La suite (v,)nen de vecteurs de E est dite suite de Cauchy si pour tout
e >0, il existe N > 0 tel que ||v, — vy|| < e pour p,qg > N.

L’espace normé (E,|| ||) est dit complet ou de Banach si toute suite de Cauchy de E
est convergente dans F
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A Remarque 2.J. Une suite convergente (v, )nen de limite vy, est de Cauchy : si pour € on
choisit N tel que ||v,—voo|| < €/2 pour n > N, on abien ||v,—v,|| < ||V, —Vso||F]|Vec—1g|| <
€ pour p,q > N.

Mais une suite de Cauchy n’est pas en général convergente. La remarque 2.5 ci-dessous
donne un tel exemple, a rechercher nécessairement en dimension infinie d’apreés la proposition
suivante. (! \V/

En dimension finie, on a la méme situation que pour R.

Proposition® 2.1. Tout espace normé (E,N) de dimension finie est complet.
L’espace C([a,b]) des fonctions continues sur le segment borné [a,b] muni de la norme
| |l de la convergence uniforme est complet.

Démonstration. — La preuve que l'espace RY normé par la norme [| |l est complet repose sur la propriété de
complétude de R. La preuve pour C([a,b]) doit étre vue comme une généralisation de ce cas ou 'espace R™ est
considéré comme ’espace des fonctions continues (!) de 'ensemble fini {1,...,n} dans R : il faut bien str vérifier
que la limite d’une suite de Caucly est bien une fonction continue.

Le cas de l'espace de dimension finie (E, N) est traité en se ramenant a (
dans E qui induit un isomorphisme continu, ainsi que son inverse, de (E,N) sur (R¥™F || || ). O

RY™E | ||) par le choix d’une base

A Remarque 2.5. Un espace normé de dimension infinie n’est pas nécessairement complet :

si 'espace C([0,1]) des fonctions continues sur [0, 1] muni de la norme de la convergence
uniforme || || est complet, ce méme espace muni de la norme || |[|; de 'exemple 2.2
n’est pas complet : la suite (g, )neny définie par

1 .
0, sit<1/2,
Gn gu(t) = n(t—1/2), sil/2<t<1/2+1/n,
) N 1, sit>1/2+1/n,
Hep 1
est de Cauchy dans C([0,1]) relativement & la norme || ||, (on vérifie ||gprq — gpll1 =
p/(2q(p + q))), sans y étre convergente. Considérée dans L'(0,1), la suite (g, )nen v est
convergente avec limite la fonction en escalier g, valant 0 si t < 1/2, 1 sinon. \V4

Théoréeme 2.4. Sil’espace normé E est complet, l'espace L(E) des endomorphismes conti-
nus de E est complet.

Démonstration. — Soit (r)nen une suite de Cauchy dans L£(E). Pour tout vecteur v € E, vu ||€,(v)|| < [|€a]]]|v]l,
la suite (£, (v))nen est de Cauchy et, par suite, convergente dans I'espace de Banach E : si fo(v) note sa limite, la
linéarité de o résulte des propriétés de linéarité de la limite

Loo(av + fw) = lim Ly(av + pw) = lim aly (V) + Bl (w) = aloo (V) + Bloo (w).

Alors, étant donné € > 0, pour p et g assez grands, la majoration ||¢, — £4|| < e implique ||(¢p, — £4) (V)| < €||v|],
soit en faisant tendre ¢ vers l'infini, ||(€, — £oo)(v)|| < €]|v]| et donc |[€p — £o]| < € : £, converge vers o, dans
L(E). O

1. L’exemple de la suite d’approximations rationnelles de v/2, non convergente dans Q, donne un exemple
de suite de Cauchy dans QQ non convergente : cet exemple, qui oppose Q et R en terme de complétude
n’est pas retenu ici, car Q n’est pas un espace normé!
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2.3. L’espace de Schwartz S

Commencgons par la définition de fonction s’annulant fortement a l'infini, ou, autrement
dit, & décroissance rapide :

Définition 2.4. Une fonction ¢ définie sur R & valeurs complexes est dite a décroissance
rapide si pour tout entier n, il existe une constante C,, telle que

Cn
lp(t)] < ma

On a alors la définition de I'espace de Schwartz

te R

Définition 2.5. Une fonction ¢ définie sur R et a valeurs complexes est dite de Schwartz
si elle est indéfiniment dérivable et si elle est & décroissance rapide, ainsi que toutes ses
dérivées. L’ensemble de telles fonctions constitue l'espace de Schwartz, noté S (voire S(R)
pour insister sur le caractére unidimensionnel de I'espace de définition des fonctions).

> Exemples 2.4.

1. La gaussienne ~ définie par ~(t) = e est de Schwartz. En effet, pour m entier,

A A

: | LN

FIGURE 5 . La gaussienne 7 et ses deux premiéres dérivées.

tme" — 0 lorsque |t| — co. On en déduit que (1 + [¢])™y(t) est bornée sur R : la
fonction 7 est a décroissance rapide. La gaussienne 7 est indéfiniment dérivable et,
pour tout entier k, sa dérivée y(k) d’ordre k est de la forme Py pour un certain
polynéme P, : on en déduit que (k) est a décroissance rapide, et donc que 7 est de
Schwartz.

2. Toute fonction indéfiniment dérivable sur R & support borné (i. e. il existe A > 0 tel
que @(t) =0 si |t| > A) est de Schwartz : la fonction ¢ telle que @(t) = e!/*~1 g
|t| < 1 et nulle sinon, en est une.

3. Soit ¢r la translatée de ¢ définie par pr(t) = ¢(t —T),t € R. La fonction ¢r est de
Schwartz si et seulement si ¢ = (or)_r Pest. <

Sur lespace S est définie la famille indexée par (n,m) € N? de normes ||

[@llmn = sup [ @)L +[t)"], ¢€S.
teR

[l

Définition 2.6. La suite (g )ren de fonctions de S converge dans S vers ¢., € S si pour
chaque (m,n), la suite réelle (||¢r — @oollmmn)ren converge vers 0 dans R.

A Remarque 2.6. On montre 'impossibilité & définir une norme N sur S qui suffise &
exprimer cette convergence a elle seule : il n’existe pas de norme N telle que ¢ — ¢ dans
S si et seulement si N(pp — ¢oo) — 0. \V/

Géométriquement, la suite (¢p)reny converge vers o, € S si, pour tout (m,n) € N? et
r > 0, mise a part un nombre fini de vecteurs (dépendant de (m,n) et r), tous les vecteurs
Ok — Poo sont dans le voisinage du vecteur nul de § donné par la boule

Brn(r) = {ll¢lllmn <71}
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L’ensemble des boules (B, ,(7))mnenyr>0 constitue une base de voisinages du vecteur nul
de S : une partie V' C S est un voisinage de ¢ € S si V' contient la translatée ¢ + By, (7)
pour des m,n,r convenables.

2.4. Convergences fonctionnelles

Soit (fn)nen une suite de fonctions bornées définies sur R. Elle a de multiples fagons de
converger (éventuellement) vers une fonction f.

Déterminer un type de convergence peut revenir au choix d’une espace vectoriel normé
(E,|| ||) qui contient tous les f,. Au contraire de la dimension finie, le choix d'un espace
normé (F, || ||) est crucial. Autrement dit, les convergences ne sont pas toutes équivalentes.

La convergence d'une suite de fonctions de Schwartz est d’un autre type : il faut vérifier la
convergence relativement & une famille dénombrable de normes, les || ||, ;.. La convergence
est peut-étre un peu plus compliquée, a cause de cette infinité de normeé, en fait pas tant
que cela avec un peu d’expérience (les fonctions de Schwartz sont gentilles).

Il y a une convergence, la convergence simple, qui ne peut étre définie par aucune norme

Définition 2.7. Soit (f,)nen une suite de fonctions définies sur un ensemble [ et & valeurs
complexes. La suite (f,)nen converge simplement vers f si, pour tout ¢ € I, la suite
numérique (f,,(t))nen converge simplement vers f(t).

La définition est simple, si simple qu’on en viendrait a I’oublier dans un cours de topologie
des espaces vectoriels, souvent trop simple pour étre source d’affirmations un peu générales.

> Exemples 2.5.

1. Soit v, la fonction définie sur R par v, (t) = Il (t —n),t € R, ot I} o1 est le signal
carré défini par Ilj g1(t) = 1 si ¢ € [0, 1], 0 sinon. La suite (v,)nen converge simplement
vers la fonction nulle, mais on n’a pas convergence de 'intégrale de v, vers 'intégrale
de la limite simple : [ v,(t)dt =1 # 0.

2. Soit w,, la fonction définie par w,(t) = nlljgl(nt),t € R. La suite (wy)nen converge
simplement vers la fonction nulle sur R*, mais on a encore [, w,(t)dt =1 #0. <

Trés souvent, il est constaté une convergence simple avant une convergence plus forte
(uniforme avec la norme || ||, en moyenne avec || ||,,...). Mais ce n’est pas toujours le
cas : les rapports entre les divers types de convergence peuvent étre inattendus (avec souvent
des exemples délicats a construire), mais en général un peu de soin permet d’établir le type
de convergence désiré.

2.5. Exercices

N.B. : a chaque exercice impliquant une suite (F},),>1 de fonctions, on commencera
pas esquisser, sur une méme figure, le graphe des fonctions F, Fy, F3, ...

1. Soit (f,)nen la suite de fonctions définies par f,(t) = sinc(nt)e ™ t € R.
(a) Montrer que, pour tout ¢ € R, la suite (f,,(¢))nen converge vers une limite, que
I'on notera f(t). La fonction f., est-elle continue ?
(b) Comparer les limites lim,, .. lim; g+ f,(t) et lim; o+ foo(f). Qu’en conclure
sur la convergence uniforme de la suite (fy,)pen sur [—1,1] 7
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2. Soit (fn)n>1 la suite de fonctions définie par f,(t) = vt2 +n=2t € [-1,1].
Montrer que la suite (f,,),>1 est une suite de Cauchy dans l'espace C(|—1, 1]) muni
de la convergence uniforme, 4. e. pour la norme || || définie par

lllec = sup [p()], @€ C([=1,1]).
te[-1,1]
En est-il de méme dans l'espace C'([—1,1]) des fonctions continiment dérivables
sur [—1,1] muni de la norme || ||; définie par

el = llello + [1¢llc, 9 € CH([=1,1])?

3. Soit h,, définie sur [0, 1] par h,(t) = 1/(1 + (2t)"),t € [0,1]. Montrer que la suite
(hn)n>1 converge simplement vers une limite h & préciser. La suite de fonction
(hn)n>1 converge-t-elle vers h en norme uniforme? En norme || ||, 7

4. Soit f une fonction continue sur R a support borné.
(a) Soit, pour h > 0, la fonction f, définie par

1 [th
fn(t) = = f(z)dx, teR.

2h Ji
Montrer que f;, est de classe C!, a support borné et que, pour la norme de la
convergence uniforme sur R, il y a convergence fj, — f lorsque h — 0%.
On pourra utiliser la continuité uniforme de f : pour tout € > 0, il existe a > 0
tel que, si x1,x9 € R vérifient |x1 — x5 < o, alors |f(z1) — f(x2)] < €.
(b) Soit k un entier. Montrer qu’il existe une suite de fonctions (f,)nen de classe
CF et lim,_ f, = f pour la norme de la convergence uniforme.

5. Soit v la gaussienne définie par y(t) = e teR.
(a) Montrer que, pour tout entier k, la fonction 7, avec vi(t) = tFy(t),t € R
est a décroissance rapide. En déduire que Py est a décroissance rapide pour tout
polynoéme P.
(b) Déduire de la question précédente que @y est de Schwartz pour tout polynéme
Q.

6. Soit ¢ une fonction de Schwartz d’intégrale nulle : fj;o o(u)du = 0. Montrer que
la fonction v définie par

vi)= [ s, teR

—00
est bien définie et de Schwartz.

On pourra remarquer ffoo o(u)du = oo

—

o(u)du,t € R.

7. Soit T'e R,a € R* et P un polynome d’une variable. Si ¢ est une fonction définie
sur R, on définit les fonctions 70, Hyp, ¢ et Py par

mre(t) = o(T —t), Hap(t) = plat), &) =¢(=t), Pe(t) = P(t)et), teR.
Montrer que toutes ces fonctions sont de Schwartz si ¢ 'est.
8. Si T" est un endomorphisme de l'espace normé FE, on dit que A est valeur propre

de T ¢’il existe un vecteur v non nul de E tel que Tv = Av. Montrer que toute
valeur propre A d’un opérateur continu 7" vérifie || < ||T]|.
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9. (a) Soit E un espace vectoriel muni d’une norme || ||, et L£(E) lespace des
endomorphismes de £ muni de la norme induite : si ¢ € L(E)

= s 10
veE\{0} [[v]]
Soit ¢ € L(E) tel que |[{|| < 1. Montrer que la suite (sy)nen telle que sy =
SN, 0" est de Cauchy. Si on note o sa limite ; montrer que (1 —¢) = 1.
(b) Soit E = C([0,1]) muni de la norme de la convergence uniforme. Soit K une
fonction continue sur [0, 1] x [0, 1]. Montrer que I'application

feE— (t—>f(t)+/\/01K(t,T)f(T)dT>

définit un endomorphisme continu de F dans lui-méme, qui est inversible pour A
assez petit.

On pourra admettre l'existence d’une constante C' telle que |K(t,7)| < C,(t,7) €
[0,1]2.



CHAPITRE 3

SERIES TRIGONOMETRIQUES ET SERIES DE
FOURIER

Une série trigonométrique est une série de la forme

(4) Z cpetimt/T Z (a,, cos(2mnt/T) + by, sin(2mnt /T)),

ne” neN

la seconde forme étant plus adaptée a des fonctions réelles (somme d’une partie paire et
impaire) : d’ailleurs, on passe d’une expression a l'autre via les relations ay = ¢y et pour
neN* a,=c,+c_, et b,=i(c, —c_,).

Le type de convergence (i. e. le choix de I'espace fonctionnel avec sa topologie) de cette
série est une des questions de la théorie des séries trigonométriques : une série peut converger
au sens L?, mais pas au sens CY par ex. Ainsi, est-il important de préciser dans quel espace
sont considérées les séries (4).

Les séries (4) définissent des fonctions T'-périodiques sur R : toute fonction f sur [a, a+71")
sera identifié avec son prolongement f T-périodique sur R défini par f(kT +t) = f(t),t €
la,a + T). On prendra en général a = 0 pour simplifier, mais il faudra le rétablir pour
certaines formules : le prolongement 2-périodique de la fonction Py : t — t? sur [—1,1]
n’est pas le méme que celui de la fonction P, : ¢t — t? définie sur [0, 2] !

NN

-1 1 0 2

FIGURE 6 . Les graphes des prolongements 2-périodiques Py et P, des fonctions
Py et P, définies sur [—1,1] et [0,2] resp.par la méme formule analytique ¢ — ¢2.

L’autre question de la théorie des séries trigonométriques est celui de la représentation :
une fonction est-elle égale a la somme d’une série trigonométrique 7 L’examen des fonctions
représentées par des séries (4) avec des bonnes propriétés de convergence donne aisément la
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forme des coefficients des séries, ce sont les coefficients de Fourier
I .
cn(f) = —/ ft)e 2/ Tqr nel
T Jo
ao(f) = co(f)

T
an(f) = % /0 F(#) cos(2mnt/T)dt, n € N*.

bl

9 T
f) = 2 / F(#)sin(@rnt/T)dt, n e N,
0
qui vérifient, outre ag = ¢, les relations

ar = ¢+ cp et by =i(ex +c_g) cx = (ap — ibg)/2 et . = (ap + iby) /2

pour tout entier k£ > 0.

On associe donc & une fonction f des séries trigonométriques du type (4) avec les coef-
ficients donnés par les formules (5), dont la définition suivant le type de convergence sera
étudiée. Il existe une fonction continue f dont la série de Fourier, bien que convergente, a
une somme qui ne coincide pas avec la fonction f !

Aprés avoir montré 1'utilisation des séries de Fourier pour analyser la propagation de la
chaleur dans une barre homo géne, ce chapitre traite les fonctions h de classe C* sur [0,7] :
la série de Fourier de h converge uniformément, avec somme égale & h et dérivable terme
a terme a tout ordre. Le cas de f continue par morceaux est plus subtil et il n’y a pas de
résultats avec des hypotheses optimales : la théorie des séries trigonométriques est distincte
de celle des séries de Fourier. En anticipant sur la suite du cours, notons que ces difficultés
disparaissent totalement dans le cadre des distributions, ot il n’y a que des séries de Fourier.

3.1. Equation de la chaleur et séries trigonométriques

FIGURE 7 . La barre B de longueur /.

Considérons une barre B homogéne a section cylindrique de longueur ¢, dont la surface
est isolée de 'extérieur. L’axe des abscisses Ox étant placé suivant ’axe de la barre, on note
par T'(t,z) la température a I'instant ¢ > 0 sur la section transversale S de B d’abscisse
x € 10,0]. Il a été établi expérimentalement que la quantité de chaleur Q(z,t) s’écoulant
durant At le long de la barre B sur la portion AB = [z, z+Az|x.S de B est proportionnelle
a la différence de température aux extrémités, a ’aire s de la section de B et a I'intervalle
de temps At, inversement proportionnelle a la longueur Az de la portion AB de la barre
B. Ainsi

(T(x + Ax,t) — T(x,t))sAt or

Qz,t) = K N ~ A0 Kﬁ_x<x’ t)sAt
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ou K est la constante de conductivité thermique du matériau de B. Par suite, la quantité
de chaleur AQ(z,t) regue sur la portion AB pendant le temps At est

AQ(2,1) = Qlz + Az, t) — Q1) = KsAt ‘;Z@ + Az ) — ZZ(Q;, 0

2

o°T
™~ Az—0 KsAtAxa 5 (2, 1).
Par ailleurs, si p est la densité du matériau et ¢ sa capacité calorifique
orT
AQ(z,t) = cpsAx[T(x,t + At) — T(x,t)] ~at—0 cpsAxAtE(x, t)

En comparant les deux expressions, avec Ax, At — 0, on obtient I’équation de la chaleur
or 0*T

) )= a2 (a1

avec a* = K/cp.

La distribution de température T'(z,t),z € [0,¢],t > 0, vérifie 'équation (6), avec les
conditions aux limites 7°(0,t) = T'(¢,t) = 0 si les extrémités sont maintenues a température
nulle et T'(z,0) = To(x),x € [0,4] si Ty est la distribution initiale de température.

Si on cherche des solutions 7' de la forme T'(z,t) = A(z)B(t), on obtient A(z)B'(t) =

a’A”(z)B(t), et par suite, en posant —A? la constante A”(z)/A(z) = B'(t)/(a*B(t)), on a

A"(x) + N A(z) =0, B'(t)+a* °B(t) =0

La fonction A est donc de la forme A(x) = Ssin(Az) + C cos(Az) et la condition A(0) =0
a lextrémité gauche de B donne C' = 0 alors que l'autre condition au bord A(¢) =0 i. e.
Ssin M = 0 , impose A de la forme A\, = mn/¢ avec n entier non nul, puisque S # 0
(sinon A serait identiquement nulle). Ainsi, la solution particuliere 7' de (6) est donnée par
f(a:,t) Ssin(nmx/0)e @m0

On cherche alors la solution générale de (6) sous la forme de combinaison linéaire de telles
solutions particuliéres

ZA sin(nma/0)e @™/ 0%

n>1
qui doit vérifier
(7) To(x) = T(x,0) = Y Apsin(nrz/l), € [0,4].
n>1

Ce développement de Tj en sinus a besoin d’étre justifié, cela sera fait sous des conditions
restrictives dans la remarque 3.3 ci-dessous; on peut analyser en retour la convergence de
la série (7), dérivable terme & terme sur [0, ¢], x (0,400);.

Ces calculs heuristiques pour I'équation de la chaleur incitérent Fourier & introduire ses
séries éponymes : leur théorie mathématique rigoureuse se mit lentement en place a travers
les siécles suivants.

3.2. Fonctions T -périodiques indéfiniment dérivables

Théoréme 3.1. Soit h une fonction indéfiniment dérivable sur [0,T] telle que h™)(0) =
h)(T) pour tout entier k.
Alors, la série ., , ca(h)e* ™/ T est normalement convergenteV sur [0,T)] et

(8) h(t) = ca(h)e?™ Tt e[0T,

nel

1. La série de fonctions Y - u,(t) définie pour ¢ € [a,b] est dite converger normalement sur [a,b] sil
existe une suite (£,,),>0 de réels positifs telle que |u,(¢)| < ep,t € [a,b],n > 0 et lasérie Y~ &, converge.
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la série étant indéfiniment dérivable terme a terme, avec convergence normale a tout ordre.

Démonstration. — En intégrant par parties, on a pour n € Z*,
I .
Cn(h) = (QIWH/T)_kT/ h(k’) (t)e—QlTr’rLt/Tdt
0

d’ott la majoration [c,(h)| < supep | ()| (2r|n|/T)~*. 1l s’ensuit la convergence nor-
male de la série (8), avec une somme dont les coefficients de Fourier coincident avec ceux
de h.

Pour conclure, il suffit de remarquer qu’une fonction continue sur [0, 7] avec h(0) = h(T")
dont tous les coefficients de Fourier sont nuls est nulle : cela résulte de la densité du sous-

espace des polynomes trigonométriques dans C([0,7]) du Thm. 2.3. O

A Remarque 3.1. On peut reformuler la proposition précédente pour les développements
suivant la famille des sin et cos. Avec les hypothéses

(9) h(t) = ao(h) + Y _(an(h) cos(2mnt/T) + b,(h) sin(2mnt/T)).

Par ailleurs, I'hypothése sur les valeurs de h et de ses dérivées aux bornes de [0, 7] signifie
exactement que le prolongement h est indéfiniment dérivable sur R. \V4

D> Ezxemple 3.1. En utilisant la formule de Moivre e® = cosa + isina, la multiplicati-
cos 0-+isinf cosbelsing ' puis en prenant la partie réelle du

., . 6
vité de 'exponentielle e®” = e =e

A A P z __ n __ A0 : 4
développement en série entiére e* = Y 2"/n! pour z = ¢", on obtient le développement

) cosnb
e“? cossin ) = E )
n!

neN

La Fig. 8 montre quelques approximations d’une fonction périodique lisse sur R. <

3.3. Fonctions T'-périodiques continues par morceaux

Avec des hypothéses de continuité seulement sur la fonction f, on ne peut rien dire en
général sur la convergence de la série (8). On a néanmoins le résultat suivant, di & Dirichlet :

Théoréme* 3.2. Soit h une fonction continue par morceauzr sur [0,T], i. e. il existe une

suite 0 =ap < a1 < ...a, < agr1 =T telle que h soit continue sur (ag,art1),k=0,....q.
On suppose existence de limites a droite h(a}) et a gauche h(ay) aux points ay. et la
dérivabilité de la fonction h sur les intervalles (ag,ax11),k =0,...,q, avec dérivée majorée
uniformément. Alors, pour tout t dans [0,T] et en convenant 0~ =T~ et 07 =TT,
N
‘ h(t™) + h(tT)
li h 2imnt/T _ T
dim, 2 enlbye ;

A Remarque 3.2. Ce théoréme donne un résultat de localisation : changer les valeurs de
la fonction sur un intervalle peut changer les coefficients de Fourier. Néanmoins, si on a les
hypothéses de continuité/dérivabilité en un point, la convergence de la série de Fourier en
ce point perdure, quel que soit les modifications (raisonnables!) de la fonction en dehors
d’un voisinage de ce point. \V4

D> Exemple 3.2. Soit fr la fonction T-périodique définie sur [0, 7] suivant

Bt site (0,7/2],
fr(t) = {t ~T, site(T/2,T).
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FIGURE 8 . Approximations de v(t) = exp(cos(7nt))/(1.2 4 sin(57t)),t € [—1,1]
par ses séries de Fourier tronquées ag(v) + 27]:;0 (an(v) cos(2mnt) + by (v) sin(27nt))
pour N = 10,20, 30, 40, 80, co.

La Fig. 9 représente quelques approximations de fVT sur [—T,T] par des séries de Fourier sy
tronquées au N-iéme terme. Au point de discontinuité 7/2, on a le phénoméne de Gibbs :
on montre l'existence d’une suite (t,)nen telle que t, — T/27 avec lim s, (t,) > fr(T/27).

/| /!
W” v

/| / /
- ¢ 4

FIGURE 9 . Approximations sy(t) = £ SV (- sin(27nt/T) de fr pour N =

Ps n=1 n
1,5,9,13,17,21.
On a alors
T N (—1)nHt t sitel0,7/2),
N A U >
n=_N t—T, site(T/2,T).
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> Exemple 3.3. Pour les fonctions P, et P, de la Fig. 6, on a

1 2. (—1)" cos(mnt)
?=-+4 te[-1,1
4 . cos(mnt) . sin(mnt)
t?=_—-+4 — —4 —F—, te (0,2
avec en la discontinuité ¢ = 0 de P
P5(0k) + Py(0m) 4 3
10 =2=-+4+4 —
(10) 2 5" 2 (7n)?

<

D> Exemple 3.4. Soit pour z € C la fonction C, 1-périodique et vérifiant C,(t) = cos(2mzt)
pour |t| < 1/2. La fonction C, est continue, avec coefficients de Fourier

/2 1) s
cn(C) = / e B cos(2mat)dt = (=1) Z;m Wj.
~1/2 T 22—mn

Ainsi

Zsinmz f (_1)71 2imnt
(S

T 22 —n?
n=—oo

cos(2mzt) =

ol la sommation est a interpréter comme la prise de limite limy_ 4 ZJYN En particulier,
faisant ¢ = 1/2 et ¢t = 0, on obtient les développements en série
+00 +oo
z (=)™ T 1 (=1)"
cotgmz = — : =-+2z
& T Z 22— n?’ sinwz =z 2122—712’

n=—0oo

ou les égalités valent entre fonctions méromorphes. <

Terminons par les formules générales pour le développement d'une fonction définie sur
[A, B] en série de Fourier. Ayant posé T'= B — A, les coefficients sont donnés par

B
wlf) = [ et

pour le développement (8) avec indexation par n € Z et

2 (P 2 [P
ao(f) =co(f), an(f)= ?/A f(t) cos(2mnt/T)dt, b,(f) = f/A f(t)sin(2mnt/T)dt
pour le (9) ou n parcourt N*.

A Remarque 3.3. Le développement (7), apparu par une résolution heuristique de I’équa-
tion aux dérivées partielles (6), est en fait un développement de Fourier. Supposons Tj
continue par morceaux sur [0,¢], avec Ty(0) = To(¢) = 0 conditions au bord du pro-
bléme étudié dans la section 3.1. Alors la fonction fo 20-périodique, impaire et telle que
To(z) = T(x),x € (0,£) a un développement de Fourier en cos/sin dont tous les termes
en cos sont nuls : ce développement de Ty est exactement le développement (7), dont la
convergence est décrite par le théoréme de Dirichlet 3.2. \V4
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3.4. Exercices

1. Développer en série de Fourier les fonctions s et s; définies par

so(t) = cos®t, si(t) =sin?(2t +7/3), te€R.

2. Développer en série de Fourier la fonction s définie par

s(t) = |cos(2nt)|, teR.

3. Développer en série de Fourier la fonction s de période T' = 2 et vérifiant s(t) =1
si0<t<lets(t)=—1si-1<t<0.

4. Soit A € R. Calculer les coefficients de Fourier la fonction fy définie sur (-1/2,1/2)
par

fa(t) =B e (=1/2,1/2).

En déduire, pour ¢ réel avec [t| < 1/2,

2iTAt 2iTnt sin ﬂ_()\ B n)
© N Z © T(A—mn)

nez

Que dire pour [t| =1/27

5. Soit la fonction ¢ — chnt définie sur [—1, 1].
(a) Montrer, en précisant la notion de convergence, que

h = (—-1)"
chrt = % <1+2;%cos7mt> ;<L
1

(b) Déduire de la question précédente la valeur de Y >° (1 +n?)~!.
6. Soit w un réel non entier. Donner le développement en série de Fourier de la fonction
f., définie sur [—m, 7| par
fu(t) = cos(wt), te€[—mm].

En déduire l'identité

1 1 2z
= 1), e C\ nZ.
sinz 2 * ;( ) 22 — (nm)? : AT



—1
At 4+ B2 =245 VT
+ 2.

(11)
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7. Soient A, B des réels.
(a) Montrer que

int

9 e 42 - 1\ .y
At+ Bt* = A W—Z o + B T—FQZ E—FE §] , t€(0,2ﬂ'>.

nez* nez*

En déduire les valeurs des sommes

oo . )
Z S1in nx Z COSnhx
n n?

n=1 n=1

pour x € R.
(b) Montrer que

)n+1

n>0

sin(nt) + B <%2 + 42 (=1" Cos(nt)> , te(—mm).

2
n
n>0

(b) Déduire de 'une des questions précédentes les valeurs des sommes

> sin nx > CcoS NI
-1 -1 )
;( )= ;( )=

pour x € R.

8. (a) Soit ¢ une fonction d'une variable réelle deux fois dérivable. Montrer que, si
€= =1,

(%;—gg)m@+aﬂ:o

(b) Soient f,g deux fonctions d’une variable réelle deux fois dérivables et H la
fonction définie sur R? par

Hm@:f@+”;f@_”+%/:gmm% (t,) € R

Montrer que

82 82 OH
<@ — @> H(t, fL‘) =0, H(t’ "L‘)|t:0 = f(x)v W(tj x)|t:0 = g(x)

(c) Soit f et g 27 périodiques et indéfiniment dérivables avec comme développe-
ment en série de Fourier

F@) = fa™, gla) = gac™.

nez nel
Montrer que la fonction H définie sur R? par

sin nt

H(t,x) = Z (fncosnt—i-gn

neL

inx’ t, ERQ,
) o (1)

vérifie 'ensemble des équations (11) de la question précédente.
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9. Soit x le signal carré 2m-périodique tel que x(t) =1 si t € (0,7), 0 si t € (m,27)
(a) En en précisant le type de convergence, montrer que

Sln
=3 —Z %_1 , teR\7Z

(b) En écrivant cosw = Re (e‘“’) et avec une sommation géométrique, montrer que
sin 2nx
+cos(2n — 1)z = ————.
2sinw
sin(2k—1)t
pour t € R. Montrer

cosx +cos3x + ...

Soit s,, la fonction définie par s,(t) = 5 + 23, T
que
1 1 ['sin2
sn(t):—+—/ - nxdx, teR.
2 mJ)y sinx

(c) Montrer que

1 [Tsinu_ u/(2n) "
+7T/0 u sin(u/(Qn))d

et en déduire que
1 1 [
lim s, <1> = -+ —/ sinc u du.
2n 2 7

n—oo

On vérifiera sur une calculette idoine que foﬂ sincudu ~ 1,851 > 7/2. On vient de
démontrer une occurrence (typique) du phénoméne de Gibbs.



APPENDICE A

MESURE ET INTEGRATION A LA LEBESGUE

A.1. Mesure de Lebesgue

Commencons par quelques définitions.

Définition A.1. Un pavé P de R? est une partie de la forme P = [ay,b1] X ... X [ag, b4].
Sa mesure est le réel positif A\;(P) défini par A\y(P) = (by —a1) ... (bg — aq).

Définition A.2. Une partie A de R? est dite négligeable si, pour tout € > 0, il existe une
famille finie ou dénombrable de pavés (P, )nen telle que A soit incluse dans U,enP, et

ZnGN Ad(Pn) <eE.

FI1GURE 10 . Un arc de courbe est de mesure nulle dans le plan.

> Exemple A.1. L’ensemble des rationnels Q est négligeable dans R. Une courbe est né-
gligeable dans R? (cf. Fig. 10), un hyperplan dans R?. <

A Remarque A.1. L'union dénombrable A = U,enA, de parties négligeables A,, est encore
négligeable : étant donné ¢, il suffit de recouvrir A, par une famille de pavés (P,,) avec
Y nen Ad(Prp) < 27Pe, par suite A est inclus dans I'union dénombrable U, ,enPr, avec
> npen Ad(Pop) < 2. Ainsi toute partie finie ou dénombrable de R? est de mesure nulle. 11
existe des parties non dénombrables et de mesure nulle. \V4

On doit a Borel et Lebesgue la bonne formulation (et la construction) pour une théorie
de la mesure dans RY.

Théoréme,/Définition* A.1. Il existe une famille Ty de parties de R et une application
Ay de Ty dans RY U {400}, uniquement déterminées par les propriétés

— 1y est stable par union dénombrable et passage au complémentaire,

— tout pavé de 1y, ainsi que toute partie négligeable, appartient a Ty,

— Uapplication \g vaut 1 sur le pavé unité [0,1]% et O sur toute partie négligeable,

— 51 (Ap)nen est une famille dénombrable de parties disjointes deux & deux de Ty, alors

)\d<Un€NAn) = ZnEN /\d(An) .

La famille T; est appelée tribu de Lebesgue, un de ses éléments une partie mesurable de R?
et Uapplication \g (caractérisée par les propriétés ci-dessus) mesure de Lebesgue.
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D> Exemple A.2. Le produit P = I; x ... x I; avec I; un intervalle de R est union dé-
nombrable de pavés P, croissants (P, C P,y1) : la partie P est mesurable et on vérifie
limy, o0 Aa(Py) = €(I1) ... ¢(14), comme on l'attend pour l'extension de la fonctionnelle A4
a la classe des produits I; x ... x I;. Avec le méme argument de présentation comme union
dénombrable de pavés, on conclue que les boules de R? pour les normes || ||, et || ||, du
Chap. 1, ainsi que tout ouvert, sont mesurables. <

La définition de tribu T d’un ensemble E et de mesure m sur cette tribu reprend les pro-
priétés du théoréeme précédent, a ’exception de celles concernant les pavés. Cette définition
d’espace mesuré (E,7,m) est a la base de la théorie d’intégration générale, dont il existe
de multiples incarnations. Ainsi, si on prend comme tribu ’ensemble de toutes les parties
d’un ensemble non vide E et comme mesure d’une partie A de E son cardinal (valant 400
si la partie A n’est pas finie), on obtient la théorie d’intégration qui coincide avec celle des
séries lorsque £ = N. Un autre exemple (non développé ici) est celui ot E est ’ensemble
des fonctions continues sur [0, 1], avec la mesure brownienne, qui fournit un cadre adapté
pour la modélisation de signaux aléatoires.

Si la mesure de I'ensemble E est égale & 1, on peut voir £ comme modélisant un espace
de probabilités : un événement est représenté par une partie de la tribu 7, une partie de me-
sure 1 (resp. 0) correspondant & un événement presque sir (resp. impossible). Cette vision
probabiliste sera reprise dans la théorie de I'intégration sur R? pour certaines formulations,
bien que R? soit de mesure infinie, tout en étant union dénombrable de parties de mesure
finie RY = U,en[—n,n]¢. Une propriété P est dite vraie presque partout sur A si la partie
{z € A,z ne vérifie pas la propriété P} est négligeable.

A Remarque A.2. 1l existe des parties non mesurables de R? : en exhiber une n’est pas
aisé et fait appel a ’axiome du choix non dénombrable (qui est indépendant des axiomes im-
plicitement utilisés ici), si bien que toutes les parties rencontrées en général sont mesurables.
Il n’y a rien a perdre & affirmer que toute partie (et toute fonction, sitdt vu la définition de
la section suivante) est mesurable. \V4

Notons quelques propriétés de la mesure de Lebesgue.

Proposition A.1. Soit (A,)nen une famille de parties mesurables de R?. Alors A\g(UpenAy) <
Zn>1 )\d<An) . Si An C An+1; alors )\d(UnGNAn> = hmn*)oo )\d<An) .

La mesure de Lebesque est invariante par translation : pour x € R? et A mesurable,
la partie translatée © + A = {x + a,a € A} est mesurable et \g(x + A) = A\y(A). Pour
h > 0 et A mesurable, I’homothétique hA = {ha,a € A} est mesurable et a pour mesure
Ma(hA) = hi\y(A).

Démonstration. — Pour la premiére partie, on remarque que si A C B, alors Aa(A) < A4(B) puisque Aa(B) =
Ada(B\ A) + )\d(A) On introduit alors une famille A, de parties deux a deux disjointes telles que A; = A; et
ul_ 1An =UN_; A, ainsi A, C A, et

Aa(UnenAn) = Ag(UnenAn) Z Aa(A Z Aa(Ar)

neN neN
Si A, C Any1, alors, avec B, défini par B, = An11 \ An, on a

)+ Z Ad(Bi) = Aa(UnenAn)

i=n

d’ou limy, oo )\d(An) = Ad(UneNAn) .
Pour les autres propriétés, on se limitera ici a les vérifier pour les pavés. O
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A.2. Intégration lebesguienne
Introduisons la notion de fonction mesurable

Définition A.3. Une fonction de R? & valeurs dans R = RU{—o0, +oo} est dite mesurable
si pour tout a € R I'image réciproque f~!([—o00,a)) est une partie mesurable de R?. Une
fonction f définie sur une partie mesurable A et a valeurs dans R est dite mesurable si son
prolongement f a R? avec Jirna = 0 est mesurable.

Une partie A de R? est mesurable si et seulement si sa fonction caractéristique 14
est mesurable. Plus généralement, si Aq,..., A, est une famille de parties mesurables et
ai, ..., a, une famille de réels, la fonction > | a;14, est mesurable : une telle fonction est
dite étagée.

Les somme et produit de fonctions mesurables sont mesurables. Si une suite de fonctions
mesurables (f,)nen converge simplement vers f (la convergence simple presque partout
suffit), la fonction f(z) est mesurable.

Toute fonction f est de maniére unique la différence f = f, — f_ de deux fonctions f,, f_
a valeurs dans Ry = RU {400} : fi(x) = sup(£f(r),0). La fonction f est mesurable si
et seulement si ses parties positives fi et négatives f_ le sont. Vu que |f| = fr + f_, |f]
est mesurable si f l'est. Pareillement, vu que sup(f,g) = (f+¢g+|f —g|)/2, sup(f,g) et
inf(f, g) sont mesurables si f et g le sont. On dira que f a valeurs complexes est mesurable
si et seulement si ses parties réelles et imaginaires le sont.

Les fonctions étagées engendrent les fonctions mesurables au sens suivant

Lemme* A.1. Soit f une fonction mesurable a valeurs dans R, . Il existe une suite crois-
sante de fonctions étagées (fn)nen, convergeant simplement vers f.

On commence par définir I'intégrale d’une fonction étagée.

Définition A.4. Soit f une fonction étagée f = D"  a;1a,. Lintégrale de la fonction
étagée f, notée [o, f(x)dx est définie par

» flz)dx = Z a;iNg(A;).

A Remarque A.3. L'intégrale [, f(z)dz est notée parfois [o, f(x)dAq(z) pour bien rap-
peler la mesure de Lebesgue ;. On vérifie simplement que l'intégrale de la fonction étagée
f ne dépend pas de sa représentation f =3 " a;1la,. \V4

Puis on définit I'intégrale d’une fonction positive, une fonction intégrable et son intégrale.

Définition A.5. Soit f une fonction mesurable de R? dans R, . Son intégrale f]Rd f(x)dx
est le réel de R, défini par

F(2)dz = sup { / o (@),  ctagée, o < f} |
Rd R4

La fonction f est dite intégrable si son intégrale est finie.
Une fonction mesurable f de RY dans R est dite intégrable si |f| est intégrable. Son
intégrale [g, f(x)dx est définie par

[ t@ie= [ p@ae= [ 1@

Une fonction mesurable f de R? dans C est dite intégrable si ses parties réelle Re (f) et
imaginaire Imm(f) le sont. Son intégrale [o, f(x)dx est définie par

y f(x)d$=/Rd me(f)(x)dac—l—i/R Smm(f)(x)dz.

d
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Les définitions précédentes s’étendent naturellement aux fonctions mesurables f définies
sur une partie mesurable A via leur prolongement f a R?, avec intégrale [ 1 f(x)dx donné
par

/ f(z)dx = flz)dz.
A Rd

A Remarque A.4. Quel est le rapport de I'intégration lebesguienne avec la théorie de Rie-
mann ? La premiére est un prolongement de la seconde : toute fonction bornée intégrable
au sens de Riemann est mesurable et intégrable au sens de Lebesgue comme il est décrit
dans la définition précédente. C’est un véritable prolongement : il existe bien sir des fonc-
tions intégrables au sens de Lebesgue qui ne sont pas égales presque partout a une fonction
intégrable au sens de Riemann (la fonction caractéristique 1g des rationnels est Lebesgue-
intégrable et non Riemann-intégrable, mais elle bien simple, puisque égale presque partout
a la fonction nulle!). Et c’est un prolongement fertile : la notion de mesurabilité est solide
(stabilité par limite simple), il y a des résultats profonds de convergence (dont le premier
est le théoréme de convergence dominée A.7), la construction de l'intégrale & plusieurs va-
riables aussi aisée (ou difficile) qu’en dimension 1, des théorémes opératoires dans les calculs
(Fubini A.1, changement de variable A.2) qui permettent méme de calculer des intégrales
unidimensionnelles.

Les fonctions en escalier de la théorie de Riemann sont des fonctions étagées, mais pas
réciproquement. Ce choix de fonctions fondamentales, et le mode de découpage d’une fonc-
tion (en partitionnant I’espace des valeurs, au lieu du domaine de variation de la variable
comme il est fait pour une fonction en escalier), est sans nul doute le saut épistémologique
majeur contenu dans la théorie de I'intégration de Lebesgue.

Néanmoins, il faut prendre garde que les intégrales semi-convergentes de fonctions de
signe variable de la théorie de Riemann ne sont pas incluses dans la théorie de Lebesgue :

o . . . . . . .
f1 % peut se lire comme une intégrale de Lebesgue ou une intégrale semi-convergente (i. e.

comme la limite limyx_ f1 i—”ﬁ qui existe dans R), mais, si F désigne la fonction partie

LN o0 — . » .
entiére, f1 (—1)P@z~1dx n’a pas de sens que comme intégrale semi-convergente. \V4

Les définitions précédentes posent une théorie de l'intégration avec les propriétés habi-
tuelles pour les fonctions intégrables et leur intégrale, ensemble de propriétés repris dans la
proposition suivante.

Proposition* A.2. L’espace L'(A) des fonctions intégrables sur A est un espace vectoriel
et Uintégrale f € L'(A) — [, f(x)dx définit une forme linéaire sur L'(A).

Si f et g sont intégrables sur A et o valeurs réelles avec [ < g, [, f(z)dz < [, g(x)dx.

Si f est intégrable a valeurs complexes, | [, f(x)dz| < [, |f(z)|dz.

Soit f mesurable sur A et a valeurs dans R, . La fonction f est nulle presque partout
si et seulement si [, |f(z)|dz = 0. Si f est intégrable sur A, alors f(x) est fini presque
partout sur A.

Si I est une isométrie affine de R? (pour sa structure euclidienne standard) et h un réel

positif, alors
f(hI(x))dz =h™ | f(z)dx.
R4

Rd

Le calcul d’intégrales de fonctions de d variables est parfois facilité en se ramenant aux
calculs successifs d’intégrales de fonctions de d' variables, avec d' < d. Avec d = di + ds,
écrivons x = (1, 75) suivant 'isomorphisme R? = R% x R%.

Théoréme* A.1 (Fubini). Soient A; une partie mesurable de R% pour i = 1,2. Soit F
une fonction intégrable sur Ay x As. Alors, pour presque tout x1 dans As, la fonction xo €



A.2. INTEGRATION LEBESGUIENNE 31

Ay — F(x1,x9) est intégrable sur A, et la fonction x; — ng F(xq,x9)dzy est intégrable
sur Ay. La méme propriété vaut en échangeant les indices 1 et 2. De plus

(12) /AA F(z)dz = /A (/A F(xl,:vg)dxg) dz; = /A (/A F(xl,asg)dxl) dzs.

S1 F' est a valeurs réelles positives et mesurable, les conclusions précédentes valent en
remplagant intégrable par mesurable, avec ’égalité (12) valant dans R .

D> Exemple A.3. Calculons I'intégrale de la fonction e~ v+ qur le quadrant positif R? .
On a d’une part

00 00 © dr ™
e Y(1+2%) 10 dy — / </ e v+ g ) dr = / = larctgx|° = =
/R Y 0 0 Y o 142 arctg zl; 2

et d’autre part

foeas [Co (oo [ (o o)
R 0 0 0 0

2
+
2
+

On en déduit

/ e dt = —W. <
0 2

Avant d’énoncer la formule de changement de variable, généralisant celle valable en dimen-
sion d = 1 pour les intégrales de Riemann, rappelons quelques notions de calcul différentiel.
Si & = (®y,...,Py) est une fonction définie au voisinage de x € R?, a valeurs dans R? et
différentiable en x, sa matrice jacobienne J®(x) est la matrice des dérivées partielles de

O JP(x) = (%). Soient U, U, des ouverts de R? ; une application ® : U; — U, est
un difféomorphisme de classe C' de U; sur U, si @ est une bijection de U; sur U, ® est
différentiable sur U; et de matrice jacobienne J®(z) inversible pour tout x € U; (et dans

ce cas le déterminant dét J® ne s’annule pas sur U; et &~ est différentiable avec matrice
jacobienne J(®71)(®(x)) = (J®(x))™! inversible sur Uy).

Théoréme* A.2 (Changement de variable). Soient U, et Uy deuz ouverts de RY, ® un
difféomorphisme de classe C' de U, sur Uy et fo une fonction intégrable sur U, . Alors la
fonction f1 définie sur Uy par fi(x) = fo(P(z))|dét JO(x)|,x € Uy est intégrable sur Uy et
on a

(13) L)dy = [ fo(2(2))| dét JO(z)|dz.
U, Uy
St fo est a valeurs réelles positives el mesurable sur Us, alors fi est mesurable, avec
I’égalité (13) valant dans R .
> Exemple A.J4. Les coordonnées sphériques dans R3
x1 =rcosfcosp, xo =rsinfcosp,x3=rsinp. r>0,0,¢0 R,

réalisent un diffeomorphisme du pavé ouvert P = {(r,0,¢) € (0,1) x (0,27) x (=3, F)} sur
la boule B(1) = {||z||2 < 1} pour la norme euclidienne, & un ensemble de mesure nulle prés.
Sa matrice jacobienne est

cosfcosyp —rsinfcosy —rcosfsing
sinfcosy rcosfcosp —rsinfsinp
sin 0 T COS
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de déterminant 7% cos . On en déduit le volume de la boule By(1)

1 27 -z 4
vol By(1) = / dr = / 2 cos pdrdfdy = / / / * 12 cos odrdfdyp = ?ﬂ <
Ba(1) P o Jo _

A.3. Espaces [P, p=1,2,00

[ME]

L’application qui a f intégrable sur A associe le réel positif [, |f(z)|dz n’est pas une
norme sur l’espace vectoriel £L'(A) des fonctions intégrables : ce nombre est nul pour toute
fonction nulle presque partout, fonction qui n’est pas nécessairement nulle.

Pour remédier a ce défaut, on rassemble les fonctions égales & un ensemble de mesure nulle
prés et on considére 1'espace de ces classes. Autrement dit, on considére 'ensemble L'(A)
dont chaque élément est représenté par une fonction intégrable (remplacer cette fonction
par une fonction égale presque partout importe peu du point de vue de l'intégration), qui
est muni de la structure d’espace vectoriel induite par les opérations linéaires de £!(A) (cf.
Prop. A.2).

Théoréme* A.3. L'espace L'(A), muni de Uapplication f — [|f|ly = [, |f(z)|dx, est un
espace vectoriel normé complet.

Une fonction est dite de carré intégrable sur A si |f|* est intégrable sur A.

Théoréme* A.4. Lespace L*(A) des fonctions de carré intégrable, muni de l'application

F=1flle =1/ 41 f(@)]2dz, est un espace vectoriel normé complet.

Si la borne supérieure essentielle est définie suivant

Définition A.6. Une fonction mesurable f a pour borne supérieure essentielle M si
|f(z)] < M presque partout et pour tout ¢ > 0, la partie {|f(z)| > M — e} n’est pas
négligeable. On note M = || f|| pour une telle fonction, qui est dite essentiellement bornée.

I’espace des fonctions essentiellement bornées est un autre espace vectoriel normé complet.

Théoréeme* A.5. L'espace L>®°(A) des fonctions essentiellement bornées sur A, muni de
Uapplication f — ||f||, €st un espace vectoriel normé complet.

> Exemples A.5.

1. Sur [0,1], la fonction ¢ € [0,1] — 2~ '/2 est intégrable, mais elle n’y est pas de carré
intégrable, ni essentiellement bornée.

2. Sur [1,+00), la fonction t € [1,+00) — x~! est de carré intégrable, mais n’y est pas
intégrable. Elle y est essentiellement bornée, avec borne supérieure essentielle 1. <

Terminons par des résultats de séparabilité.

Théoréme* A.6. Soit A une partie mesurable de R?.
Le sous-espace des fonctions étagées sur A est dense dans LP(A) pour p=1 ou 2.
L’espace des fonctions continues [ nulles en dehors d’un pavé (qui dépend de la fonction
f) est dense dans LP(A) pour p=1 ou 2.
Les espaces L'(A) et L*(A) sont séparables. L’espace L>°(A) n'est pas séparable.
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A.4. Intégrales dépendant d’un paramétre

Le théoréme dit de convergence dominée de Lebesgue est un des résultats importants de
la théorie de l'intégration

Théoréeme* A.7 (dit de convergence dominée). Soit (f,,)nen une suite de fonctions in-
tégrables telle qu’il existe une fonction intégrable g vérifiant

|fu(z)] < g(z), €R¥necN.

Si la suite (fyn)nen converge simplement vers une fonction f, la fonction f est intégrable et

i [ 1£@) = h@lds=0, Jm [ fiade= [ o

> Ezemple A.6. Smt a>0 et f,(a) la fonction définie sur (0,1) par
ful@)(t) =n%e ™, te(0,1).

Pour tout ¢ € (0,1), fn()(t) tend vers 0 lorsque n — oo alors que fol fu(Q)(t)dt = no1
converge vers 0 si et seulement si & < 1. Pour a > 1, le théoréme de convergence dominée ne
peut donc étre applicable : les fonctions f,(«),n € N ne sont dominées par nulle fonction
intégrable. Si o < 1, on a n% ™ < a% “t~*, cette derniére fonction étant intégrable
(méme si non bornée) sur (0,1) : I'application du théoréme précédent est vérifiée. <

Ce théoréme est utilisé dans I'étude des fonctions définies par des intégrales.

Corollaire A.1 (continuité d’intégrale). Soit T' une boule de R¥ et f: (x,t) € RIxT —
f(z,t) € C telle que

1. pour tout x € R?, la fonction t € T — f(x,t) est continue,

2. pour tout t € T, la fonction © € R — f(x,t) est mesurable,

3. il existe une fonction intégrable g sur Rd telle que |f(z,t)| < g(x), (z,t) e R x T,
Alors la fonction F définie sur T par F(t fRd x,t)dx,t € T est continue sur T .

Corollaire A.2 (différentiabilité d’integrale). Soit I un intervalle de R ou une boule
du plan complexe et f: (x,t) € R x I — f(x,t) € C telle que

1. il existe to telle que la la fonction x € R — f(x,to) soit intégrable, pour tout © € R?,
la fonction t € I — f(x,t) est dérivable,

2. pour tout x € R, la fonction t € [ — f(x t) est dérivable,

3. pour tout t € I, la fonction v € R — (m t) est mesurable,

. il existe une fonction intégrable g sur Rd telle que |4 (x,t)| < g(z), (x,t) € RI x 1.

Alors la fonction F définie sur I par F(t fRd x,t)dz,t € I est dérivable sur I et
dF df
—() = t)dx.
e / L (e tyar

D> Exemple A.7. La fonction I', définie sur {Re s > 0}, par

o d
I(s) = / T
0

x
y est continue car, pour tout a > 0, la fonction 2°~'e™® est dominée sur {(z,s),z > 0,a <

Res < 14 o'} par la fonction (%' + 2 )e™® intégrable sur (0,00). On peut dériver

sous l'intégrale avec
d*T o dz
—-(s) = *(1 Femo <
e = | wtoga)et
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