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PROLOGUE

Le concept de fonction s’est constitué lentement pour acquérir la forme simple, rigoureuse
et d’une portée générale que nous lui connaissons aujourd’hui. Une histoire analogue raconte
la mise au point des distributions, généralisation de la notion de fonction qui, synthése et
simplification selon les propres mots de leur inventeur L. Schwartz (19015-2002), s’est révélée
d’une grande fécondité dans beaucoup de branches des mathématiques, fondamentales ou
appliquées.

Voila I'objet de ce cours : introduire la notion de distribution et montrer comment ce cadre
est le réceptacle idéal des transformations fonctionnelles associées a J. Fourier (1768-1830)
et S. Laplace (1749-1827). Il le fait avec a l'esprit, et comme guide, le traitement du signal,
du moins la partie qui concerne les signaux a temps continu de ’électronique analogique. En
effet, un tel signal est modélisé par une fonction d’une variable réelle t € R, le temps, a valeurs
complexes ou réelles : le signal s pur de pulsation w est donné par Iexponentielle s(t) =
e/t dont il est plus aisé de représenter ses parties réelle Re (e™') = cos(wt) et imaginaire
Im (') = sin(wt). Ainsi les bases mathématiques de la théorie du signal sont dans I'analyse
classique mise en forme au XIXe siécle (étude des fonctions, analyse de Fourier, intégrale
de Riemann,. .. ), la théorie de I'intégration'”) de H. Lebesgue (1875-1942)) accompagnant la
théorie de la mesure par Borel (1871-1956) au changement de siécles et ’analyse moderne
du XXe siécle (distributions, introduites rigoureusement en 1940).

Le cours commence donc par un chapitre basique sur les distributions, la suite illustrera
le slogan « Tout est distribution tempérée ». La seule difficulté est le saut conceptuel qui fait
penser une fonction comme forme linéaire continue sur un espace de fonctions test, ’espace
bien nommé désormais comme 'espace S des fonctions de Schwartz. C’est le grand apport
de L. Schwartz, qui permet de bien comprendre le calcul symbolique de 'ingénieur Heaviside
(1850-1925) et la fameuse fonction §(z), qui n’en est pas une, du physicien Dirac (1902-1984).
D’autres mathématiciens du XXe siécle (J. Hadamard (1865-1963), J. Leray (1906-1998), S.
Sobolev (1908-1989) notamment) ont introduit implicitement des éléments importants de
calcul sur les distributions, calcul qui a été systématisé par L. Schwartz. On y voit comment
les opérations de I'analyse classique, comme dérivation, intégration, multiplication par une
fonction (lisse tempérée), sont bien définies dans 'espace S’ des distributions tempérées, a
manipuler comme des fonctions généralisées.

(WLa théorie de Lebesgue, étendant 'habituelle intégration & la Riemann, est inévitable en analyse de
Fourier moderne. Quelques définitions et résultats de cette théorie sont indiqués en note : exposer ses grands
traits, méme dans un appendice, rallongerait inutilement le texte dont I'objectif principal est de présenter les
transformées de Fourier et Laplace, tout en affirmant, preuves ou citations a ’appui, qu’elles sont aujourd’hui
parfaitement fondées dans ce cadre des distributions.
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L’objet des chapitres suivants est de convaincre que c’est aussi le cadre idéal pour le calcul
de Fourier et de Laplace, et partant du produit de convolution. Fouriériser des fonctions de
Schwartz, des polyndémes, des fonctions périodiques, des fonctions bornées, des masses de
Dirac,. .. est aisé.

L’équivalence de la vision en temps et en fréquence d'un signal tempéré réalisée par 1'in-
versibilité de la transformation de Fourier est évidemment d’une grande importance dans les
applications. La simplicité de I'inversion de Fourier dans I’espace des distributions tempérées
est soulignée par le contraste de la situation pour l'espace des fonctions intégrables (celles 1a
méme considérées en général pour introduire la transformation de Fourier) : leur transformée
de Fourier n’est a priori que bornée, la transformée inverse d’une fonction bornée n’étant
simple que si on l'envisage comme distribution tempérée (la recette miracle pour effacer les
divergences de l'intégration).

Le produit de convolution, défini dans ’espace de Schwartz S, ne se prolonge pas a l'espace
des distributions tempérées S’ tout entier : ¢’est évidemment lié & 'impossibilité de définir
en général le produit de deux distributions, version en fréquence du produit de convolution
spatial. Néanmoins, avec des hypothéses restrictives, mais la plupart du temps vérifiées,
on peut définir des produits de convolution de distributions. Ce calcul multiplicatif partiel
permet de résoudre des équations différentielles a coefficients constants, avec le concept
efficace de solution élémentaire.

L’introduction de la transformation de Laplace donne pour des distributions non tempé-
rées, mais a croissance sous-exponentielle, un calcul similaire & celui de Fourier, avec en plus
I'usage du calcul des fonctions holomorphes. On se limite & des signaux causaux (i. e. des
distributions & support dans R™ ), ou quelques exemples suffisent & introduire le calcul sym-
bolique qu’Heaviside utilisait déja : d’autres solutions d’équations différentielles a coefficients
constants apparaissent ainsi.

Le cours s’est essentiellement limité & des fonctions d’une variable. Par souci de simpli-
fication certes, et parce que la considération de plusieurs variables n’ajoute souvent qu’'une
difficulté de notation. Cependant, ’exemple du calcul de certaines intégrales de fonction
d’une variable réelle montre que cette limitation n’est pas tenable. Elle I'est d’autant moins
quand on pense aux modélisations de I'image, signal bidimensionnel. Alors, pour satisfaire ce
manque, il faut imaginer en fin de chaque chapitre I'exercice n°0 d’énoncé lapidaire et vague
(a faire en dernier!) : reprendre chaque énoncé du chapitre en examinant son éventuelle
validité en plusieurs variables.

Quelques figures ont été introduites dans le texte. D’autres accompagneront le cours (un
dessin vaut parfois bien des arguments), d’autres pourront étre tracés sur un écran en faisant
appel a divers logiciels (maple, matlab ou des langages de plus bas niveau) : voir par une
image une propriété convainc souvent plus aisément que des €, d, encore faut-il les interpréter
convenablement. La fonction de Riemann de la page 12 pourrait étre I'expression visuelle
d’une fonction continue, dérivable nulle part : en fait, elle est dérivable aux seuls réels de la
forme 7(2p+ 1)/(2¢ + 1) avec p, ¢ entiers, ce dont le graphe persuade difficilement !

Divers appendices complétent le corps du cours. Dans le premier, la définition et quelques
propriétés basiques de la fonction I' dite d’Euler sont données sans preuve : la fonction I' est
inévitable des lors qu’on pénétre la zoologie des fonctions spéciales, méme si son étude peut
paraitre un peu aride. Les deux suivants mettent en paralléle des tables de transformées de
Fourier et de Laplace dans S’ : considérer une telle table dans L' par exemple la réduirait
considérablement ! L’index de la version en ligne dirige par des liens hypertextuels vers la
porte d’entrée qu’est le MacTutor history of mathematics archive (Université de St Andrews,
Ecosse), embryon encyclopédique si utile pour les éléments biographiques des mathématiciens
cités et qui compléte les bribes de cette histoire évoquée ci-dessus. Une astérisque indique une
proportion ou un théoréme non démontré, certains passages sont dans une police réduite :


http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/
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ils peuvent étre négligés sans nuisance pour la bonne compréhension globale des résultats du
cours.

Enfin, on a suivi la notation des électriciens (voir ’exemple 4.5) pour la racine complexe
de —1 : « j » au lieu du « i » habituel aux mathématiciens. La fonction échelon ou fonction
de Heaviside, notée plutot dans la littérature mathématique H, h, u ou Y, sera noté ici
« T » suivant la tradition du traitement du signal : il ne faudra pas le confondre avec la
fonction eulérienne I' de 'appendice A. En résumé, la ot souvent certains mathématiciens
(comme des spécialistes d’analyse harmonique) utilisent comme définition de I'intégrale de
Fourier l'intégrale [ ge ™ dt, nous suivrons les conventions de maints spécialistes du signal
temps-fréquence

B(f) = / e 3T (1) dt.

Nantes, le 2 novembre 2007
Laurent Guillopé

www.math.sciences.univ-nantes.fr/“guillope/seiil-af/


http://www.math.sciences.univ-nantes.fr/~guillope/seii1-af/

CHAPITRE 1

DISTRIBUTIONS

Une quantité physique est en général modélisée par une fonction : par exemple, 'amplitude
s(t) d'un signal en fonction du temps ¢ € R. Ce signal sera connu si ses valeurs s(t) sont
spécifiées a tout instant ¢. Néanmoins, il n’est pas aisé de décrire effectivement la valeur s(t)
a chaque instant t, que ce soit pour des raisons pratiques ou des raisons liées a la mécanique
quantique qui explique la rétroaction de l'instrument de mesure sur la mesure. Si le signal
s est continu, I’échantillonnage (i. e. la donnée des valeurs s(¢;) pour une suite de temps
discrets (t;);cr) permet de calculer approximativement des intégrales de s par des moyennes

pondérées des valeurs s(t;);es
/s(t)dt ~ S hus(t),

iel
intégrales permettant a leur tour de retrouver, sous des hypothéses convenables, les valeurs

s(t) :
(1) s(t) ~e_o 2%5/7& s(u)du.

—&

Soit 6 la fonction définie par #(v) = 1/2 si |v| < 1, nulle sinon et 6. est la fonction définie

par 0.(v) = e '0(e7'v). La formule précédente se réécrit suivant

5(t) ~e—o 215 /u 7t|gss(u)du: /R 0. (u — t)s(u)du.

Remplagant 6 par une fonction 1 lisse telle que wa(v)dv = 1 a support borné (cf. Fig. 1)

e S\

FIGURE 1 . La fonction 6 et sa remplacante lisse 1.

A

avec 1. défini de maniére analogue 6., on montre pareillement que

s(t) ~e_o /Rwe(u —t)s(u)du.

Ainsi, la connaissance des moyennes

/Rgp(v)s(v)dv

pour une classe de fonctions ¢ suffisamment large permet donc de retrouver le signal s :
décrire un phénomeéne physique (ici le signal s) passe par la donnée, pour chaque fonction
test ¢ d’un nombre ( [ s(u)p(u)du). Cest le point de vue des distributions, qui englobe
les fonctions et permet de considérer des fonctionnelles, les fonctions généralisées, qui ne
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proviennent pas de fonctions comme les masses de Dirac. On ne peut pas en général donner
une valeur instantanée a une distribution, le probléme d’interpréter physiquement ces valeurs
ne survient donc pas!

1.1. L’espace de Schwartz S

Définition 1.1. Soit ¢ une fonction d’une variable réelle a valeurs complexes. La fonction
@ est dite & décroissance rapide si pour tout entier n, il existe une constante C,, telle que

(1 + )

La fonction ¢ est dite tempérée ou a croissance au plus polynomiale s’il existe un entier N
et une constante C'y tels que

lo(t)] < teR.

)| < Cn(1+|t)Y, teR.

> Exemple 1.1. La fonction e " est a décroissance rapide, alors que le sinus cardinal sinc
ne l'est pas. Les fonctions 1+ t? cost, sin(e’) sont tempérées. <

On a alors la définition de I'espace de Schwartz

Définition 1.2. Une fonction ¢ définie sur R et a valeurs complexes est dite de Schwartz
si elle est indéfiniment dérivable et si elle est a décroissance rapide, ainsi que toutes ses
dérivées. L'ensemble de telles fonctions constitue 1'espace de Schwartz, noté S (voire S(R)
pour insister sur le caractére unidimensionnel de I'espace de définition des fonctions).
> Ezxemples 1.2.

1. La gaussienne v définie par v(t) = et est de Schwartz. En effet, pour m entier,

“ A

A

FIGURE 2 . La gaussienne 7 et ses deux premiéres dérivées.

tme= — 0 lorsque |t| — oo. On en déduit que (1 + |¢])™y(t) est bornée sur R : la
fonction 7 est a décroissance rapide. La gaussienne ~ est indéfiniment dérivable et, pour
tout entier k, sa dérivée ¥*) d’ordre k est de la forme P,y pour un certain polynéme
Py, : on en déduit que 7*) est & décroissance rapide, et donc que v est de Schwartz.

2. Toute fonction indéfiniment dérivable sur R & support borné (i. e. il existe A > 0 tel
que @(t) = 0 si |t| > A) est de Schwartz : la fonction ¢ telle que @y (t) = /=1 i
|t| <1 et nulle sinon, en est une.

A

‘ S

FIGURE 3 . Les fonctions ¢1, o et 9y/3.
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3. Soit A > 0 et ¢y la primitive de la fonction précédente @i, nulle pour t < —1 :
wo(t) = ffoo ¢1(u)du. La fonction ¢q est lisse et constante égale a o(1) > 0 pour
t > 1. La fonction paire 14 telle que ¥4(t) =0 si t < —A, Ya(t) = po(3+4t/A)/po(1)
site|[—-A —A/2] et valant 1 si t € [-A/2,0] est une fonction lisse & support dans
[—A, A] et valant 1 au voisinage de 0 (une fonction du type de la fonction ¢ de la
Fig. 1).

4. L’exponentielle t — el n’est pas dérivable en ¢t = 0 : elle n'est pas de Schwartz,
méme si elle est indéfiniment dérivable sur R*, avec dérivées a décroissance rapide
lorsque [t| — oo. <

Sur 'espace S est définie la famille de normes || ||, indexées par (n,m) € N

lelmn = sup |eOOQA+[)"], veS
teRI<m

Définition 1.3. La suite (pg)ren de fonctions de S converge dans S vers ¢, € S si pour
chaque (m,n), la suite réelle (||¢x — Yoo llm.n)ren converge vers 0 dans R.

A Remarque 1.1. Il n’existe pas de norme N sur S qui suffise a exprimer cette convergence
a elle seule, 1. e. telle que pp — ¢, dans S si et seulement si N(pr — o) — 0. \V4

Géométriquement, la suite (pr)ren converge vers oo, € S si, pour tout (m,n) € N? et
r > 0, mise a part un nombre fini K (m,n,r) d’'indices k, les vecteurs ¢y, — o appartiennent
a la boule
Bn(r) ={p € S, [[@llmn <7}
L’ensemble des boules (B, (7)) mnenr>0 constitue une base de voisinages du vecteur nul de
S : une partie V C S est un voisinage de ¢ € S si V' contient la translatée ¢ + B, (1)
pour des m,n,r convenables.

1.2. L’espace S’ des distributions tempérées
L. Schwartz a introduit les distributions tempérées.

Définition 1.4. Une distribution tempérée est une forme linéaire u sur l'espace de Schwartz
S pour laquelle il existe m,n entiers et C' réel tels que

[{w, )| < Clielmn, ¢ €S,
ou (u, ) note I'évaluation de la forme linéaire u sur la fonction test ¢ € S. L’ensemble des

distributions tempérées est noté S’.

A Remarque 1.2. On omettra dans la suite souvent le qualificatif tempéré : on ne considére
dans les chapitres 1-3 de cette partie que des distributions tempérées, avec dans la derniére
partie 'apparition de distributions un peu plus générales, qui, sans que cela soit formalisé,
sont des produits d’une distribution tempérée par une fonction exponentielle & phase linéaire.

Soit u une distribution tempérée. La distribution u vérifie la propriété de linéarité

et de continuité des évaluations de fonctions tests
(U, Pr) —k—oo 081 Yk —k—0o 0 dans S.

On montre que cette derniére condition est équivalente a ’existence des m, n, C' de la Déf. 1.4.

V

On a le lemme suivant, dont la démonstration immédiate est laissée au lecteur. Il souligne
le caractére linéaire de la théorie des distributions et de leurs premiéres applications

Lemme 1.1. L’espace S’ est un espace vectoriel.
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La notion plus générale de distribution sur R (et aussi tout ouvert de R) correspond au choix d’un espace de fonctions

tests plus petit que S, celui des fonctions indéfiniment dérivables & support borné. Il est important de localiser la
notion de distribution, pour les développements fondamentaux ou plus appliqués (un signal n’a pas d’étendue infinie!).
Par ailleurs, si on tronque les valeurs d’un observable en deg¢ad d’un seuil, une fonction de S sera a support borné;
inversement, il est difficile de réaliser une fonction test qui soit exactement nulle en dehors d’un borné! Ces remarques
incitent & confondre fonctions test dans S et fonctions tests & support borné. Pour des raisons mathématiques, cette
confusion est évidemment & écarter. Se limiter aux distributions tempérées permet des développements importants
(et utiles), ce point de vue n’est finalement pas limitatif dans ce cours.

> Exemples 1.3.

1. Soit P un polynéme P(X) = pgX¢+ ...+ p1 X + po. Alors, pour toute fonction de
Schwartz ¢, le produit Py en est une aussi et est donc intégrable. La forme linéaire
up définie par

(up, ) = / P(t)p(t)dt, € 5.

définit une distribution tempérée.
2. Soit ty € R. La distribution

p €8 — oto)
est appelée masse de Dirac en t = ty, ou simplement masse de Dirac si to = 0. Elle est
notée 0(ty), voire d(t — to) ou simplement § pour ¢ty = 0. <

Le premier exemple indique comment une fonction polynomiale induit une distribution :
il se généralise aux fonctions tempérées

Définition 1.5. Une fonction définie sur R est dite tempérée ou a croissance au plus poly-
nomiale s’il existe N tel que sup,cg | f(£)]/(1+ [¢])V < 00).

D> Exzemple 1.4. Les fonctions 1+ t? cost,sin(e!) sont tempérées. <

Définition 1.6. Soit f une fonction définie sur R localement intégrable et tempérée. Alors
la forme linéaire

peSs— / F(E)p(t)dt
R
définit une distribution notée uy et dite réguliére.

A Remarque 1.3. La fonction exp : t — e’ n’est pas tempérée : elle n’induit pas de dis-
tribution tempérée définissable en terme de distribution réguliére. En effet, si ¢ est une
fonction de Schwartz, nulle sur R~ et égale a ot
t — e'p(t) n'est pas intégrable.

Soit Cr(R) l'espace des fonctions continues sur R et tempérées. L’application [ €
Cr(R) — uy € S’ est injective : si up = uy, avec fi, fo € C(R), alors f; = fo. Ainsi, si
f € Cr(R), la distribution uy détermine I'application f. Sans condition de continuité, on
perd cette détermination : par ex., les fonctions S; et Sy coincidant avec la fonction signe
(sgn(t) = t/|t]) sur R\ {0}, avec S1(0) = S3(0) + 1 = 0 induisent la méme distribution
us, = ug,. Si on identifie les fonctions égales presque partout'’) alors on retrouve l'injectivité
de I'association f — uy.

En particulier, rappelons que l'espace LP(R) est I’ensemble des fonctions mesurables sur
R telle que || f||, soit finie : on aura défini

pour ¢ > 1 (il en existe!), la fonction

1/p
HprZ(/R !f(t)lpdt) Sp=12 [fle= inf sup [£(0)

mes(A)=0 teR\A

(W Une propriété, par exemple une égalité, dépendant de = € R est dite vraie presque partout, si 'ensemble
des x qui ne vérifient pas cette propriété est une partie de mesure nulle : une partie de R est dite de mesure
nulle si, pour tout £ > 0, elle peut recouverte par une réunion, éventuellement dénombrable, d’intervalles
de longueurs cumulées au plus €.
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et convenu d’identifier deux fonctions égales presque partout. On montre que, pour p =
1,2, 00, application f € LP(R) — u; € S est bien définie (bien qu’il existe des fonctions
dans L'(R) et L?(R) qui ne soient pas tempérées) et injective. \V/

Proposition* 1.1. Soit p=1,2 ou co. L’application qui a f € LP(R) associe la distribution
uy définie par

() = [ J00, pes
R
est bien définie, continue et injective.

A Remarque 1.4. On évitera dans un premier temps d’identifier une fonction f et sa dis-
tribution réguliére uy associée, afin de bien distinguer les opérations sur f et celles sur la
distribution uy, par exemple 'opération de dérivation qui n’est pas toujours définie pour les
fonctions, mais 'est toujours pour les distributions (cf. ci-dessous). Cette identification sera
pourtant faite plus tard : une fonction sera considérée comme une distribution (susceptible
d’étre dérivée), et méme une distribution comme une fonction (généralisée), comme le font
certains depuis longtemps et sans s’en inquiéter. .. \V4

> Exemples 1.5.

1. La fonction T (notée'® parfois u, voire I'), nulle pour ¢ < 0 et valant 1 sur R induit
une distribution uy, dite distribution de Heaviside ou échelon.

2. Pour a < b, le signal carré (dit aussi fonction porte) Iy, défini par Il (t) =
Y(t—a)—T(t—0b) (c’est la fonction caractéristique de U'intervalle (a,b) aux valeurs en
a et b prés) induit aussi une distribution trés utilisée en théorie du signal.

3. Soient h € R et a € R*. Pour f une fonction définie sur R, on définit 7, f, H, f, f—
comme les fonctions vérifiant, pour t € R

mf(t) = f(t=h), Haf(t)=f(t/a), [f-()=[f(-1).

On vérifie, pour [ tempérée et ¢ € S,

<u7’hf790> - <uf’7—h90>’ <uHaf790> - <uf7 ‘a’Ha‘190>7 <uf—>(10> = <uf790—>’

ce qui ameéne, pour une distribution v la définition des distributions 7,u, Hyu, u_ telles
que, pour ¢ € S

<Thua 90> = <U, T—h90>7 <Hau7 90> = <u’ |a|Ha*1§0>’ <u—7 90> = <u7 90—>'

On laisse en exercice le soin de vérifier que ce sont bien des distributions. <

Une fonction f est a support borné s’il existe A tel que f(t) = 0 pour tout ¢ ¢ [—A, A].
Si f est continue, cela peut s’exprimer en disant que [, f(t)p(t)dt = 0 pour toute fonction
test ¢ a support dans borné inclus dans R\ [—A, A]. Cette équivalence permet de définir
des distributions a support borné

Définition 1.7 La distribution u est dite a support borné dans [—A, A] si (u,¢) = 0 pour
toute fonction test ¢ a support dans borné inclus dans R\ [—A, A].

D> Exemple 1.6. La masse de Dirac 6 est a support borné. La distribution réguliére wuy
associée a une fonction f & support borné est aussi a support borné. <

@)La fonction Y ne sera pas confondue avec la fonction classique Gamma T'(s) = 0+°° tfetdt/t =

Jr e~® "e~SUdu, transformée de Laplace de la fonction e=¢ ", cf. Appendice A.
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Si f est une fonction intégrable a support borné, alors (ug, ¥) fR t)dt définie
pour p € S l'est aussi pour tout ¢ lisse. Si w4 est une fonction de Schwartz valant 1 sur
[—A—1,A+1] et asupport borné (il en existe, cf. le troisiéme exemple de la liste 1.2), on a

(s, ) = / F(t)plt)dt = / F()pa(t)p(t)dt = (us, pap).

Ces remarques sont a la base de la définition suivante

Définition* 1.1. Soit u une distribution a support borné dans [—A, A]. Si ¢4 est une
fonction de Schwartz, & support borné et valant 1 sur [-A — 1, A + 1], alors I'égalité

<U, 90> - <U, QOA()O% NS 87

permet de définir (u, ) pour tout fonction indéfiniment dérivable ¢ et cette définition ne
dépend pas du choix de la fonction @ 4.

1.3. Dérivation et produit

Au contraire des fonctions, une distribution est toujours dérivable. Pour justifier la validité
de la définition, on remarquera que ¢’ est de Schwartz pour ¢ € S.

Proposition/Définition 1.1. Soit u une distribution tempérée. La fonctionnelle qui a ¢ €

S associe (u,—¢') € C est une distribution. Elle est appelée la dérivée de la distribution u

et, notée ' ou | elle est caractérisée par

dt
(o) =(u,—¢), peS.
D> FExemple 1.7. La dérivée de la masse de Dirac ¢ est la distribution ¢’ définie par
(0", 0) ==¢'(0), ¢€S. <
Cette définition est justifiée par la compatibilité avec la dérivée d'une fonction dérivable

Proposition 1.2. Soit [ une fonction dérivable a dérivée continue telle que f et f' soient
tempérées. Alors la dérivée de la distribution réguliere uy est la distribution réguliere ug .

Démonstration. — L’intégration par parties
/ FO(=¢(£)dt = [F(E)(=p(t)]2 4 — F)(=e(t))dt, pe8
t<A t<A
est possible du fait de la régularité de f, d’oul par passage a la limite A — +o00

/R F(0)(—' (1)) dt = / FOetdt, oS

soit par définition (us) = uyp . O

> Exemple 1.8. La distribution de Heaviside uy a pour dérivée la masse de Dirac & ’origine.
En effet

“+o0o
(o) = ~ur, o) = = [ YOS W=~ [ ¢t =o0) =G} 4
R 0
Le calcul précédent se généralise
Proposition 1.3. Soit f une fonction tempérée. On suppose qu’il existe une suite ... <
ap_1 < ap < apyp1 < ...,k € K, finie ou infinie, avec S (1 + |ap|)™ < oo pour un certain

N, telle que f soit dérivable sur chaque intervalle (ay,ar1) et que les limites lithakJ_f ft) =
f(af) existent. Alors, si la dérivée f' est tempérée

(uy) —uf/+z f(a;)) ot — ax).
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Démonstration. — En reprenant les définitions, et avec une intégration par parties,

(ug)0) = —(up, ) = / Fe Wt =Y / £ (1)t

- Z (f(az)go(ak) — flag1)e(arsn) + /ak+1 f/(t)SO(t)dt)

_ / F@pt)dt+ > (fla) — flag))elar),

ce qui permet de conclure. O
> Exemple 1.9. Soit fr la fonction définie sur R telle que, pour t € R et k € Z,
t—kT , site (kT —T/2,kT +T/2),
fr(t) =

0, sinon.

FIGURE 4 . La fonction en dents de scie fr.

Alors, si u; est la distribution associée a la fonction constante égale & 1, on a

= (up,) =wy =T 6(t— kT —T/2). <
keZ

de T
dt

L’autre opération sur &’ est la multiplication par des fonctions lisses tempérées

Proposition/Définition 1.2. Soient F' une fonction lisse a croissance au plus polynomiale
ainsi que ses dérivées et u une distribution. La fonctionnelle qui & ¢ € S associe (u, Fp)
définit une distribution et elle est notée Fu :

(Fu,@) = (u,Fp),p € S.

Démonstration. — Pour ¢ € S, le produit F¢ est de Schwartz et si ¢, — 0 dans &, il en
est de méme pour la (Fp,)nen et done (Fu, @,) = (u, Fo,) — 0. O
> Exemples 1.10.

1. Avec les notations précédentes, on vérifie la compatibilité avec le produit des fonctions,
lorsque celui-ci est possible : upy = Fug.

2. Pour F' comme dans la proposition précédente, on a F'§ = F(0)d. Plus généralement,
st pr = e 0KT), Fpr =) 1cq F(ET)6(ET) donne une représentation du signal F
échantillonné a la période T'.

3. Pour ce produit de distribution par une fonction a croissance au plus polynomiale, on
a la formule de Leibniz sur la dérivation d’un produit

(Fu)' = F'u + Fu/,
vu que

(Fu), ) = (Fu,—¢') = (u, = F¢') = (u, =(Fp) + F'o) = (u, —(Fp)') + (u, F'y)
= (U, Fo) + (F'u, ) = (Fu',¢) + (F'u, 0) = (Fu' + F'u, ¢),

pour toute fonction test ¢ de S.
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4. On a donc
U’IFT = (FUT)/ = (FUT)/ = F,U/I‘ + F(Uy)/ = Upiy + Fo = Upiy + F(O)(g,
ce qui est un cas particulier de la Prop. 1.3. <

A Remarque 1.5. Au contraire des fonctions, il n’y a pas possibilité de définir le produit
de deux distributions. Pour s’en convaincre, essayons d’appliquer les régles des exemples
précédents au produit T = T" (supposé un —seul et court— instant exister en tant que
produit de distribution) :

Y = (Y =YY = nYY = nY5, neN

ce qui donnerait beaucoup de valeurs au produit Yo ! \V4

1.4. Limites et séries de distributions

La définition de la convergence dans S’ ne met en jeu aucune norme, mais utilise le fait
que &’ est un espace de formes linéaires (par souci de simplicité, on s’abstient de définir les
voisinages de cette topologie).

Définition 1.8. La suite de distributions (u,),en converge vers u., si, pour toute fonction
test ¢ € S, la suite réelle ((uy, p))nen converge vers (oo, @) .

> Exemples 1.11.

1. La masse de Dirac est limite de fonctions. En effet, rappelons Iidentité (1), avec ¢ = 1/n
pour n entier et pour la fonction test s = ¢
n 1/n

p(0) = lim = p(u)du,

o2 )y

qui s’exprime en terme distribution suivant

(5.0 = tim [ Gu(wp(u)du = lm (u; ),

n—oo n—o0

avec 0, définie par 6,(u) = n/2 si |u] < 1/n, 0 sinon. Ainsi la masse de Dirac 0 est
limite des distributions ug .

2. Les suites (6(n))n>1 €t (Usin(nt))n>1 convergent vers 0 dans S’. En effet, pour toute
fonction test ¢ de S,

(0(n), p) = @(n),
/Rsinntgo(t)dt‘ :% /Rcosntgo'(t)dt' < %/RW(tﬂdt,

ce qui permet de conclure. <

| <usinnta ()0> | -

Pour montrer la continuité d’un endomorphisme de &', il suffit de la montrer & la dis-
tribution nulle v = 0. On prendra comme expression de la continuité celle en terme de
suites :

Définition 1.9. Un endomorphisme L de &’ est continu sur &’ si, pour toute suite (u,,)
convergente vers 0, L(u,) — 0.

Les opérations introduites ci-dessus sur les distributions sont continues :

Proposition 1.4. La dérivation et la multiplication par une fonction C* a croissance au
plus polynomiale sont des endomorphismes continus de S'.
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Démonstration. — Si u,, — 0 dans &', alors, pour toute fonction test ¢ € S, vu que Fy et
¢ sont des fonctions test, (un,,¢’) — 0 et (un, F) — 0 soit (ul, @) — 0 et (Fu,,¢) — 0 :
c’est exactement la continuité de la dérivation et de la multiplication. O]

Cette continuité permet de dériver terme a terme toute série de distributions convergentes

Proposition 1.5. Si la série u = )
terme a terme

/ Lo
nen Un €st convergente dans S', alors on peut dériver

u® =3 o),
neN

Démonstration. — La convergence de la série dans &’ signifie la convergence de la suite
(Do Un)Nen vers la distribution . Par continuité de la dérivation, on a convergence de la
suite > " ul vers u’, ainsi que pour les dérivées d’ordre supérieur. O]

o

ol | e
PPN
NP R

FIGURE 5 . Les parties réelle et imaginaire de la fonction de Riemann r(t) =

Y nen- cin?t /n?. En fait le tracé est celui de la somme partielle des N = 9 pre-
miers termes de la série définissant r).

> Exemples 1.12.

1. La série de fonctions 7(t) = 3, .y €°t/n?, introduite par Riemann, est absolument
convergente et définit une fonction continue. Elle n’est pas dérivable terme a terme,
mais elle I'est en tant que distribution : la distribution réguliére u, est somme de la
série de distributions réguliéres

Uy = Z ueant/nQ = Z uejnzt/nz,,
neN* neN*
ou chaque terme est la distribution réguliére d’une fonction indéfiniment dérivable
d* d*
dtk dtk
Ainsi, identifiant une fonction continue avec la distribution réguliére associée comme le
justifie la Rem. 1.3, on a

) = e, L fugn] = (2 g

d“u, o2\ k—1 jn?t
()= i) e,

neN*

ol la série est interprétée dans S’. On peut faire les mémes remarques a propos de la
fonction w introduite par Weierstrass w(t) = >, 27" cos(3"t).

2. La fonction 1-périodique paire p telle que p(t) = t* pour t € [0,1/2] a une série de
Fourier absolument convergente sur R

p) =5+ 3 T e

neN*
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En dérivant une fois, on obtient au sens distribution

@) () = Z (—1)nH sin(27mt)’ LeR

™n

neN*

ou fi (cf. Exemple 1.9) est la fonction 1-périodique impaire telle que fi(t) = ¢,t €
[0,1/2) et f1(1/2) = 0. Le théoréme de Lejeune-Dirichlet énonce la convergence clas-
sique de la série de Fourier (2) vers f; sur la partie R\ (1/24Z) ou f; est continue et
vers la moyenne (f1(1/2—) + f1(1/24))/2 = 0 aux points de discontinuité 1/2+ Z. La
dérivée seconde donne

> o(t—1/2+k) =2 (~=1)""" cos(2mnt),
kEZ neN*
soit en posant s =t + 1/2, I’égalité de séries dans S’
(3) 25(5 —k) = Ze2j7r”5, seR.
kEZ neL

qui peut s’interpréter comme décomposition en série de Fourier de la distribution dite
peigne de Dirac ), ., (s — k). <

1.5. Distributions périodiques et séries de Fourier

Soit T' € R. La translatée mr¢ (ou encore le décalage temporel de durée T') de la fonction
¢ d’une variable réelle est définie suivant

mro(t) =t —T), teR.
Cette définition se généralise simplement aux distributions.
Définition 1.10. Si u est une distribution, sa translatée 7ru est définie par
(tru, @) = (u, T_179), @ES.

A Remarque 1.6. Pour une distribution réguliere uys, I'égalité mpuy = w,,r résulte d'un
simple changement de variable

<wwwﬁ=Wﬁtwﬁ=4f@ﬂﬁ4wﬁ=AfW—TMWMf

_Ammwww—www% v

Une fonction f périodique de période T' étant simplement un point fixe de 'opérateur
translation de temps T, la définition de distribution T'-périodique s’introduit naturellement.

Définition 1.11. Une distribution u est périodique de période T, ou simplement T'-
périodique, si 7ru = u.

Pour définir les coefficients de Fourier d'une distribution périodique, on introduit une
fonction 6 € §, dite T'-partition de 1'unité, telle que

> 0t—kT)=1, teR.
keZ

A Remarque 1.7. Le signal carré x tel que x(t) =1 si t € [0,1) et x(¢) nul sinon, vérifie
la condition précédente, mais n’est pas dérivable, donc hors de §. La définition suivante
des coefficients de Fourier d'une distribution explique bien pourquoi la condition 6 € S est
importante. \V4
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FIGURE 6 . Une T-partition de I'unité 0 et ses translatées ..., 770,710, .. ..

On construit facilement une T -partition. Si ¢ est une fonction de S positive non identiquement nulle, alors la
somme ®(t) = >, ., o(t —kT) est convergente pour tout ¢ de somme strictement positive : la fonction § = ¢/® est

une T'-partition de I'unité. On peut prendre ¢ a support borné, par exemple ¢ nulle en dehors de [—1, 1] et valant
exp(1/(t* — 1)) si || < 1, cf. Fig. 6.

Définition 1.12. Soit u une distribution T-périodique. Soit # une T'-partition de l'unité.
Les coefficients de Fourier de u sont définis par

en(u) = %m, HTHTY) g () = %w, cos(2mnt/T)0), by () — %(u,sin(ant/T)8>.

A Remarque 1.8. Pour une fonction f T-périodique, les coefficients de Fourier de la dis-
tribution u; sont les coefficients habituels, par ex.

(k+1)
Tcn(uf) = Af(t)9<t)e_2jﬁnt/Tdt _ Z/]; +1)T f(t)e(t)e_Qjﬂ-nt/Tdt

kez v kT

T T
= Z/ f(t/)e(t/ + k:T)e_%Tmt//Tdt, :/ f(t,) 29@/ + k’T) e_QjW"t//Tdt’
0 0

kEZ

T
— / f(t,)e_2j7rntl/Tdt,.
0

On montre que cette définition ne dépend pas du choix de la T'-partition de 'unité 6.

> Exemple 1.13. Si e, est la distribution réguliére donnée par I’exponentielle de fréquence
2mn )T (i. e. en(t) = eH™/T t € R), culen) =1 et cpe,) =0si p#n. <

La décomposition en série de Fourier des distributions T-périodiques s’exprime simplement

Théoréme 1.1. Soit u une distribution T -périodique. Les suites (a,(u)), (b(u)), (c,(u)) de
ses coefficients de Fourier sont a croissance tempérée, i. e. il existe un entier k et une
constante C' telle que

Jap ()] + by ()] + ea(w)] < C(1+ 0], n€Z.

Les séries trigonométriques associées aux suites de coefficients de Fourier de u convergent
au sens distribution, avec somme égale a la distribution u :

4) wu= Z cn(w)e T = qo(u) + 2 Z (an(u) cos(2jmnt/T") + b, (u) sin(2jmnt/T"))

nez neN*
Démonstration. — 1l existe des entiers m, k et une constante C, i tels que |(u, )| < Cm i ||@l|m,x, ¢ € S. Alors
1 —2jmn Cm —2jmn
len)] = 75 |G e T0)| < S e AT < O+ Inl").

La série de fonctions ) .. ‘le,fi)z e2™t/T converge normalement, elle converge comme série de distribution. Sa

dérivée d’ordre k 4 2, qui est la série (4) privé du terme n = 0 a un facteur (2jw/T)**2 pres, converge dans S, soit
u sa somme.
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La distribution u a mémes coefficients de Fourier que la distribution u, puisque

T
<ﬁ, e237rnt/T9> _ Z CMT(U) / 672J7rmt/T62J7rnt/T9(t)dt — Z CMT(u)/ e2l(n7'm)t/T (Z e(t _ kT)) dt = cn(u),
R 0

meEZL meZ kEZL

Pour conclure, il s’agit de montrer que uw = u, 7. e. que toute distribution v T-périodique a coefficients de Fourier
tous nuls est nulle. Soit ¢ une fonction de S et ¢ sa T'—périodisée : ¢ = >, ., Ter. La fonction ¢ est de classe
C™ et si 0 est une T -partition de 'unité

(v, ) = (v, (Z TeT9> Q) =D (v, mer0 @) =Y (0,0 Ts1p) = (0,0 Y Terp) = (1,0 F)

Lez Lez LEL LEZL

= (0,0 Y (@Y =" (@) (0,0 HT) =3 " e (B)er(v) = 0. O

keZ keZ kEZ

D> Exemple 1.14. La distribution A =}, ., 6(kT) est T-périodique et a comme coeffi-
cients de Fourier ¢,(A) =1/T'. Ainsi,

T 6(t—kT) =) ™"
keZ nez

identité, appelée identité de Poisson, exprimant la série de Fourier du peigne de Dirac (3).<

1.6. Exercices

1. Soit 7 la gaussienne définie par y(t) = e ¢t € R.
(a) Montrer que, pour tout entier k, la fonction v, avec v (t) = t*y(t),t € R est
a décroissance rapide. En déduire que, si P ets un polynoéme, la fonction P~y :t —
P(t)y(t) est a décroissance rapide.
(b) Déduire de la question précédente que Qv est de Schwartz pour tout polynoéme

Q.

2. Soit T'€ R,a € R* et P un polynéme d’une variable. Si ¢ est une fonction définie
sur R, on définit les fonctions 7, Hyp, ¢ et Py par

Trp(t) = ot =T), Hap(t) = plat), &) =e(=t), Ppt)=P)e), tecR

Montrer que toutes ces fonctions sont de Schwartz si ¢ 'est.

3. Soit ¢ une fonction de Schwartz d’intégrale nulle : fj;o o(u)du = 0. Montrer que
la fonction v définie par

est bien définie et de Schwartz.
On pourra remarquer ffoo o(u)du

|
|
—
+
3
5
E
oW
£
~
m
=
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4. Soit, pour m, n entiers I'application || ||, , définie sur 'espace de Schwartz S par

lollmn = sup [ @)@+ [H)"], eS8

teRL<m

(a) Montrer que l'application || ||, est une norme.
(b) Montrer que, pour f mesurable et ¢ de Schwartz,

Aumwmmsévwwwp

AvwwMﬁs¢Auwmﬁ¢A@{%Fumm,

[1rwewi <swisol [

1+¢2

0,05

|’%0||0,2-

En déduire, que, pour f € LP(R), avec p=1,2 ou oo, l'application

peS — /Rf(t)gp(t)dt

définit bien une distribution tempérée.

. Soit f > 0. Montrer que la somme ), _, §(kf) définit une distribution (dite peigne

de Dirac).

. Pour chacune des fonctions définies sur R, nulles pour |t| > 27 et valant

|t|sint, tsint, |[sint|, |tsint|, [¢|cos(t/2)

pour t € [—27, 27|, tracer son graphe et celui de sa premiére dérivée (aux points oil
les fonctions sont classiquement dérivables), puis calculer sa dérivée au sens distri-
butions, 7. e. la dérivée de la distribution réguliére associée.

. Soit F' une fonction de classe C*° sur R. Montrer que F'§’ est bien définie comme

distribution et est égale & —F"(0)0 4+ F(0)d’.

. La fonction de Jy est une fonction de classe C* solution de I’équation différentielle

ty" +y +ty=0.

Montrer que la distribution réguliére associée a la fonction Y.Jy, avec T la fonction
de Heaviside, vérifie aussi cette équation.

. Calculer une primitive g de la fonction f définie sur R par f(t) = e'(cos(e’) +

jsin(e)),t € R et montrer que g est bornée. En déduire une définition de f comme
distribution.
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Soit @ définie pour t € R par 0(t) = e /\/7, © par O(t) = ffoo O(u)du. On
rappelle que O(+o00) = 1. Pour ¢ € S, on pose

o(t) = /t o(s)ds — /Rgo(s)ds o(t), teR.

—o0
(a) Montrer que la fonction ¢ est bien définie et est de Schwartz.
(b) Soit u une distribution de dérivée nulle. En considérant (u’, @), montrer que u
est une distribution réguliére associée a une fonction constante.
(c¢) Soit v une distribution et w la distribution définie par

<w’90>:_<v7@>7 90687

Montrer que w’ = v.

Soit wu, la distribution réguliere associée a la fonction nlljg;,,. Montrer que
lim, o u, = 9.

Montrer que

Montrer que la suite de fonctions (f,)n,>1 définie par f,(t) = (1 + th(nt))/2,t € R
converge vers la fonction de Heaviside au sens distribution. Quelle est la limite de
la suite (f})n>17

Soit uw une distribution. On note par 7,u la translatée de u définie par

(Thu, @) = (u, T_pp), @ €S,

ol T est définie par T,p(t) = p(t — h),t € R. Montrer la discrétisation de la
dérivée
u—Tu

=

lim
h—0

Soit h, la fonction définie sur R par h,(t) = nt/(1 + nt?),t € R. Montrer la
convergence au sens des distributions

up, — Vp(t_l), n — oo,

ot la distribution vp(t~!), dite valeur principale de Cauchy, est définie par

(vp(t™'), ) = lim o(t)dt, ¢ €S.

e—0t |t|>e

Soit g, définie sur R par g,(t) = 0 si |t| > 1/n et g(t) = n? si [t| < 1/n. Montrer
que gn(t) — 0 lorsque n — oo pour presque tout t, mais que la suite (g, )neny n'a
pas de limite au sens distribution.

Soit € € (0,1) et u. définie par u.(t) = e|t|*~!,t € R. Montrer que u. — 26 lorsque
e—0F.

Montrer que si (f,)nen est une suite de fonctions convergeant simplement vers la
fonction f. et s'il existe C,p tels que |f,(t)] < C(1 + |t|)P, alors f, tend vers fu
au sens distribution.
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19. Soit u la fonction définie comme la somme de la série

e2J7rnt

teR.

Zl—i—nQ’

u(t)=>_

(a) Montrer que u est bien définie et représente une fonction continue, paire et
1-périodique. En déduire que la fonction ¢’ € R — u(1/2 + ') est paire.
(b) Montrer que la dérivée seconde de u au sens distribution vérifie
—u' + A2y = 472 Ze2j7mt'
nez
(c) Montrer que toute solution paire de I’équation différentielle —y” +4m%y = 0 est

de la forme y(z) = C ch(27z),z € R, pour une constante C' convenable.
(d) En utilisant la relation de Poisson

Ze2j7rnt _ Zé(k)

nez keZ
montrer qu’il existe une constante C' telle que u(1/2 + ¢) = C ch 27t |t < 1/2.
(e) Soit f une fonction continue sur R, indéfiniment dérivable en dehors de ¢ = 0,
a support borné. On suppose que les limites f/(0%), f”(0%) existent. Montrer que la
dérivée seconde au sens distribution de f est f”+ (f(0%) — f/(07))do
(f) Déduire des question précédentes que

h ot
chr(2t —1) = SW( QZCOS W”), 0<t<l1.

1+n?
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TRANSFORMATION DE FOURIER

2.1. Analyse et synthése dans S

Définition 2.1. Soit ¢ € §. Sa transformée de Fourier ® est la fonction définie sur R par
of) = [ o, fer
R

A Remarque 2.1. La transformation de Fourier ® de ¢ (F de f,...) est notée diver-
sement : F(p) (la transformée de Laplace sera notée similairement £) ou de maniére
plus courte @. Certains préférent prendre la phase w = 27 f comme variable de Fourier :
P(w) = [, e'o(t)dt, avec éventuellement un facteur d’amplitude 7~/2. Reste aussi le choix
entre j et —j, . e. le signe + ou — dans la phase. Toutes ces variations importent peu pour
la nature des résultats théoriques principaux (formule d’inversion, échange de la dérivation
et de la multiplication,...), ce n’est évidemment pas le cas lorsqu’il s’agit d’effectuer des
calculs précis. \VA

-A+if A+ijf

. ) . 2
FIGURE 7 . Le contour rectangulaire pour calculer la transformée de Fourier de e™™" .

D> Exemple 2.1. La gaussienne v, définie par ~(t) = e ™ teR a pour transformée de
Fourier elle méme : 4o(f) = e feR.

Remarquant 2 + 2jtf = (t + jf)? + f2, on intégre la fonction holomorphe e sur le
contour rectangulaire [—A, A, A+ jf,—A+jf,—A], avec A réel (cf. figure 7),

A ) A+jf ) —A+jf ) -A )
/ e " dz +/ e " dz +/ e " dz +/ e " dz=0,
_A A A+ijf —A+jf

ol les deux termes d’intégration sur les segments verticaux, majorés suivant

LALjf 1 '
/ e dz / e mEATIY| fdu| < e / ™| f|du,
+A 0 "

convergent vers 0 lorsque A — oo. Ainsi
/+oo +A +A+f +A

e ™ dz = lim e ™’ dz = lim e ™’ dz = lim o W HI gy

2 +oo 2 3
— e7rf / e—7rt —2J7thdt’

o0
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et on conclut grace a 'identité f_Jr;o e ™ dz =1 (cf. Appendice A). <

La transformation de Fourier réagit simplement aux décalage temporel et changement
d’échelle, ainsi qu’a la dérivation et la multiplication par des polynomes.

Proposition 2.1. Soit p une fonction de Schwartz. Alors, pour f € R,

9 TRf) = IIB(f), t € R,
) dan) = o (1), aew,
@ el = (2T, mEN,
0 FUB(F) = ()G (f). mEN.
Démonstration. — On a
T — —2jmtf —ta)dt = =2jm(utto)f H(0)du = e~ 470 f 5 7
20 = [ ot —to)ar = [ plu)du = =5OI ()
Son () = [ e ppandt = [ e 2 @ar o)™ 1050 f a
R R e L
dm@ o dm —2jmt o . s \m —2jmt [ NI -
D) = g [ ottt = [ (2mityme Y o0yt = (<2m)" T ),
o = [ fremipna— [ (o) e (o
= [ iy e G )it = () ), 0

/A Remarque 2.2. La définition 2.1 s’étend aux fonctions intégrables ¢ € L'(R), alors que
les identités (7) et (8) imposent des hypothéses de dérivabilité et de croissance modérée sur
la fonction ¢, en général non satisfaites pour une fonction intégrable. Mais, si on considére la
fonction intégrable comme distribution tempérée, ces conditions disparaissent et on verra que
les conclusions de la proposition restent valables dans 'espace des distributions tempérées
§’, cadre naturel et quasi-optimal pour définir la transformation de Fourier et qui contient
l'espace L'(R) des fonctions intégrables. \V4

Proposition 2.2. La transformée de Fourier d’une fonction de Schwartz est de Schwartz. La
transformation de Fourier induit un opérateur linéaire de S.

Démonstration. — Vu le théoréme de convergence dominée!") la transformation de Fourier
@ est continue sur R. D’aprés la proposition précédente

(i f)"3(f) = / et T gy

o dtm
d’ou
(9) B (A + [2nfl™) < / ol
r 1+ ’

(M Ce théoréme, 1'un des résultats les plus invoqués de la théorie de l'intégration de Lebesgue, énonce que
pour une suite (f,)n>0 de fonctions intégrables sur R, convergente simplement vers f et dominée par une
fonction g positive intégrable, i. e. telle que |f,(t)| < g(t),t € R avec [, g(t)dt < oo, alors la suite des
intégrales [, fn(t)dt converge vers l'intégrale [, f(t)dt. Ce théoréme a pour corollaire la continuité d’une
fonction F' définie par une intégrale : F(z) = [, f(x,t)dt, dés que la fonction f est continue et dominée
par une fonction intégrable g de la variable ¢. La dérivabilité, par rapport a la variable réelle ou complexe
x, est déduite d’hypothese analogues. Ces hypothéses de domination sont en général facilement vérifiables.
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ainsi @ est a décroissante rapide. Sa dérivée d’ordre m
dm"p —
ZT(F) = (=23
) = (2T,

est la transformation de Fourier de la fonction de Schwartz (—27j)™t™¢ et est donc a
décroissance rapide. La linéarité est évidente. O

A Remarque 2.3. La transformée de Fourier d'une fonction ¢ non nulle & support borné
n’est jamais a support borné : @ se prolonge & C comme fonction holomorphe non nulle, qui
ne peut étre a support borné. \V4

Théoréme 2.1. Pour ¢ de Schwartz, on a la formule d’inversion
o) = [ G, ter
R

A Remarque 2.4. On notera parfois ¢ la transformation de Fourier inverse de ¢ : @(f) =

P(—f). Avec la notation de I'exemple 1.5, on a ¢ = p_ = (p)_. Par ailleurs, la formule

d’inversion est aisément vérifiée pour la gaussienne 7, de I'exemple 2.1 \V4
Démonstration. — Rappelons que l'intégrale du sinus cardinal fR sinctdt est semi-convergente de valeur w, i. e.
X .
. sint
(10) lim —dt=.
X—oof 5 t

Soit px définie par
X . .
ox()= [ B,
_x

On a, en utilisant Fubini®

D' D'
_ 2jm ft —2jnt’ f IN 34! o 2jm f(t—t') IN g7
x (t) B /7X ¢ </]Re cp(t )dt ) @ = /]R (/7)( ¢ df) np(t )dt

3 _ 4! .
:l/sm%rX(t t)np(t')dt':l/smzw‘xu(p(tfu)du
T Jr t—1t T Jr U

Par suite, vu (10)

(11) ox(t) — () = £ / (plt — ) — ot 22X gy = 1 / B, () sin(2m Xu)du

m u

avec la fonction ®; dérivable

Oy (u) = M :/0 ¢’ (t — uv)dv, %(u) = —/O v (t — uv)dv

En décomposant l'intégrale (11) sur |u| <1 et |u| >1

lex (t) —(t)] < + + ()]

u

/ Dy (u) sin(2r X u)du
lul<1

/ plt—w sin(2r X u)du
lul>1

sin 27w
/ dv
lolzx Y

Lorsque X — o0, le dernier terme tend vers 0 puisque le sinus cardinal est semi-intégrable, alors que les deux
premiers termes tendent vers 0 d’aprés le lemme suivant (dont la forme générale est dit de Lebesgue). O

Lemme 2.1. Soit f dérivable sur (a,b) (a,b finis ou non) avec f et f' intégrables sur l'intervalle (a,b) et existence
des limites f(at), f(b™). Alors

b
Xlim / f(u)sin(2rXu) du = 0.
(2)Le théoréme de Fubini est un des théorémes clé de l'intégration lebesguienne. Il raméne l'intégrale d’une
fonction de plusieurs variables a une succession d’intégrales de fonctions d’une variable, cette succession
d’intégrations étant faite dans un ordre quelconque. Sous des conditions non détaillées ici mais qui sont en
général vérifiées aisément, on a, par exemple, pour une fonction de deux variables

/RQ F(x,y)dxdy/R{/RF(x,y)dx] dy:/R [/RF(:E7y)dy] .
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Démonstration. — En intégrant par parties, on a
b - _ + b
/ f(w)sin(2rXu) du = J(b7) cos Xb Xf(a Jcos Xa + %/ f'(u) cos(2m X u) du,
soit .
b + — ’ d
[ sy singenxu) au| = DD, Jo 17 6l
qui permet de conclure. O

Théoréme 2.2. La transformée de Fourier est une application linéaire bijective de S dans
S. La transformée de Fourier ¢ € S — p € S, ainsi que son inverse, est continue.

Démonstration. — La transformée de Fourier applique S dans lui-méme d’apreés la proposi-
tion 2.2. Le théoréme 2.1 donne une formule pour 'application inverse, comme la composée
de la transformée de Fourier et de 'application qui & ¢ € S associe la fonction t — ¢(—t).

Les formules, comme la majoration (9), de la preuve de la proposition 2.2 permettent
d’estimer les normes |||, en fonction de celles de ¢. La continuité de la transformée de
Fourier en résulte, ainsi que celle de sa réciproque. O

2.2. Relation de Plancherel
Proposition 2.3. Soit v, des fonctions de Schwartz. Alors

(12) / S(0)D(1)dt = / B(H)f)df.

Démonstration. — En utilisant le théoréeme de Fubini, on a
- _ —2jm ft _ —2jmtf
et = [ oo ([ emromna)a= [on ([ iona)
- [ e s

La relation de Plancherel implique le caractére isométrique de la transformation de Fourier
sur S muni de la norme de la convergence en moyenne quadratique.

Proposition 2.4. Soit p1, s des fonctions de Schwartz. Alors, la relation de Plancherel

(13) / o1 (D pa(D)dt = / Xl

est vérifice.

~

Démonstration. — On reprend (12) avec pg = 1p. D’aprés la formule d’inversion de Fourier,
on a

b(f) = / A1) dt = / I Dt = / e 20mt5 o (1)t = ().

R
d’ou résulte la formule. O

L’espace S est dense dans l'espace de Hilbert L?(R) : la transformation de Fourier se
prolonge donc contintiment a tout L*(R).

Corollaire 2.1. La transformation de Fourier, définie sur S, admet un prolongement continu
sur L*(R), qui est une isométrie. Pour ¢ dans L*(R), la fonction ®x définie par intégrale
convergente

X .
(14) Dy (f) :/ e_2”ftg0(t)dt, feR,

X
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converge en moyenne quadratique vers la transformation de Fourier ® = @ de ¢ et

el Z2qmy Zélw(t)|2dt=4l¢(f)l2df= 121172 &) = [ F(IZ2my-

Démonstration. — L’espace S est dense dans I'espace L*(R) : si la fonction f € L?*(R) est approchée par la suite
(¢n)nen, la transformée de Fourier  est définie comme la limite limp_.co @, dans L2 (R), limite qui existe vu la
complétude de L*(R) et qui est indépendante du choix de la suite (¢,) convergeant vers f. La transformation de
Fourier isométrique sur S vis a vis de la norme || || se prolonge en une isométrie de L?(R).

Vu que IIj_x x)f converge vers f dans L?*(R) lorsque X — 400, il en est de méme des transformées de Fourier

®x = F(Il|_x x]f) vers f. Que ®x soit donné par la formule (14) résulte de 'approximation d’une fonction L* a
support borné par une suite de fonctions de Schwartz. O

La section suivante prolonge la transformée de Fourier a 'espace S’, ces prolongements
étant compatibles avec les inclusions

ScL*R)cS

ol la derniére inclusion s’obtient en identifiant f € L?*(R) a la distribution réguliere uy
associée (cf. Définition 1.6)

2.3. Analyse et synthése dans S’

L’identité (12) peut se récrire en terme des distributions réguliéres w,, u ;5 associées resp.
a ety
(ug, o) = {uy, @),
ot ¢ est de Schwartz d’aprés la proposition 2.2. Cela améne la définition de la transformée
de Fourier d’une distribution tempérée

Proposition/Définition 2.1. Soit u une distribution tempérée. La fonctionnelle qui a une
fonction de Schwartz ¢ associe (u,p) est continue sur S. Notée U et appelée transformée
de Fourier de u, elle est caractérisée par

(o) =(u,p), p€eS8.

> Exemples 2.2.
1. Introduisons e(f) I'exponentielle pure de fréquence f définie par e(f)(t) = e 4™/t t €

—

R. Alors 6(a) = Ue(q)- En effet, pour ¢ € S,

(5(@). o) = (5(a), &) = Bla) = / o %7 o f)df.

—

Identifiant fonction et distribution réguliére associée, on écrira 0(a) = u.(,) ou encore
d(a)(f) =74/, f €R.
2. Par un calcul analogue, pour ¢ € S,

o —

(e2imfol | p) = (Aol 5 = /ReQJ'”fOt@(t)dt = (fo) = (6(fo), ¥),

soit @ = 0(fy) ou encore m(f) =6(f — fo). 4

Pour étudier les relations entre dérivation et transformation de Fourier comme dans la
Proposition 2.1, rappelons que t™u note la distribution sur ’espace R décrit par la variable
t, définie dans la Proposition 1.2, alors que f™u est une distribution sur R décrit par la
variable f.
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Proposition 2.5. Soit u une distribution de S’. Alors, pour m entier,

d™u ——

e = (2"

fMu = (2m)) ™ ulm),
Démonstration. — 11 suffit de reprendre la proposition 2.1, et de la traduire en termes de
distributions. ]

Proposition 2.6. La transformée de Fourier u, de la distribution réguliére u, associée a la
fonction intégrable g sur R est la distribution réguliére associée a la fonction G définie par

G(f) = / eI g(1)dt, [ ER,

qui est continue, bornée sur R et convergente vers 0 a linfini. La transformée de Fourier

u de la distribution u & support borné est la distribution réguliére uy associée a la fonction
indéfiniment dérivable U(f) = (u,e”3™) f € R.

A\ Remarque 2.5. Pour la distribution a support borné u, 'évaluation (u, e~%™f) est défi-
nie dans la Définition 1.1 : e~/ n’est pas de Schwartz !

On écrira souvent G = g pour la transformée de Fourier ug = 1, identifiant la fonction
continue G et la distribution réguliére ug. On écrira pareillement U = u, identifiant fonction
continue U et distribution réguliére uy : la confusion entre fonction continue et distribution
réguliére associée a été évoquée dans la rem. 1.3. \V4

Démonstration. — On a, avec un appel a Fubini pour le changement d’ordre d’intégration
dans la troisieme égalité,

(@0 0) = ) = [ a0p0e = [ a0 ( [ e errar) ar

_ /R < /R e—wftg@)dt) o()df = (uc, )

ot G est la fonction G(f) = [, e 3™ g(t)dt, fonction continue bornée vu le théoréme de
convergence dominée. Ainsi la transformée de Fourier @, de la distribution réguliére u, est la
distribution réguliére ug. Pour la convergence de G(f) vers 0 quand f — oo, on approche
g par une fonction étagée en norme || ||, .

Pour la distribution & support borné u, on a, pour ¢ € S,

(15) @) = (0.2 = {u [ (7)) = [ (e ol p)af

R R
ou l'interversion de l'intégrale dans la derniére égalité est justifiée par un théoréme de type
Fubini dans le cadre des distributions. On a ainsi  comme distribution réguliére associée a
la fonction U : f — (u,e"2™/) qu’on peut dériver indéfiniment. ]

> Exemples 2.3.

1. Le signal carré II|_; ;) a pour transformée de Fourier la fonction sinus cardinal, a chan-
gement d’échelle prés sur la fréquence et 'amplitude,

1 .

_— . sin 27 f

T (f :/ e A ftgr — 2 = 2sinc(27 f).
-1, (f) » o] (27 f)

(3)La théorie de Lebesgue permet de définir les espaces LP, espaces vectoriels normés complets avec comme
sous-espaces denses des espaces de fonctions classiques, comme celui des fonctions étagées.
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2. L’exponentielle el est intégrable sur R et sa transformée de Fourier est calculable
aisément :

o 0 oo
el (f) = / e At gt = / e Al dt + / e AmlteTtqt
R

—0o0 0

N DR

1—2jmr 1427 1+ 2nf)2

3. Pour @ > 0 et a > 0, la fonction f,(t) = YT(t)e *t*!/T'(«) est intégrable : sa
transformée de Fourier est la fonction (a 4 2j7f)“.

A

a+2jrf

v

FIGURE 8 . Le contour pour calculer la transformée de Fourier et~ 17(¢).
En effet, en notant par D, s la demi-droite R*(a + 2j7f),

F(Oé)fa(f) _ /0~oo 672j7rtfefatta71dt
~G+2p) |

Da,y

e "2 tdz = (a + 2jf)_a/ e "2 tdx

R+
L’égalité des deux derniéres intégrales s’obtient en intégrant la fonction e ?2z%~! sur le
contour de la figure 8 et en faisant tendre le rayon de I'arc du petit cercle vers 0 et le
grand arc vers 'infini. <

Théoréme 2.3. La transformation F de Fourier est un automorphisme continu de S'. La
transformée de Fourier inverse associe a u € S la distribution u_ .

Démonstration. — Notons @ la distribution %_ , ot la notation u_ est comme dans I’exemple
1.5. La formule d’inversion de Fourier pour la fonction test ¢ € S est

o~ —
~ AN

p-=(D)-=e.
Ainsi, pour une distribution tempérée u, on a

A

<a7 90> = <a7 30> = <u7 :5> = <u7 Q0>7
soit la formule d’inversion @ = u pour les distributions tempérées.
Si u, — 0, alors, pour p € S,
<an7 80> - <uTL7 @) - 07
et donc w, — 0, ce qui signifie la continuité de la transformée de Fourier sur S’. n
D> Exemple 2.4. On a YT (t) = lim,_ o+ e =T (¢) dans l'espace S’. Or la transformée de Fou-
rier de e Y (t) est la fonction (e + 2j7f)~'. Ainsi
1 1

'/f:hm:e/_‘EW:hm.— L
e—0+ e—0+ 2jm f — je

et on notera simplement T = (2jm)~1(f — jo*)~L.
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Précisons la distribution 1/(¢ — j0T) par son action sur une fonction test p € S.

/ﬂdt:/ Mdﬁ/ dew(())/ L
rt—JE [t]>1 t—Je [t]<1 t—Je [t]<1 t—Je
Or

dt VA 1 L9 Ve 95
/ — = / ( — + - ) dt = / %dt = / 3 J du —._ o+ jm
<1t —J€ o \t—J —t—]e o t*+¢ o u+1

On en déduit
1 / (1) / p(t) —»(0) ,, .
— ) = dt + dt + jmp(0).

= jor / H=1 <1 t ®

On a pareillement

L e, o) —l0) .
( ¢>lﬁﬂ t+4@—————t (0)

t+j0t’ t t

et par suite

1 1
_ — 9
<t+j0+ t_j0+,90> im(0),

11 1 / e(t) / p(t) — »(0)

At ———) = [ Plar+ [ L

2 <t + ‘]O+ t— J0+ SO) [t|>1 t [t|<1 t

¢ t) — (0
:/ w()dtJrhm p(t) (p()dt

t]>1 e=0 Jeci<1 t

t t
:/ wdt+ lim/ mdt
=1t =0t Jegy<1  t

t
= lim / —gp( >dt,
e—0t e<|t| t

la distribution du dernier membre étant connue sous le nom de valeur principale de Cauchy

1 L o(t)
(vp (;) ,p) = E{%ﬁ /t|za Tdt-

_1( 1o, 1 sy - L 1 |
AT T o \drjor Te—jor ) T o \t—j0t 1440+ )

En utilisant la transformée de Fourier inverse du théoréme 2.3, on obtient

Ainsi

— 11 "1\ (2 =\ . .
VMUUZ§<#HW4}_ﬂﬁ>=W<T—TJ)=MWN—ﬂ—TU»=—W%mf4
2.4. En plusieurs variables

La définition de la transformation de Fourier en plusieurs variables, de fonctions test ou
de distributions tempérées, est une généralisation directe de la théorie en une variable. Pour
une fonction de Schwartz ¢ de la variable t = (t1,...,t,) € R", sa transformée de Fourier
est la fonction @ de la variable f = (f1,..., f,) € R" définie par

(f) = / o AT St ) £\t L dt,, f € R

La formule d’inversion est simplement

plt) = / ATSt A ING(f)dfy . dfa, tER™
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Si les valeurs p(t) de la fonction ¢ ne dépendent que de la longueur ||t||o = \/t3 4+ ... + 2
(on dit alors que ¢ est une fonction radiale), on montre qu’il en est de méme pour les valeurs

2(f), qui ne dépendent que de ||f|la = +/f2 + ...+ f2. Contentons-nous d’examiner le cas
de la dimension 2. Soit Jy la fonction de Bessel définie sur R par la représentation intégrale

1 ™
(16) Jo(t) = —/ cos(tcosf)df, teR.
0

™

Proposition 2.7. Soit ¢ une fonctions indéfiniment dérivable, a décroissance rapide et ra-

diale, i. e. o(t) = wo(||t||2), sur R2. Alors, avec || flla = /fE + f2,
B0 =2m [yl flar) (), f = (1) € B

Démonstration. — Introduisons les coordonnées polaires (r,0) € R x [0,27) telles que
(t1,t2) = r(cos,sind) avec r = ||t = (3 + t3)1/? et pour lesquelles dt,dt; = rdrdf. Si
f = (f1.f2) = |Ifll2(cos @ sin@) avec |[f[l2 = (ff + 3)"/?, alors

o(f) :/ o IR (1, to)di dty

R2
00 2m 00 2m
/ o2l fllarcos(0-0) 3 (1), ) — / reoo(r) { / e2jwf||2rcos(ea>d9] dr
0 0 0 0
00 2w ] T
_ / TgOo(T) |:/ e—2j7rf||2rc059d9:| dr = / TQO()(T) {/ e—2j7r||f||27’cosed6:| dr
0 0 0 ™

= 2/000 7po(7) {/077 cos (27| f||2r cos Q)dH] dr =27 /000 reo(r)Jo(27|| f||2r)dr. O

2.5. Exercices

1. Soient a,b > 0 avec b > a. Calculer les transformées de Fourier des fonctions définies
pour t € R suivant

1 g

T(t — CL) — T(t — b), e_a|t|, tke_atT(t), m,
a

2. Soit, pour a réel, la fonction F, définie par

Ea(t) = edmat  git ¢ [—1,1],
““ 700 sinon.

Calculer la transformée de Fourier de E,.
En utilisant la relation de Plancherel, déduire pour n, m entiers distincts l'identité

/OO sinc(27(f — n)) sinc(2n(f —m))df = 0.

o0
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3. (a) Calculer la transformée de Fourier de la fonction hy définie par
ho(t) =™, teR.
(b) Soit P l'opérateur qui & ¢ associe la fonction P[y] définie par
Plpl(t) = ¢'(t) — 27teo(t).

Exprimer la transformée de Fourier de P[p| en fonction de celle de ¢
(c) Soit (hy)n>o la suite de fonctions vérifiant

hpi1 = Plhy], n >0,

avec hy donnée dans la premiére question. Montrer qu'il existe une suite (A,)n>0
telle que
Fh, = \h,, n>0.

4. (a) Pour ty € R et a € R*, les fonctions 7, et H,p sont définies par
Tto(p(t) = (p(t - tO)a Ha@(t> = Sp(t/OJ)a teR.
si ¢ est une fonction alors que les distributions 7 u et H,u sont définies par
<Tt0u7 90> = <u77—*t090>7 <Hau7 ()0> = <u7 ‘a’Ha_lgo% Y e S.

si u est une distribution.
Montrer que, si u, est la distribution réguliére associée a la fonction test v,

T Uy = u.,-tow, Ha'LLw = UH, -
Montrer que si u est une distribution,
F(rou) = e Ay, F(Hyu) = |a|Hy1 (Fu).

5. Soit fy € R. Calculer les transformées de Fourier des distributions suivantes
1

—2jmt fo k k _—2jrtfo
e otk e S
t2 — 2t 410

6. Calculer la transformée de Fourier ® de la fonction ¢ définie par
1—1¢, sift]| <1,
o(0) = {O el
: sinon.
Quelle forme prend l'identité de Plancherel pour le couple (¢, ®) 7

7. Soit a avec 0 < a < 7 et ¢, la fonction définie par

sh at
W(t) = ——, teR.
#a(t) shrt

En utilisant le théoréme des résidus, montrer que
Fea(f) =2 (=1 e Wsin(na), feR.
n=1

En utilisant 2jsin(z) = ¢/* — e™*, montrer que

Fa(f)

sina

=M% seR
chrf+ cosa’ /

et en déduire que

1 1
f(zch(m/z))(f):ﬁ’ Jek
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CONVOLUTION

Le produit de convolution permet d’exprimer algébriquement, puis de résoudre, certaines
équations : des équations différentielles, des systémes de filtrage,... Par ailleurs, la trans-
formation de Fourier transforme un produit de convolution de deux fonctions en le produit
classique de leurs transformées de Fourier, lorsque toutes ces opérations sont légitimes. C’est
dire l'intérét de ce produit entre deux fonctions, produit non local qui tient compte de la
définition de chaque fonction globalement sur toute la droite réelle.

Apreés avoir défini le produit de convolution pour des fonctions dans l'espace de Schwartz
S, on verra que le produit de convolution peut étre aussi défini parfois pour des distributions
vérifiant des conditions de support convenables : I'impossibilité a définir le produit de convo-
lution de deux distributions quelconques correspond a celle d’étendre le produit habituel
des fonctions aux distributions. Un dernier paragraphe contient un exemple de résolution
d’équation différentielle.

3.1. Convolution dans S

Définition 3.1. Soient 1, deux fonctions de Schwartz. Leur produit de convolution est
la fonction, notée ¢ * o définie par

01 % pa(t) = /Rgol(T)cpg(t —7)dr, teR.

L’intégrale précédente est convergente : cela sera prouvé au cours de la démonstration de
la proposition suivante.

D> Exemple 3.1. Pour la gaussienne 7, telle que 7 (t) = e teR,ona

Y1 xM(t) = /9_726_(t_T)2dT = / e 2T 2T g e_tz/e_Q(T_t/Q)QHQ/?dT
R R R

= e_tQ/z/e_%Qdu = \/7r_/26_t2/2 <]
R
Proposition 3.1. Soient 1,y deux fonctions de Schwartz. Leur produit de convolution est
de Schwartz. Le produit est commutatif et associatif, i. e.

©1 % P = ok 1, @1 % (P2 % p3) = (1 *Y2) %P3, Q1,203 €S.

Démonstration. — En utilisant 'inégalité
A+ DA+t =7) 21+ |r[+ [t —7[+ |7t =7 2 T+ [7[+ |t — 7| = 1+ [¢],

on obtient

lpillom+z llwzllom
lo1 * p2(t)] = l/ o1(T)p2(t — T)dr| < / ; ,
R r (LT t2 1+t 7))

lle1llo,mtzllezllom 1
(17) = ' . dr.
(1 +[eh™ g (14 7])2
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Ainsi @1 * 2 est a décroissance rapide, comme ses dérivées qui sont des produits de convolution, obtenus en dérivant
sous l'intégrale

d" (1 @a) d"ps _ d* o,
T(t)_/]chl(T) ik (t —7)dT = 1 * e (®).

La fin de la proposition s’obtient par des changements de variable (7 =t — 7, puis 7/ = 7' + 7) et Fubini
o) = [t = it = [ oit= ()i = s 10
1 * (2 * p3)(t) = /Rsm(T) (/R w2 (N3 (t — 7 — T')dr') dr
— [ oottt = 7 = r'dr
o1(T)2(t" — T)ps(t — 7"")dr'dr

2

(/R p1(T)p2(1" — T)dT) @3(t —7")dr" = (@1 * p2) * ps(t). .

— a5

3.2. Convolution dans &’

Reprenons, pour 1, s € S, la définition du produit ¢; * o considéré comme distribution
réguliére : pour la fonction test p € S, on a donc

(v s = [ ( [ iy - ﬂm) o0t = [ r(r)galt - Dple)ara

R

(18) = [ oot harar' = [ o) ([ ontrote + nyar) o
= /R@l(f)@z, T_ip)dt

Dans la derniére égalité, la distribution ¢, est évaluée sur la fonction test 7_;¢ : La fonction
t — (@2, T_4p) est indéfiniment dérivable, mais n’est pas a décroissance rapide en général.

Proposition/Définition 3.1. Soient uy et uy € S'.
St ug est a support borné, la convolée uy * us est définie par

(19) (ur * ug, p) = (u, (u2, 740)), @ €S,

comme distribution de S". Si uy et uy sont a support borné, uy * us l'est aussi et uy * ug =
Uy * U .

Démonstration. — On admet ici que, si uy est & support borné, la fonction Us(p) définie
par U(p)(t) = (u2, 7_1p),t € R est de Schwartz, avec l'application ¢ € S — Us(p) € S
continue : la distribution u; * ug est alors bien définie comme (uy * ug, @) = (uy, Ua(p)).
Supposons suppu; C [—A, A] pour i = 1,2. Pour que (uj * ug, ) soit non nul, il est
nécessaire que Us(p)(t) # 0 pour des t € [—A, A]. Or, si suppp C R\ [-24 — 1,24 + 1]
et [t| <A, suptpN[—A, Al =0 et donc Us(p)(t) = 0. Ainsi u; * ug est a support borné
dans [-2A —1,2A 4 1]. On admet la commutativité u; * ug = ug *u; vérifiée dans ’exemple
suivant. [

> Exemple 3.2. Pour toute u € &',

Sxu=uxd=u, 0" sxu=uxds® =y®
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En effet, pour p € S
dr d*u

(69, 0) = {u, (50 7)) = (o (<1 ) = (0 0),
k k
(5% 5 0,0) = (5, 7)) = (~1)F S () (0) = (~1) s S ()0
= (1) S E)(0) = (1), T8y = (u® ). <

Un autre cas ou le produit de convolution est possible est celui ot une des deux distribu-
tions est dans S.

Proposition 3.2. Soient uy et uys € S'. Si uy est dans S, la convolée uy xuy est définie par

(uy * ug, ) = (u1, (ug)- * ), €S,

comme distribution de S'.

A Remarque 3.1. L’exemple 1.5 a défini la distribution u_ déduite de la distribution u en
inversant le temps ¢ en —t. \V4

Démonstration. — On reprend la deuxiéme égalité de (18)

(1 % 02, ) = / o1 (=) [ % o] (r)dr

qui justifie la définition de la proposition. La fonctionnelle u; % us est continue sur S, vu la
majoration de us * ¢ dans (17). O

On peut définir le produit wq * us

— si les deux distributions sont & support dans R*

— si les deux distributions sont des fonctions intégrables,
et alors, le produit est a support dans R* (intégrable resp.).

Proposition 3.3. Le sous-espace L'(R) des fonctions intégrables de S' est stable pas convo-
lution. 1l en est de méme pour l'espace S des distributions a support dans {£t > 0}.

Esquisse de démonstration. — Pour deux fonctions intégrables ¢ et ¢, la majoration

[lewvtotar < [ lotote = stasie < [ | [ jote = slat] lecolas
< [ it [ lets)ias

donne 'intégrabilité de ¢ * 1. Pour des fonctions ¢, 1) a support dans R*,
t
prult) = [ Pt - 9)ds
0

est bien défini : la définition pour les distributions en résulte. O

3.3. Convolution et transformation de Fourier

La transformation de Fourier échange produit de convolution et multiplication usuelle.
Théoréme 3.1. Soit ¢ et ¢ de Schwartz. Alors

prY =00, o =px.
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Démonstration. — L’usage de Fubini est justifié aisément : pour g € R

o) = [ it = [ o - s)dsde

RQ

= /e_Qj”fgp(s) {/ e‘zﬁr(t_s)fzﬂ(t - s)dt} ds
R R
0

- / e 3 ()0 f)ds = BUHDS).
En posant ® =3, U =4, on a @(—f) =& U(f), f €R soit
FU(—f) = / BB~ —n)dn = [ BT~ )y =&+ (1),

et la deuxiéme formule. O

> Exemple 3.3. La transformée de Fourier de e /(") /(\/270) est e 27" * Du produit

_y2fF2 _ 22 (2 2\ £2
R R A C DY

résulte le produit de convolution

( 12 12 12
exp | —— exp | —— exp | —————+
202) ( 27’2) ( 2(r2 + 02)>
* = , teR. <

2mo 2T V2m\/ o2 + 12

L’échange du produit de convolution en produit classique, et réciproquement, par la trans-
formation de Fourier sur les produits est aussi valable sur les produits de convolution de
distributions, & supposer qu’ils soient bien définis. Cette relation, renforcée par la formule
d’inversion de Fourier dans &',

uxua(f) =a(f)w(f), feR,

peut étre utilisée pour donner la définition du produit de convolution de certaines distribu-
tions tempérées dont le produit des transformées de Fourier peut étre défini comme distri-
bution dans S’.

> Exemples 3.4.
1. Le filtre passe-bas qui consiste a retenir les fréquences f avec |f| < fo dans le signal
@, i. e. & multiplier @(f) par la fonction caractéristique IIi_, r, revient & convoler ¢
par la fonction oscillante 2 f sinc(27 fyt) = H[/,J;d (t).
2. La transformation de Fourier de u * 6™ est ﬂ(f)é/(;)(f) = (2jr f)"u(f) = @(f) :

par unicité de la transformée de Fourier, on a donc wu 8™ = 4™
3. La transformation de Fourier de a/(a? 4 ?) est me~2%"l/l. En résulte

a b a+b

= , teR.
21 Ry 7T(oz+b)2+t?

4. La transformation de Fourier de e=* ¢~ /T'(a)Y(¢) est (a + 2jmf)~*. Ainsi

e—atta—lT<t) e—attﬁ—l'r(t) B e—atta+ﬁ—1T(t)
M@ T3  Ta+s :
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3.4. Solutions tempérées d’équations différentielles

Soit w > 0 et ¢ distribution a support borné. L’équation différentielle, ot on cherche
yeds,

(20) y' -ty =g
peut s’écrire d’aprés I'exemple 3.2 en termes de convolution suivant
(21) (6" —w? ) xy=g.

Pour la résoudre, il suffit donc d’avoir une distribution E telle que
E" —W’E = Ex (8" —w?6) = 0.

En effet, en convolant les deux membres de (21) par E a gauche, et en supposant que
I’associativité soit licite, on obtient

Exg=Ex((0' —w)xy)=(Ex (8" —w?))xy=56+xy=y.
On vérifie que y, = E * g est bien solution de (20)
(0" —w* ) x (Exg)=((0"—w*0)*E)xg=(E"—Ww'E)xg=0xg=g.

Définition 3.2. La distribution E € &' est dite solution élémentaire de I’équation différen-
tielle 3y’ — w?y = g si B" —w?E = 6.

L'équation E” — w?E = § d’inconnue E € & est équivalente & —4r2f2F — w?F = 1
soit £ = —(w? + 47%f?)~1. Ainsi d’aprés le deuxiéme exemple de la liste 2.3, on a E(t) =
—e It /20 et c’est 1'unique solution dans &' de I'équation E” — w?E = §. La solution de
(20) est donc, si g est une fonction,

ewlr—
yy(t) = —/R g(T)dr.

2w

L’équatio/{l E"+w?E = § n’est pas résolue aussi facilement dans S’ : elle est équivalente a
I'équation E(f)(—4m2f%+w?) = 1 qui, si elle a des solutions, n’a pas de solution unique dans
§’. La transformée de Laplace du chapitre suivant permet d’obtenir une solution élémentaire,
qui n’est pas une distribution tempérée mais une distribution produit d’une exponentielle et
d’une distribution tempérée, de (20) (cf. Section 4.4).

3.5. Exercices

t2

042
xe 2

1. Calculer e~

2. Soit ¢ définie par p(t) = et € R et o = o * ¢.
(a) Montrer que 9 est paire.
(b) Montrer que 1(t) = (1 +t)e " si ¢t > 0.
(c) Calculer la transformée de Fourier inverse de la fonction (1 + f2)72, f € R.
Expliquer le lien avec la question précédente.

3. Soit x la fonction caractéristique de l'intervalle [—1/2,1/2].
(a) Calculer y * x et F(x * x * x).
(b) Pour € > 0, soit . définie par x.(t) = e tx(e7't),t € R et P par P(t) =
t3 —t,t € R. Calculer Y. * P et montrer que Y. * P — P lorsque € — 07
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4. Soit p définie par p(t) = 7727 t € R et p. par p.(t) = e 'p(e 't),t € R.

Montrer que, pour ¢ € S,
lim p, * =
lim p. o(x) = @(x)

En déduire que, dans &,
lim p. = 0.

e—0t

. On considere I'équation de la chaleur

ou 0*u
E(t,x)—@(t,x):(), t>0,$€R,

avec les conditions au bord
uw(0,2) = ug(x), =z €R.

La fonction u définie continue sur R™ x R est supposée différentiable sur R™ x R
et telle que, a t fixé, la fonction u; : * — u(t, ) est de Schwartz.
Soit U définie sur R* x R par

Ut,X) = /e_Qj”Xxu(t,x)dx, t>0,XeR.
R

(a) Montrer que si u vérifie (22), alors, en supposant la dérivation par rapport a ¢
sous le signe d’intégration légitime, U vérifie

ou
E(t, X)+4r*X*U(t,X) =0, t>0XcR.
En déduire U(t, X) = e X"y (X), puis que
1

u(t,z) = /e(“y)Q/(“)ug(y)dy, t>0,z€R.
R

2/t
Montrer que la fonction définie (24) vérifie bien 'équation (22).

(b) Discuter la résolution de (22) si ug est dans S’. Montrer en particulier que si
ug est dans L?*(R), alors pour tout ¢ > 0, la fonction u; est de carré intégrable et
indéfiniment dérivable.

. Soit u une distribution tempérée vérifiant

tu" + v’ — 27(1 + 27t)u = 0.
(a) Montrer que sa transformée de Fourier v = u vérifie
(L+ 0+ (f=jv=0.
On admet que v est alors de la forme
o(f) = ceXp(Jlaic;gg 2
pour une certaine constante C'.

(b) Montrer que la distribution u est une fonction de carré intégrable, ainsi que la
fonction t € R — tu(t). En déduire que la fonction w est intégrable.

(c) Montrer que ,
[ /R u(t)dt] _ % /R fu(t) 2t
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La transformation de Fourier n’a été définie que pour des distributions tempérées : cela
écarte la fonction e'Y(t) par exemple, a laquelle on ne sait pas associer de distribution
tempérée comme on 'a fait pour des fonctions tempérées (cf. Rem. 1.3). La transformée de
Laplace permet de prendre en compte des fonctions de ce type.

4.1. Fonctions lisses a croissance au plus exponentielle

On introduit une condition double portant sur des fonctions f définies sur R : la premiére
est de support, la seconde impose une condition de type croissance sous-exponentielle.

Condition (x) La fonction f définie sur R est dite satisfaire la condition (*) si il existe
des constantes T, C, dépendant de f, telle que

— le support de f est inclus dans une demi-droite [T}, 00),

— la fonction e~¢*f est intégrable.

On peut alors définir la transformée de Laplace, comme cela sera justifié dans la Prop. 4.1.

Définition 4.1. Soit f une fonction vérifiant la condition (). La transformée de Laplace
de f est la fonction Lf, notée parfois F', de la variable complexe p dans le demi-plan

{Rep > C;} définie par
(25) £ho) = | st
R

A Remarque 4.1. Souvent, et ce qui est fait dans la table de I'appendice C, on ne considére
que des fonctions f asupport dans [0, 00). Ces fonctions correspondent aux signaux causaux :
la valeur = f(t) = [;° f(u)z(t — u)du en un temps ¢ de la convolée de x par un signal
causal f ne dépend que des valeurs de x antérieures au temps t. L’espace des signaux
causaux intégrables est stable par convolution. \V4

La transformée de Laplace est linéaire!) : L(f1 + f2) = Lf1 + Lf, est définie holomorphe
sur le demi-plan {fep > sup(Cy,,C},)}.

> Exemples /.1.
1. Soit ¢ € C. Alors L(e“Y(t))(p) = (p — ¢)~!, avec intégrale convergente pour Rep >

Rec.
2. Soit w € R. Alors L(coswtY(t))(p) = p(p? +w?)™* et L(sinwtY(t))(p) = w(p? +w?)™*
pour Rep > 0.

3. L (e_t2T(t) (p) est convergente pour tout complexe p.
4. L((14+t2)717())(p) est convergente sur {Rep > 0}. <

(W On vérifie que Pespace des fonctions vérifiant la condition (*) est un espace vectoriel.
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A Remarque 4.2. Si f est intégrable, la transformée de Laplace L£f peut s’exprimer en
terme de transformée de Fourier suivant
(26) Lf(o+jw) = F(e " f)(w/(2m)).
La transformée de Laplace a I'avantage sur la transformée de Fourier de permettre 1'utilisa-
tion des outils de la variable complexe. D’autre part, si la gaussienne 7, a une transformation
de Fourier prolongeable a tout le plan des fréquences complexes f, ce n’est pas nécessairement
le cas pour une fonction de Schwartz : pour la fonction ¢ définie par p(t) = e*(1+t2)1/4, teRR,
équivalente a e_\/m, t — oo, l'intégrant de Fourier e*™/*((¢) n’est pas absolument convergent
pour f € C\ R il est probable que @(f) ne soit pas prolongeable pour des f non réels. v/

Proposition 4.1. Soit f vérifiant la condition (x ).
~ La transformée de Laplace Lf est holomorphe sur le demi-plan {Rep > C;}.
— La fonction t™f(t) vérifie la condition (%) et

£ e = (-0 )

- Si ty € R, la fonction décalée m, f vérifie encore la condition (x) et
L(7i,f)(p) = e "PLf(p).
Démonstration. — La dérivation dans l'intégrale est justifiée, car, pour Rep > Cf + ¢,
[t e F()] < [t™ eI f(H)]emCrTRPE < e e e T F(8)] < Min(e, Tr)e™ [ f(1)]

ott My(e,Ty) = supyq, (t"e™), ce qui donne la domination de [t[™|e™™f(t)| par une
fonction intégrable pour Rep suffisamment grand : il suffit de la domination avec m = 1
pour justifier la dérivation en tant que fonction holomorphe sous le signe d’intégration de
L(f). La derniére propriété résulte du changement de variable t=t—t

(27) L(1,f)(p) = /Rf(t —tg)e Pldt = e P /Rf(t — 1) Pt = e TP L f(p). O

> Exemple 4.2. On a donc, pour n entier,

c (&%T(t)) (p) = (; Res > Rec. 4

p— C)n+1 ’
La transformée de Laplace se comporte bien relativement a la convolution

Proposition 4.2. Soient f et g vérifiant la condition (x). Alors f x g vérifie la condition
(%) et
L(f *g) = L(f)L(9)

Démonstration. — Pour t < Ty 4+ T, le produit de convolution f * g(¢) est nul, alors que
pour t > Ty + Ty,

frolt)= | " fu)g(t — w)du.

En outre
T,

’ e_C“f(u)e_C(t_“)g(t —u)du = [e_c'f * e_C'g} (t)

(g = |

Ty
est intégrable pour C' suffisamment grand vu la stabilité de ’espace des fonctions intégrables
L' (cf. Proposition 3.3) et alors

L(f*g)(p) = / e P(f * g)(t)dt = / e P f(u)e P g(t — u)dudt = L f(p)Ly(p),

R R2
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les intégrabilités étant vérifiées en examinant la convergence des intégrales pour les modules
des fonctions a intégrer. O

Vu la relation (26) avec la transformée de Fourier, il est naturel d’introduire la transfor-
mée de Laplace inverse L7'F d’une fonction F' définie sur un demi-plan {Rep > C} par
I'intégrale, a supposer qu’elle existe

LF(t) = L/v e’ F(p)dp

2jm

1 [t .
= MW R (B 4 ju)du,

21 J_ o
ou l'intégration dans la deuxiéme intégrale a lieu sur la droite verticale V;, = h + jR. La
convergence de 'intégrale est assurée en général par le controle de F' a l'infini, une décrois-
sance suffisamment forte pour assurer 'indépendance de £7'F(¢) en regard du choix de
I’abscisse h de la droite Vj, par ex. : on utilisera un contour rectangulaire inclus dans le
domaine de définition de F' dont les grands cotés sont sur les droites verticales V},,, V;, et les
ordonnées +A des petits cotés tendent vers I'infini (cf. Fig. 9). On verra dans le paragraphe
suivant un énoncé précis pour cette formule d’inversion de la transformée de Laplace sur les
distributions.

A
hy +jA < ho +jA
a
hy ha _
Y
hy — A dp, 4

FIGURE 9 . Le contour rectangulaire pour établir I'indépendance par rapport & h
de la définition de la transformée de Laplace inverse £7!

Le caractere injectif de la transformée de Laplace découle de celui de la transformation de
Fourier

Théoréme* 4.1. Une fonction continue vérifiant la condition (x ) est uniquement déterminée
par sa transformée de Laplace.

Ce théoréme, complété par sa version distribution (cf. Théoréme 4.2) justifie I'usage de
tables (imprimées ou logicielles, voir Appendice C) pour l'inversion de transformées de La-
place.

D> Exemple 4.3. La fonction 1/(p? + 3p + 2) admet la décomposition en éléments simples

1 1 1 1
pP+3p+2 (p+1)(p+2) p+1l p+2

d’ot1, avec le premier des exemples 4.1

-1 1 — (et o2
s (W) (t) = (e )Y(1). N
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4.2. Distributions

La définition (25) peut se récrire

£f<p) = <uf7 e_pt>7
ce qui justifie la définition suivante, pour des distributions & support borné ou des distribu-
tions réguliéres associées & des fonctions a support borné.

Définition 4.2. La transformée de Laplace L£(u) de la distribution u est définie, sous condi-
tion de justification adéquate, comme la fonction de la variable complexe

L(u)(p) = (u,e™™).
En particulier, la définition précédente est justifiée pour la distribution (non tempérée!) u de

la forme e“*v avec v distribution tempérée : on désigne par Sixp V'espace de ces distributions
u (sans condition de tempérance).

A Remarque 4.3. Si u est a support borné, Lu est définie suivant la définition 1.1, avec
domaine de convergence C tout entier. Sans condition de support autre que la condition
suppu C RT, I’étude de la bonne définition de la transformée de Laplace se développe un
peu comme ce qui a été fait pour les distributions tempérées. Dans les exemples rencontrés,
on obtient facilement pour les transformées de Laplace de distribution la série de propriétés
obtenues dans la proposition 4.1. \V4

> Exemples 4.4.
1. L(6(a))(p) = e P* pour a € R,
2. L(6(a)™)(p) = p™e P pour m entier, <

Proposition 4.3. Soit u distribution dont la transformée de Laplace est bien définie. Alors,
la dérivée (au sens des distributions) u™ a une transformée de Laplace et

(28) L(u™)(p) = p"L(u)(p).
Démonstration. — Sous réserve de bonne définition,
L™ (p) = (™ ) = (<), T ) = (e ) = pnL)(p). O

A Remarque 4.4. Pour la distribution fY avec f indéfiniment dérivable, on a la formule
au sens distibution, obtenue aisément par une récurrence sur ’entier m,

(f) ™ = ey 4 fm=D0)s + . 4 £(0)5 ) 4 £(0)5m Y

et donc

>—‘

k=0
C’est la ligne 6 du premier tableau de I'annexe C. \V4

Comme pour les fonctions (cf. Théoréme 4.1), La transformée de Laplace est injective sur
I’espace des distributions laplacisables.

Théoréme* 4.2. Soient uy et us deux distributions admettant une transformée de Laplace.
Si les transformées de Laplace L(uy) et L(ug) coincident sur un ouvert du plan complexe,
alors les distributions uy et us sont égales.

Ainsi, avec les formules des exemples 4.1 et 4.4, la transformée inverse de toute fraction
rationnelle R décomposée en éléments simples
n L

SIS IrEr

j= 1[—1
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est aisément calculable, ainsi que des fractions rationnelles exponentielles/polynomes

tje;P

ZaeTZPP‘FZZﬁ]ee V

j= 1[—1

en tenant compte de I'action d’un décalage temporel sur la transformée de Laplace (27) et
de la linéarité de la transformée L1 :

e 7P T (s)ersst—1
£ o] = 60(t - 7), Lll 4;( le)ef"s. > .
(p - )0) (ﬁ - 1) |s=t—7
Le théoréme suivant établit une condition, nécessaire et suffisante, pour qu’une fonction
holomorphe définie sur un demi-plan soit la transformée de Laplace d’une distribution.

Théoréme 4.3. Une fonction F de la variable complexe est transformée de Laplace d’une
distribution u a support dans [0,00) si et seulement si il existe un demi-plan {Rep > C'}
ou elle est majorée en module par une puissance de |p|.

Démonstration. — La transformée de Laplace F' de f a support dans [0,4o00) vérifiant la condition (*) est bornée
FEI< [ 1R s [ sole e > .
0 0

La transformée de Laplace de la dérivée f(™ au sens distribution est p™ F(p), a croissance polynomiale. On démontre
en général que si la distribution 7' admet une transformée de Laplace, alors elle est dérivée f™) d’une fonction f
vérifiant la condition (%) : ¢’est par exemple le cas de 6™ = T+ ayec £ (p) = p™

Réciproquement, commengons par le cas ou F' est a décroissance quadratique, i. e. il existe une constante M telle
que |F(p)| < M/(1+ |p|?) sur le demi-plan Rep > c. Alors I'intégrale

(29) f(zt):Qj%r /V P F(p)dp, h > c.

est absolument convergente (comme fR(l +4?)"!dy) et indépendante du choix de h. En effet, si ¢ < h1 < hz, en
intégrant sur le bord du rectangle {ha — jA, ha + jA, h1 + jA, h1 — jA} ou la fonction F' est holomorphe, on a

/ " F(p)dp :/ e"tF(p)der/ e"tF(p)der/ e F(p)dp
[h1—jA,h1+jA] [h2—jA,ho+jA] [h2+jA h1+jA] [h1—jA,ha—jA]

Les deux derniers termes tendent vers 0 lorsque A — oo

/ " F(p)dp| =
[h1£jA,hatjA]

<M

ha i
/ eEN P (R ijA)dh‘
h1

ho ht hat __  hat
e d@ . Me e 1 ’
hy 1+ |h+jAI2 — t 1+ A2

ce qui donne ’égalité des termes restants.
L’identité (29), qui peut s’écrire comme une intégrale de Fourier,

(30) e Mrt) = ! / " F(h + ju)du

27
indique que f est continue, comme transformée de Fourier inverse d’une fonction intégrable : w — F'(h+iu) est donc
la transformée de Fourier dans S’ de e™"*f. En outre,

ht

e M
)] < — —d h >
\f()\_%/]Rl adu hze

ainsi, si ¢t < 0, en faisant tendre h vers 400, on obtient f(¢) =0 et pour ¢t > 0, on a la majoration
et M
) < — | ——du,
s01< 5 [ T

ce qui achéve de montrer que f vérifie la propriété (). On peut inverser la formule (30) pour Rep > C

P = [ e (e

ce qui achéve Iétude du cas particulier. En général, pour une fonction holomorphe majorée par |p|™ sur Rep > C,
la fonction F(p)/p™? vérifie les hypothéses du cas particulier précédent : il existe une fonction f telle que Lf(p) =
F(p)/p™"? et sa dérivée F+2) au sens distribution a bien pour transformée de Laplace la fonction F donnée. [
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4.3. La fonction de Bessel J;

La fonction de Bessel Jy, introduite dans la section 2.4 suivant la représentation intégrale
(16), admet un développement en série entiére :

Jo(t) = i%j t e R.

— (m!)?

Son comportement & l'infini est décrit par I’équivalent

Jo(t) ~tmoo 2/ (mt) cos(t — m/4).
Ainsi la fonction Jy Y vérifie la condition (*) avec la constante Cy = 1 (tout autre nombre

positif non nul convient). Pour le calcul de £(JyT), on fait, dans un premier temps, comme
si I'intégration terme a terme était légitime

mt2m ( 1)m 0
1 _Ptd N =) tQm _ptdt
(31) / Z (ml)222m n;) (m')222m/0 ¢

(1" (2m)!
(m!)222m p2m+1

(DD

m) p2m+1

(]

3
]
o

hE

Il
=)

—_

+ p—2)—1/2 _ (1 + p2)—1/2

(

L’interversion de la limite et de la somme est légitime, et donc l'expression de L(JyT) et
des expressions précédentes si il y a convergence de la série a termes réels positifs

1 oon—?)?:et
2+(p)=ZW/O $2me—Rept gy

m=0

T~ 3

majorant terme & terme la série (31). La série X, (p) converge, de somme ((Rep)? —1)~1/2
si Rep > 1. Vu que la transformée L£(JyY) est holomorphe sur Rep > 0, on obtient donc
par prolongement analytique,

L(JT)(p) = (1+p*)"2
Proposition 4.4. Soit Jy la fonction de Bessel. Alors
L(JoY)(p) = (1+p*)"/%, Rep>0.
et
JoX * JoyX(t) =sintY(t), t>0.

Démonstration. — La premiére identité vient d’étre prouvée. Pour la seconde, il suffit de
montrer que les transformées de Laplace sont égales. La transformée de Laplace échangeant
produit de convolution et multiplication, on a

L(JoY + JoT)(p) = (L(JoT)(p))* = (1 +p*) 7"
qui est la transformée de Laplace de sin Y. O

A Remarque 4.5. La transformée de Laplace inverse de (14 p?)'/2 = (1 + p?)(1 + p?)~1/2
est

L) = LR+ ) = (1) £ )

_ (57 ; 1> ()X () = Jo(O)T (1) + JL(0)T () + 6.
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ot on a utilis¢ Jy(0) =1 et Jj(0) = 0. \V/

4.4. Solutions causales d’équations différentielles

La transformée de Laplace est utilisée pour résoudre des équations différentielles & coef-
ficients constants. La fonction (ou distribution) ¢g étant donnée, on cherche u sur [0, c0),
fonction n fois dérivable telle que

u™ () + an u™ V@) 4+ agd () + agu(t) = g(t)
avec conditions initiales
u"(0) = w1, .., 1 (0) = ug, u(0) = uq.

La théorie des équations différentielles assure l'existence et 'unicité de la solution u, qui
est de plus indéfiniment dérivable : il s’agit de trouver des moyens de la calculer, ce que ne
donne pas de maniére simple les arguments théoriques. La transformée de Laplace fournit
un moyen mécanique de le faire.

La distribution U = uY vérifie une équation différentielle

(32) UD(#) + an_ U V@) + . 4+ a U'(t) + aoU(t) = G(t)

ol le second membre G est somme de g et de dérivées de masses de Dirac dont les amplitudes
sont déterminées par les conditions initiales et les coefficients a,,_1, ..., aq. En effet, au sens
distribution,

U'(t) = o' ()Y (t) + ugd,
U"(t) = u"(t)Y(t) + u16 + ugd’,

U™ () = u™ ()T () + w16+ ... +ugd™ Y,
L’équation (32) peut s’écrire comme une équation de convolution
(33) (6™ + ap_ 10"V 4+ a1 +apd) U =G

avec
n k—1
G =qg— Zai (Z Uk_l_jé(j)> .
k=1 =0
dans l'espace des distributions a support dans [0, 4+00). Le passage en Laplace donne
(34) (P" + an1p" '+ ...+ a1p + ao) LU (p) = LG(p)

La solution U, qui détermine u sur (0,+00), est obtenue par inversion de Laplace de

LG(p)
P+ ap1p" . Faipt+ap

A Remarque 4.6. Si g est asupport dans (0, +00), ’équation différentielle (32) a un second
membre nul au voisinage de ¢ = 0. Ainsi, toute solution définie sur (0,¢) se prolonge en une
solution unique sur (—oo, ) : une expression analytique de (0, ) convient aussi sur (—oo, €).
Méme si 'usage de la transformée de Laplace ne donne une expression de la solution u que
sur (0,+00) a partir de celle de U = uY, I'expression analytique de U permet d’avoir u sur
R tout entier. Le dernier exemple ci-dessous illustre cette remarque. \V4
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> Exemple 4.5. Soit 'équation
(35) 25'(t) +4(t) = iﬂk)
k=1
avec condition initiale j(0) = jo. La fonction u = jY vérifie 'équation différentielle
2u' = 2500 + 25’ = 2500 + (—j + ié(/@))T = —u + 2700 + ié(lc)
k=1 k=1
dont la transformée de Laplace est
2pLu(p) = —Lu(p) + 270 + i e kP,
k=1

On est donc ramené & calculer la transformée de Laplace inverse de

2jo + Y pe P
2p+1

qui est
o 1= (e
Joe Y (t) + 3 ;_1 e®=027 (¢t — k).

Cette formule pour Yj donne, avec les arguments de la remarque 4.6 la solution j de (35)
sur R tout entier

—t/2
i) :joe_t/Z—l—eTZek/QT(t—k), t eR. q
k=1

Si 'équation différentielle
(36) Yy +wiy=g

admet une solution élémentaire E, a support dans [0, +00), 7. e. une solution de E”+w?FE =
§ (cf. Définition 3.2), F, a une transformée de Laplace vérifiant (p* +w?)LFE, (p) = 1. Ainsi
E.(t) = sin(wt)/wY(t) d’aprés 'exemple 2 de la liste 4.1. Alors y, = E, * g, soit

> sin wu
yy(t) = / g(t —u)du
0

w

est solution de I’équation différentielle (36).
Pour I’équation différentielle 3" —w?y = g, la solution élémentaire £_ a pour transformée

de Laplace
111 1
pP2—w? 2wi\p—w pHw)/’

soit E_(t) = sin(jwt)/(jw)Y(t) = sh(wt)/wY(t). On comparera avec la solution élémentaire
de la section 3.4.

4.5. Exercices

1. Soit a > 0. Calculer les transformées de Laplace
L(sinhatY(t)), L(chatY(t)), L(IIpq/a),

en précisant les demi-plans de convergence, les prolongements méromorphes éven-
tuels (avec les poles).
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2. Calculer les transformées de Laplace de
cos(3t)eX Y (t), t3ch(2t)Y(t), cos(5t)sin(2t)Y(t), 32T (t).

3. Montrer

LVEL())(p)

™
= TSI Rep > 0.

4. Montrer

/ e“”%cit =m/2 — arctg(p), pERT.
0

On pourra calculer la dérivée des deux membres, avant d’évaluer leur limite lorsque
p — 00.

5. Soit f(t) = sin V().
(a) Montrer que
4" () +2f () + f'(t) =0, ¢>0.
(b) Soit F'= Lf. Montrer que
4p*F'(p) + (6p — 1)F(p) =0, Rep > 0.
o 1/4p

5~ pour une constante C' (qu’on montre égale a /7/2).

En déduire F(p) = Cp?’—/

6. (a) Soit f 2mw-périodique vérifiant f(¢) = sint si ¢t € (0,7) et nulle sur (m,27).
Montrer que
1
(1—e™)(1+4p?)
(b) Soit f une fonction T-périodique. Montrer que
[ et f(t)dt

1—eTp

Rep > 0.

L) (p) =

L(T)(p) = Rep > 0.

7. (a) Montrer

t .
tsint
/sinucos(t—u)du: 5 t>0.
0

(b) Retrouver le résultat précédent en calculant les transformées de Laplace des
deux membres.

8. (a) Soit f deux fois continfiment dérivable sur R. On suppose les transformées de
Laplace L(f), L(f'Y), L(f"Y) définies sur Rep > ay.
Montrer que
L(f"1)(p) = p*L(fT)(p) — pf(0) — f'(0).
(b) Soit f solution de y” + y = t avec condition initiale f(0) = 1, f’(0) = —2.
Montrer que

-9 -2
L) = P

En déduire par transformée de Laplace inverse

f(t) =t +cost —3sint, t>0.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.
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. Soit fa la fonction définie par fa(t) =t sit € (0,A), 2A —tsit € [A24) et 0

sinon. Calculer ses dérivées f/, et f% au sens distribution, puis les transformées de
Laplace de fa, f et fi.
Calculer les transformées de Laplace inverse de
p3 1 Je 2P p
pp—2)" pp—-1) (P—72+9 (p>+1)*

Soit g définie sur R™ et ayant une transformée de Laplace.
Montrer que T * (gT)(t) = [; g(p)dp,t > 0 et que L(T * (gT))(p) = L(p)p~".

Résoudre ’équation différentielle
y'(t) + 4y (t) +4y(t) = t’e™,  y(0) = 0,4/(0) = 0.

Soit u une fonction définie sur R solution de ’équation différentielle tu”(t) +u'(t) +
4tu(t) = 0 avec u(0) =0 et w'(0) = 0. On suppose que les transformées de Laplace
LuY), L(u'T), L(u"T) sont bien définies sur Rep > 0.

Montrer que F' = L(uT) vérifie 'équation différentielle (p*+4)F’(p)+pF = 0,p > 0.
En déduire que F(p) = C(p? +4)"/2, Rep > 0 pour une certaine constante C et
que u(t) = 3Jo(2t),t > 0.

Résoudre le systéme différentiel

{x’(t) — () + 5y(t),

S0 = x(t) - 3y(r), SO L0 =2

Résoudre I'équation intégrale pour y définie sur R

/0 y(s)ds + y(t) = tsin(t).



APPENDICE A

FONCTIONS GAMMA (T') ET DE HEAVISIDE ()

La fonction I' d’Euler est définie par
I'(z) = / e " ldt, Rez> 0.
0
Elle vérifie
[(z+1)=2T(z), Rez>0, T(n+1)=n! sineN, TI(1/2)=/7,
la formule des compléments

(37) L)1 —2) =

™

sinmz’
la formule de duplication

22710 ()0 (2 + 1/2)

38 T'(22) =
(39) (22) N
et la relation avec la fonction beta

! I'(2)I'(y)
39 B(x,y :/tx_ll—ty‘ldt:—.
(3) (wy)= | ==

Sa dérivée logarithmique ¥ = I'"/T" a comme valeurs aux entiers

1
v(1) =7, Ymr+1) =—7+ZE, n>1,
k=1
ou v est la constante d’Euler-Mascheroni
v =Y [1/k—log(1 + 1/k)] = 0.577215664. ...
k=1

L’intégrale gaussienne se rameéne a I’évaluation de T" en ¢ = 1/2
2 & 42 X eTu
e dt:2/ e dt:2/ —du=T(1/2) = /7
/]R 0 o Vu

La fonction fonction échelon Y, dite de Heaviside et souvent notée H,h,u ou Y, est
définie sur R par

1 sit >0,
T(t)=4q1/2 sit=0,
0 sit<O.



APPENDICE B

TRANSFORMEES DE FOURIER

La premiére table porte sur des transformées de Fourier de fonctions ¢ de classe Schwartz
ou intégrables et de distributions u € S’. La seconde table donne les transformées de Fou-

rier de fonctions et distributions classiques :

distribution régulieére u; associée.

on y a identifié sans vergogne fonction f et

1 p(t) O(f) =3(f) = J[pe ™)t | u U (U ) = (u,P)
2| Jp ™ U(f)df (f)
3 p(t/a) lal@(af)
4 o(t — o) e Aol 5( f) Tty U e Ao/
5| eHig(t) e(f = fo) e2mioty Tfol
6| t"o(t) (=2jm) """ (f) tru | (=2m)mat
A (257 f)"3(f) u™ (2jm )"
8 P1 * P2 D102 Uy * Us (R
9 V192 D1 * Do U1 Uy * Uy
u F(u)

10 | II—q (%) 2sinc 27 f

1| e e S’

12| el 2(1 + 4m2 %)~

13| (1+¢3)71 e 2mlfl

| Y| @) vp(L/f) + 8(f)/2

15 o(t) 1

16 1 3(f)

17| Y(t)e™ (1+2jmf)~?

1s | vp(1/t) —jmsgn f

Plancherel = [ (0000t = | 20y



APPENDICE C

TRANSFORMEES DE LAPLACE

La table porte sur des transformées de Laplace de fonctions f (resp. distributions u) a
support dans [0,00) (les signaux causaux) et “a croissance sous-exponentielle”, i. e. telles
qu’il existe un réel oy avec e ?f'f € L' (resp. o, avec e "'y € §').

1 f(@t) F(p)=Lf(p) = J, e Pf(t)dt u Lu(p) = (u,e”™)
2 2% . e F(p)dp F(p)

3 ft+to) eP F'(p) T U e"PL(u)(p)

4 ePo’ f(t) F(p — po) ePoty Lu(p — po)

5 (=)™ f(t) F™ (p) (=)™ u(t) | (Lu)™(p)

6 (1) (1) P F(p) — Y ohsy T FM(0) | ™ p™ Lu(p)

7 fi % fo LfLf i * s Luy Lus

F(™) dérivée holomorphe, f(™ dérivée classique de fonction, dérivée u(™ de distribution

u Lu

s | T(t) p!

9 | YTttt T(a)p™@
0| T(t)e” (p—c)
1| (¢

12 | Y(
13| Y(t)Jo(t) | (14 p?)~1/2
14 d(t) 1

)Jcoswt | p(p? +w?) ™!
)

t)sinwt | w(p? +w?)™!
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