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PROLOGUE

Le titre général de ces notes insiste sur le point de vue de ’approximation en moindres
carrés d’une fonction, via sa représentation par une série dans un espace de Hilbert

N
f= Jim 2_%<f, en)en
avec
N 2 00
F=Y (freadenl| = D [frea)l Hnos 0.
n=0 n=N+1

La famille (e, )nen, un systéme de fonctions orthonormées, sera tour a tour celle des expo-
nentielles de Fourier, et leurs compagnons sin et cos, celle de polynéomes de divers types
(Legendre, Chebyshev, Hermite), puis celle de fonctions de Bessel. Celle des des fonctions
de Haar est aussi brievement évoquée, vu 'importance de ses descendantes dans la théorie
des ondelettes.

Le cadre géométrique des séries précédentes est celui de la géométrie euclidienne (celle
du plan ou de l'espace physique) en dimension infinie (le domaine de l'analyse), qui méle
formules de Pythagore de la géométrie élémentaire et complétude de I'analyse fonctionnelle :
c’est la théorie des espaces de Hilbert dont les résultats de base sont exposés dans le premier
chapitre.

Les deux chapitres suivants se concentrent sur les familles particuliéres de fonctions don-
nant des bases orthonormées. Leur caractére de catalogue aurait pu imposer le titre général
de Fonctions spéciales au lieu de la référence hilbertienne (qui ne couvre pas les résultats
plus subtils de convergence simple) : pourquoi ces choix, et pas d’autres, tant les fonctions
spéciales sont nombreuses 7 Sans risque d’erreur, on peut dire que ce sont les fonctions qui
apparaissent le plus fréquemment dans les sciences de 'ingénieur, apreés les fonctions ex-
ponentielle, logarithme, sinusoidales : par ex., les fonctions de Bessel apparaissent lors de
I'étude des fonctions radiales (pour le calcul de leur transformée de Fourier, pour Iexpres-
sion du Laplacien en coordonnées polaires et la séparation des variables exposée au début du
chapitre 3), les polynémes de Legendre sont aussi intimement liés a ’analyse de fonctions
dans l'espace R comme par exemple la formule (20) pour le dipdle ou les harmoniques
sphériques de la sphére S? & Iinstar des fonctions sinusoidales sur le cercle S' du plan.

L’étude de, et les résultats sur, ces fonctions spéciales sont emmélés, comme 'exprime
par exemple parfaitement la décomposition (21) attribuée a Rayleigh de I'onde plane e/
de vecteur k € R3

| [T Jniaya Ik r]]) (k,r)
) =N Y (on + 1)j" T ntl/ L, ’ , reR.
nzzo 2 VK] [} ]
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en série de polynémes de Legendre L, , avec les amplitudes exprimés en terme de fonctions
de Bessel J,,41/2 d’ordre demi-entier.

L’examen des graphes des diverses familles (Fig. 2, 4, 6, 8, 13), et des approximations
des fonctions en dent de scie classique (Fig. 3, 5, 7, 9, 14) montre par ailleurs toute la
similarité des approximations. Si les démonstrations pour les exponentielles sont classiques
(et aisées), les résultats sont repris quasiment mot pour mot pour les familles de polynomes
ou de fonctions de Bessel : ces notes auraient pu étre intitulées Développements de Fourier-
Legendre-Chebyshev-Hermite-Bessel ! Aussi simples soient-ils, ces résultats requiérent pour
leur preuve des résultats fins de la théorie moderne, i. e. lebesguienne, de I'intégration (ne
serait-ce que la définition de Pespace L*(I) associé¢ a un intervalle I de R) : le lecteur
intéressé est renvoyé au cours Approximations fonctionnelles qui indique au long d’un bref
apercu de cette théorie quelques résultats utilisés sans vergogne ici.

Ces fonctions classiques ont été introduites et étudiées il y a bien longtemps : Bessel,
Chebyshev, Hermite, Legendre sont des mathématiciens du XIXe siécle (a I’habitude, I'Index
de la version en ligne renvoie pour les mathématiciens cités dans le texte a leurs notices de
I’encyclopédie biographique MacTutor history of mathematics archive de J. J. O’Connor et
E. F. Robertson de I'Université de St Andrews, Ecosse). Avec la disponibilité des ordinateurs
et de leurs bibliothéques de programmes scientifiques (C, maple, matlab, scilab,...), le
scientifique ou l'ingénieur du XXle siécle ont un accés commun et aisé & ces fonctions
classiques.

Nantes, le 3 janvier 2008
Laurent Guillopé

www.math.sciences.univ-nantes.fr/“guillope/seiil-af/
laurent.guillope@math.univ-nantes.fr


http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/\protect \unhbox \voidb@x \penalty \@M \ history/
http://www.math.sciences.univ-nantes.fr/~guillope/seii1-af/

CHAPITRE 1

ESPACES DE HILBERT

Un espace de Hilbert est un espace normé complet, non nécessairement de dimension
finie, dont la norme dérive d’un produit scalaire comme la norme euclidienne || ||, de R",
ce qui lui confére une géométrie euclidienne qui permet de généraliser simplement certaines
propriétés de la dimension finie.

L’archétype des espaces de Hilbert (non de dimension finie) est 1’espace des suites dénom-
brables (i. e. indexée par N ou, par une bijection convenable, par 7Z)

C(N) = {u = (up)nen € CV,D Ju,|* < 00}

neN

avec produit scalaire défini par

(1) (u,v) = Zunm, u,v € (*(N)

neN

lulle =, I lunl?, uwe P(N).
neN

Si (er)ren est la famille de suites ou ey, est la suite de £*(N) dont le seul coefficient non nul
est le k-éme valant 1, on peut écrire tout v = (u,)neny de €3(N) avec un nombre fini de
coordonnées u, non nulles comme u = Y, ke, avec |[ullz = 3, [uel> = D pen(u, ex)?.
De telles sommes gardent un sens comme série pour des vecteurs quelconques u € (*(N),
justifiant le qualificatif de base orthonormée pour la famille (e,),en. C'est ce que développe
ce chapitre.

et norme || ||, par

1.1. Produit scalaire

Définition 1.1. Un produit scalaire sur I'espace vectoriel E complexe (V) est la donnée d'une
application de E? dans C dont I'image de (u,v) € E* dans C est notée (u,v) vérifiant les
propriétés

— pour v fixé, application v — (u,v) est linéaire,
— (u,v) = (v,u) pour tout u,v € E,
— (u,u) > 0 pour tout vecteur u non nul.

D> Exemple 1.1. L’espace C(]0,7]) est muni du produit scalaire

/ F(Og@dt,  f.g€c(o,T)). X

1. Sil’espace E est réel, le produit scalaire est une fonction & valeurs réelles. Pour un espace de Hilbert
complexe, on précise souvent produit scalaire hermitien.
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Proposition 1.1. Soit E espace vectoriel muni du produit scalaire ( , ). La fonction || ||,

définie par ||u|la = +/(u,u),u € E est une norme sur E, la norme dérivant du produit
scalaire ( , )

Démonstration. — Le polyndéme du second degré en A € R
Tur(N) = [[Mu+ 0|3 = Ou+ v, Au+v) = A2 {u, u) + A{u,v) + (v, 1)) + (v,v)
= [Jull33* + 2Re (u, v)A + [[v]}3

est toujours positif, ainsi son discriminant réduit

A = (Re (u,v))” — [lullz]lv]3
est négatif, soit
(2) [Re (u, 0))| < [lull2[v]l2;
inégalité connue sous le nom de Cauchy-Schwarz(-Bunyakovsky). Par suite

lu+vl3 = [[ull3 + 2Re (u, v) + [Joll; < (lfull2 + [Jv]|2)*,

1. e. I'inégalité triangulaire exigée comme une des propriétés de la fonction norme, les autres
propriétés (homogénéité, positivité et caractérisation du vecteur nul comme seul vecteur de
norme nulle) étant vérifiées aisément. ]

A\ Remarque 1.1. Pour z et y vecteurs quelconques de F, on a l'égalité ||z + y||* + ||z —
ylI* = 2||=||* + 2]|y||?, dite du parallélogramme. \Y

Définition 1.2. Un espace de Hilbert est un espace normé (E,|| ||) dont la norme || ||
dérive d’un produit scalaire sur E et qui est complet relativement a cette norme.

A Remarque 1.2. Un espace normé (E, || ||) est dit complet si toute suite de Cauchy y
est convergente. C’est équivalent au fait que toute série ), vp absolument convergente
(1. €D pen llvkll) est convergente \V/

> Exemples 1.2.
1. L’espace (*(N) est un espace de Hilbert.

Complétude de £*(N). — Soit (ux)ren une suite de Cauchy dans £2(N). On a ur = (Ukn)n>0 OU Uk, est un
complexe. Pour tout p,q, on a |upn — ugn| < |Jup — ugl|2, ainsi, & n fixé la suite de complexes (ukn)ren est
de Cauchy : 80it Ucorn sa limite et u_infty la suite oo = (Uook)nen. Soit € > 0 et K tel que si k,£ > K on
a |lur — ue||2 < e. On a donc pour tout N,

N

S g — ttgnl® < ke — well” < €2

n=0

En passant a la limite lorsque ¢ — oo, on obtient >N |ugn — Uocn|? < €2, puis en faisant N — oo,

> oreo lukn — Uoon|? < €%. On en déduit que la suite us est dans £2(N), puis que |Jup — too|| < €. On vient
donc de montrer que Uoo = limg_ 00 Uk, d’ol1 la complétude annoncée.

2. L’espace ¢¢(N), muni du produit scalaire (1) (ou la somme est toujours finie) n’est pas
complet : en effet la suite (zg)r>1 telle que zy, = 1/(n+1) si n < k et zéro sinon est
une suite de Cauchy, qui n’est pas convergente dans f¢(N).

3. L’espace (C([0,1]),]| ||,) de 'exemple 1.1 n’est pas complet. La suite (g, )nen définie
par
0, si0<t<1/2,
g = nt—1/2), sil/2<t<1/2+1/n,
1, sil/24+1/n<t<1,

est de Cauchy sans étre convergente dans cet espace normé.
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4. L’espace L?*(0,T) des fonctions f sur (0,7) de caré intégrable, i. e.fOT |f(#)]?dt < oo,
muni du produit scalaire

1 T
(orgar =7 [ (Ot 91,00 € L20.7)
0

est un espace de Hilbert, dont la norme d’un vecteur f, une fonction de carré intégrable,
sera notée || f||L2(0,r) ou simplement || f||2. Cet Hilbert contient C([0,77]) comme sous-

espace dense. Son sous-espace C([0,77]) des fonctions telles que f(0) = f(T) et dont le
prolongement T-périodique a R est continu, I’est aussi : il contient le sous-espace des
polynémes trigonométriques comme sous-espace dense. <

1.2. Orthogonalité

Définition 1.3. Deux vecteurs u et v de l'espace E sont dits orthogonauz si (u,v) = 0.
Une famille (e;);e; de vecteurs de E est dite orthogonale si tous les vecteurs sont deux a
deux orthogonaux, elle est dite orthonormée si elle est orthogonale, avec tous ses vecteurs
unitaires.

Soit A une partie de E. Son orthogonal, noté A', est la partie définie par

At ={u € E (u,a) =0,a € A}.
A Remarque 1.3. Si u et v sont orthogonaux, alors on a la relation de Pythagore
lu+ol* = [Jul® + [lo]*

Cette égalité, ainsi que 1’égalité du parallélogramme de la Rem. 1.1, ne sont nullement
valables pour une norme en général, comme on le vérifie en particulier pour les normes
|1l et [ |l telles que

i=1,...n

n
lzlli =) 1zl llzlle = sup |z, =€C™
i=1

On vérifie simplement que 1'orthogonal A% d’une partie A est un sous-espace vectoriel

de F. \V4

Introduisons deux notions nécessaires au théoréme de projection illustré dans sa version
plane par la Fig. 1

Définition 1.4. La partie F' de I'espace vectoriel normé (E, || ||) est dite fermée si toute
suite convergente d’éléments de E a sa limite dans E'.

> Exemples 1.3.

1. Ni Q, ni son complémentaire R\ Q, ne sont fermés dans R.

2. En dimension finie, un sous-espace vectoriel de E est fermé, alors qu’en dimension
infinie rien ne peut étre dit a priori : le sous-espace ¢(N) de ¢?(N) n’est pas fermé,
alors que le sous-espace {y(N) des suites de ¢?(N) dont les termes sont tous nuls a
partir du rang N (compris) en est un.

3. La boule (ouverte) B | (v,7) = {||z—v| < |} n’est pas fermée : son complémentaire
E\ B (v,r) est fermé, de méme que la boule (fermée) B, |/(v,r) = {Jw —v| <
r,w € E}.

Définition 1.5. Une partie C' de 'espace vectoriel E est dite convexe si pour tous vecteurs
u,v de E, le segment [u,v] ={u+ A(v —u) : A € [0,1]} est contenu dans C.

D> Exemple 1.4. Une boule (ouverte ou fermée) est convexe, de méme que tout sous-espace
linéaire. <
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FIGURE 1 . Géométrie euclidienne dans un espace de Hilbert : identité du parallé-
logramme, relation de Pythagore, projection d’un point sur un convexe fermé.

Théoréme* 1.1. Soit C' une partie fermée convere d’un espace de Hilbert E. Alors, pour
tout uw € E, il existe un unique vecteur v de C' tel que ||[u — v|| = inf,eco ||u — w||. Pour un
tel v, on a Ne (u—v,w —v) <0 pour tout w € C'. Le vecteur v s’appelle la projection de
u sur la partie C'.

C’est le corollaire suivant qui est particuliérement important.

Corollaire 1.1. Soit F' un sous-espace vectoriel fermé de E. Alors, pour tout vecteur u €
E, il existe un unique vecteur v dans E, dit projection orthogonale de u sur FE, tel que
3 — || = inf [ju — w||.

3) = vl = in flu—w]

Le vecteur v+ = u —v est dans l'orthogonal F* et on a la décomposition en somme directe

E = FéFL, i. e. tout vecteur u de E s’écrit comme somme u = v + v- avec v € F et

vt € FL, et ceci de maniére unique.

Démonstration. — Un sous-espace vectoriel étant convexe, il suffit d’appliquer le théoreme
précédent pour avoir I'existence et unicité de la projection v. Pour w € F et € avec e? = 1,
le vecteur w. = v + cw est dans F' et les quatre inégalités Re (u — v, w. — v) < 0 donnent
I'égalité (u —v,w) =0, ce qui exprime l'orthogonalité de u — v et F. ]

A Remarque 1.4. Le corollaire précédent donne la solution géométrique de problémes de
minimisation. Par ex., si f est un élément L?([0,1]), chercher & minimiser le défaut ||f — P||
de f a étre un polyndéme de degré au plus n revient a prendre la projection orthogonale
mo(f) de f sur le sous-espace P, des polynémes de degré au plus n :

I =7 f)lla = jnf If = Palle= inf If ~a0—art .= at"ls @

1.3. Forme linéaire

Si v est un vecteur d’un espace E muni d’'un produit scalaire, alors 'application v € £ —
(u,v) € C est linéaire continue, vu que |{u,v)| < ||v|| ||u]|. La réciproque est vraie dans un
espace de Hilbert, au sens ou toute forme ¢ (i. e. une application linéaire ¢ : E — C) est
représentée de cette maniére.

Théoréme 1.2 (Fischer-Riesz). Soit E un espace de Hilbert. Pour toute forme linéaire
continue { sur E, il existe un unique vecteur v de E tel que (u) = (u,v),u € E.

Démonstration. — L’unicité d’'un v résulte du fait que si (w,u) = 0 pour tout u € E, alors le vecteur w est nul.
Reste donc a prouver l'existence. Si la forme ¢ est nulle, on peut prendre v = 0. Sinon, le sous-espace K = {v €
E,f(v) = 0} n’est pas E tout entier. Soit up un vecteur hors de K, qu’on peut supposer étre dans K+ quitte a
soustraire & uop son projeté orthogonal sur K . Alors, tout vecteur w s’écrit comme somme

v (“ - <<uuo’fffo>> “) " &% o
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ou le premier terme est dans K . Ainsi, son évaluation par £ est celle du dernier terme, soit

(u, uo)
(uo, uo)

L(u) = L(uo) = (u,

1.4. Base hilbertienne

La définition suivante généralise les repéres orthonormés du plan ou de I'espace

Définition 1.6. Soit E un espace de Hilbert. La famille orthonormée (e, ),en est une base
orthonormée de E si tout vecteur v est somme d’une série Y _ xpe,, i. €.

N
v — E Tn€n
n=0

Les complexes (x,)nen sont appelées les coordonnées du vecteur v dans la base (e,)nen et
on écrit

neN

lim =0.

N—oo

oo
v = E Tn€n OU E TnCn.
neN n=0

D> Exzemple 1.5. Dans l'espace (*(N), la famille (e,),en, Ol e, est la suite de ¢2(N) dont
le seul coefficient non nul est le n-éme valant 1, est une base orthonormée. <

On a le théoréme d’existence

Théoreme* 1.3. Soit E un espace de Hilbert séparable non de dimension finie. Alors E
admet une base orthonormée.

Démonstration. — Le principe de la construction est simple. On définit une suite de vecteurs
unitaires par récurrence. On prend tout d’abord un premier vecteur unitaire, soit e;. Puis,
é1,...,e, étant construit, on considére un vecteur e, de l'orthogonal VnL du sous-espace
Vo = {xie1 + ... + xpen, 2 € Ci = 1,...,n} engendré par les ej,...,e,. Si une telle
construction ne peut aller au dela du rang N, c’est que Vy = E et E est de dimension
finie, ce qui est impossible. Sinon elle se poursuit a 'infini. Un argument convenable permet
de conclure (on utilise ici I'hypothése de séparabilité de 'espace). ]

> Ezxemple 1.6. La famille des exponentielles (e=2™*/T) _, est une famille orthonormée
de L*([0,T]), ainsi que la famille (1, (v/2cos(2nnt/T),v2sin(2rnt/T))nen-) déduite par
combinaisons linéaires finies de la premiére. On montre que ce sont des bases orthonormées
de L*([0,T)) : le sous-espace qu’elles engendrent y est dense.

Ainsi, si ¢,(9),a,(g),bn(g) sont les coefficients de Fourier de g

o) = 7 /OTf<t>e—2jm/Tdt, nez,
1 T

an(9) = = /0 FV2sin(2rnt/T)dt, n €N,
1 T

b.(g) = ?/0 f(t)\/ﬁcos(ant/T)dt, n € N,

on a la décomposition suivant ces bases

(4) g(t) = Z cn(9)eH™ T = co(g) + Z [an(g)\/ﬁsin(Qﬁnt/T) + bn(g)V2 cos(2mnt /T) | .

neL neN*
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et la relation de Parseval (5), dite parfois de Bessel-Parseval
1915 =D lea(9)l? = lao()* + D [lan(9)]* + |ba(9)[*] <
nez neN*

Proposition 1.2. Soit E un espace de Hilbert muni d’une base orthonormée (e,)nen €t v
un vecteur de E. Alors, les coordonnées de v dans la base (e,)nen sont données par les

produits scalaires (v, e,), soit
v = Z(U, €n)en,

neN
et on a l’égalité de Parseval

(5) oll* = (v, ea) .

Démonstration. — Soit v un vecteur de E de coordonnées (x,)neny Par continuité de la
forme linéaire v — (v,e,,), on a

N
< v, ey >= lim ( E Tpn, €m) = Tp.
N—oo 0
n=»

2
= ZN |(v, e,)|?. D’apres I'inégalité

L’application de Pythagore donne HZLO(U, en>en‘

n=0
triangulaire ‘ lv]| — Hzgzo(v,enﬁn ‘ < Hv - Zg:0<v,en>en , on a donc
N
ol = |3 eaen| | = 0
n=0
lorsque N — oo. L’égalité de Parseval s’en déduit. O

A Remarque 1.5. Le Cor. 1.1 prend une forme explicite si ' (resp. F'*) sont munis d'une
base \V4

1.5. Exercices

1. Soit E un espace de Hilbert.
(a) Démontrer I'identité d’Apollonius :
2

x—‘l_y ) x?y’ZEE'

z —

1
Iz =2l* + Iz = yll* = 5llz = yl* + 2

(b) Sile produit scalaire est symétrique, montrer que
o+ ylI* = |z —yl* = 4(z,y), @,y € E,

alors que si le produit scalaire est hermitien (i. e. (x,y) est complexe et (z,y) =
,2)), alors

lz+yll* = llz = l* +ille +jyll* = jle —jyl* = 4z.y), 2,y ek

2. Soit P un polynome P(t) = a,t" +-- -+ a;t + ag a coefficients réels avec a? + ...+
a? + a@ = 1. Montrer que

/1 P(D)|dt < /2

On pourra utiliser que 1+ +t*+ ...+t < (1 —t3)"1t € (0,1).
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. Soit N un entier non nul. Montrer que

1 2
— vV1+cosNtdt <1,
2m J,
puis, pour deux entiers N et M distincts,
1 2 ) i
— [ |eM e dt < V2,
2
et plus généralement, si Ny,..., N, sont des entiers tous distincts deux a deux,
1 2

ol N GOl e e RV

. Soit (e,)n=1,. n une famille orthonormée d'un espace de Hilbert H et Vy le sous-
espace vectoriel engendré par cette famille

Vv ={zie1 4+ ...+ znen, z, € C}.
Montrer que la projection orthogonale de v € H sur Vy est le vecteur v =

22[:1@7 €n)Cn -

. Montrer que

cos 2nt
t———— 7).
| sin | ;4712—1 € (—m,m)
En déduire une valeur de Y > (4n* —1)72

. Soit a,T réels avec 0 < a < T. Calculer dans L*(—T,T) les coefficients de Fou-
rier de la fonction porte IIj_, 4, fonction caractéristique de I'intervalle [—a, a]. En
utilisant 'identité de Parseval, en déduire 1’égalité

=142 [sinc(mna)]’,

n=1

ou a € (0,1).

. Soient les systemes Cr = (cosnt)n>o, Sy = (sinnt),>1 et Sy/o = (sin(2n+ 1)t),>0.

(a) Montrer que les systémes C.,S; et S,/ sont orthogonaux dans L?(0,7),
L?*(0,7) et L*(0,7/2) resp. Sont-ils orthonormés ?

(b) Soit f une fonction de L?*(0, 7). En considérant le prolongement pair f, (resp.
impair f_) de f & (—m,m), i. e. la fonction fi telle que

fe(t) = £fo(=) = f(t), t<(0,m), [f(0)=0,

montrer le développement de f en cosinus

/f d7‘+z /f ) cosnT dT cosnt,

n>0

resp. le développement en fonction sinus

Z / f(7)sinnt dr sinnt.

n>0

(c) Soit f une fonction définie sur (0,7/2) et g son prolongement pair & (0,7),
1. e. la fonction ¢ telle que

g(m/24+t)=g(n/2 —t),t € (0,7/2).
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En utilisant le développement en sinus de g, montrer que

/2
f(t) = Z %/0 f(m)sin(2n + 1)7dr sin(2n+ 1)t, t € (0,7/2).

n>0

. Soit, pour n € Z, V,, le sous-espace de L?(R) constitué des fonctions constantes
sur chaque intervalle (k27" (k + 1)27"). Soit ¢ la fonction de V & support dans
[0,1] et y valant 1.

Pour @ > 0 et f € L*R), on note par U,f la fonction définie par U, f(t) =
Vaf(at),t € R,

(a) Dessiner le graphe de ¢ et de la fonction x = Usp — 71,2Us¢.

(b) Montrer que V; C V;y; pour tout entier i. Montrer que U, induit un isomor-
phisme de V; sur V;,;.

(c) Montrer que la famille des translatées (7,0)nez est une base orthonormée de
Vo.

(d) Montrer que f € V; est orthogonal & V; si et seulement si f est une combinaison
linéaire (éventuellement infinie) de y et de ses translatées (7,X)rez-

(e) Soit pour t € R la fonction ¢; définie par ¢, (u) = @(u — [t]),u € R ou [t]
désigne la partie entiére de ¢. Soit f dans Vj. Montrer que, pour ¢t € R\ Z

f@) = (fr 0

. Soit Hsy lespace des séries enticres f(z) = 2 a,z" telle que > 7 |a,|?/(1+n)
soit finie. On le munit du produit scalaire

(f,9) = f(2)g(z)dzdy.
lz|<1
(a) Montrer que (2"),en est une famille orthogonale de Hy. Quelle est la norme
de 2™ 7
(b) Soit, pour w complexe avec |w| < 1, la fonction S,, définie sur {|z| < 1} par
Sw(z) = %(1 — wz)~%. Montrer que S,, appartient & H,, puis que, pour w avec
jw| <1,

f(w) = (f, Sw).



CHAPITRE 2

SYSTEMES ORTHOGONAUX

Aprés avoir rappelé comment les exponentielles & fréquences entiéres constituent un sys-
téme orthogonal dans L?(0, 1) et quelques résultats de convergence pour les séries de Fourier
d’une fonction, nous introduisons les polynémes de Legendre, de Chebyshev () et d’Hermite.
Méme si la définition de ces familles de polyndémes n’est pas familiére, les systémes ortho-
gonaux qu’ils constituent permettent de faire des analyse/synthése en tout point similaires
a celles de Fourier : les tracés, et quelques démonstrations, témoignent de ces similarités
profondes. Ce chapitre se termine par la présentation du systéme de Haar introduit au dé-
but du XXe siécle, ancétre des bases d’ondelettes dont D'efficacité a été plébiscitée dans de
nombreux domaines rapidement aprés leur introduction & la fin du siécle dernier, comme
par exemple la norme JPEG2000 pour la compression des images.

2.1. Exponentielles de Fourier

La famille (ey)nez des fonctions exponentielles et la famille (E,),>¢ construite a partir
de leurs parties réelles et imaginaires sont a la base de la théorie de Fourier. Rappelons leur
définition et quelques propriétés importantes.

Théoréme/Définition 2.1. Pour n € Z, les fonctions e, sont définies par
en(t) =™t e 0,1],
et les fonctions E,,, pour t € [0,1], par
1, sinm =10
\/§ cos nt,
V2sin7(n + 1),
La fonction e, (resp. E, ) vérifie I’équation différentielle
y'(t) + 4mw(n)?y(t) = 0,

avec w(n) = |n| ([(n+1)/2] resp.).
La famille (en)nez et la famille (E,,)n>0 sont des bases orthonormées de l’espace de Hilbert
£2(0,1).

E.(t) = si m est pair non nul

st m est impair

1. La translittération de YeObimén est variable. Ainsi, dans la base de références bibliographiques Zen-
tralblatt Math, 8 000 recensions contiennent référence a Yeonimén, avec 35 translittérations différentes :

Cebisev Cebysev Chebichev | Chebisheff Chebishev Chebyschev Chebyshev
Tchebichef | Tchébichef | Tchebichev | Tchebicheff | Tchébicheff Tchebischef Tchébischeff
Tchebycev | Tchebychef | Tchébychef | Tchebycheff | Tchébycheff | Tchebychev Tchébychev
Tchébychew | Tchebyschef | Tchébyschef | Tchebyscheff | Tchebyschev | Tchebyshef Tchebysheff
Tchebyshev | Tchebytchev | Tschebicheff | Tschebychev | Tschebyscheff | Tschebyschew | Tschebyshev




RN,
1 0
i

FIGURE 2 . Les fonctions cos/sinusoidales E,, sur [0,1] pour n =0,...,20.

Les théorémes de représentation d’une fonction f définie sur [0,1] comme somme de
sa série de Fourier abondent : le type de convergence dépend fortement des propriétés de
régularité de la fonction. Les résultats suivants rappellent les énoncés pour des fonctions
L? (théorie hilbertienne), indéfiniment dérivable, continue (le théoréme de Dirichlet) et
généralisée (théorie des distributions de Schwartz). Les coefficients de Fourier sont définis
pour une fonction f intégrable

ealf) = / eI f (1) dt,

1 | f@)dt, sin=0
Cn(f) = / E,(t)f(t)dt = / V2 cos(mnt) f(t)dt, si n est pair non nul
0 O | V2sin(x(n+ 1)t) f(t)dt, sin est impair

Théoréme 2.1. Soit f une fonction de carré intégrable sur (0,1). Alors, pour la convergence
dans L*(0,1),

(6) =Y calflen = Cu(f)En.

neL
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et on a la relation de Bessel-Parseval

/ D=3 len(H) = 3 Cul P

neL

FIGURE 3 . Approximations de la fonction ¢y définie sur [0,1] par gi(t) = ¢
sit < 1/2 et g1(t) =t —1sit > 1/2 par les sommes partielles de Fourier
T 1 ZIS%ASN(—QH%%Sm k2mt pour N = 2,6,10, 14, 18,22, 50, 100.

> Exemple 2.1. Soit g, la fonction définie sur [0,1] telle que ¢1(t) = ¢ si t < 1/2 et
gi(t) =t —1sit>1/2. On a alors, au sens L? dans l'espace de Hilbert L*(0,1),

(7) q1(t) = L Z ﬂem“"t = % Z = sin(27nt)

2jm n n
nez* neN*

et la relation de Bessel-Parseval (5) s’écrit

1 b 1

2)

qui donne la somme des inverses des carrés des entiers (

® S

neN*

La fonction P définie sur [0, 1] par P(t) = t*,t € (0,1), a comme développement de Fourier

> cos 27mt sin(2mnt
Py ool g e o)

_1
_3 ™

n=1 n=1

2. Trouver la valeur p de cette série a été énoncé comme le Probléeme de Bdle, probléme proposé par
Pietro Mengoli en 1644 et discuté en vain par lillustre Balois Jacques Bernoulli. L. Euler, dont on a
célébré le trois-centiéme anniversaire de la naissance en 2007, le résolut en 1735 en affirmant, & raison mais
sans en voir la justification nécessaire, que le sinus cardinal sinc(x) était égal au produit infini pe.(x) =
[The,(1 = (z/(wk))?), d’ott la valeur p de la série en égalant les coefficients du développement de Taylor &
Pordre 2 en & = 0 : restait a démontrer que la fonction sinc /ps, holomorphe sur C et sans zéro (donc de
la forme e9(*)) était la fonction constante égale & 1. Euler donna une autre résolution du Probleme de Bile
en 1743 basée sur le développement en série de arcsin? (dont la dérivée est 2(1 — 22)~ /2 arcsin), preuve
considérée comme exacte. Si d’autres preuves basées sur le calcul intégral utilisent les mathématiques du
XVIlle siécle, celle dérivée ici des séries de Fourier est résolument moderne.
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et 'identité de Parseval donne, en tenant compte de la somme (8),

1 m

neN*

Théoréme 2.2. Soit h fonction C* sur [0,1] avec h*)(0) = h*)(1),k > 0. Alors les coef-
ficients de Fourier (¢,(h))nez, (Cn(h))n>0 de h sont a décroissance rapide et

h(t) = ca(h)en(t) =D Cu(h)En(t), te€0,1]

ne”

avec convergence absolue des séries, ainsi que pour leurs dérivées terme a terme.

Démonstration. — En intégrant par parties, on a, pour tout entier £,
cu(h) = (jn) Feu(h™), n#£0,
ce qui assure la décroissance rapide des coefficients de Fourier ¢,(h) et des C,,(h) (obtenus

par combinaison linéaire simple des ¢, (h)). O

Théoréeme* 2.3 (Dirichlet). Soit f continue par morceaux sur (0,1), ayant des limites a
droite f(tT) et a gauche f(t~) en tout point t € (0,1) et de carré intégrable sur [0, 1]. Alors

lim Z cn(fen(t) = lim ZC’ M, te(0,1).

N—o0 N—oo 2
n=—N

D> Exemple 2.2. Le développement (7) pris aux valeurs t = 0,1/2 et 1 donne bien (g1 (t—)+
g1(t+))/2. Pour t = 1/4, on obtient

sin(m(2k +1)/2) 1= (—=1)F
‘——Z )/2) —;Z( )")

2k +1 k:02k‘+1
d’ou
1 1 1 1 T
l——4+ - — 4 - — ... = —. <
3+5 7+9 4

A Remarque 2.1. Pour la base des exponentielles (e2™), 7, la premiére égalité dans (4)

signifie la convergence
q

)= i . 2jmnt
g(t) mimmnzzf (9)e

dans L?(0,1), i. e

q

> ealg)e™ — g(t)

n=—p

=0.

2

Les sommes sont asymétriques, au contraire du théoréme de Dirichlet (convergence simple
vers la demi-somme des limites & droite et & gauche) ou il est essentiel d’avoir une sommation
entre —N et N. \V4

Théoréeme* 2.4. Soit U une distribution tempérée a support dans (0,1). Alors
U=> cuU)en=>_ Co(U)E
nez n>0

ou la convergence a liew au sens distribution.
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2.2. Polynomes de Legendre

Le théoréme de Weierstrass *) énonce que I'espace des fonctions polynomes est dense dans
I'espace des fonctions continues sur [—1, 1] pour la convergence uniforme, cet espace étant
dense dans I'espace L?(—1,1) pour la convergence en moyenne quadratique. Ainsi, I’espace
des fonctions polynomes est dense dans 'espace de Hilbert L?(—1,1) : toute famille ortho-
normée de polynoémes (p,,)n>0, avec p, de degré n, est une base hilbertienne de L*(—1,1).
Une telle famille est obtenue simplement, aux signes prés, en prenant py = 1/4/2, puis p,
de degré n, unitaire et orthogonal au sous-espace des polynomes de degré n — 1. La famille
(Ln)n>0 des polynomes de Legendre est une famille de polynémes orthogonaux : L,,n > 0
n’est pas unitaire dans L?(—1, 1), mais normalisé avec L, (1) = 1.

il JAad alnd Lala

/ \V VARV, \

A / \ l I AI l/\ /\I i AI 1A AI I A‘

/ Vol ! [ Y vl VY IV v Vi JV Vi

LA A HUAVA UAv/\v %MJ, TAVAVAWAWAV# vaﬂv%&%%%ol' ww J%%M
FIGURE 4 . Les polynomes de Legendre L,, sur [—1,1] pour n =0,...,20.

Théoréme/Définition 2.2. La famille des polynomes de Legendre (Ly),>o est caractérisée
par l'une des trois présentations suivantes

1. Les L, sont donnés par la fonction génémtrice

(9) L(x,t) =

\/1—2xt—|—x2 ZL

ou x est suffisamment petit.

2. Le polynome L,,n > 0 est défini par la formule de Rodrigues

(10) Ly(t) = 2nln! % (& =1)")

3. La suite (Ly,)n>0 vérifie la relation de récurrence
(11) (n+1)Ly1(t) = 2n+ )L, (t) —nL,_1(t), n>1
avec Lo(t) =1 et Li(t) =1t
La suite (Ly)n>0 est orthogonale dans L*(—1,1), avec
1 1
12 — [ L,(t)%dt=——, >0
(12) 5 Ltpdt =5 n>

Le polynome L, admet la représentation intégrale

(13) Lo(t) = l/ﬂ [t+ V£ — 1 cos go]ndgp

™

3. Ce théoréme, ainsi que l'assertion suivante, est démontré dans le fascicule Linéarité et convergences,
disponible sur le oueb aux codtés de celui-ci.
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et vérifie ’équation différentielle

(14) (1—tHy" — 2ty +n(n+ 1)y =0.

. . o L . 1 .. _ e 5 N
Démonstration. Pour ¢ fixé, la fonction x — 7@ est holomorphe au voisinage de x = 0, ainsi, d’aprés
Cauchy,

1 > n
—_— = cn(t)x
V1 =2zt + x2 ; ®)
avec

) = 1 / 1 dx

2jm ), V1 =2zt + 22 z™F!
ol v est un petit cercle de centre x = 0 parcouru dans le sens positif. Introduisons v = u(z) vérifiant
(15) 1 —ux =+/1-2zt+ 22

Ainsi

Cn

1—+v1-—2xt 2 2
- (t—2/2)
x 14+ V1 —2xt+ a2
parcourt un contour fermé 5 autour de u = ¢ lorsque x parcourt . Développant au carré de (15), on obtient
z = (2(u —t))/(u® — 1), et en prenant la différentielle de (15)

dx du

21— 2t +22 u—x

u =

On en déduit

1 (u? —1)"
1 n t = — 0 7(1
( 6) c () 2JWAQn(u_t)n+l u

soit, par la formule de Cauchy

ont) = — [d"(uz‘”n]u:t:%(t).

T pl2n dum™

En prenant dans (16) comme contour 7 le cercle de centre ¢ et de rayon +/[t2 — 1], soit u(p) = t++/12 — 1%, p €
[—m, 7] on obtient

Lo(t) 1 /” {tQ + 20V/12 — 1% + (12 — 1)e¥? — 17"

d
27 2V/12 — lei¥ 7
1 (7 n
f/ [t—&—\/tz—lcoscp} dp
0

s

-

La dérivée O, L vérifie
(1 —2tx + 2°)d, L+ (x —t)L = 0,
d’ott en substituant la série et sa dérivée (obtenue par dérivation terme a terme), on a
(1 — 2tz + 2°) Z nL,(t)z" " + (x —t) Z L,(t)z" =0
n>0 n>0
soit en prenant les termes de degré n en z,
(n+1)Lnt1(t) = 2n+ 1)tLn(t) = nLn-1(t), n>1,

i. e. la relation de récurrence (11).
En développant la formule de Rodrigues, on obtient
%]

Ly(t) =
k=0

e

(D*En—k)! oo
27kl — k)!(n — 2k)1 "

ainsi Ln(t) < Ln(ja)/j™ pour ¢ complexe de module au plus a. Ainsi, = étant fixé, il y a convergence uniforme de
la série L(z,t) sur {t € R,|t| < a} : s’agissant de fonctions holomorphes, on peut dériver terme a terme. On peut
dériver par rapport a t la série donnant la fonction génératrice L. La relation (1 — 2tz + 1:2)8tL = zL donne en
dérivant terme a terme (ce qui est légitime)

(17) Ly —2tL,+ Ly, 1 —L,=0

Eliminant entre cette équation et celle obtenue en dérivant (11) le terme L‘,_1, puis L},,1 on obtient
(18) Lyi1 —tLy, = (n+1)L,,

(19) tLy, —tLi,_1 =nLn,.

En remplagant n par n — 1 dans (18) et éliminant L,,_; avec (19), on obtient

(1 —t*)L), = nL,_1 — ntLn,
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qui dérivé, et aprés élimination de L,,_; en utilisant (19), donne
[(1 = t*]L,]) +n(n+1)L, = 0.

C’est I'équation (14).
L’orthogonalité des polynomes de Legendre en résulte : la différence des équations différentielles (14) pour les
indices m et n est

(1 — 2®) (L Ly — Ly L)) + (m —n)(m +n+ 1)Ly Ly, =0

qui intégrée donne

(m — n) /_1 Lon(8) L (£)dt = 0

1

d’ou lorthogonalité de la famille (Ly). Pour calculer fil L2(t)dt, on élimine le terme xL,L,41 des équations
obtenues en multipliant (11) par Ln4+1 et cette méme équation (11) au rang n + 1 par L,

(n+1)2n +3)La +n2n+3)Ln-1Lnt1 — (n+2)2n+ 1) LpLyto — (n4+1)(2n + 1)L2 =0

d’ou par intégration, et en utilisant I’orthogonalité démontrée précédemment,

1 1
(n+1)(2n + 3)/ L2 (t)dt = (n+1)(2n + 1)/ L2 (t)dt
—1 —1
soit
/1 (tydt = 2t 1 /1 L2 (t)dt
. n+1 mn + 3 . n
et la formule (12) O

A Remarque 2.2. La fonction génératrice (9) permet I'expression du dipole de 1’électro-
statique ou de la gravitation newtonienne en terme de série de polynémes de Legendre. Soit

71,75 € R®. En prenant dans la formule (9) = = | 74|/ 72| et t = 008(7/1,?2) le

cosinus de Pangle (774, 75) et en ayant supposé || 71| < || 72|, on obtient
1 1
— =
=T
el il — 22 17l cos(P2, 7)1
1 1

1720 L a2 1l cos(Fr, 72) + (1Pl 7l

soit, grace a (9) 'expression du dipdle

1 17 10\" La(cos(71, 72))
(20) A Z(W) 7 v

70 = 72| >0 2

L’expression des polyndomes de Legendre a partir de la fonction génératrice L(x,t) donne
par ailleurs quelques valeurs particuliéres
Corollaire 2.1. Le polynome de Legendre L, est (im)pair si n est (im)pair, et vérifie
1-3---(2n—1)
2-4---2n

Lo1) =1, Lp(=1) = (=1)", Lan(0) = (~1)" . Lyu_1(0) = 0.

Définition 2.1. Les coefficients de Legendre ™ (£,,(f))n>0 d’une fonction f intégrable sur
(—1,1) sont définis par
1
:/ f@t)L,(t)dt, n >0.
-1

4. On prendra grade aux normalisations : dans P'espace de Hilbert L?(—1,1) avec le produit scalaire
21 f f(t)g(t)dt, les coordonnées de f dans la base orthonormée (v/2n + 1L,)n>0 sont les coefficients

vn+1/ En
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De maniére plus générale, si U est une distribution a support dans (—1, 1), ses coefficients
de Legendre sont définis par

0,(U) = (U, L), n>0.

La suite (v/2n + 1L,) étant une base orthonormée de L?*(—1,1), on a le développement
en série de polynémes de Legendre suivant la convergence quadratique pour toute fonction
de carré intégrable sur [-1,1] :

Théoréme 2.5. Soit [ une fonction de carré intégrable sur [—1,1]. Alors, dans L*(—1,1),

F=> (n+1/2)lu(f)Ln,

et on a la relation de Bessel-Parseval
1 00

/_ O =S 0+ 1720,

1 n=0

[\ [ PANRVA
/ \J | V]
M/\ I\A /J\//\ //\
BT T I vl v B w7

FIGURE 5 . Approximations de la fonction f; définie sur [—1,1] par fi(t) =t si
|t| < 1/2 et fi(t) =t —sgn(t) si |t| > 1/2 par la somme de polynémes de Legendre
SN (4 1/2)0,(f1) Ly pour N = 2,6,10, 14, 18,22, 50, 100.

Comme pour les séries de Fourier, on a des résultats de convergence ponctuelles si la
fonction est plus réguliére que simplement de carré intégrable.

Théoréeme 2.6. Soit h fonction C* sur [—1,1]. Alors les coefficients de Legendre ¢, (h) =
fjl h(u)L,(u)du de h sont a décroissance rapide et

oo

F&) = (n+1/2)0(h)La(t), te[-1,1]

n=0

avec convergence absolue de la série, ainsit que pour ses dérivées terme a terme.
Démonstration. — L’équation différentielle (14) s’écrit ((1—¢?)L!) +n(n+1)L, =0, ainsi
en intégrant par partie

ln(R) = ! /1 L,()[(1 =K ()] dt = ! /1 L, (t)Dk (h)at

S n+1) ), () T
ol on a introduit 'opérateur différentiel D; défini pour une fonction f deux fois dérivable
sur [—1,1] par

Do)t = ~[(1 — V@), te[-1,1]

La convergence de la série en résulte, en observant que L,, est borné sur (—1,1) d’apreés la
formule de représentation intégrale (13) et des majorations analogues pour ses dérivées. [

Le théoréme de Dirichlet (cf. Théoréme 2.3) pour les séries de Fourier a son analogue
pour les séries de Legendre.
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Théoréme* 2.7. Soit f continue par morceauz sur (—1,1), ayant des limites a droite et a
gauche en tout point. Alors

lim (n+1/2)en<f)Ln<t):w, te(~1,1).

n=0

On a méme un théoréeme de développement de Legendre de distributions.

Théoréeme* 2.8. Soit U une distribution tempérée a support dans (—1,1). Alors

U=> (n+1/2)(U,Ly)Ly,

n>0

avec convergence au sens distribution.

> Exemples 2.3.

1. En utilisant la formule de Rodrigues (10) et n intégrations par parties, on obtient pour

u€eR,
jtu ' jtu L d" n —J'LL " ' jtu n
<6Jt ,Ln> = /lejt 2”_71,'% ((tz — 1) )dt = (2nn? /lejt (t2 — 1) dt
o n
= i _lcos(tu)( t3)"dt.

Vu la représentation intégrale (41) ci-apres, les coefficients de Legendre de ’exponen-
tielle ¢ s’expriment en terme de fonction de Bessel

jtu _m 7_(.‘]”"‘1/2(11“)
(21) (€ Ln) =] \/2_—\/6 :

soit la décomposition de Rayleigh

Ut = Z(Qn—{— 1)j" 5 J"*\l//i( )Ln(t), te(=1,1).

n>0

2. Soit, pour a € (—1,1), la fonction caractéristique f, de l'intervalle [a, 1]. La somme
de (17) et (18) donnent

L;1+1 - L;%—l - (2n + 1)L7La n Z 17

e+ 1) [ L@t = [ [0 = L] de = Lus(0) = Lus(a), 0> 1
et
1 1 —
fo=51-a)+3 > [Lu-1(@) = Los1(a)] Ly

avec convergences comme décrites dans les théorémes 2.5 et 2.7.

3. Pour la fonction f(t) = /(1 —t)/2, on multiplie la définition (9) de la fonction généra-
trice par f, puis on intégre les deux membres. L’intégration terme a terme du membre
de droite est justifiée par la majoration |L,(t)| < 1,¢ € [—1, 1] obtenue & partir de (13)
et on utilise le changement de variable v/1 —t = (1 — 2)(2z)"/?shv pour le membre
de gauche :

1 (1—x)?

% 2?/; 1°gif} Z /\/7 6)dt, || < 1.

1+z—
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Le membre de gauche admet le développement

[e.e]

4 "
- —4
3 ; (4n? — 1)(2n + 3)
On en déduit
1—t 2 - L (t)
— = ZLyt) -2 . <
5~ 3l Z(2n—1)(2n+3)

n=1

Les graphes de la figure 4 ont été tracés en utilisant la relation de récurrence (11) : la
commande

with(orthopoly); for i to 6 P(i,t) od;

adressée a maple™ donne les expressions des polynomes de Legendre L, ..., Lg.
1 1 1
Lo(t) = 1,Li(t) = t, Ly(t) = 5(31t2 —1), L3(t) = 5(5753 —3t), Ly(t) = §(35t4 —30t* + 3),
1 1
Ls(t) = é(637¢5 — 70t% + 15t), Lg(t) = 1—6(231t6 — 315" + 105¢* — 5).

Les polyndmes de Legendre sont bien stir aussi disponibles sur matlab™.

2.3. Polynoémes de Chebyshev
Dans l’espace de Hilbert 7; défini par

To = (11, (1— ) dr) = {f 1y ¢ [

avec le produit scalaire

L ool
viee %

1t = dt
o=~ [ roa—E,

le sous-espace des fonctions polynomiales est dense. Comme pour L?(—1,1) et les polynémes
de Legendre, toute famille orthonormée de polynomes (py,)n>0, avec p, de degré n, est une
base hilbertienne de ’espace 7T;. La famille (7},),>¢ des polynémes de Chebyshev est une
famille de polynomes orthogonaux : les polynémes 7,, sont normalisés avec T,,(1) = 1,n > 0.

| S AL AT A
N VIV V%

VAL A LARA LA IR AR
Vi) |

|V Vi1
J%WM% MHW WWWMN %W

FIGURE 6 . Les polynomes de Chebyshev T,, sur [—1,1] pour n =0,...,20.

Théoréme/Définition* 2.3. La famille des polynémes de Chebyshev (T),)n>0 est caracté-
risée par l'une des trois présentations suivantes



2.3. POLYNOMES DE CHEBYSHEV 19

1. Les T,, sont donnés par la fonction génératrice

(22) T(rt) = —— " 231

1— 2zt + 22 —

ou x est suffisamment petit.

2. Le polynome T,,n > 0 est défini par la formule de Rodrigues

Tn(t) _ <_1)n2<;;l)('n — 1)'@% ((1 . Z52)1171/2)

3. La suite (T,)n>0 vérifie la relation de récurrence
(23) Toi1(t) =2tT,(t) — Th—1(t), n>1
avec To(t) =1 et Ty(t) =t.

La suite Ty, (\/§Tn)n>0 est orthonormée dans [’espace de Hilbert Ty .
Le polynome T,, vérifie la relation

(24) T,(t) = cos(narccos(t)) te[-1,1],
a comme développement et factorisation

0= 3% () -1 2 i - oo (2225)]

m=0

et satisfait [’équation différentielle
(25) (1—#)y" +ty +n’*y =0.

L’expression des polynémes de Chebyshev & partir de la fonction génératrice donne
quelques valeurs particuliéres

Corollaire 2.2. Le polynome de Chebyshev T,, est (im)pair si n est (im)pair, et vérifie
T.1)=1, T,(-1)=(=1)", T5,(0)=1, T5, 1(0)=0.

On définit comme pour les polynémes de Legendre la suite (¢,(f))n>0 des coefficients de
Chebyshev d’une fonction f intégrable sur (—1,1) relativement & la mesure (1 —#2)~1/2 ou
d’une distribution U & support dans (—1, 1)

/ 1) Vi—¢ t2’ ta(U) = (U, n ' T, (1)(1 = )72,
Les théoremes 2.5, 2.6, 2.7, 2.8 ont leur équivalent pour les coefficients de Chebyshev. Ils

concernent la convergence de la série suivant diverses topologies, et son égalité avec la
fonction (voire la distribution) f avec comme suite de coefficients de Chebyshev (¢,,(f))n>0

F(O) = to(f) +2) ta(N)Tu(t), € (=1,1).

Il est inutile de les reproduire ici.

A Remarque 2.3. En effectuant le changement de variable ¢ = cos(mu),u € (0,1), on in-
troduit un isomorphisme isométrique entre I’espace T; et I'espace L*(0,1), le développement
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, /\

/ P A A
7 N I 7

FIGURE 7 . Approximations de la fonction f; définie sur [—1,1] par fi(t) =t si
|t] < 1/2 et f1(t) = t—sgn(t) si |t| > 1/2 par la somme de polynémes de Chebyshev
S ta(f1) T, pour N = 2,6,10, 14,18, 22,50, 100.

en série de polynémes de Chebyshev se ramenant en un développement en série de cosinus
(cf Exo. 1.5.8)

102 [ 107 =21 [ s A 1)

= QZ/ f(cos )T, (cosv)dy T, (cos mu)

n>1

= 22/ f(cosmv) cos(nmv)dy cos(nmu)

n>1

= f(cosmu) —/0 f(cosmv)dv

Cela éclaire la simplicité de la forme (24) des polynémes de Chebyshev : la théorie analogue
développée dans l'espace T, = L?([—1,1], (1—t3)%/2dt), a < 2 introduit des systémes de po-
lynémes orthogonaux de Gegenbauer (7,,(«)),>0, cas particuliers des familles polynomiales
dites Jacobi, sans expression aussi simple que pour les polynémes de Chebyshev.

2.4. Fonctions d’Hermite

L’espace de Hilbert
L*(R,e) = {f R — (C,/ |F(t))2edt < +oo}
R

contient les fonctions polynémes.

Proposition 2.1. L’espace des fonctions polyndomes est dense dans [’espace de Hilbert
L*(R,e7").

Démonstration. — Soit f € L*(R,e*") orthogonale & tous les polynémes t*,n < 0. Vu

2
{ / ‘e*tp ft)e™ dt] < / e 2Repe =t gy / (62 dt,
R R R

la transformée de Laplace
LU ")) = [ e riear
R

est définie holomorphe sur C. Ses dérivées en p =0

—dnﬁ({l?et )(0) = /R (—t)"f(t)e " dt




2.4. FONCTIONS D’HERMITE

FIGURE 8 . Les fonctions d’Hermite h,, pour n =0,...,19.

21
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sont toutes nulles, £(f(t)e™*") est nulle et donc aussi f, d’aprés injectivité de la transfor-
mation de Laplace L. O]

Ce qui a été énoncé ci-dessus pour les polynémes de Legendre et ’espace de Hilbert
L?([~1,1]) se développe de maniére analogue dans I'espace de Hilbert L*(R,e "), comme
I'indique le théoréme suivant

Théoréme/Définition* 2.4. La famille des polynomes de Hermite (H,,),>o est caractérisée
par l'une des trois présentations suivantes

1. Les H, sont donnés par la fonction génératrice

(26) H(z,t) = e =" =3 " H,(t)2".
n=0
2. Le polynome H,,n > 0 est défini par la formule de Rodrigues
d* e
H,(t) = _1nt2_ —t
(1) = (-1’ e
3. La suite (Hy,)n>o vérifie la relation de récurrence
(27) Hn+1 (t) = QtHn(t) - 2an_1(t)7 n Z ]_,

avec Ho(t) =1 et Hy(t) = 2t.
La suite (Hy)p>1 est orthogonale dans L*(R,e"dt) avec

(28) /R H2(t)e P dt = 2"nl\/7.

La famille (f]n)nzo des polynomes d’Hermite unitaires ﬁn = H,/+/2"n!\/T est une base
orthonormée de L*(R,e " dt).
Le polynome H,, vérifie l’équation différentielle
(29) H) —2zH) +2nH, =0
Définition 2.2. Les fonctions d’Hermite, définies suivant,
ha(t) = Hy(t)e 2, teR,n>0.
constituent une base orthonormée de I'espace de Hilbert L?(R).

Les polynémes de Hermite sont disponibles dans la bibliothéque de fonctions spéciales de
maple ™ mais apparemment pas dans celle de matlab™.

2.5. Systéme de Haar

Pour a < b, soit I,y la fonction caractéristique de I'intervalle [a,b] définie sur R par

1, sia<t<yp,
o p(t) = {

0, sinon.

L’ensemble des fonctions Ilj,p,a,b € R engendre linéairement ’espace des fonctions en
escalier & support compact, qui est dense dans I'espace de Hilbert L?*(R).

Il en est donc de méme du sous-espace V. engendré par les fonctions Il avec les
extrémités a,b dans Pensemble des rationnels dyadiques Do, = {k27% k € Z,{ € N}.
Ainsi toute famille orthonormée engendrant linéairement le sous-espace V., est une base
hilbertienne du Hilbert L*(R).

Si, pour N € Z, Vi désigne le sous-espace des fonctions en escalier a discontinuités dans
I'ensemble Dy = {k27V k € Z} des dyadiques de niveau N, la famille (Vi)yez vérifie les
propriétés suivantes, dont la preuve est rapide,
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FIGURE 9 . Approximations sur R de la fonction f; a support [—1,1] et telle que
fit) =t si|t] <1/2 et fi(t) =t —sgn(t) si |t| > 1/2 par la somme de polynémes
d’Hermite Zi\;o | Hp |l 72(fr, H,)H,, pour N = 2,6,10, 14,22, 50, 100, 200, 400,
700, 1000.

VN C Vi1 pour N € Z,
UnezVn = Voo, NnezVn = {0},
L’espace Vj est stable par la translation entiére 7 : 7 (f)(t) = f(t —1),t € R.

Le changement d’échelle h définie par h(f)(t) = V2f(2t) applique isométriquement
Vn sur Vivyg.
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FIGURE 10 . Les ondelettes de Haar ¢, ainsi que g, %rm -

Théoréme 2.9. Soient ¢ = Il ), ¥ = \/§[hgp —h71p] et Pom = W T, Yom = himintb pour
m,l € 7.

Alors la famille (pom)mez, est une base hilbertienne de Vy et la famille (Yom)emez, dit
systeme de Haar, est une base orthonormée de L*(R).

Démonstration. — La famille (g, )mez est une base de Vi ; par changement d’échelle hf
il en est de méme pour (@ )mez €t Vo.
Soit une fonction f de 'orthogonal W, de V, dans V;. Alors, il existe des complexes

fm,m € 7Z tels que
f = Z fmgol,m'

meZ
L’orthogonalité avec g s donne fa + far41 =0, d’ou

f = Z f2M [§01,2M - 901,2M+1] = Z sz\/i%,M-
meZ meZ

On en déduit que (1oar)mez est une base orthonormée de Wy,. Comme précédemment, par
changement d’échelle, (1¢.m)mez est une base orthonormée de Wy, orthogonal de V; dans
V1. On conclut en remarquant que L% = @y Wy. O

Ainsi, si pour f € L*(R) les scalaires fy,, désignent les coefficients de f dans le systéme
de Haar, a savoir, (Yem)emez,

o= [ rn®50de = [ 220 (= m) po,
R
on a, pour la convergence L2,
Z Somibem(t) Z fem2 (2t — m)
LmeZ £meZ

Si f est a support compact, 'approximation fr, L € N définie par

= i > frmtem(t)

b=—o0 LEL

est une somme finie, avec discontinuités dans l'ensemble D; des dyadiques de niveau L.
C’est un élément de Vi, en fait la projection de f sur ce sous-espace vu que

fL?Qan Z Z f wfm wﬁmuﬁan> <f7()0L,n>-

l=—00 meZ

Proposition 2.2. Soit [ fonction continue sur R a support compact. Alors la suite (far)ar>o
définie par

= i > fomtbem(t)

b=—00 LEZ
converge vers f uniformément.
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Démonstration. — Soit € > 0. La fonction f, continue et a support compact, est unifor-
mément continue. Ainsi, il existe £ tel que si |t — /| < 27¢ alors |f(t) — f(¥)] < €. Ainsi,
pour ¢ dans [m27¢ (m +1)27¢, on a

(m+1)2—¢
fo(t) = 2”2/ f(u)du2€/2g0(2£t —m)

m2—*¢

puisque tous les autres termes de la série sont nuls dans cet intervalle, et par suite

(m+1)2—*
[ - s

m2—¢

|fe(t) = f(B)] = 2

ce qui achéve la preuve. O

La proposition précédente approche une fonction continue par des fonctions en esca-
lier : c’est un des inconvénients du systéeme de Haar. La théorie des ondelettes introduit
des couples de fonctions ¢, a support compact, dérivables autant de fois que désiré et qui
donnent lieu & des analyses du méme type que le systéme de Haar : le systéme (A7, rez.mez
est une base orthonormée de L?(R) et les espaces V;, dont (h*7,,1)mez est une base ortho-
normeée, vérifient les propriétés du théoréme 2.9.

2.6. Exercices

1. Soit f une fonction définie sur (0,1) telle que fol |f(t)]?dt < oo. En considérant
les développements de Fourier d’une fonction f, (resp. f;) paire (resp. impaire) sur
(—1,1) qui coincide avec f sur (0, 1), montrer les développements dans L*(0,1) en
série de cosinus et sinus

f(t) = /o f(u)du + QZ/ f(u) cos(nmu)du cos(nrt),

f(t)=2 Z/o f(w) sin(nmu)du sin(nmt).

Formuler sous des hypothéses appropriées des résultats de convergence simple pour
les représentations précédentes et appliquer les & la fonction f, définie par

t, si0<t<1/2,
fo(t) = . /
t—1/2, sil/2<t<1.

2. Soient £ l'application définie sur I'ensemble C*°([—1,1]) des fonctions indéfiniment
dérivables sur [—1,1] par

LIt =1 —)f"(t)—2tf'(1), te[-11],fec(-11])
Montrer que
(Lf.9)=(f.Lg) [f.geC(-11])

ou (p,q) = f_ll p(t)q(t)dt pour p,q € C=([-1,1]).
En déduire que pour f;,i = 1,2 tels qu’il existe un scalaire \; avec Lf; = \; fi, 1 =
1,2 et A\ # Ao, alors (f1, f2) = 0.
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3. En utilisant la fonction génératrice définissant la suite de polynémes de Legendre

(Ln)nzo
(1— 2zt + 2%~V = ZL

n>0

calculer f L, (t)dt et montrer que (n+ 1)L,(t) = L;, () —tL; (t).

. Soient @)y, @1 définis sur l'intervalle (—1,1) par

1
Qut) = 1o (174 ) Qi) =1+ geiox (171,

Montrer que

(1= #)Qp(t) — 2tQ4(t) = 0, (1= ¢*)Q(t) — 2@y (t) = —2Q1.

. (a) Montrer que

cos(nt) = 2costcos((n — 1)t) — cos((n — 2)t).
En déduire I'existence, pour tout entier n > 0, d’un unique polynéme 7,, tel que
T, (cos(t)) = cos(nt), teR.

On pourra, aprés avoir donné explicitement Ty, Ty, Ty, montrer existence de T,
par une récurrence. Quel est le degré de T,, 7
(b) En calculant la partie réelle de e = (cost + jsint)"™, montrer que pour n > 0

[n/2]

T.(X) =Y (27;‘6) (X2 = 1)k X2k,

k=0
(c) Montrer que, pour tout entier n > 0, il existe un polynéme @, tel que
sint @, (cos(t)) = sin(nt), teR.

On pourra dériver la relation cos(nt) = T,(cos(t)). Donner explicitement

Qo, Q1, Q2. Quel est le degré de Q,, ?
Montrer que pour n > 2

(d) Montrer que

(1= X*)Qu(X)* + Tu(X)* =1,

. Soit T,, le polynome de Chebyshev d’ordre n tel que T, (x) = cos(n arccosx) pour

€ [—1,1]. Montrer que

T (z) = % ((r+ivi=a)"+ (e -vi-2)"), i<t

et en déduire
T, (z) = ch(narcchz), = > 1.



2.6. EXERCICES 27

. La suite de polynémes de Hermite (H,,),>o est caractérisée par la fonction généra-
trice .
ertfilSQ _ Z Hn(t)l' :

n!
n>0

En dérivant par rapport a t 1’égalité précédente, montrer que
H(t) =2nH, 1(t), n>1.

En dérivant par rapport & = la définition précédente par fonction génératrice, mon-
trer que
H,1(t) =2tH,(t) — 2nH, 1(t), n>1.

Montrer
n

tl + tz n!
=0

T

En utilisant la formule de Taylor pour la fonction e~*”, montrer que

Ha(t) = (-1 (o)

En déduire que

0 .
OO
R 2"n!y/m, sinon.

. Soit (Lp)ns>o (resp. (Hn)n>0) la suite des polynomes de Legendre (resp. Hermite)
caractérisées par leur fonction génératrice

(1 —2at + %)~V = Z L,(t)x",

n>0
e2xt7:p2 _ Hn(t)l’n
n Z n!

n>0

Montrer que

/ 7" H,(t7)dr = /7Tn\L,(t), tER.
R
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FONCTIONS DE BESSEL

3.1. Modélisation dans un domaine circulaire

Divers phénomeénes physiques portant sur le disque D = {(z,y) € R? z? + ¢y* < 1},
comme le déplacement vertical « d’une membrane circulaire ou la propagation de la chaleur
u dans un disque, sont modélisés par une équation aux dérivées partielles portant sur la
fonction w(z,y,t), (z,y) € D,t € R décrivant I’évolution temporelle de 'observable u :

(30) Au = Ad*u + Bou + Cu

avec une condition sur le bord 9D = {(z,y) € R? 2? + y* = 1}, par exemple la condition
dite de Dirichlet

(31) u(z,y,t) =0, (v,y) € 9D.
Dans I’équation (30), A, B sont des constantes et le laplacien A est 'opérateur différentiel
A=03+0;
en coordonnées cartésiennes, soit
A=r710,(rd,) + 120

en coordonnées polaires (r,p) avec (x =rcosp,y =rsiny).

Dans le cas de la vibration de la membrane circulaire, on a A = 1 et B = 0, d’ou
I'équation des ondes Au = 9?u, pour I’évolution de la température on a 1’équation de la
chaleur Au = o,u

Les solutions de I’équation (30) du type R(r)®(p)T'(t) vérifient
d [ dR d*® 2T dT
"R e T
Les variables r,¢,T étant indépendantes, les membres de l’équation précédente sont
constants, soit —K , d’oul les deux équations

d*T dT
(32) AW%—BE—FC’T——KT
5y
dr \ dr dp?
=-K
rR + P2
ou la seconde
o () #o
)
2 dr dr Ny de

rR )
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se sépare en

1d [ dR
(33) 7 {;5 (r%) + KR} =LR
>
(34) d_(pQ —+ L(I) = 0

Les équations (34) et (32), au contraire de (33), sont résolubles par des fonctions classiques.
En particulier, (34) a des solutions du type ®(¢) = ®ge™¥ avec n € N, soit L = —n?.
Alors, I’équation (33) prend alors la forme
&R _dR -
soit pour la fonction y(r) = R(r/vK) I'équation différentielle
Y +r iy + (1 — n2r72) y=20
dite équation de Bessel d’ordre n.

On obtient donc cos(n(¢ — ¢o))Jn(VET) cos(vK(t —ty)) comme solution particuliére de
I'équation des ondes, cos(n(p — o)) Jn(VEr)e 5(t=%) pour celle de la chaleur. La théorie
générale établit que la solution du probléme (30)-(31) peut s’exprimer suivant une série a
termes du type précédent, ainsi pour 1’équation de la chaleur A = C =0, B =1 dans (30)
une solution générale de la forme

U(T’, ¥ t) = Z Un,p COS(”(QO - @n,p))Jn(\/EmpT’)e_K”’p(t_to)
n,p

ou K,, est un zéro de la fonction de Bessel J,, (cf. Section 3.3 ci-dessous) et wy,p, pn, des
coefficients appropriés.

3.2. Les fonctions de Bessel

A

D

()
4"4“,‘&&?.?'19}\”.%&\?‘
\ \ARKXIELEIESE

FIGURE 11 . Les fonctions de Bessel J,,n =0,1,2,3,4 sur l'intervalle (0,25).

Pour n entier, la fonction de Bessel J,, est définie par une série et est solution d’une
équation différentielle (comme la fonction classique e')

Proposition/Définition 3.1. Soit n entier. La série

[e'S) (_1)k ¢ n+2k
(39 1= o (5)
; El(n+ k)l \ 2
est absolument convergente pour t € C et est solution de l’équation différentielle

(36) 2/ (t) +ty/(t) + (t* —n?)y(t) =0, teR.
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La fonction J, est appelée fonction de Bessel de premiéere espéce d’ordre n.

Démonstration. — La convergence de la série résulte de la convergence vers 0 du quotient
(1t1/2)?/((k+1)(n+k+1)) de deux termes consécutifs lorsque k — co. La série est dérivable
terme & terme, ce qui permet de vérifier que J, est solution de (36). ]

La proposition suivante indique que J,, s’obtient aisément en terme de Jy et J; (ou Jj)

Proposition 3.1. Les fonctions de Bessel J,,n > 1 vérifient les relations de récurrence

2n
T+ 1) = )
Jn1(t) — Juga1(t) = 277 (¢).
De plus, Jj = —J;.

Démonstration. — On vérifie, pour n > 1
Ll = s (), 0] = ()
dt n - n—1 ) dt n - n+1
soit
! n ! n
Jn(t) + ?Jn = Jp-1(8),  J(t) — ?Jn = —Jp41(t),
qui donnent les relations de la proposition. O

Les fonctions de Bessel ont des propriétés pour certaines analogues a celles des polynomes
classiques (Legendre : Th. 2.2, Chebyshev : Th. 2.3, Hermite : Th. 2.4)

Théoréme* 3.1. La famille des fonctions de Bessel (J,)n>0 est caractérisée par l'une des
deuz présentations suivantes

1. Les J, sont donnés par la fonction génératrice
(37) J(w,t) = e2=) = Jo(t) + > Ju(®) 2" + (—2)™", t>0.
n=1

2. La fonction J, est donnée par la série entiére

B 00 (_1>k f n+2k
(38) Inlt) _;k!(nM)! (2)

De plus, la suite (J,,)n>0 vérifie la relation de récurrence
La fonction J, a comme équivalents auz bornes de l'intervalle (0,+00)

t 2\ '/ 1 ™
M’ Jn(t) Nt stoo (E) COS (t — 57171' — Z) .

A Remarque 3.1. En posant, pour n > 0, J_,(t) = (—=1)"J,(t),t € R et en prenant la
variable 6 telle que x = ¢, la relation (37) s’écrit comme un développement en série de
Fourier

(39) In(t) ~i—0

=N " T (e, 0 eR.
neZ
Ainsi

1 27 o ) 1 s
Jn(t) = —/ eltsinfeminfgy — —/ cos(tsin @ — nd)de.
0 0

™
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Vu que J, vérifie 'équation différentielle (36), la fonction U, définie par U, (t) = J,(t)V/'t,
t > 0 vérifie ’équation différentielle

1
u" +u+ (Z_l — n2) 732y =0.
Ainsi, le terme de droite dans 'asymptotique (39) lorsque ¢ — oo vérifie, au facteur v/t
prés, I'équation différentielle précédente ot le terme (1/4 — n?)t=3/2u a été négligé. \VA

En remplagant dans (35) les factorielles d’entiers ¢! par les valeurs I'(¢+1) de la fonction
eulérienne IT' (cf. (47) dans 'appendice), on définit la fonction J, pour un indice v non
entier sur R*

00 1 k ¢ v+2k
(40) To(t) = kz:% k!I‘(V( n /)c ) (5) » >0,

fonction qui conserve certaines des propriétés des fonctions de Bessel J, d’ordre n entier,
notamment I’équation différentielle (36) et les relations de récurrence de la Prop. 3.1.

En particulier, pour v = 1/2, Uy p = \/¥J1/2 satisfait & I’équation différentielle v”+u = 0.
En fait, la définition (35) de .J;/» donne

Tija(t) = i T(k+ 1)1:11/); T E+1) (%) e <%> : kf; % - <%> N sint,

k=0

ot on a utilisé la formule de duplication de la fonction I' (cf. (50) de 'appendice A).
L’asymptotique pour ¢t — oo de (39) est donc une égalité pour J; 5.

Plus généralement, les séries (40) pour v demi-entier définissent des fonctions élémentaires
dérivées du sinus cardinal sinc

2 e 1d\""
Jrt1/2(t) = \/;t e (cost), t>0.

soit, si ji, est définie par ji(t) = \/7/(2t) Jpy12(t), t > 0,

) . ) sint cost . 3 1\ . 3cost
Jo(t) =sinct, ji(t) = — — ——, Jjo= yER— sint — TR

12 t 3
Terminons par une représentation intégrale de J, .

Proposition 3.2.

(41) Jn(t) = \/%ISET/LQjLnl/Q) /07r cos(t cos 0) sin*" 0do

Démonstration. — En utilisant 'expression (51) de la fonction beta de 'appendice, on a la formule

1 _ 1 /1 U,Qk(l _ u2)'n 1/2du
T(k+tn+1) T(k+1/2T(n+1/2) /),

qu’on va utiliser dans la représentation de J, en série

0o )k (t)2)" 2k 1 Lo pn1s
Z;J T(k+1) T(k+1/2)T(n+1/2) [1u (I—-wu?) du

_ (t/Z) ! 2\n—1/2 > (*1)k(tu)2k

_ (t/2)" ! 172

N m/ﬂ(lfu )" cos tudu

La formule de duplication de la fonction I' a été utilisée dans la derniére égalité. Cela donne la formule de la
proposition.
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FIGURE 12 . Les fonctions de Bessel Y,,n =0,1,2,3,4 sur l'intervalle (0,25).

L’équation différentielle (36) a deux solutions indépendantes sur R* ; la fonction Y,, dé-
finie par
J,(t —J_,(t
(42) Yi(t) = lim 228 cos VT U

v—n sin v

est indépendante de J, : au contraire de J,, elle ne se prolonge pas a R, du fait de sa
singularité en ¢t =0

(43)
bl (n—k—1) (t\* bk 41 ntk+1 ek
Yn<t>:zJ<>1og§_;kzo%(§) ——Z Mﬁf +k+1)] (2) |

ot ¥ est la dérivée logarithmique de T' (cf. 'appendice A).
Les fonctions de Bessel J,,,n € N sont présentes dans maple™  matlab™ ainsi que dans
la bibliothéque math du compilateur C (utilisé pour le tracé des figures 11 et 12).

#include <math.h>
double jn (int n, double x);
double yn (int n, double x);

3.3. Développements en série de Fourier-Bessel

L’ensemble des zéros des fonctions de Bessel J, a été bien étudié.

Théoréme* 3.2. Soit v réel positif. La fonction J, a une infinité de zéros sur RY, tous
simples. Si v est un entier n, J, a pour seuls zéros ses zéros réels, t =0 étant d’ordre n.

Notons par (x,;);>1 la suite croissante des zéros non nuls de J,,.
Pour «a réel, la fonction J,, définie par J, ,(t) = J,(at),t > 0 est solution de I'équation
différentielle

¥+ t—lJ’w +(a® =t =0
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Soient a.,a_ des réels distincts. En multipliant par oy 'équation vérifice par J, ., et
faisant la différence, on obtient

(2 —« )/0 tJ, (ayt)J,(a_t)dt = [t (J,(ast)a_J (a_t) — 04+Jl’,(a+t)J,,(oz_t))](1]

soit
1 , B ,
/ £, (s t) ], (at)de = 2Aer)a-dla) Zardyar) i)
0

ay — aZ

Ainsi, si 1 # j,
1

(44) / L0, (it Ty (st )t = O
0

et, en passant a la limite oy, — x,;

(45) /0 1 tJ2(x,it)dt =

Les identités (44) sont des relations d’orthogonalité : pour un v positif, la suite de fonc-

1

1
517;(%02 =

§Ju+1($ui)2

A A A A A A

>
>

e
HE S
HE S
LI
T35
Ty
T+ =

FIGURE 13 . Les fonctions de Bessel Jy(zont),t € [0,1] pour n =0,...,20.

tions (J,;)i>1 avec J,i(r) = J,(z,r),r € (0,1), est une famille orthogonale dans ’espace
L?((0,1),rdr), dont les normes sont précisées par I'identité (45). On montre que la famille
orthonormeée obtenue par normalisation c’est une base hilbertienne, qui donne des dévelop-
pements en série de Fourier-Bessel pour les fonctions définies sur [0, 1], séries au sens L? et
avec des propriétés de convergence simple sous des hypothéses analogues a celle du théoreme
de Dirichlet 2.3 pour les séries de Fourier.

Théoréme* 3.3. Soit v > —1/2. Soit f wune fonction définie sur (0,1) telle que
f01r|f(7")|2d7“ soit finte. Alors, dans l’espace L*((0,1),rdr), on a le développement en

Serie
o

(=1 ”+1 (2ve)

/ wf (), (xpeu)du J,(x,et)

Si la fonction f est C' par morceauz sur (0,1) avec 'intégrale 'Vt f()|dt finie, alors
0

f+) + (=)
2

o0

(46) Zm /0 wf () I, (yew)du J, (yet) =

=1 Y
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e

FIGURE 14 . Approximations de la fonction f; définie sur [0,1] par fi(t) =t si
t <1/2 et fi(t) =t — 1 sinon, par la somme de fonctions de Bessel (46) tronquée
a lordre N pour N = 2,6, 10, 14, 18,22, 30, 50.

A Remarque 3.2. Pour v = 1/2, les séries de Fourier-Bessel de la fonction f du théoréme
précédent se raménent & des séries sinusoidales de Fourier pour la fonction v/tf, vu que

Jij2(t) = /m/2tsint, soit
t) = 22/ Vuf(u)sin(mlu)du sin(mlt).
=10

3.4. Exercices

1. Si f est a dérivée seconde continue sur [0, 1], on note Lf l'application Lf(t) =
" +t71f(t). Montrer que, si f,g sont deux fois dérivables avec f(1) = g(1) =0

<Lfa g>1 = <f> Lg>1
p,q)1 = [y p(t)g(t)tdt.

En dedulre que pour )\l, 1 = 1,2 zéros distincts de la fonction de Bessel J, et f; les
fonctions définies par fi(t) = Jo(A\it), alors (fi, fo)1 = 0.

2. En partant de la définition de J, comme série entiére, montrer que < (t2.J,(t)) =
tPJ,—1 ()

3. En dérivant par rapport a z, puis par rapport a t la série génératrice
e — (1) +ZJ —2)™"]
montrer que
nJn(t) = 5 (Jn-1(t) + Jnia (1)),

Tn(t) = 5 (Jna(t) = Jnsa(t)) -

N — DN
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4. Pour n entier, soit J,, définie par

B o] (_1)k ¢ 2k+n
Jn(t)_;m<§) . teR.

(a) Montrer que, pour n > 1 et t € R,

2n
Jn—l(t) + Jn-l—l(t) = TJn(t)a
d

= [T (0)] = " (1),

(b) Soit I' la fonction Gamma d’Euler définie par

I‘(s):/ e_ttsﬁ.
0

t

Montrer que I'(s) est bien définie pour s > 0. En intégrant par parties, montrer
que
I(s+1)=sI'(s), s>0.
En déduire T'(n + 1) = n! pour n entier.
Montrer que I'(1/2) = /7 (on utilisera [ e~ du = /7).
(c) Montrer que, pour n entier positif et ¢ réel

. (_1)k " 2k+n
In(t) = ; T(k+ 1)k +n+1) <5)

(d) Pour t,v réels positifs, on pose

IR S AN
0= —~ T(k+1)I(k+v+1) <§>

[ 2
Jl/z(t) = E sin(t), t > 0.

5. Soit n un entier relatif et 7, la fonction définie par

Tn(t) = l/ cos(nu — tsinu)du.
0

(e

Montrer que

(a) Montrer que 7, est définie sur R, paire si n est pair et impaire si n est impair.
Montrer que J_,, = (—=1)"7,.
(b) Montrer que pour tout entier p > 0,

1 ™
Top(t) = ;/0 cos(2pu) cos(t sin u)du,

1 ™
Topt1(t) = —/ sin((2p 4+ 1)u) sin(¢ sin u)du.
T Jo
(c) Montrer que J,, est indéfiniment dérivable et que

1 [" 1 ["
Jt) == / sinusin(nu — tsinu)du = — / cosu (n — tcosu) cos(nu — tsinu)du,
T Jo T Jo

1 s
J(t) = ——/ sin? u cos(nu — tsin u)du.
0

™

En déduire que J, est solution de I’équation différentielle

2y (t) + ty' (1) + (t* — n?)y(t) = 0.
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(d) Soit v réel. Soit y solution sur R de
2y () + by () + (& = v*)y(t) = 0
Montrer que z définie par z(t) = t"y(t),t > 0 est solution de I'équation différentielle
22" (t) + (2v — 1)2/(t) + t22(t) = 0.
En déduire que y;/, définie par y;,2(t) = t=12sint, t > 0 est solution de I'équation
différentielle (ED45) sur RT.



APPENDICE A

LA FONCTION GAMMA D’EULER T

La fonction T' " d’Euler est définie par
I'(z) = / et ldt, Rez > 0.
0
Elle vérifie
(47)  T(z+1)=2T(z), Rez>0, T(n+1)=nl sineN, T(1/2)=T,

la factorisation de Weierstrass
1 oo

z
4 — L7 <1 _) 7z/n7
(48) T(2) ze L[l +o)e
la formule des compléments
T
49 rz)r'1—--z =
(19) (T -2 = ="

la formule de duplication
227D ()02 + 1/2)

et la relation avec la fonction beta

' L'(z)I(y)
51 B(x,y _/ 1 =)t = =
651 @)= [ A= 1
Sa dérivée logarithmique ¢ = IV /T a comme valeurs aux entiers
(52) e1) =7, Y(n+1)= —7+Z =

Dans les formules (48) et (52), v désigne la constante d’Euler-Mascheroni

y=Y [1/k —log(1+1/k)].

L’intégrale exponentielle se raméne a I’évaluation de I" en ¢t = 1/2 :

/Re_tht:2/Oooe_t2dt:2/Ooo %du— I(1/2) = V7.

1. Dans une lettre & Goldbach datée du 13 octobre 1729, Euler introduit la fonction z —
fo —logu)*~tdu, fonction qui fut notée T' par Legendre en 1809.
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