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Genre Elliptique

ΩSO : anneau de 
obordisme orienté

ΩU : anneau de 
obordisme 
omplexe
R : Q-algèbre 
ommutativeR. Thom : ΩSO ⊗Q = Q[CP 2,CP 4,CP 6, · · · ]
R-genre orienté : Un morphisme d'anneaux

g : ΩSO → R(1) : g(M ∐

N) = g(M) + g(N)(2) : g(M ×N) = g(M)g(N)(3) g(M) = g(N) si M est 
obordante à N .

R-genre 
omplexe : Un morphisme d'anneaux

g : ΩU → RExemple : Signature.non-Exemple : Cara
téristique d'Euler
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Dé�nition Soit E → M un G �bré prin
ipal et V une G-variété,ave
 G 
onnexe.

g véri�e la relation multipli
ativité forte si
g(E ⊗G V ) = g(M)g(V ).Exemples :Théorème (Chern-Hirzebru
h-Serre, 1957) : Signature véri�e larelation multipli
ativité forte.

Théorème (Atiyah) : Â véri�e la relation multipli
ativité forte.Une 
onséquen
e : Soit ξ → M un �bré 
omplexe de dimension

k.Fibré proje
tivisé CP (ξ) = (ξ \M)/S1

g(CP (ξ)) = g(CP k−1)g(M)
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Question 1 : Cara
tériser tout genre qui véri�e la relation demultipli
ativité forte ?Réponse (O
hanine, Taubes 1985) : Genres elliptiques

Théorème (Atiyah-Hirzebru
h 1970) : Pour une variété spinorielleave
 une S1-symétrie, Â s'annule.

Question 2 : Déterminer les genres qui s'annulent pour toutevariété, 
ompa
te spinorielle munie d'une a
tion de S1.

Réponse (O
hanine 198, Bott-Taubes 1989) : Genres elliptiquesAlors, qu'est-
e qu'un genre elliptique ?
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Logarithme d'un genre :

logg(x) := x+ g(CP 2)
x3

3
+ g(CP 4)

x5

5
+ · · · g(CP 2n)

x2n+1

2n+ 1
+ · · ·Dé�nition : g est elliptique si pour 
ertains δ, ǫ ∈ C,

logg(x) =

∫ x

0

dt√
1− 2δt2 + ǫt4Exemples :

δ = ǫ = 1 : Signature σ ; logσ(x) = tanh−1(x)

δ = −1/8, ǫ = 0 : Â ; logÂ(x) = 2 sinh−1(x/2)Théorème (O
hanine, Taubes) Les trois énon
és suivants sontéquivalentes :(1) g est elliptique.(2) g véri�e la relation de multipli
ativité forte.(3) g(CP (ξ)) = 0, si dim ξ impaire.
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Pourquoi elliptique ? Quel est le rapport ave
 les 
ourbe elliptiques ?La réponse s'appuie sur la notion de la loi de groupe formel.Loi Groupe formel : est une série F (x, y) ∈ R[[x, y]] t.q.(1) F (x, F (y, z)) = F (F (x, y), z)(2) F (x, y) = F (y, x)(3) F (x, 0) = F (0, x) = xExemple :(1) F (x, y) = x+ y (
ohomologie singulière)(2) F (x, y) = x+ y + xy (K-théorie)Une 
ourbe elliptique E = C/Λ nous fournit une loi de groupeformel sur Z[1/2, δ, ǫ].I
i Λ = Z〈1, τ〉 est un réseau dans le plan 
omplexe.Voi
i une formule expli
ite
F ell(x, y) =

x
√

R(y) + y
√

R(x)

1− ǫx2y2
∈ [1/2, δ, ǫ][[x, y]]
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R(x) = 1− 2δt2 + ǫt4Les paramètres δ et ǫ ∈ C sont les 
oe�
ients de la forme quartiquede E,

y2 = R(x) = 1− 2δx2 − ǫx4et sont dé�nis à l'aide de la fon
tion de Weierstrass de Λ.Les fon
tions τ 7→ δ(τ) et τ 7→ ǫ(τ) sont modulaires.Formule d'Euler :
∫ x

0

dt
√

R(t)
+

∫ y

0

dt
√

R(t)
=

∫ F (x,y)

0

dt
√

R(t)
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Question : Comment obtenir une loi de groupe formel ?Une réponse : A partir des "bonnes" théories de 
ohomologie :Bonne =⇒ h∗(CP∞) = R[[x]], où R = h(∗).Soit l → CP∞ �bré en droite universel.
p∗1(l)⊗ p∗2(l) l

∃ m : CP∞ × CP∞

p2p1

CP∞

CP∞ CP∞

h∗(CP∞ × CP∞) = R[[y, z]]Alors m∗(x) = F (y, z).
F (y, z) dé�nit une loi de groupe formel.
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Exemples : : Cohomologie de Rham H∗

dR(M), K-théorie K(X),
obordisme 
omplexe MU(X),...(1) FHdR(x, y) = x+ y(2) FK(x, y) = x+ y + xy

Théorème (Quillen, 1969) FMU est universelle (pour les Z-algèbres).

MU(∗) = Z[x2, x4, · · · ].Alors, il existe un homomorphisme
φell : MU(∗) → Z[1/2, δ, ǫ]t.q. φell

∗
(FMU ) = F ellOn appelle φell le genre elliptique 
omplexe universel et prend sesvaleurs dans l'espa
e des formes modulaires.Ave
 un peu de travail on peut aussi dé�nir le genre elliptiqueorienté.
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Cohomologie ElliptiqueQuestion : Est-
e que le genre elliptique provient d'une "bonne"théorie de 
ohomologie ?Réponse : (Landweber-Ravenel-Stong 1988) : Oui,
Ell∗(X) = MU(X)∗ ⊗MU(∗) Z[1/2, δ, ǫ]- Il existe même une théorie équivariante et un théorème de
omplétion (
omme 
elui d'Atiyah-Segal pour la K-théorie) quinous permet de la 
al
uler à l'aide d'une 
omplétion par rapportaux puissan
es d'un idéal (I-adi
 
ompletion).-On verra plus tard des 
al
uls pour le 
as BG d'un espa
e
lassi�ant d'un groupe �ni.
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Représentation géométrique de
ohomologie elliptiqueWhat we won't tou
h !Cohomologie Elliptique à la Lurie-Hopkins-Miller.... i.e. TMFThm. de représentabilité de Brown s'énon
e :Sous 
ertaines 
onditions un fon
teur sur la 
atégorie homotopiquede CW est représentable par un spe
tre {En}n∈N.Exemples :- Espa
es d'Eilenberg-M
Lane représente la 
ohomologie singulière.- K-théorie 
omplexe est represénté par Z×BU,U, ... [ périodi
itéde Bott℄. -MU(−) représenté par le spe
tre de Thom.TMF= Topologi
al Modular Form :- Un spe
tre qui représente Ell(X).- Un spe
tre en anneau E∞ 
ar Ell est une théorie 
ohomologiquemultipli
ative.
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What we will try to understand !Objets elliptiques à la Segal-Stolz-Tei
hner...Hu : SUSY-QFTI'idée de Segal :Penser à un �bré ve
toriel E → X ave
 une 
onnexion 
omme unethéorie de 
hamps de dim 1 sur X .Cette théorie des 
hamps représente un élément de K(X).Segal avait proposé de 
onsider les théories des 
hamps 
onformessur X pour une représentation géométrique de la 
ohomologieelliptique. Il faut don
 :(1) Asso
ier un espa
e de Hilbert à un la
et.(2) Asso
ier à une surfa
e 
onforme un opérateur deHilbert-S
hmidt.Programme de Stolz-Tei
hner vise à rendre rigoureuse l'idée l'idéede Segal. En, parti
ulier ils essayent de montrer des di�érentesthéories 
ohomologique sont représentable par les espa
es demodule des théorie des 
hamps.
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Théories des 
hamps :Une théorie des 
hamps topologique de dimension d (d-TFT) est unfon
teur monoidal symétrique E : Bd → Hilb.Hilb : Catégorie des C-espa
es de Hilbert ave
 les opérateurs deHilber-S
hmidt 
omme morphismes.
Bd est la 
atégorie de 
obordisme :Objets= variétés fermées 
ompa
tes de dimension d− 1,Morphismes Bd(M1,M2)= "
obordismes" entre X , YOn suppose également que par F , la transformation naturelle

Bd(∅,M
∐

N) 7→ Bd(M̄,N)
orrespond à
Hilb(C, F (M)⊗ F (N)) 7→ Hilb( ¯F (M), F (N)).Variations : stru
tures géométriques supplémentaires sur lesvariétés.
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(i) CB
2 théorie 
onforme des 
hamps CFT : d = 2, Morphismes=surfa
es 
onformes(ii) EB
1 théorie des 
hamps eu
lidienne : d = 1(iii) EB
1
n , CB2

n théorie des 
hamps de Cli�ord de degré n : enprésen
e d'un stru
ture de spin.(iv) SUSY- (1|1)− EB
1
n, théorie des 
hamps super-symétrique :variétés de dimension 1 sont rempla
ées par les(1|1)-super-variétés munie d'une stru
ture qui rempla
e lamétrique.(v) Théories des 
hamps sur une variété X : Dans 
ette version, lesobjets et les morphismes sont équipés d'une appli
ation dans Xave
 les relations de 
ompatibilité.

EB1(X) , EB1
n(X), CB2(X), ....Objets elliptiques de Segal : CB2(X), ave
 "Rigging" ne dé�nit pasune théorie 
ohomologique, 
ar il ne véri�e pas la 
onditiond'ex
ision.
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On va essayer de 
omprendre deux théorèmes :(Stolz-Tei
hner) (1|1)− EB
1
n est un Ω-spe
tre pour la K-théorie.et(Hohnholt-Kre
k-Stolz-Tei
hner) (0|1)− TFT 
orrespond à la
ohomologie de De Rham.Et éventuellement,La notion d'objet elliptique enri
hi qui répondra, j'espère, à laquestion de représentation géométrique de la 
ohomologieelliptique.
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