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Nous proposons un groupe de travail sur la cohomologie elliptique et la théorie quantique
des champs. Une premiére partie du groupe de travail sera consacrée aux fondamentaux : la
définition du genre elliptique, et de la cohomologie elliptique classique. Une seconde partie
sera consacrée aux développements récents d’un programme visant, au moyen d’idées de la
théorie quantique des champs, & donner une interprétation géomeétrique de la cohomologie
elliptique.

Un genre a valeurs dans un anneau A est une application qui & toute variété M (éventuel-
lement munie d’une structure orientée, presque-complexe, . ..) associe un élément g(M) € A
de sorte que

g(OM) =0, g(MIIN)=g(M)+g(N), et g(MxN)=g(M)-g(N).

Se donner un tel genre revient formellement & se donner un morphisme ¢ : Q, — A sur
I’anneau €2 des classes de bordismes des variétés M. On considére dans la suite 'anneau
des classes de bordisme des variétés orientées Q, = Q9. Le genre elliptique d’Ochanine 8]
est un genre, & valeurs dans 'anneau des formes modulaires, dont le logarithme log,(z) =
> ﬁ g(CP™") 22"+ est donné par une intégrale elliptique

r dt
B = | _
0 1 — 26t + &t

pour des constantes complexes 6, €. La motivation initiale était de caractériser les genres qui
vérifient la relation de multiplicativité forte g(Exg V') = g(B).g(F') pour un G-fibré principal
E — B et V une G-variété spin fermée (avec G' compact connexe et B fermée orientée).

La cohomologie elliptique classique, que I’on étudiera, est définie & partir du genre elliptique
par un produit tensoriel EllI*(X) = Q5,(X) ®gso A (voir [5, [7]), en appliquant le théoreme
des cohomologies exactes au sens de Landweber que l’on révisera dans le cours du groupe
de travail. Le probléme consiste & trouver une interprétation géomeétrique de cette théorie
Ell*(X), qui est définie de fagon purement algébrique jusqu’a présent. Un programme a été
proposé par Segal [I3], en partant des idées de la théorie des champs et d’une intuition de
Witten, selon laquelle le genre elliptique doit se comprendre comme l'indice d’un opérateur
de Dirac sur un espace de lacets libres. Le but final du groupe de travail sera de comprendre
la définition des EFT (euclidean field theories), proposées par Stolz et Teichner [, [4],
comme un candidat pour boucler le programme de Segal. Parmi les résultats obtenus, dont
I’énoncé pourra étre présenté en toute fin de groupe de travail, citons : la réalisation de
la cohomologie de de Rham par des classes de concordances de EFT de (super)dimension
0|1 [, la construction d’un spectre représentant la K-théorie complexe périodique par des
espaces de EFT de dimension 1.

On propose les sujets d’exposé suivants. La premiére partie s’appuie sur un corpus clas-
sique. Les exposés (1.1-5) sont ainsi recommandés pour les doctorants.

(1.1) Lois de groupe formel, 'anneau de Lazard.
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(1.2) Theéories de cohomologie complexe-orientées, MO, MU etc.

(1.3) Formes modulaires et courbes elliptiques (pour les topologues), et leurs groupes for-
mels [B], |2, Chapitre 2.

(1.4) Le genre elliptique et ses propriétés, formes modulaires [I7], [2 Chapitre 5].

(1.5) Cohomologie elliptique (foncteur exact de Landweber, construction de Bass-Sullivan)
[I7, Chapitre II].

(1.6) Cohomologie de groupe généralisée, des calculs de Ell(BG) pour G un groupe fini et
ses sous-groupes de Sylow [I7, Chapitre VIJ.

(1.7) Cohomologie elliptique équivariante et le théoréme de complétion (Atiyah-Segal) [,
Chapitre VII].

L’objectif proposé pour la seconde partie serait de comprendre les énoncés des théorémes
1.0.1 et 1.0.2 de [14]. Stolz et Teichner ont un deuxiéme article [I5] de survol sur ce sujet qui
pourra servir de guide de lecture.

(2.1) Objets elliptiques a la Segal : les objectif et les défis [I3] ou [, Chapitre VIII|, [I4],
section 1.1].

(2.2) Théories des champs [T4], Section 2.1|.
3) algebres de Clifford et modules de Fock [I4], Section 2.2]

4) Définir les théories conformes des champs (cliffordienne linéaire de dimension n) |14,
Section 2.3]

(2.5) Rappel sur les super-variétés, définition des théories de champs super-symétriques,
la démonstration théoréme 1.0.1 [I4] Sections 3.1, 3.2]

(2.6) La théorie conforme des champs et les formes modulaires (|T4] section 3.3)
7) Objets elliptiques : reprise [I4}, Section 4.2]

Une possibilité pour conclure le groupe de travail sera d’énoncer le théoréme de Hohn-
hold, M. Kreck, S. Stolz, & P. Teichner — la représentation de la cohomologie de de
Rham par des classes de concordances de 0|1 — EFT, et d’esquisser sa démonstration.

(2.9) Autre possibilité : objets elliptiques enrichis |4, Section 4.4]

Certaines références sont accessibles sur la page :
http ://www.math.sciences.univ-nantes.fr/~hossein/GdT-Elliptique/GdT-elliptique
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