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1 Suites Numériques

Définitions, vocabulaires et critéres

Définition 1.1. (1) Une suite numérique est une application de N dans R ou C.

(2) On dit que la suite (up)nen converge vers | € R ou C, si pour tout ¢ > 0, il existe
N € N tel que
n>N=|u, —I| <e.
Dans ce cas on écrit lim, o0 up =1 ou uy, T) [. La limite, si elle existe, est unique.
n—-r+od

(3) (un)nen diverge si elle ne converge pas.
(4) u, — oo si pour tout A > 0 il existe N € N tel que

n—-+o0o
n>N = |u,| > A
(5) u, — oo si pour tout A > 0 il existe N € N tel que

n—-+o0o
n>N=u,>A
(6) u, — —oo si pour tout A < 0 il existe N € N tel que

n—-+o0o

n>N=u, <A



Exemple 1.2.
(1) up, =1/n — 0.

n—-4oo
) up = (=1)"n — oc.
n—-4o0o

n—-4o0o

(2
(3) up =n — +o0.
(4) up = (—1)™ diverge.

Définition 1.3. (i) Une suite (upn)nen est majorée s'il existe A tel que

Vn, u, < A.

De fagon similaire, (up)nen est dite minorée s'il existe B tel que pour tout n, B < u,
(ii) Une suite est bornée si elle est minorée et majorée.

(iii) (un)nen est croissante (resp. décroissante), indiqué par u, " (resp. u, \,), si pour
tout n, uy, < Uptq (reSp. up > Upi1).

Une difficulté pour montrer qu’une suite est convergente est qu’il faut d’abord avoir un
candidat [ pour la limite. Les deux critéres suivants ont l'avantage de ne pas requérir la
connaissance de [.

Théoréme 1.4. Toute suite croissante (resp. décroissante) majorée (resp. minorée) est
convergente.

Définition 1.5. Une suite est dite de Cauchy si, pour tout € > 0 il existe N tel que, pour
tout n,m > N, on ait :
[un, — um| < e.

Théoréme 1.6. (Critére de Cauchy pour les suites) Une suite (u,)nen converge si et seule-
ment st elle est de Cauchy.

Théoréme 1.7. Soit f : I — R une fonction continue et (up)nen une suite dans I, i.e.
up € I pour tout n € N. Silimy, oo uy, =1 € I alors limy,— 4o f(un) = f(1).

La suite géométrique
Pour a € R la suite n — a' est la suite géométrique définie par a.

(i) Sia > 1 alors lim, . a"™ = +00

Démonstration. Comme a > 1, on peut écrire a = 1 + h ott h > 0. Alors
n n n 2 n 3
a*=(1+h)"=1+nh+ 5 h” + 3 h+--->1+nh,

mais évidement nh — oo quand n — 400, et donc a™ — +o0. ]



(i) Sia| <1 alors lim, 4o a™ = 0.

Démonstration. Sia = 0 alors I’énoncé est évidemment correcte. Supposons donc a # 0.

Soit b = |Tln\ alors b > 1 et donc, par le cas précédent b” = ﬁ — 400, ou de fagon

équivalente |a|™ — 0 quand n — 400 ; on en déduit que a™ — 0. O

Conséquence : On maintient ’hypothése |a| < 1.
Soit S, =1+a+a®+---+a"™. Alors

1— an-i—l
S = ———,
1—a
et par conséquent
1— an+1 1
lim S, = lim = ,
n—too ' notoo 1l—a 1—a

ou autrement dit

lim (1+a+a*+---+a") = .
n—+o0o 1—a

2 Séries Numériques

Définitions, vocabulaires et critéres

Soit (an)nen une suite numérique, a; € R (ou C). La suite S, = ag + a1 + -+ + a, est
appelée la série numérique de terme général a,, et est notée

ap + a1 +ag -

ou

S as

i>0
et S, est appelée la somme partielle de 'ordre n.

Définition 2.1. La série ), a; est dite convergente de somme S (dans R ou C) si la suite
des sommes partielles .S,, converge vers S, et on écrit

Z a; = S.
1>0

Dans le cas contraire, on dit que ) ;5 a; diverge.



Exemple 2.2. Soit a, = 2%, alors > < 2% converge (voir section 1). De plus

o0
1 T b Ve A
n:o2_"_nETOO<1+1/2+1/4+“'+1/2)—nEToo —1/2  1-1 2

—

Exemple 2.3. Soit a, = (=1)", oun n # 0. Alors, So = 1, S; = 0, S = 0---, plus
généralement

1 si n pair
0 si n impair
Evidement S, ne converge pas et alors la série > - ,(—1)" diverge.

Remarque 2.4. Notez que la convergence d’une série dépend seulement de la queue de la
série. En conséquence, si on change un nombre fini des termes d’une série convergente, le
résultat est encore convergent. Par exemple, la série ) .., a; est convergente si et seulement
si ) ;10 @i est convergente.

Dans ce qui suit on donnera des conditions nécessaires ou suffisantes pour la convergence
d’une série.

Théoréme 2.5. Si la série Y a, converge alors a, — 0 quand n — +00.

Démonstration. Par définition _ a,, converge si et seulement si S,, converge. Par le critére
de Cauchy (Théoréme 1.6), si S,, converge, pour tout € > 0 il existe N t.q. Vn,m > N,

|Sm — Sn| < e.
Soit m=n+1oun > N, alors
|an+1| = [Snt1 — Sn| <,
i.e. a, — 0 quand n — +o0. ]

Exemple 2.6. (1) Lasérie)  .,(—=1)" =1—-14+1-1--- ne converge pas car lim, o a, =
lim,,, 4 00 (—1)" n’existe.

. o 1 N . . 1 _ . 1
(2) Soit a,, = v oun 2 0. Evidemment lim,,_ 4 T/ — O mais > >0 NS
ne converge pas car

! R Rk SV =

T Vntvntl (Vntltvn)Wntl-yvn)  (n+l-n)

et donc S, = (V2 — V1) +(vV3—V2)+---+vn+1—/n=+n+1-+1. Nous avons
S, — +00

an,



Une conséquence simple du critére de Cauchy pour les suites et de la définition de conver-
gence des séries est :

Théoréme 2.7. (Critére de Cauchy pour les séries) > a, converge si et seulement si pour
tout € > 0 il existe N t.q. Vp > q > N, |apy1 + apr2+ -+ aq] <e.

Démonstration. Appliquer le théoréme 1.6 & la suite des sommes partielles S, = ag + a1 +
co e ay,. O

Application

Exemple 2.8. La série ), 1/n diverge. Soient p = n et ¢ = 2n; alors

1 1 1 1 1 1 1
+ + -+ —>—+—+-+—=nx—=1/24¢
2n 2n

Son — S, =
2n "Tn4+1l n+2 2n — 2n 2n

pour € assez petit, et par le critére de Cauchy la série ), 1/n diverge.
Définition 2.9. )" a, est dite absolument convergente si la série ) |ay| converge.
Proposition 2.10. Si ), a, est absolument convergente alors ), a, converge.

Remarque 2.11. Méfiez-vous que le contraire de Proposition 2.10 n’est pas correct! Par
exemple la série Y % est convergente mais pas absolument convergente (voir Exemple

2.8)

Séries a termes positifs

Théoréme 2.12. La séries )y, ay avec a, > 0 converge si et seulement les sommes partielles
sont majorées.

Exemple 2.13. Les séries ), -, ﬁ et Y .1 # convergent. On a

1< 1 :>1+1+ +1<1 1
n? ~nn-1) 22 32 n? — n

et ses sommes partielles sont majorées. Par le théoréme 2.12, Y~ - # converge.



Théoréme 2.14. Soient ) a, et ) b, deur séries a termes positifs. On suppose qu’il

existe ng tel que pour tout n > ng,

an < by,.

(i) Si ), b, converge . a, converge.
(ii) Si ), an diverge > b, diverge aussi.

1 1 1 1
Exemple 2.15.  (a) }_, > 7aymz,, CONVerge car o < oy et 3, o 57 converge.

1 11 1
(b) 3,1 73 converge comme 53 < oy et Y - -5 converge.
n2

(d) > 1 ﬁ diverge car ﬁ > Lot ZnZl% diverge.

o1 NS 1
(¢) >_,>18in ;7 converge parce que sin =y < o5 pour n assez grand.

Séries de Riemann

Dans cette section on étudie la convergence des séries ) -, n—lp ol p > 0 est fixé.

(i) si0<p<1 alors pour n €N, - > Let 3 L diverge et donc Y-, 5 diverge.

(ii) si 2 < p alors pour n € N, # < # et > oy % converge et donc ) n—lp converge.

iii) si 1 <p<2:On compare les somme particlles avec l'intégrale [° < dz.
1 P

1.2
1.0
0.8}
0.6}
0.4;
0.2}

1 1 1
Sp=14—4+—+---+ =1+ Tlaire hachurée < 1+ l’aire sous le graphe
n

op ' 3p npP
1 1

—1+/n1d 1+ (1 <14 —
N 1 T p—1 np—1 p—1

On voit que la suite des sommes partielles est majorée et on conclut que ) - —.

converge.

On résume :

10
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1



Z 1 Jdivergesi0<p<1 (3)
et ne converge si 1 < p

L’argument du calcul en(iii) peut étre utilisé pour démontrer le théoréme suivant.

Théoréme 2.16. Soit f : [1,+00) — R une application continue et décroissante alors les
trois assertions suivantes sont équivalentes :

(1) anl f(n) converge.

(2) La suite ([|" Ldz),>1 est majorée.

(3) " Ldz converge quand n — oo i.e. [ Ldx existe et
est fini.

Deux critéres importants
On finit ce chapitre par deux critéres trés importants.

Théoréme 2.17. (Critére de Cauchy) Soit ), a, une suite a termes positifs. On suppose
que limy, 4 o Yan =1

(1) Sil <1 alors ), an converge.

(2) Sil>1 alors ), ayn diverge.

(8) Sil =1 on ne peut pas conclure.

Exemple 2.18. (1) Y 7° 2™ converge absolument si |z| < 1 car limy, 4o {/|z|? = |z|.

(2) Pour la série Y 7 %, limy,— 4 o0 ,”/(%) = limy— 10 W = 1 donc dans ce cas, le
test de Cauchy n’est pas concluant,!

(3) La série ), na™ converge pour 0 < z < 1 car lim,, 4o V12" = limy, o ¥nr =2z <
1.

Théoréme 2.19. (Critére de d’Alembert) Soit ", ay une suite & termes positifs. On suppose
que lim,, 1 o aZ:1 =1

(1) Sil <1 alorsy, an converge.

(2) Sil>1 alors Y, ay diverge.

(8) Sil =1, on ne peut pas conclure.

Exemple 2.20. (1) Pour 0 < z < 1, la série ) na™ converge car

1
lim ((n+1)z"™)/(nz") = lim nt r=x<1.
n—-+o0o n—-+o0o n
(2) Pour tout x € R, la série ) 2" /n! converge car
n+1 1) |
lim T/t D im —— 2= lim r=0<1
n—+oo " /n! n—+oo (n + 1)! n—-—+oo N

11



(3) Pour tout x < 1, la série >, 2" /n? diverge,

anrl n+1 2 712 n
lim #: im ———=z= lim ( VYr=x>1.
n—+oo an/n? n—-+oo (n + 1)2 n—-+oo'm + 1
3 Séries de Fonctions
On sait que si f1, fa, - - fn sont continues alors Y. ; f; est continue. De la méme maniére

si f1, fa,- - fn sont dérivables alors Y ", f; est dérivable et

Oy => 1
=1 =1

Que se passe-t-il pour une somme infinie 7 C’est la question que nous adressons dans ce
chapitre.

Rappel : Une fonction f est dite de classe CP si pour 0 < k < p, f est k fois dérivable
et la ki*me dérivée, f(¥), est continue.

Suites de fonctions

Définition 3.1. Soit (fy,)nen une suite de fonctions définies sur un intervalle I C R.

(i) (fn)nen converge simplement vers f sur I si pour tout z € I f,(z) — f(z) quand n
tend vers +oo.

(ii) (fn)nen converge uniformément vers f sur I sisup,cs|fn(z)— f(x)] — 0 quand n tend
vers +00.

La convergence uniforme est plus forte que la convergence simple.

Exemple 3.2. Soit
", 0<zx<1
fo(x) = { (4)

1 1<z

Il est clair que

0, 0<zx<1
1 1<z

()

n—-+o00

lim_fo () = f(x) = {
et donc f, converge simplement vers une fonction qui n’est pas continue. D’autre part,
sup | fn(z) — f(z)| = sup [z" —0]= sup [2"|=1,
z€[0,400) z€[0,1) z€[0,1)

et donc sup,¢; | fn(x)— f(z)| = 0 et la convergence de la suite (f,,) vers f n’est pas uniforme.

12



Exemple 3.3. Soit f,(z) = otz > 1. On a pour z € [1,00],

1
14+nx’

lim fo(x) = lim ——— =0

1m xTr) = 1m =
n—+oo’ " n—+oo 1 + nx

Nous montrons que cette convergence est en effet uniforme :
1 1
SUDge1,4o00[ [fn(®) = O] = SUDept 1ol [Tz | = 797
Théoréme 3.4. Soit (fn)n>1) une suite de fonctions continues sur I C R. On suppose que

(fn) converge uniformément sur I vers f. Alors

(i) f est continue sur I.
(ii) Pour |a,b] C I,

lim /a b Folt)dt = / ’ Ft)dt.

n—-4o0o

Théoréme 3.5. Soit (fn)n>1 une suite de fonctions dérivables sur |a,b[. On suppose
(i) (f),) sont continues sur I.
(ii) (f)) converge uniformément sur la,b| vers g.
(iii) 1l existe xo €la,b] tel que (fn(z0))nen converge. Alors (f,) converge uniformément sur
la,b[ vers f une fonction dérivable et f' = g.

Séries de fonctions

Dans cette section on répond a la question que nous avons posée dans 'introduction du
chapitre.

Définition 3.6. Soit (fy)n>1 une suite de fonctions définies sur un intervalle I. Le domaine
de convergence D de la série ) -, fn est I'ensemble des points ¢ € I pour lesquels la série
numeérique < fn(z) converge.

Exemple 3.7. (i) Pour ) ;2" le domaine de convergence est D = {z € R||z| < 1}.

(i) >2,>02"/n! le domaine de convergence est D = R.

Définition 3.8. Soit (fy,),>1 une suite de fonctions réelles définies sur I C R

(i) La série >, < fn converge simplement (resp. uniformément) vers S : I — R si la
suite des sommes partielles S, (x) = fo(z) + -+ + fo(x) converge simplement (resp.
uniformément) S.

(ii) La série ), -, fn converge normalement sur I s’il existe une série numérique conver-

gente ) . ay telle que
Vn Vzel,|f(z)| < an.

Le théoréme suivant est un simple exercice.

Théoréme 3.9. Si la série ano fn converge normalement alors elle converge uniformé-
ment.

13



Démonstration. Pour x € I fixe on a,
15n(2) = S (@) = [frms1(@) + fi(z) + - + fu(2)] < ams1 + -+ + an.

ou Sy (z) = fo(x)+ fi(xz)+- -+ fno(x). Comme ) ; a; converge alors limy, ;400 i1+ -+
an = 0, donc par le théoréme 2.7 la série ), - fn(x) converge pour tout z, ce qui veut dire
> >0 fn converge simplement. Maintenant on peut définir S(z) = Y, <, fn(2). Montrons
que la série Y, -, fn converge vers S uniformément. -

sup | Sy (z) — S(x)| = sup |fo(x + - -- +)(2) fu(z) — S(2)]

zel zel
= Sup ‘fn-i—l(x) + fn-‘r?(x) +oee ’
el
< Up(| 1 (@)] + | frsale) < Y = lm (ap e+ a),
z€l i>n+1

(6)

mais par le critére de Cauchy pour les séries (théoréme 2.7), limy, 4 oo limy, oo (@ny1+- -+
am) = 0. Alors, sup,¢c; |Sp(x) — S(z)| — 0, ie. Y, < fn converge uniformément vers S.
- O

Exemple 3.10. (i) ), “5#* converge normalement, et donc uniformément, sur R grace
a
COS X 1
<

n? |_n2

et la convergence de Zn>0 #
(ii) Pour M > 0 fixe, zn>0 27 converge normalement sur [—M, M| car

M
! !_—

et Zn>0 n, = eM converge.
Une conséquence directe du théoréme 3.4 est :

Théoréme 3.11. Soit Y, -, fn une série de fonctions sur I C R. Si chaque f, est continue
sur I CR et si)y < fanconverge uniformément sur I vers f. Alors

/ab /fn

(i) f est continue sur 1.
(ii) Pour [a,b] C I,

n>1

14



n2

/ Zcosnx Z/ cos nx ZnQ/ cosnmdx—zi[smnnx]gﬂ:ZO:O

n>1 n>1 n>1 n>1 n>1

Exemple 3.12. Par l'exercice 3.10, ), -, “S3% converge uniformément alors,

Le résultat suivant est une conséquence directe du théoréme 3.5.

Théoréme 3.13. Soit 3, fn une série de fonctions dérivables sur |a,b[. On suppose
(i) (f},) sont continues sur I.
(ii) >, >1 fr, converge uniformément sur |a,b[ vers g.
(iii) I eziste o €la, b tel que Y, ~q fu(zo) converge.
Alors >, <1 fn converge uniformément sur la,b| vers une fonction dérivable f et f' =

Exemple 3.14. Soit g,(z) = “5*. On a

cosS nNx

|gn ()] = | | <1/n?

et
sinnx

g ()] = 125 < 1

Alors | >° <1 gn €t > - g, convergent uniformément, donc ) -, g, est dérivables et

(Z co;;w),:(zgn Zgn Z—S;r;nx:_ su;nx.

n>1 n>1 n>1 n>1 n>1

4 Séries de Fourier

Dans ce chapitre on explique que certaines fonctions périodiques peuvent s’écrire sous
la forme d’une séries particuliére dite trigonométrique. Cette série est appelée la série de
Fourier de la fonction. Nous posons plusieurs questions sur le comportement de cette série.

Rappel

Dans ce chapitre les coefficients sont parfois dans C. Pour z = a + ib € C, le module de

z| = Va2 + b2.
lz| = v

Par exemple |e?| = |cos@ 4 isinf| = \/cos? 0 + sin? = 1. Remarquons que si z € R,
i.e. b =0, le module de z correspond & sa valeur absolue.

Par conséquent les résultats sur les convergences de séries dans le chapitre 2 se généralisent
aux séries avec des coefficients dans C. Il faut tout simplement remplacer la valeur absolue
par le module dans les énoncés.

2z est

15



Séries trigonométriques
Définition 4.1. Une série trigonométrique est une série de la forme

b
50 + (bycosx 4+ ¢y sinz) + -+ - + (b, cosnz + ¢, sinnx) + - - -

ol les coefficients b; et ¢; sont réels.
P . P s, . inx
Remarquons que toute série trigonométrique peut s’écrire sous la forme ZneZ ane

Soient ag = %0 et pour n € N;n > 0,

b, — icy, _ b, + icy,

ap = 5 a_p 5

Alors

oo 00 00 00
§ :anemm _ § :anemm + § :ainemm _ 1/2b0 + § :anemx + 2 :aine—mx
n=0 n=1 n=1 n=1

nezZ

=1/2bp + > _[1/2(bn — icp)e™ + 1/2(by + icn)e ]
n=1

=1/2by + Z[l/?(bn —icp)(cosnx + isinnx) + 1/2(b,, + ic,)(cos nx — isinnz)]
n=1

=1/2by + (bycosx + ¢y sinx) + - - + (b, cosnx + ¢, sinnz) + - - -
(7)

[e.9]

einz
n—0 Sn- converge normalement :

Exemple 4.2. La série trigonométrique

Par conséquent, f(z) =3 7, egﬁ est une fonction continue par le théoréme 3.11. f(x) est

inT
€

2m-périodique car chaque terme - I'est. De plus

inze™*
aln(x) - 27L ?
et donc 4
inxe™ n
o @) = | 2
n+1
On note que Y 0 ot converge car lim, 4o 2 = 1/2lim, 40 2 = 1/2 < 1 (voir le

om

théoréme 2.19, le critére de d’Alembert).

16



L. inx
Exemple 4.3. Pour la série )32 | 57, on a

eznz 1

el = e

Yoy n3—1/2 converge car 3/2 > 1 (voir section 3.2). Alors f(z) = > 07, Z;—% converge

normalement (et uniformément) et est continue et 27-périodique. D’autre part
inT

inx
e

)

;o ine ~on 1
‘_‘n?’/?‘_n?’/?_nl/z

et >, nll/Q diverge car 1/2 < 1, et donc f(z) n’est pas dérivable.

Les deux exemples précédents se généralisent au théoréme suivant.

Théoréme 4.4. Soit k un entier tel que >, [n|*"1a, converge. Alors la série Y, ., ane™®
converge sur R wvers une fonction continue et 2mw-périodique f. De plus f est (k — 1) fois

dérivable et pourl € {1,--- k — 1}, la l-iéme dérivée f(l) est donnée par la formule
fO() = Z |in|'ane™®.
nez

Coefficients de Fourier

Soit f(x) = Y, cz an€”™® une série trigonométrique qui converge uniformément.

Question :
Comment on calcule les coefficients a,, & partir de f 7
Lemme 4.5. Pour tous les entiers n,p

T A T 27 sSip=mn
ePT o —INT 10 / ez(p—n)azdl_ _ A .
/—” - {[i(Pl—n) Pt =0 sip#n

Proposition 4.6. Soit f(z) =), c; ane'™ une série qui converge normalement (ou méme

uniformément) sur [—m, ). Alors pour tout n € 7,

an = % /7; f(t)e™mat (8)

Démonstration. La série converge normalement (et uniformément) et alors f est intégrable
et on a

1 4 . 1 0 . . 1 ™ ]
% f(t)efmtdt - % (Z apelpt)eimtdt — % Z a, / ePte—int gy
- T el pEZ —T

=5-0n (par le lemme précédent)
T

17



O

Notez que l'expression de la formule (8) a un sens si f est intégrable (pas forcément
continue) pour cette raison désormais on travaille avec une classe plus importante que la
classe des fonctions continues.

Définition 4.7. Une fonction f est dite continue par morceauzr sur [—m, 7| s’il existe une
subdivision
op = T <o <<y < OQpy] =T
tel que
(1) Pour tout 4, f est continue sur |oy, aq1].

(2) Pour tout i, f admet les limites & droite en «;, et & gauche en a;41.
En particulier f est intégrable sur [—m, 7] ..

Rappel :

On rappele que la limite & gauche f(m—) := lim <) f(7), la limite a droite f(m+) :=
lim ) —m f(7) et f(m) peuvent étre distincts.

Définition 4.8. On considére une fonction 2m-périodique et continue par morceaux f : R —

C. Le nombre . .
_ - —int
o= o) = 5= [ e

est appelé le n-éme coefficient de Fourier de f. La série de Fourier de f est S(f,x) :=
Yonez f (n)e™®. La suite des sommes partielles de cette série est notée par

k=n
Su(f.x) =Y f(k)e™.
k=—n
Propriétés :
— Si f est paire, alors pour n, a, = a—, (et ¢, = 0).
— Si f est paire, alors pour n, a, = —a_, (et b, = 0).

Remarque 4.9. Comme f est 2m-périodique, avec un changement de variable on voit que
foy =2 [ pwemai= L [ peeintar.
2 J_, 2m Jo
Exemple 4.10. (Signal carré) Déterminer la série de Fourier de la fonction 2m-périodique f
1 sur ]0, 7]
flx)=< —1sur|—m,0[

aen(
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- 10—
05
"6 -4 2 2 4 6
05
__a__.e., J—
0 g
— [ at dt 7y =0
3= [t [ = )

Si k0

7zk:t
dt =
271' / 1)

—zkt " —ikt —ikt10 —iktm
S dt dt = — S
o | +2w/ o Tple ] o Tl
1 ik 1 ik 1 & 0 k pair
= 1- - —1) = 2 —2(—1)k) =
o) T g @ )= g2 2000 {% k impair .
Comme f(k:) = 0 pour k pair, alors
—2n+1 —2n+1 ) - n ) A
Sont1(frw) = Sona(fow) = > f(k)e™™ = Y f(k)e™ = Y f214 1)@
—(2n+1) —(2n+1) —n—1
_ Z 2 (¢l _ =it 1))
in(2+ 1)
=0
o 2 4 in(2l + 1
= ———(2isin(20 4+ 1)z) = — w
(2 + 1) T 20+ 1
1=0 1=0
La série % % converge uniformément.
Exemple 4.11. f(z) =sin3z = £e%® — Le 3@ = §(f, 2).

/ f(t)e *tdt + % /O7T ft)e *at

1.1 1.1

Exemple 4.12. Déterminer la série de Fourier de la fonction 27-périodique f donnée par

fx) =,

19
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Pour k£ # 0,

N _i T it _i/ﬂ— ikt _i te—ikt - /7r e—ikt
flk) = o | ft)e dt = 5 77rte dt = 27T([ 7 ™.+ T dt)
1 2n(—=1)*  i(=1)k
= 1 — (=) (=1D)F) = =
ik TN = DN = k

et

R 1 (™ 1 (7 1.1

= — dt = — | dt = —[=¢’)]"_=0.

F0) = 5= [ s =5 [ ar= ey, =0

Alors

i(_l)keikm ‘ (_1)keikm
S(foa) = 30 L e G
keZ keZ
S(f,z) converge sur | —m,w| et S(f,x) = f(x) = =. Par contre en x = 0, S(f,0) diverge!

Exemple 4.13. (Signal triangulaire) Déterminer la série de Fourier de la fonction 27-

périodique f
@) = { (

\ A/
Ve

EISERIN

+ %) sur ]0, 7]
s
2

—t
t+ %) sur | —m,0f

R 1 ™ ) 1 0 ) 1 ™ )
k)= - e dt = — tye ktat + — / t)ye ktat
fb) =5 | s 5 | T Mt o | se
1 0 2 ™ ikt 1 m 2 T ik
= — — t Vet dt — _ _t . —1 tdt
2m _7r71'( —|—2)e +271'/0 77( +2)6

Lo (™ ik 2 /0 ikt /ﬂ ikt
= At 4+ — te"tdt — te"tdt
277(/_7re +7T( x € 0 € )
Si k=0, alors

2 2

n 1 0 ™ 1 - -
f(O)—1+F(/_ﬂtdt—/0 tdt) =1+ (-5 — 5) =0
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Si k # 0, alors

! —(0+= 2 (/0 te~Fat — /7r te~ktdt))
2T -7 0

1 te*lkt 0 0 e*ikt te*ikt ™ e*ikt
== - dt — T dt
ol /_ = =l +/0 —i )

™

I o L m(=DE ™
(= )_[(—ik:)2]g - [(—ik)Q]O)
1, w(=1F e r(=DF e
ﬁ(_ ik _[(—ik)Q]O_”+ ik +[(—“€)2]0)

1 emikt e~ ikt

- F(—[(—ik)QL’T + [W]g)

1

= 550D = (D ) = 550 - (D) = (D) +1) = 552 - 2(-1))

~J0 kpair
# k impair

Comme f (k) = 0 pour k pair, alors

2n+1 2n+1

Sulfr) = Swalln) = > fR = S = 3 s

Pour [ > 0, |

—(2n+1) —(2n+1) I=—n—1

n n

4 ) T —1 T
=2 T e =
=

__ZCOS 2l+1
- (21 +1)2

cos(2l4+1)z
(20+1)? 5| <

4
— _(2cos(20 +1
L (2l + 1z (2eos@l + 1)z)

1 1 _ oo cos(2l+1)x
(21+1) < gz et > gz converge, alors S(f,z) = > 5, NS

converge normalement et uniformément.

Convergence de séries de Fourier

Dans ce qui suit on répondra aux questions suivantes.

Questions :

Soit f est une fonction 27-périodique et continue par morceaux

(1) Est-ce que la série de Fourier de f converge ?

(2) Sila série converge vers S(x), il y a-t-il un lien entre S(z) et f(z)?
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(3) Quel est le lien entre la dérivabilité de f et la taille des coefficients de la série de Fourier

de £7?

Proposition 4.14. Soit f une fonction de classe C? i.e. f est p fois dérivable et les dérivées
fU), 0 <1< p, sont continues. Alors f(k) = O(%) quand k — £oc.

Rappel
fk) = O(7) veut dire 1F (k)| < CZ pour une constante C et k assez grand.

Démonstration. L’intégrale par parties nous fournit :

~ 1 1 —ikt —ik
F0 = 5 [ et = ey [T IOy
B fte ™t 1 T ik
—§<W_%dﬁzmmdj@€ﬁ>
__1 L kg — L
En repétant le méme argument on obtient
Fk) = —— [0 (k)

D’autre part

®) (k)| < (0) (1) ikt ) ()it
FO0) < 5l [P0 < o [ 1500 a

1 1 Supte[fﬂ ] |f(p) (t)|
DI ®) (4| — 7
- 2mwkp / |[FH (@)l < 2mwkP 27 te?u}?ﬂ £ @)l kP

Et donc f(k) < Cr—frs 00t C = supye(_r a1 |/ P (1)] .

Définition 4.15. Soit f une fonction continue et 2m-périodique sur R. f est dite de classe
CP? par morceaux $’il existe une subdivision

tel que :

(1) f est k fois dérivable sur ]y, 11,
(2) la dérivée de l'ordre [, 0 <[ < k, est continue sur |a;, aj+1[ et a une limite & droite en
a; et a gauche en ;4.
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Un corollaire immédiat du résultat précédent est

Corollaire 4.16. (Dirichlet simplifié) Si f est 2n-périodique et C2, alors sa série de Fourier
converge normalement sur R.

1
2
convergente, S(f,z) = >, f(k)e’*® converge donc normalement. O

Démonstration. Par la proposition précédente |f(k)er*| = |f(k)| < k% et > pz0 7z est

Théoréme 4.17. (Dirichlet ) Soit f une fonction de classe C* par morceauz, alors

lim S,(f,t) — f(t)

n——+00
en tout point de R ot f est continue.

Meéme si une suite (a,)nen n’est pas convergente elle peut converger en moyenne i.e.
la série a, := ‘w%a" peut étre convergente. Un exemple typique de cette situation est
an, = (—1)" pour la quelle on a ag, = ﬁ et aop1 = 0, on voit clairement que a, — 0.
Celle-ci est I'idée principale du théoréme suivant.

Soit

n

I < 1=kl .
o) = o Ssi(rn = 3 e
=0

k=—n

Théoréme 4.18. (Théoréeme de Féjer) On suppose que f est 2m-périodique et continue par
morceauz alors o, (f,t)converge f(t) en tout point ot f est continue. De plus, si f est continue
sur [a, b, alors la convergence est uniforme.

Conséquences

Une conséquence trés importante pour les applications de séries de Fourier est I'unicité
de la série.

Corollaire 4.19. (Unicité de coefficients de Fourier)
Si f et g sont 2m-périodiques et continues et pour tout k € Z, f(k) = g(k), alors f = g.

Démonstration. Si pour tout k € Z, f(k) = g(k), alors pour tout n, o,(f,t) = on(g,t). Par
I'unicité de limite, g(t) = f(¢) pour tout ¢. O

Corollaire 4.20. Soit f 2w-périodiques et continue et € > 0. Alors il existe un polynome
trigonométrique tel que

sup [P(t) — f(t)| <e.
teR

Rappel :

Un polynome trigonométrique est de la forme zgjﬁn apert,
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Egalité de Parseval-Bessel

Soit fx(x) = \e/z;% Pour n fixe on considére FE,, 1'espace vectoriel engendré par k, —n <
k<mn,ie.
E,=Vect{fr: —n <k <n},

et dim E,, = 2n + 1. E,, est munit du produit hermitien

(fo)= | s

Par le lemme 4.5 on a

B ™ ikt W i ™ ikt —ilt 1, OSIk‘#l
<fkafl>_1ﬂ(m)(r) 2 _7r€ € dt_{l sik=1 (9)

On conclut que {f;, —n < k < n} est une base orthonormée. On a aussi pour f =Y, myfi,

2= (5.0) = fU / (S mesuto EQWn

/ kafk kafk
= Z|mk|2-
p

On observe également que pour tout k,

N 1 4 . mg
f) = 5 ¢ _

et l'identité précédente s’écrit
P = o Yl = Y IR
27 27
k k
Ce calcul se généralise a I’espace de fonctions C'!' par morceaux.

Théoréme 4.21. (Egalité Parseval-Bessel) Soit f une fonction C' par morceauz et 27-

périodique. Alors
Lo 1 )2
—ﬂ’f’ _27r/ dt => " |f(k)
keZ

24



Démonstration. On remarque pour —N <p < N,

/_7r [f(t) = Sn(f,t)]e”P'dt = / Z Fk)e*)e=Ptqy
= / f(t)e—iptdt — Z /77 f(k)eikte—iptdt
- o

N A~ ™ . . ~ A~
=3 i) [ e = 2nf(p) — 2 i) =
k=—N -

(par le lemme 4.5)
(10)

et donc

/ "1 — Sn(f DPdt + / " Sy (f. 1)t = / " (F(t) - Sn(f. ) (FO — Sn (7, D)t
+/7r SN f,t SN(f,t)dt:

— [ G- sxtr.oisnGad+ [ fOF@d+ [ (70 - Sn(0)F0 - S e

s

- / " (F(t) — S (f.6) S (Fo)dt + / o / (F(6) — Sx(f.£))Sn (F e+

Zf ) [0 - swir ’“’thZf ) [ = swranemar+ [ sy

= / |f(t)dt (par le calcul précédent).

D’autre part Sy(f,t) converge uniformément vers f, alors [*_[f(t)—Sn(f,t)|*dt — 0 quand
N — +00. On conclut donc

[ 1ropa = gim [ isxrofa

mais un simple calcul montre que ["_|Sn(f,t)[?dt = 2 Zév:_N |f(K)|?, et on en déduit
I’énoncé. O

On termine ce chapitre avec un exemple.
Exemple 4.22. On considére f de Iexercice 4.10. Nous savons que

i) = {02 e

— k impair
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Alors 5
| (k)|* = Z\m’Q

keZ leZ

1 (" 1 ("
— |f(t)|2dt:2—/ ldt = 1.

2 J_, T ) _»

et

On obtient 'identité 4
ZEZZ (204 1)2
2

Z 1 _ T
oy =
LI +12 4

ou

2

Z(2l+1 /22z+1 ?

1>0

De la méme maniére, en appliquant 1’égalité Parseval-Bessel a ’exercice 4.12 on trouve
P k2 6

5 Transformée de Fourier

Définitions, exemples et propriétés fondamentaux

Dans ce chapitre on définit la transformation de Fourier et on donne des applications. On
travaille avec I'espace de fonctions intégrables sur R i.e.

o R
L' = {f:R — R, continue par morceaux t.q.||f| 1 := / |f(z)|dz = lim |f(z)|dz € R existe}
~R

— 0 R—o0

Pour f € L', on définit la transformée de Fourier de f par la formule

o= [ swean

Proposition 5.1. Si f € L', alors f est bien définie et

1flloo := sup | F(E)] < I f ]2
£eR
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Démonstration.
fol=1 [ sl <) [ f@ei < [ e

c:oOo ) 70000 e (11)

S/_ @)l e |d < / F(@)ldz = | £l

—0o
O
Exemple 5.2. (Fonction gaussienne) Soit f(z) = e~*"/2.
D’abord on montre que f € L' et pour ceci on montre que ||f|z1 = [%|f(z)|dz =

e e **/2dx = \/27. Comme conséquence, on obtient f(0) = 1= e~ /2dy = \/27.

Soit C' = [ e=*/2 on a

= (| e (| e Py [ e
oo B 0 B . B _12+ 2
— (/_Ooe 2/2)(/_006 v*/2 dy) z/RQe 2 yQ/ded’y:/Rf drdy  (12)
2w 00 o0
- / / re”""2drdg = 277/ re”"2dr = o[- )5 = o
o Jo 0

Alors [ ev/2 = O = \/27.
Si on dérive f(f) = ffooo e~ /2e=iwE gy par rapport a £ on obtient,

A > A 0 , R A
fe) = / e 2(—iz)e e dr = i / —ae e = Jim [ —ae " ety
—o0 —o0 —J-R
Bod o 29 R
= legréo ,R@(eﬂ: / )6*2x5dx — Z'Rhiréo([efm /2e—z£x]§R + i€ /R e /2e—z5xdx)
R 2 . R 2 .
=14 lim z§/ et 2T gy — —£ lim e T /2T g,
R—oo R R—oo J_p
= —¢f(9).
(13)
On conclut que f est une solution de ’équation différentielle
/ — —
2'(§) = —€x(8) (14)
z(0) = V27

dont I'unique solution est z(£) = v2mre$"/2, et donc

F(&) = Vare €2 = Varf(©).
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Exemple 5.3. Soit f(z) = se~1*l. Alors

f(&) = / §€|m|€7w£dx = 5(/ ee @ dy _|-/ eﬁ”e*lmgdx)
oo Cw 0

1 +o00 ) +o0 )
= —(/ e Te —i—/ e e @ )
2°Jo 0

1 [T ) ) 1 [T )
= —(/ e (e 4 ) dy = —(/ e~ (2Re(e"%))dx
2°Jo 2°Jo

(15)

e*i))(l‘i’ig) ]—i—oo _r 1 B 1
“Atie)0 T T 1ye

+oo .
= Re/ e Te " dy = Re|
0

Théoréme 5.4. (1) Si f,g € L' et a,b € R alors, af/ﬁg =af +bg.

(2) Si f et sa dérivée f' € L' et limp_ 100 f(R) = 0 alors

f1€) = ief(€).
(3) Si f etxs xf(x)e L, alors
(f)(&) = —(zf) ().
Démonstration. (1) est facile. La preuve de (2) est similaire a celle de la proposition 4.14,
= lim / fl(x)e”®de = lim ([f(z)e )" / f(z)(—ice ") dx)

R-Y R+

= Jim (e e [ Rf(w)e‘”fdw)-
f'(g) =1 f(§) puisque limp_, 4 f(x) = 0. Pour (2)
. d A A
() f@)e " dz] = [f(x)e ™ Jde = | —ixf(x)e " dx
3 / /R ac | /RA )
~i /R (2 (2))e€ = —i@f)(€)

Injectivité et inversion
Théoréme 5.5. Si f et g € L', et f =g alors f =g ot f et g sont continues.
Théoréme 5.6. Si f € L' et f € L' alors

f(~2) = 2nf ().
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Application

Soit f(x) = H_xg, alors f(&) = ¢~ Kl puisque

- 2

e~lzl(¢) = a2

(voir 'exemple 5.3)

Convolution

La convolution f * g des fonctions f,g € L' est une fonction définie par

e /fx—

Par un changement de variables on trouve que
()@ = [ 1=y = [ Fwgte =iy =g+ (o)

Théoréme 5.7. Si f,g € L2, alors

Démonstration.

(f/*\g)(é) = /]R /Rf(CC — y)g(y)d?/)e W g — /R ( Rf(x y)e i(z y)gdz)g(y)e nydy
= [ ([ s a)wecay = [ fioe = o) [ aweay
= f(©)3(¢)

(18)
O
Applications

Exemple 5.8. Résoudre 1’'équation différentielle
_u// _|_ U= f
ou f € L.

En appliquant la transformée de Fourier des deux cétés, on obtient,

o — ~

(~ ) = /.
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Par le théoréme 5.4,

Nous avons donc

et donc

u(w) = 1/2 [ e p )y
R
Exemple 5.9. (Circuit RLC) On considére ’équation différentielle

{Lf”+Rf’+Cf =€(t) (20)

f)y=0 Vvt<O

pour R, L et C (resp. résistance, intensité, capacité) dans R. Ici e(t) désigne la tension et
e(t) = 0 pour t < 0. On cherche tel que, f, f'et f” sont dans L'.

Nous avons f(t) = f'(t) = f"(t) = 0 pour t < 0, et donc

+00

— (e — /O ) (—ig)e €t = — £(0) + i€ [ foe e = —f0) + igf©

et de fagon similaire

FI(E) = —f1(0) + it f(€) = —(0) +ie(—f(0) + i€ f(€)) = — f'(0) — i€ f(0) — 2f(€)

d(€) = (LI" + RfT + Cf)(€) = LF(€) + RF'(€) + CF(€)
= L(—f'(0) —i&f(0) — €2£(£)) + R(—f(0) + sz(&)) +Cf(e)
Lf'(

= (L& +iRE + C) f(§) + (—iL& — R)£(0) — Lf(0).
On obtient,
F©) = —arrime e @O + (Le+ R)F0)+ LI 0)).

Par exemple si f(0) = f/(0) =0et L=1et R=C =2,
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s 1 -~ -~ 1 1 1

IO =g a2t = O T " T
— A/(g) % 2ii/OJFOO(_e—(lJrz‘nLiﬁ)t + e—(1—z‘+i£)t)dt

= /\/(5) X 1 /+00 e (et — ey E gy
B 2i J,

400 .
=e€'(§) x —,/0 e !(2isint)e ¢ dt

)

© " et sinteitar — J()5(e),

e“tsint, sit >0

on g(t) - {0 sinon
f

~ —

=e'g = ¢’ x g d’oll on trouve

+o0 t
f(t) = / g(t — s)é'(s)ds = /0 e~ sin(t — s)e'(s)ds.

— 00
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