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2 Table des matiéres

1.1. Groupe : Définition, notations et exemples

Soit G un ensemble. Une loi de composition est une application
m:GxG—G.

Parfois on utilise les termes opération binaire ou multiplication a la place de la
loi de composition. Pour simplifier I’écriture, on utilise z.y ou = + y a la place de
m(z,y).

DEFINITION 1.1.1. Un groupe est un ensemble G. muni d’une loi de composition
. possédant les propriétés suivantes :

(1) Associativité : (z.y).z = x.(y.2)

(2) Elément neutre : il existe un élément e € G t.q. pour x € G
ex=xe=x

(8) Tout x € G admet un symétrique (ou inverse) y, c’est-a-dire

TYy=yr =-e

REMARQUE 1.1.2. Dans un groupe G, ’élément neutre est unique : Soient e;
et ea deux éléments neutres.
On a e1ea = €9 car ey est neutre et ejea = e1 est neutre. Donc e1 = e1e9 = €9

REMARQUE 1.1.3. Dans une groupe G linverse de x € G est unique car si y1 et
ya sont les inverses de x, on a : (y12)y2 = ey = y2 et (y12)y2 = y1(xy2) = y1e = y1
donc y1 = ys.

NOTATION 1.1.4. Quand on utilise la notation additive + pour la loi de com-
position, linverse de x est noté —z et l’élément neutre est noté 0.
z+(—2)=(-2)+2=0

Quand on utilise la notation multiplicative . pour la loi de composition, l’inverse
de = est noté par x~1 et Uélément neutre est noté par 1 :

1

xr t=z2"1

r=1

EXEMPLE 1.1.5. L’ensemble des entiers Z muni de ’addition + est un groupe.

L’élément neutre est 0. D’autres exemples sont les ensembles des nombres rationnels
Q et réel. R muni de l’addition.

EXEMPLE 1.1.6. Soient R* := R\ {0} et Q* := Q\ {0} . Alors (R*, x) et
(Q*, x) sont des groupes. Dans tous les deuz cas l’élément neutre est 1. Le point
essentiel ici est que si x € Q et x # 0 alors % € Q.

EXEMPLE 1.1.7. Les matrices :
Soit

@)= {( &} )labeder)
L’opération binaire sur Ms(R) est définie par
a b n r y\_ [at+tzx bty
c d z w )] \c+z d+w
. . 0 0
L’élément neutre est la matrice < >

0 0

EXEMPLE 1.1.8. Le cercle unité, est la partie de C* définie par
Sl:={zeC|z=1}={e? |0 cR}.
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Le cercle unité S* muni de la multiplication habituelle ( celle dans C) est un
groupe. L’associativité est claire et I’élément neutre 1 € C est également dans S*.
On observe que I'inverse de z € S! est également dans dans S, car

1 p—
| 2]

Donc chaque élément z € S' a un inverse dans S?.

|27 |=

On peut voir ce dernier autrement : si z = e
_ 1 1 .
zl=c=—=eecgs!
=z et

Le résultat suivant montre comment on peut construire un nouveau groupe a
partir de deux groupes.

PROPOSITION 1.1.9. Soient (G1,m1) et (G2, ma) deux groupes. Alors le produit
cartésien de G1 and Go muni de la loi de composition

m((z1,22), (Y1,92)) = (ma(21,91), ma(22,y2))

z1,y1 € G1 et x2,y2 € Ga, est un groupe.

DEMONSTRATION. Pour la simplicité on utilise . pour la loi de composition,
donc le produit sur G; x G2 est donné par

(1, 22) (Y1, Y2) = (T1Y1, T2Y2).

L’élénement neutre de G1 X G est (e1,e2) ou e; est 'élément neutre de G; :

Pour tout (z1,z2) € G1 X G2 on a
(z1,22) (€1, €2) = (2161, 22€62) = (T1,72).

Associativité :

(1.1) [(z1,22)(y1,92)](21, 22) = (x1Y1, Z2y2) (21, 22) = ((21y1)21, (T2y2)22)
(1.2) (w1, 22)[(y1, y2) (21, 22)] = (21, 22)(y121, y222) = (21 (y121), T2(y222)),

en utilisant ’associativité des produits de G et G, on voit que (z1y1)2z1 = 21(y121)
et (z2y2)z2 = w2(y222), et donc

(1, 22) (Y1, y2))(21, 22) = (21, 22) (w1, 92) (21, 22)]
Inverse : Tout (z1,22) € Gy X G a (z7*,2;") a pour l'inverse car
(z1,22)(27 ", 25 ") = (2107 w225 ) = (e, €2).
Ici ;! est I'inverse de z; dans G;.

O

DEFINITION 1.1.10. Un groupe (G,.) est dit commutatif (ou abélien) si pour
retyelG,
Ty =y.x
EXEMPLE 1.1.11. Les groupes (Z,+), (R, +) , (C,+), (R*, x), (C*, x) et (S!, x),
(M3(R), +) sont abéliens mais
Reégles de calcul : Soit (G,.) un groupe.
(1) Pour z € G et n € N, la n-iéme puissance de x est définie par récurrence
— %=1
— " =z.a""
— on définit 7" := (z") L.
En conséquence, pour tout k et [, z*.z! = 2t.2% et (z¥)! = 2F.

1
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(2) (ay)™ = 2™y" si G est abélien.
(3) (xzy) =y et
Démonstration :

(yta ) () OE T @ @) =y (@ ) )

Alors par I'unicité de linverse (y~1z~1!) = (zy)~!.

y ey =y ly=e

(4) Soient z,y et a € G. Si ax = ay alors x = y car

-1

r=czx=(a"ta)r=a"(ax) =a Y ay) = (¢ ra)y=ey =y

(5) Siax =y alors, x = e.x = (a"ta)r = a7 (a.z) = aty, donc
T = aily

1.2. Translations a gauche et a droite

On fixe un élément a € G. On définit les applications R, : G — G et L, : G —
G par

(1.1) R.(g) :=ga
(1.2) L.(g9) :=ag

ProrosiTION 1.2.1. Soit G un groupe.

(i) Pour tout a € G , R, et L, sont bijectives
(i) Pour a,b, Ly o Ly = Lay et Ry 0 Ry = Rpq.

(i) On traite la translation a gauche, pour la translation a droite les dé-
monstrations sont trés similaires. Si Ly(x) = Lq(y) alors az = ay donc
a"(ar) = a (ay) et x = y. Donc L, est injective. Pour tout g € G,
g = La(a~tg) donc g € Tmage(L,) et donc L, est surjective.

(ii) (Lg o Lp)(x) = Lo(Lp(2)) = a(bz) = (ab)x = Lap(x).

1.3. Groupes symétriques

On considére 'ensemble fini E = {1,---n} de n éléments. On pose S, = {f :
E — E | f est bijective } qui est naturellement muni de la loi de décomposition
des applications : Pour tout 7,0 € S,, et pour tout y €

(ro0)(z) =7(o(z))
Ceci nous fournit un groupe (S,,0) qui joue un role important dans I’étude des
groupes.

L’élément neutre est Papplication d’identité id : E — E, id(x) = z, Vo € E.
l'inverse de 7 € S, est I'application réciproque 7=! : E — E qui existe car 7 est
bijective, en particulier 77! est bijective.

On remarque que la cardinalité de S,, = n!. On appelle les éléments de S, les
permutations de E et S, le groupe symétrique de ’ensemble F.

On représent une permutation o : E — E par une matrice 2 X n,

_ 1 9 n
7T\ o) o2 -+ o)
. 1
Par exemple, pour n = 3, si 0 = 9

(1
or=1{ 3

NN W N

_w =W
~_
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(123
7'0'—132.

On conclut que 70 # 7o et S3 et donc S3 n’est pas abélien. En fait, le groupe
S, n’est pas abélien si n > 3.

et

1.4. Calcul mod n et Z,,

On fixe n € Z. On dit que les entiers a et b sont congrus modulo n si n divise
a — b et on écrit

a=b mod (n)
Grace a la division euclidienne on sait que tout entier a est congru avec une
élément de Z,, := {0,1,--- ,n—1}. On se restreint donc a Z,,. Pour ne pas confondre

avec Z on note désormais i € Z, par i.

Structure additive. La somme 7 + j est par définition le reste de la division
de i + j par n. Autrement dit 7 + j est 'unique élément de Z,, tel que

i+j=i+j mod (n)
11 est clair que ’addition + est associative et que 0 est I’élément neutre. L’inverse
de i est n —i € Z,, quand 7 # 0. L’inverse de 0 est évidemment lui-ma®me.

EXEMPLE 1.4.1. Groupe linéaire
Soit V' un espace vectoriel. L’ensemble End(V') des endomorphismes contient la
partie
GL(V): {f:V =V, linéaire| f est bijective}
La loi de composition est, comme pour Sy, donnée par la composition des appli-
cations. Le point clé est ici est que linverse d’une bijection linéaire est linéaire.
L’associativité : Pour tout x , on a

((fog)oh)(x) = (fog)(h(x)) = flg(h(x)))
et

((folgeh))(@) = fo(g((h(x)) = flg(h(z))),
donc (fog)oh=fo(goh).

Structure multiplicative. On se demande naturellement si la multiplication
dans Z induit une structure de groupe sur Z,. La réponse est oui si on se restreint
a une partie de Z,. Il est clair que s’il y a une structure de groupe alors ’élément
neutre est 1 et puisque 7.0 = 0 donc O n’a pas d’inverse. Donc il est nécessaire
d’enlever 0 de Z,,. Mais cela ne suffit pas non plus. Par exemple, dans Zg et 23 =0

qu’on vient d’exclure. Cet exemple nous méne a la définition suivante. On pose

(1.1) Z: = {i| (i,n) =1}

On munit Z! de 'opération définie comme suit : Pour i et j on définit 7.5 le
reste de la division de ij par n Autrement dit c’est I'unique élément, noté 75, dans
Z., tel que

ij =ij mod (n)
On observe que si (i,n) = (j,n) = 1 alors (ij,n) = 1 [ si pour un entier premier p,
plijetp|nalorsp|ioup]|jdonc (i,n) # 1 ou (j,n) # 1]. Par conséquent ij
(et le reste de la divisition de ij par n) et n sont aussi premiers entre eux. Donc
ij € Z. Donc lopération binaire . est définie sur Z}, a valeurs dans Z. Par la
suite on explique l'existence de 'inverse : si (i,n) = 1, par le théoréme de Bézout,
il existe deux entirers r et s tels que i + sn = 1.
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On peut supposer que 1 < r < n — 1 sinon a l'aide de la division euclidienne on
peut écrire r = kn+ 1’ ou 1’ € Z,, et nous avons alors i+ (k+s)n =1 ou ' € Z,,
et s est remplacé par s + k.

A partir de l'identité ri + sn = 1 on obtient que ri = 1 mod (n) et 7i = 1.
Donc 7 est I'inverse de i.

1.5. Ordre d’un groupe et d’un élément

L’ordre d’un groupe G est par définition le cardinal de son ensemble sous-jacent
de G et il est noté par |G].

DEFINITION 1.5.1. — Si pour tout n € Z, g™ # e, on pose Ord(g) = +0o0
— S’il exist k € Z tel que g* = e, on définit Ord(g) = min{k € N | g* = e}. On
remarque que s’il existe un k € 7 tel que g¥ = e, on a également g=F = e,

donc il existe k € N tel que g* = e, donc notre définition a un sens.

PROPOSITION 1.5.2. (1) Sig d’ordre finin alors {g* | k € Z} = {e, -+ ,g" "1}

(2) SiOrd(g) =n et g* =€ alors n | k.
(3) Si Ord(g) = +oc alors lapplication k +— g* est injective.

DEMONSTRATION. (1) Soit k € Z. En divisant par n , on peut écrire
k=sn+roul0<r<n-—1et
gk —_ ganrr _ gsngr —_ (gn)sgr —_ ekgr —_ gr.

Donc ¢g* € {e,---,g"'}.
(2) On divise k par n; on obtient k =sn+rou0<r<n-—1et

e — gk _ gsn—i-r — gsngr _ (gn)sgr _ esgr _ gr-
donc ¢g" = e et r < n. Comme n est 'ordre de g, 7 = 0.
k—1

(3) Par I'absurde. Supposons que g*¥ = g'; alors g = e : cela contredit

Ord(g) = .
(]

1.6. Sous-groupe

DEFINITION 1.6.1. Soit (G,.) un groupe et H C une partie de G. On dit que
H # () est un sous-groupe de G si H muni de la loi de composition . est un groupe.

L’associativité de . dans H sera automatique car H C. Les conditions non
triviales sont

(1) Si g1 et go sont dans H alors g1g2 € H. Autrement H est stable par la
multiplication de G.

(2) Sige H alors g~! € H.
Les conditions (1) et (2) impliquent que e € H : comme H # ) alors il existe
r€H.Par (2) ,27' € H. Par (1) ,e=z.27! € H.

EXEMPLE 1.6.2. (Z,+) et (Q,+) sont deuz sous-groupes de (R, +).
EXEMPLE 1.6.3. Pour toutn € Z,
nZ :={nk | k € Z},
est un sous-groupe de (Z,+).
EXEMPLE 1.6.4. Le cercle unité S' est un sous-groupe de (C*, x).

PROPOSITION 1.6.5. Soit H un partie non-vide d’un groupe G. Alors H est un
sous-groupe si seulement si pour tout x,y € H, zy~' € H.
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DEMONSTRATION. La partie (= ) est claire.

(<) : On va montrer que les conditions (1) et (2) sont satisfaites. Tout d’abord,
on choisit un élément z € H # (); pour y = x on obtient que e = zz~' € H donc
e € H. Condition (2) : Pour g € H,on a g~! = eg~! € H (on applique I'hypothése

ar=-eety=g). Donc H est stable par I'inversion.

Condition (1) : Soient gy, go € H. Par la partie précédente, on sait que g5 * € H
Donc en appliquant I’hypothése & z = g1 et y = ggl, onagg,=xy '€H.

O
EXEMPLE 1.6.6. On fize ny,--- ,n, € Z et définit
<n1a"' anp> = {alnl + -t apny | a; € Z}

A laide de la proposition on peut aisément vérifier que (n1,--- ,ny) est
un sous-groupe de 7.

Soit ¢ = pged(ni,na, -+ ,ng), par le théoréme de Bézout il existe des entiers
71, , Tk tels que

g=rin+---+rEng € (1, Ny

et donc pour s € Z, sq € (n1,--- ,np) autrement dit

{SQ|S€Z}C <7’L1,~~~ 7np>'

Réciproquement, si a; sont des enteirs, aing + - -+ + apny) € {sq | s € Z} car il
existe des entiers «;’s tels que n; = «;q et donc

ainy + -+ apnp = ara1q+ - -+ apapq € {sq | s € Z}.
Ceci montre que (ni, -+ ,np) C {sq|s €Z} et
{Sq|S€Z}: <TL1,"' 7np>

EXEMPLE 1.6.7. Soit G = GL(R") et ¢ = > gi;z;x; une forme quadratique.
L’ensemble des applications linéaires qui conservent q

OR",q) :={A € GL(V) | q(Az) = q(x)
est un sous-groupe de GL(R™). On 'appele le groupe orthogonal de la forme q.

DEFINITION 1.6.8. Pour un élément g € G, on se demande naturellement quel
est le plus petit sous-groupe de G qui contient g. Tel sous-groupe doit contenir toutes
les puissances g™ n € Z car il contient g. Il s’avere que

(1.1) (9) ={9" In€Z}

est en fait un sous-groupe de G qu’on appelle le sous-groupe engendré par g.

Ma*me si un groupe G n’est pas abélien, il contient un sous-groupe abélien,
appelé le centre du groupe G

Z(G):={g9geG|VreG gx=uzg}
Lorsque Z((G) n’est pas le sous-groupe trivial {e}, il fournit des informations inté-
ressantes sur G.

ProrosiTiON 1.6.9. Si H1,Hs < G, alors HHNHy < G

DEMONSTRATION. Six et y € Hy N Ho, alors x et y € H;, i = 1,2, comme H;
est un sous-groupe, alors zy~ ' € H;, i = 1, 2.
O
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1.7. Morphisme de groupes

Une méthode pour étudier un groupe consiste & le comparer avec les groupes .
Pour ce faire on a besoin de parler de morphisme de groupes.

DEFINITION 1.7.1. Une application f : G — H entre deur groupes est un
morphisme de groupes si pour tout x,y € G,

flzy) = f(2).f(y)

EXEMPLE 1.7.2. (1) Pour tout groupe abélien G et toutn € Z, f : G — G
définie par f(x) := a™ est un morphisme de groupes. C’est une consé-
quence de identité x"™y"™ = (xy)™ qu’on a vue en "Regles de Calcul”.

(2) tr : (M2(R),+) = (R, +) et det : (GL(V),0) — (R*, x) sont deux mor-
phismes de groupes.

PROPOSITION 1.7.3. Pour tout morphisme de groupes f : G — H, nous avons

(1) flec) =en
(2) Pour tout g € G,
flo)y™t=1rlg™)

DEMONSTRATION. (1) On choisit un élément z € G et on considére h = f(x). Nous
avons
flea)h = f(ea)f(x) = fleax) = f(x) = h,

alors par I'unicité de I’élément neutre de H on conclut que f(eq) = eq.

(2) On voit que f(g9)f(g™') = f(997 ") = f(ec) = em, alors par I'unicité de I'inverse
f(g)~! dans H, on en déduit que

fla™h=flg)™"
O

DEFINITION 1.7.4. Un automorphisme de G est un morphisme de groupes f :
G — G qui est bijectif.

La conjugaison nous fournit une classe importante d’automorphisme de groupes :
Pour g € G, on définit i, : G — G par

ig(x) = gxg™".

! = gyg™', donc g~ lgzg~tg = g 'gyg~'g alors

— 4 est injective : si grg™
T =y.

— Pour r € G, z = g9~ twgg™

— dg(2)ig(y) = grg~'gyg™" = gryg~
phisme de groupes.

' =i4(g7'zg), donc x € Image(iy).

! = i4(zy), cela montre i, est un mor-

PROPOSITION 1.7.5. L’ensemble Aut(G) = {f : G — G| f est automorphisme}
muni de la composition des applications est un groupe.

DEMONSTRATION. Nous savons que la décomposition des applications est asso-
ciative. et 'application de I'identité est ’élément neutre. L’inverse d’un morphisme
bijectif f est I’application réciproque f~! mais il faut montrer que f~! est un
morphisme de groupes. Comme f est un morphisme de groupes, on a

FUT @ W) = FUH @) (W) = a2y,

alors par la définition de 'application réciproque

F N @y) = @) f ).
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PROPOSITION 1.7.6. L’application i : G — Aut(G) donnée par g — i est un
morphisme de groupes.

DEMONSTRATION. Pour tout g; et go on a

(igo0ig,)(7) = igy (1297 ") = g2(grwg7 gz " = (9291)x(91 295 ") = (9291)2(9291) ™" = igag, (2)

d’ou

lg, Olg, = lgygy
qui montre que ¢ est un morphisme de groupes.
(|
DEFINITION 1.7.7. Un sous-groupe H de G est dit distingué, et on écrit H1G
s’il est stable par tous les automorphismes intérieurs, i.e. pour tout g € G

gHg™ ' C H,

ProposiTION 1.7.8. Si H < G alors pour tout g € G
gHg ™' =H
DEMONSTRATION. Nous savons déja que gHg~! C H, montrons l'autre inclu-

sion. En appliquant ’hypothése pour ¢g~!, nous avons également ¢~ 'Hg C H, qui
aprés la conjugaison par g donne

gl Hg)g~' C gHg™'
d’ott H C gHg~'. Nous avons donc ’égalité H = gHg~". O

PRroOPOSITION 1.7.9. Soit f : G — H un morphisme de groupes.
(1) L’image de f
Image(f) := {f(9) | g € G}

est un sous-groupe de H.

(2) Le noyau de f,
Ker(f):={9€ G| f(9) =en}

est un sous-groupe distingué de G

DEMONSTRATION. (1) Soit z = f(g1) et y = f(g2) € Image(f), alors
ay~' = flg1)f(92) 7 = fl9)f(93") = (9195 ") € Image(f).
(2) Sig1,92 € ker(f),
flarga ) = flo0)f (95 ") = (91)f(92) ™" = en-en = en

donc g195 ' € ker(f) donc ker(f) est un sous-groupe. Soient g € G et
h € ker(f) , on a

Flghg™) = F(9) (M) f(9)~" = f(@enf(9)™" = fo)flg)™" =en
alors ghg™! € ker(f) et ker(f) est distingué

ProrosiTiON 1.7.10. Soit f : G — H un morphisme de groupes.
(1) L’image d’un sous-groupe K < G par f, est un sous-groupe de H, i.e.
(2)
J(K)={f(g)lge K} <G.
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(8) L’image réciproque par f d’un sous-groupe P de H est un sous-groupe de

G

f7UP):={g €G] flg) € P}
est un sous-groupe G. De plus, si P est distingué alors f~1(P) est distin-

qué.

DEMONSTRATION. (1) Soit x = f(g1) et y = f(g2) € f(K), alors zy~! =

Flo0) flg2)™r = flg)f(93") = flgr93 ") € f(K) car g1g3 " € K, K étant
un Sous—groupe.

(2) Sigi,92 € f7H(P),
florga ") = flg0)f(927) = flg)f(g2) " € P
car f(g1) et f(g2) € P et P est un sous-groupe; alors gig;* € f~(P).
Soient g € G et h € f~1P) , on
flohg™) = f(9)f(R)f(g)"" € P

car f(h) € P et P est distingué. alors ghg=t € f~1(P) et f~1(P) est
distingueé.
([l

LEMME 1.7.11. Un morphisme f : G — H est injectif si et seulement ker(f) =
{ec}-

EXEMPLE 1.7.12. Uapplication i,S, — Sp+1 donnée par

U( 1 2 n )4( 1 2 n n+1)
o(l) o(2) - o(n) o(l) o(2) -+ o(n) n+1

Autrement i, (o) est la permutation qui agit sur n+ 1 comme Uidentité et sur
{1,--- ,n} comme o. On peut donc se permettre de traiter S, comme un sous-groupe
de Sp+1. En composant ces inclusions, on peut considérer S,, comme un sous-groupe
de Spio autrement ipy1iy @ Sp — Spya est une injection. Pour la simplicité, on
se permettra d’identifier o € S, avec sont image i, (o) € Sp+1 et on écrira o a la
place i, (o).

EXEMPLE 1.7.13. — Le noyau de i : G — Aut(G) est le centre Z(G) car
st pour g € G, ig = tdg, alors pour tout x € G,

qui est équivalent o gr = xg et donc g € Z(G). Et le réciproqguement si
g € Z(G) alors ig(x) = grg™' =299~ =z et donc iy = idg.

— det : GL(R) — R est un morphisme de groupes et son noyau est le sous-
groupe distingué

SL(n,R) := {M € GL(R") | det(M) = 1}.
— tr: M,(R) = End(R™) — R est un morphisme de groupes dont le noyau est
sl(n,R) = {M € M,(R) | tr(M) = 0}.

Soit G un groupe. Pour toutes parties H, K C GG, on définit
HK :={hk|h e H&k € K}

PROPOSITION 1.7.14. (i) St HLG et K <G alors HK < G
(ii) Si H<LG et K QG alors HK 4G
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DEMONSTRATION. (i) Soit & = hi1ky et y = hoke € HK. O n considére
xy~t = hikiky 'hy'. Comme H est distingué alors kiky, 'H = Hkiky ',
et donc il existe h € H tel que kzlkglhl = hklkgl d’oll

vyt = hikiky'hyt = hihkiky ' € HK

et donc HK est un sous-groupe.
(ii) Soit g € G et hk € HK. Alors ghkg=! = (ghg=')(gkg™') € HK.

1.8. Sous-groupe engendré

On fixe un groupe G. Par la proposition [L6.9, l'intersection de deux sous-
groupes de G est un sous-groupe de G. De la méme maniére, l'intersection d’une
famille (éventuellement infinie) de sous-groupes, est un sous-groupe de G.

DEFINITION 1.8.1. Soit E une partie de G. L’intersection de tous les sous-
groupes de G contenant de E est noté (E), dit engendré par E.

PROPOSITION 1.8.2. Pour toute partie E, Le sous-groupe (E) est le plus petit
sous-groupe contenant FE.

DEMONSTRATION. Soit H < (G un sous-groupe contenant F, par la définition
de (E), (E) C H. O

ProOPOSITION 1.8.3. Pour toute partie E C G,
<E>:{x§1...zf{1 |,:C16E Ei::l:l}.

DEMONSTRATION. Tout d’abord {z{'---ai | ; € E ¢ = %1} est un sous
groupe car

(o )i o) = ) € faf el |m € B e = 1)

Deuxiémement, £ C {z{*-- a5 | 2, € E ¢ = £1}, et si H est un sous-groupe

de G contant F , alors contient toutes les expressions de la forme x{'---z& on

x; € E C H, car H est un sous-groupe. On conclut que (E) = {a7* - a5 | z; €
E ¢ =+1}. O

COROLLAIRE 1.8.4. Si E' C E alors (E') < (E).

DEFINITION 1.8.5. Un groupe G est dit cyclique sir il est engendré par un
élément, i.e. il existe g € G tel que

G = (9)

Par exemple G = Z est un groupe cyclique et Z = (1) = (—1).
Le sous-groupe dérivé D(G) d’un groupe est le sous-groupe engendré par les
commutateurs i.e

D(G) :=([g,h] | g,h € G)
ou [g,h] :== ghg=th~ L.
PROPOSITION 1.8.6. Le sous-groupe dérivé D(G) est distingué.

DEMONSTRATION. Soit g € G. D’abord on montre que gD (G)g~* = (g[h, k]g~" |
h,k € G}. Soit E Pensemble des commutateurs.

D(G) = N H,

ECH,Hsous-groupe de G
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alors
D(G)g~' = N Hg ' = n Hg™!
g ( )g ECH,Hsous-groupe de Gg g gEg—1CgHg~',Hsous-groupe de Gg g
= N H’

gEg—1CH’,H'sous-groupe de G

d’ott gD(G)g~" = (gh, klg~" | h,k € G).
On observe que pour pour tout h,k € G, on a g[h,klg~* = [ghg™!, gkg™!], on
en déduit
gD(G)g~" C D(G)

donc D(G) est distingué. O

1.9. Relation d’équivalence

Motivation On a vu que le noyau d’un morphisme de groupes f : G — H est
un sous-groupe distingué de GG. On souhaite savoir si tout sous-groupe distingué de
G est le noyau d’un certain morphisme f : G — H. Plus précisément, pour tout
sous-groupe distingué K de G, existe-il un groupe H et un morphisme f: G — H
tel que K = ker(f)?

DEFINITION 1.9.1. Soit E un ensemble. Une relation sur E est une partie R C
E X E. On écritx ~gy si (x,y) € R. On dit que R est une relation d’équivalence
si les conditions suivantes sont satisfaites

(i) pour tout x € E, x ~g « [Réfléxivité].
(i) Six ~gy alorsy ~ry [Symétrie].
(i1i) Six ~gy ety~p z alors x ~g z.[Transitivité]

EXEMPLE 1.9.2. Une décomposition de E en parties disjointes E = U; E; fournit
une relation d’équivalence sur E, définie comme suit :

x ~y si i tel que x,y € F;.

Inversement, une relation d’équivalence R sur E fournit une décomposition de
FE en parties disjointes. Pour z € E on définit

2] ={ye E|z~y}

LEMME 1.9.3. — &Ny #0 sst x ~y.
i [a] N [5] # 9 alors [1] = [y].

NOTATION 1.9.4. On appelle [x] la classe d’équivalence de x. On utilise égale-
ment les notation T pour la classe d’équivalence de x.

En choisissant un représentant de chaque classe d’équivalence on obtient un
ensemble K des représentants des classes d’équivalence, on peut alors écrire

E= UzGK[x]

DEFINITION 1.9.5. Le quotient d’un ensemble E par une relation d’équivalence
R est l’ensemble de classes d’équivalence de R. Il est noté par R/E. La projection
canonique. 7 : E — E/R est Uapplicaton. x — [z].

Q
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1.9.1. Classes a gauche et a droite. On fixe H un sous-groupe de G. On
définit la relation ( z ~ y si zH NyH # ) sur G. On souhaite montrer que ~
est une relation d’équivalence. La réflexivité et symétrie sont claires, par contre la
transitivité n’est pas claire. Cela nécessite une partie de la structure de groupe :
Pinversion.

LEMME 1.9.6. Les trois assertions suivantes sont équivalentes.
(1) gHNg H # 0.
(2) g~ 'g' € H.
(3) gH =g'H.

DEMONSTRATION. (1 =-2) Soit x € gHNg'H. On a x = ghy et x = ¢g'hy, don
gh1 =g'hy et g 'g' =hoh' € H.
(2=3):Soit h=g"'g’ € H d'ott ¢’ = gh et
g'H = (gh)H = g(hH) = gH
car H est un sous-groupe et h € H (rappelez-vous que la translation & gauche par
h est une bijection de H sur H). (3 = 1) Celle-ci est évident. d

On peut maintenant montrer que ~ est transitive : si x ~ y et y ~ z alors
zH =yH et yH = zH d'ot xH = zH et x ~ z.

Les classes a gauche de H dans G sont par définition les classes d’équivalence
de la cette relation d’équivalence. L’ensemble des classes est noté par G/H.

L’indice de H de G est par définition la cardinalité de G/H,

[G: H]:=|G/H |

NoTATION 1.9.7. La classes (d’équivalence) & gauche de g € G est notée par
ou gH ou g.
9] ou g g

Soit K un ensemble des représentants des classes & gauche. On a une réunion
en partie disjointes

G:UgEK[g]'
Si|G|< +o0,0na
1Gl=) |4
geK

On calcule | [g] |,

g ={9'€CGlgd ~gt={g|g7'g eH}={g' | g € gH} = {gh|h e H}
L’application h — gh est une bijection (translation & gauche L, restreinte & H
est une bijection sur de H sur gH). On obtient donc

| [9] =l gH |=[ H |

d’oll
|G|=)Y |H|=|H|x|K|=|H|x[G: H]
geEK
et
(1.1) [G;H]:ﬂ

Une conséquence

THEOREM 1.9.8. (Théoréme de Lagrange) Si H est sous-groupe de un groupe
d’ordre fini G, alors |H| divise |G)|.
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COROLLAIRE 1.9.9. Soit G un groupe d’ordre fini. Pour g, Ord(g) divise | G |.

DEMONSTRATION. Tout d’abord Ord(g) est fini sinon k + g* sera une bijec-
tion par la proposition et donc G contient un ensemble infini {¢* | k € Z}.
Cela contredit la finitude de G. Donc Ord(g) < oo et {g) = {¢* | k € Z} =
{e,g, - ,g°@=11 Comme (g) est un sous-groupe de G, par le théoréme de La-
grange, Ord((g)) | |G|. -

Une autre simple conséquence des calculs ci-dessus est,

COROLLAIRE 1.9.10. Soient H et H' deux sous-groupes de G tel que H C H'.
Alors

[G:H]=I[G: H|[H : H].
DEMONSTRATION. Comme H C H’, H est un sous-groupe de H', on peut donc
écrire.
_j6l 1 _ |6l
|H'| |H|  |H|

[G:H'|[H: H]
(]

ProprosITION 1.9.11. Soit ¢ : G — H un morphisme surjectif de groupes. Pour
tout sous-groupe K < H, on a

(G o7 (K)] = [H : K].

DEMONSTRATION. Par la proposition (L7I0), L := ¢~ (K) est un sous-groupe
de G. On considére I'application ¢ : G/L — H/K définie par ¢(gL) = ¢(g)K. On
vérifie que ¢ est bien définie : Si g1L = goL alors g;'g1 € L = ¢~ '(K). Donc
$(g2) L d(g1) = Blg5 '91) € K d'ot ¢(g1)K = ¢(g2) K.

On montre que ¢ est surjective : Soit hK € H/K. Puisque ¢ est surjective, il
existe g € G tel que h = ¢(g). On a ¢(gL) = ¢(g)K = hK donc hK € Image(e).
¢ est injective car : si ¢(g1)L = ¢(g2)L, alors ¢(g1)K = ¢(g2)K et donc

?(95 ' q1) = d(g2)Lé(g1) € K d'ott g5 'g1 € L= ¢ H(K) et g1 L = goL.
O

1.10. Le groupe quotient G/H et les théorémes structurels

Dans cette section on explique la structure du groupe sur les classes & gauches
d’un sous-groupe distingué H dans G.

La structure du groupe. : On définit le produit de deux classes xH et yH
par

zH.yH = xyH.
Tout d’abord on doit vérifier que le produit est bien défini, c’est-a-dire si le
produit ci-dessus ne dépend pas du choix des représentants :
(1) SioH = 2'H alors =2’ € H. On a 2H.yH = 2yH, ' HyH = 2'yH et

(zy) ' (2'y) =y 'z 2’y e y 'Hy = H,

et donc x'yH = zyH.
(2) yH =y'H,y Yy € H. On a sHyH = xyH, tH.yH = 2y'H et
(zy) Ny ) =y e ey =y~ly € H,

et donc x'yH = zyH.
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Alors si ¢H = o’'H et yH = y'H, en utilisant (1) et (2) on a «H.yH = «'H.yH =
’Hy' H, et tH.yH = 2’ H.y/ H et donc le produit est bien défini.
L’associativité est claire :

(¢HyH).2H = xyH.zH = (zvy)zH = x(y2)H = «H.2yH = ¢H.(yH.zH).
L’élément neutre est la classe d’élément neutre [e] = eH = H.

eHxH =exH = xH = xeH = xH.eH

PROPOSITION 1.10.1. La structure du groupe sur G/H introduite ci-dessus est
Vunique structure de groupe faisant de la projection canonique w : G — G/H est
un morphisme de groupes. De plus ker(mw) = H.

DEMONSTRATION. Soient « et § € G/H. Puisque 7 est surjective, il existe
x,y € G tel que m(x) = zH = «a et w(y) = yH = . Si 7 est un morphisme de
groupes pour une certaine loi de composition * sur G/H, on a* 8 = w(z) * w(y) =
m(xy) d'ot o H *x yH = xyH donc * est précisément celle définie ci-dessus.

ker(m) ={r € GlaH =eH} ={z € Gle 'z €e H} ={z € Gz € H} O

ProrosiTiON 1.10.2. Soient f : G — H un morphisme de groupes et K C
ker(f) un sous-groupe distingué de G. Alors il existe un unique morphisme de
groupes  : G/K — H faisant le diagramme ci-dessous commutatif.

(1.1) G H
|+

G/H
Lorsque K = ker(f), Uapplication induite f : G/ker(f) — H est injective.

DEMONSTRATION. L’application f est définie par f([z]) = f(z) oot [z] € G/K
est une classe & gauche. D’abord on vérifie que f est bien définie : Si [z] = [y] € G/K,
alors y~ 1z € K C ker(f), et donc f(y)~'f(x) = f(y~ 1) f(z) = f(y~'z) = ey, dou
fly) = f(@) et f([2]) = F([y])-

f est un morphisme de groupes car,

f(2llyl) = f(lzyl) = f(zy) = f(2)-f(y) = f(])f([y))-
le diagramme est commutatif parce que (f o 7)(z) = f(r(z)) = f([z]) = f(x) d’on
f=fom.

Pour montrer I'unicité, supposons que g : G/K — H soit un morphisme satis-
faisant la condition f = gom. Soit [x] € G/K une classe a gauche avec 2 € G comme
représentant, donc [z] = 7(x). On a g([z]) = g(n(z)) = (go7)(z) = f(x) = f([2])
d’ou g = f et lunicité de f.

Maintenant on suppose que K = ker(f). Soit [x] € ker(f). On a ey = f([z]) =
f(z). Donc x € ker(f) et la classe & gauche [z] € G/ ker(f) est triviale. On conclut
que ker(f) = {eg/ker(p)} et [ est injective. O

DEFINITION 1.10.3. L’ensemble des classes a gauche G/H muni de la loi de
composition ci-dessus est appelé le groupe quotient.

THEOREM 1.10.4. (Le premier théoréme d’isomorphisme). Soit f : G — H un
morphisme de groupes. Alors Uapplication induite f : G/ ker(f) — Image(f) est un
1somorphisme.
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DEMONSTRATION. Par la proposition [[LI0.2 f est un morphisme injectif. Pour
montrer la surjectivité, supposons que y € Image(f). Alors il existe » € G tel que.
y = f(z), oty = f(x) = f([z]) et la surjectivité de f.

O

Par la suite on identifie les sous-groupes du groupe quotient.

THEOREM 1.10.5. Il y a une bijection entre les sous-groupes de G/H et les
sous-groupes de G contenants H .

DEMONSTRATION. On pose A := {K < G | H C K} et soit B l'ensemble des
sous-groupes de G/H. On donne une bijection entre A et B.

Soit 7 : G — G/ H la projection canonique, la bijection souhaitée 1) : A — B est
donnée par ¢(K) := 7(K) et son inverse est ¥/(L) := 7~ (L) pour tout sous-groupe
L de G/H.

Par la proposition [L710 (1), 'image par m d’un sous-groupe de G est un sous-
groupe de G/H, donc 1 est bien une application de A dans B.

D’autre part, pour un sous-groupe L € B de G/H, H = n~'{e} C m=(L),
car eq/g € L. Donc W'(L) € A et ¥’ est une application de B dans A, Il reste &
montrer que W o U =idg et ¥ oW =idy4.

On fixe K € A, on a ¥/ (¥(A)) = 7~ 1(n(K)). On rappelle que K C 7~ (n(K)),
il faut donc montrer que 7~ (7(K)) C K. Soit z € 7~ (7(K)). Donc 7(x) € 7(K)
et il existe y € K tel que w(z) = 7(y) € G/H i.e. [z] = [y] dou y~ 'z € K C H.
On a donc y~ 'z € K et puisque K est un sous-groupe et y € K, on conclut que
x € K. On vient de monter que 7~ }(7(K)) C K d'ott K = 77} (n(K)) = V(¥ (K))
et U oW =1idy.

Maintenant on fixe L € B. On a W(¥/(L)) = n(x (L)) = L car 7 est surjectif.
On a donc montré que ¥ o ¥/ = idpg

Il

THEOREM 1.10.6. (Deuzieme théoréme d’isomorphisme) Soient H, K deux sous-
groupes de G o’otu K est distingué dans G. Alors il existe un isomorphisme de
groupes

HK = H
K KNnH

DEMONSTRATION. Puisque K est distingué dans G, K et H N K sont respec-
tivement distingués HK et H.

L’isomorphisme f : 2= — K est donné par f(z(H N K)) = zK o’ou
x € H C HK, autrement dit 'image de la classe & gauche dans H/KNH représentée
par z est la classe dans HK /K toujours représentée par v € H C HK.

f est un morphisme est assez clair : f([z][y]) = f([zy]) = [zy] = [z][y]

f est surjectif car pour tout z = hk € HK,

2K = hkK = hK = f(h(H N K)).

Montrons 'injectivité : si f(z(H NK)) = 2K =eK, alorszx € HN K.
O

THEOREM 1.10.7. (Troisiéme théoréme d’isomorphisme) Soient H et K deux
sous-groupes distingués de G, tels que K C H. Alors il existe un isomorphisme de
groupes

(1.2) G/K G
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DEMONSTRATION. On considére application ¢ : G/K — G/H donnée par
¢(gK) = gH. D’abord on vérifie qu’elle est bien définie : Si g1 K = g2 K alors
g;lgl € K, puisque K C H on a donc g;lgl € Het 1 H = goH dou (g1 K) =
V(g2 K).

La surjectivité est assez claire car pour g € G, gH = f(gK).

Identifions le noyau : gH = f(gK) = eH si et seulement si g € H. C’est-a-dire
que

ker(¢) ={hK|he H} = H/K = n(H),

ooun: G — G/K est la projection canonique. Donc par le premier théoréme
d’isomorphisme ¢ induit un isomorphisme ¢ : (G/K)/(H/K) — G/H
O

THEOREM 1.10.8. Soit H, K deux sous-groupes distingués de G tels que HNK =
{e} et HK = G. Alors il existe un isomorphisme de groupes G ~ H x K.

DEMONSTRATION. D’abord on montre que pour tout h € H et k € K,
hk = kh.

Pour ce faire on montre que hkh~'k~! € HNK = {e}. Puisque. H est distingué
kh~'k~' € H et donc h.kh~'k~' € H. De la ma®me maniére, hkh~! € K parce
que K est distingué, et donc hkh~'.k € H. ot hkh='k~' € HN K = {e}, et

hkh™'k~! = e = hk = kh.
On définit Vapplication f : H x K — G par
f(h,k) = hk.

f est un morphisme parce que

f((h1,k1)(ha, k2)) = f(hahe, kike) = hihokike = hikohoke = f(h1, k1) f(he, k2)

Ci-dessus on a utilisé hoki = kihs.
[ est injectif : si f(h,k) =hk=calorsh=klethe HNK ={e} douk =ec et
(h, k) est I’élément neutre.

Enfin f est surjectif car Image(f) = HK = G par 'hypotheése. O

1.11. Groupes cycliques

On rappelle qu'un groupe cyclique est un groupe G engendré par un seul élé-
ment g € G, i.e

G = (9).

PROPOSITION 1.11.1. On suppose que G = (g) est un groupe cyclique. Alors
soit G =17 ou G ~=7Z/nl =7y, o't n=0rd(g) < +oco.

DEMONSTRATION. Soit n = Ord(g). On définit ¢ : Z — G par ¢(n) = g™.
Comme G = (g), alors ¢ est surjectif.

Si n = +o00, alors par la proposition (3) ¢ est injectif et donc ¢ est un
isomorphisme. Si n < +o0o alors par la proposition [[5.2 (2), ker(¢) = (n), et donc
par le premier théoréme d’isomorphisme [[.10, Z/nZ ~ G. O

PROPOSITION 1.11.2. Si (m,n) =1, alors on a un isomorphisme de groupes

Lo, == Loy X Loy,
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DEMONSTRATION. On considére application f : Z — Z/Z, X Z] L,
£(@) = (o), [2]) = (5 +nZ, & + mZ) € 2/ Ty X LT,
f est un morphisme de groupes car par la proposition [[LT0.1] ses composantes x
r + nZ et x — x + mZ sont des morphismes de groupes.
- f est surjectif : Puisque. (m,n) = 1, il existe r, s tels que rm + sn = 1.
Soient p,q € Z, on a

(1.1) rmp + snp = p, d'ou ‘ rmp=p mod (n) ‘
(1.2) rmqd + sng = q, d’oul ‘ sng=q mod (m) ‘
On a,

o(rmp + snq) = (rmp + snq + nZ,rmp + snqg + mZ) = (rmp + nZ, snq + m7Z)
= (p+nZ,q+mZ) = ([p],[q]) € Z/nZ x Z/mZ
et f est surjectif.

- ker(f) : Si f(x) = ([z],[z]) = ([0],[0]) € Z/nZ x Z/nZ, on a alors x € nZ
et x € mZ, i.e. n|r et m|z d’ont mn|z parce que (m,n) = 1. Donc ker(f) C mnZ.
Réciproquement si x € mnZ, alors x € nZ et x € mZ, et puis * + nZ = 0 + nZ et
z+mZ =0+ mZ,

f(z) = ([0],[0]) € Z/nZ x Z/mZ
on conclut que ker f = mnZ et par le premier théoréme d’isomorphisme, f

induit un isomorphisme f : Z/mnZ — Z/mZ x Z./nZ.
(]

PROPOSITION 1.11.3. L’application diagonale f : Z — 7./ Zn X L] Ly, induit un
morphisme injectif f : (Z/nmZ)* — (Z]Zp)* % (Z]Zw,)*.

On doit d’abord montrer que I’application f est bien définie Soit Z € (Z/nmZ)*.
On a (z,mn) =1dou (,n) = (r,m) =1 et donc (7,7) € (Z/nZ)* x (Z/mZ)*.

f est un morphisme est assez clair :

f(@y) = f@)) = (77,77) = (25, 77) = (7,7)(7.7) = [(2) [ (7).
injectivité si f(z) = (z,7) = (1,1) € (Z/Zn)* % (Z/Z,)*, alors n|z — 1 et mlz — 1.
Puisque (m,n) = 1, on obtient mn|z — 1 d'ou Z = 1 € (Z/nmZ)*. Donc f est
injective.
ProrosiTiON 1.11.4. Soit G un groupe. Pour tout g € G d’ordre fini,
Ord(g)
Ord(¢*) = ————L—
) = hged (k. Ova(g))

DEMONSTRATION. On pose n = Ord(g) et d = pged(k,Ord(g)), donc d|k et
d|n et

On a (g*F)"/d = gna = (g”)§ = ed = e car % est un entier.
Si pour un entier [,
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Puisque (£,2) =1 on obtient 2|l. On conclut donc Ord(gk) = 2. O

COROLLAIRE 1.11.5. k € Z/nZ est un générateur si et seulement (k,n) = 1.

DEMONSTRATION. Par proposition [LIT4, n = Ord(k) = pgT?nk) si et seule-

ment si pged(n, k) = 1. O

DEFINITION 1.11.6. Fonction d’Euler (ou ¢ d’Euler ou indicatrice d’Euler)
Pour n € N*, on définit

o(n) == #{H1<k<n & (kn)=1} = Ord((Z/nZ)")

LEMME 1.11.7. (1) Soient Gy et Gy deux groupes et g1 € G1 et g2 € G
deuz éléments d’ordre fini. Alors, pour (g1,92) € G1 X Ga,

Ord((g1, 92)) = ppem(Ord(g1), Ord(g2)).-

(2) On suppose que (m,n) = 1. Alors (a,b) € Z/nZ x Z/mZ ~ Z/nmZ
est un générateur si et seulement si a € Z/nZ et b € Z/mZ sont deux
générateurs.

DEMONSTRATION. (1) Onpose k = ppem((Ord(g1), Ord(gz2)), donc Ord(gy)|k
et Ord(92>|k d’on gf = €G, et 95 = €G,- On a (glagQ)k = (gllcvgéc) =
(€G1,€G2) € G1 x Gy.

D’autre part si pour un entier I, (g1,92)" = (ec,,eq,), on a gt = eg,
et gb = eg, d’ott Ord(gy) | I et Ord(gs) | I, et donc k | I. Cela montre que
k = Ord((g1,92))
(2) Puisque (m,n) = 1, Z/nZ x Z/mZ ~ Z/mn, donc (a, b) est un générateur
si et seulement Ord(a,b) = mn, on a

_ 7 Lemnm — 7 rd(a rd(b
mn = Ord(a, b) = ppem(Ord(a), Ord(b)) = pgcg(ggdzgggg@).
D’autre part Ord(a) | n et Ord(b) | m donc pg;{gigg;rg(fg@))

Donc Ord(@, b) = mn si et seulement si Ord(a) = n et Ord(b) = m.

< mn.

O

ProrosiTION 1.11.8. (1) Un groupe cyclique d’ordre n a précisément ¢p(n)
générateurs.

(2) o(*) =p*"1(p—1)

(8) Si (m,n) =1, alors ¢(mn) = ¢(m)p(n).

(4) Si(m,n) =1, alors Uapplication f de la proposition 113 est un isomor-
phisme de groupes.

(5) Pour tous nombres premiers distincts p1,- - - pg,
k
oot pp) = [ [ (i — 1)
i=1

DEMONSTRATION. (1) Ceci suit du corollaire [LTT0]

(2) Puisque p est un premier, les diviseurs de p* sont de la forme p'. On a
(") = #{1 <w <p* | (2,0") =1} =p* —#{1 < <p¥ | (2,0") # 1}
et (z,p*) # 1 si et seulement si p | 2. 11 faut donc compter le nombre des
x entre 1 et p¥ qui sont de la forme py :

1<py<ph.=1<y<p!

cela montre que ¢(p*) = p*F — pF~1L.
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(3) Par (1), ¢(mn) est le nombre des générateurs de Z/mnZ qui est isomorphe
AZ/nZXZ/mZ si (m,n) = 1. Par le lemme [[L.TI.7 le nombre des généra-
teurs de Z/nZ x Z/mZ est égale au produit des nombres des générateurs
de Z/nZ et Z/mZ, i.e. d(m)p(n).

(4) Le morphisme f est injectif par la proposition [LTT.3] puisque la source et
l'arrivée ont la ma*me cardinalité ¢(mn) = ¢(m)¢(n), f est surjectif et
donc bijectif.

(5) On a (pi"*,py* -+ p**) = 1, donc par (3)

d(pT - ppt) = d(pT1)oe? - - -pi*) = ¢ )P(S?)d(pS® - - ppF) = =
o) o) =TI pf (i — 1)
0

PROPOSITION 1.11.9. Soit G = (g) un groupe cyclique d’ordre finin := Ord(G) <
+00.

(1) Pour tout diviseur d de n, G posséde précisément un unique sous-groupe
d’indice d.
(2) Pour tout diviseur d de n, il y a exactement ¢(d) éléments d’ordre d.

(3) n =2 g ¢(d)-

DEMONSTRATION. (1) On considére l'application f : Z — G donnée par
f(n) = g™ Soit H un sous-groupe de G. On pose H' = f~(H). Tout
sous-groupe de Z est de la forme dZ, donc il existe d tel que H' = dZ.
Par la proposition [LO [Z, f~*(H)] = [G, H] d'ou d = [Z,dZ)] = |G, H].
Donc l'indice de H détermine d et donc H' = dZ. Puisque f est surjectif,
H = f(f~Y(H)) = f(H'). On conclut que l'indice de H détermine H et
donc H est unique.

(2) Pour z € G d’ordre d, le sous groupe (x) est d’indice n/d = [G, (x)].
Par (1), il existe un seul sous-groupe d’indice n/d, donc tous les éléments
d’ordre d engendrent le ma®*me sous-groupe autrement dit, si Ord(z) =
Ord(y), (x) = (y). Donc si on fixe un élément = d’ordre d, tous les éléments
d’ordre d de G sont les générateurs de (z) et par la proposition (x)
a précisément ¢(d) générateurs.

(3) On peut considérer la réunion disjointes

G = Ugniz € G| Ord(z) = d}

et donc n = Ord(G) = >_,), #{z € G|Ord(z) = d} = 3_,,, #(d)
O

DEFINITION 1.11.10. Soit G un groupe. On dit que x € G est de période k si
k
" =e.

ProprosITION 1.11.11. Soit G un groupe fini tel que pour tout p € N le nombre
des éléments de période p est inférieur a p, alors G est cyclique.

DEMONSTRATION. Pour z un élément d’ordre d, le sous-groupe (z) = {e, x, - , 2971}
contient d éléments (distincts) de période d, donc il contient tout les éléments de pé-
riode d , y compris tout les éléments d’ordre d. On remarque qu'un élément d’ordre
d dans (z) est forcement un générateur de (x) et par la proposition (1), (x)
précisément ¢(d) générateurs. Donc, s’il existe un élément d’ordre d dans G, alors
il existe précisément ¢(d) éléments d’ordre d. On considére la réunion disjointe,

G = Ugpnir € G| Ord(z) = d}
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qui donne
n=0rd(G) = #{z € G|Ord(z) =d} <Y _¢(d) =n.
d|n d|

d’out on conclut que G a précisément ¢(d) éléments d’ordre d, pour tout diviseur d
de n. En particulier G, ¢(n) > 1 élément d’ordre n = Ord(G). Pour un tel élément
(x) = G et G est cyclique. O

1.12. Action de groupes

DEFINITION 1.12.1. Soient G un groupe et E un ensemble. Une action de G
sur E est une application o : G X E — E satisfaisant les conditions suivantes :

(1) ale,x) =z
(2) a(gh,z) = a(g, a(h,)).
Autrement dit, a associe a chaque élément g € G une application oy : £ — E
donnée par a4(x) := a(g, z). Il s’avére que o, est une bijection; on a
(g1 0 ag)(x) = ag-1(alg,x)) = (g™, alg,z)) = alg™g,x) = ale,x) =,
d’oit ag—1 0 g = idg. De méme, oy 0 g1 = idg. Donc , pour tout g € G, oy est
une bijection de F sur E.
Pour un ensemble F, on note par Per(E) 'ensembles des permutations de Ei.e.

Per(E) :={f: E — E| f est bijective}

PROPOSITION 1.12.2. Soient G un groupe et E un ensemble. Il y a une bijection
entre les actions de G sur E et les homomorphismes de G dans Per(E).

DEMONSTRATION. A une action «« : G x E — E on associe le morphisme
¢a : G — Per(E) donné par ¢.(g) = . Vérifions que ¢ est un morphisme : pour
re FEetg €d,

(9a(91) © Palg2))(@) = dalg1)(Pa(g2)(2)) = ag, (ag, (x)) =
a(gla 04(92, :E)) = a(gnga‘T) = Qg, g, (:E) = (ba(gng)(w),
d’olt ¢a(9192) = Palg1) © Palg2)-
On construit I'application réciproque : Soit ¢ : G — Per(E) un morphisme. On
définit I'action ag : G X E — E par
a(g, z) = ¢(g) ().
Il faut montrer que 'une est I'inverse de 'autre

a¢a (g,$) = ¢a(g)($) = ag(‘r) = a(g,x),
d’ol oy, = . Réciproquement,

Py (9)(@) = (ag)g(x) = ag(g,2) = ¢(g)(x) dott ¢a,(g) = ¢(g) pour tout
g €G,ie.

¢:¢a¢-

DEFINITION 1.12.3. Pour une action o, on définit le noyau
ker(ar) :=ker(¢n) = {g € [¢pa(9) = g =idp} ={g € G|Vx € E, a(g,z) = x}.
PROPOSITION 1.12.4. ker(a) est un sous-groupe distingué de G.

DEMONSTRATION. ¢, est un morphisme de groupes donc ker(«) = ker(¢,,) est
un sous-groupe distingué. (I
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DEFINITION 1.12.5. On dit que o est fidéle si ker(a) = {e}. Autrement dit, si
pour tout x , a(g,x) = x alors g = e.

NOTATION 1.12.6. Pour simplifier I’écriture, on utilise g.x a la place de a(g, ).
DEFINITION 1.12.7. L’orbite d’un élément x € E est
Orb(z) := {g.z| g€ G}.
Le stabilisateur de x est par définition
G, :={g9€Glgx =2}
Par la définition de ker(a) c’est clair que :

PRrROPOSITION 1.12.8.
ker(a) = NzepGa

PROPOSITION 1.12.9. G, est un sous-groupe de G.

DEMONSTRATION. Tout d’abord e € G, donc G, # 0. Supposons g,h € G,.
On a h.x =, dou h™!(h.z) = (h"*h).x =z et

(gh™ Yo =g.(h ') =gz =2

On a donc gh™! € G,. O

ProrosIiTION 1.12.10. Pour tout g € G,

9Gog™" = Gy
DEMONSTRATION. Soit h € G, on a
(ghg™")(9z) = gh.w = g.(h.x) = g.x.
On conclut que ghg™' € G ;.
O

EXEMPLE 1.12.11. Le cercle S = {z € C||z| = 1} = {e%|0 € R} agit sur
C par multiplication : o(z,x) = zz. On peut aisément identifier les orbites et les
stabilisateurs de x # 0.

Orb(z) = {zz | |z] = 1},

On a |zz| = |z|.|z| = 1.|z| = |z|. Réciproquement si |y| = |z|, alors |y/x| =1,
ety = (y/x).x, donc y € Orb(x). On conclut Orb(x) = {y | ly| = |z|}. Quant
au stabilisateur, de l’équation zx = x on conclut que z = 1 car on avait supposé
que & # 0. Donc le stabilisateur est le sous-groupe trivial {1}. Pour x =0, on a
Orb(0) = {0} et le stabilisateur est le groupe entier S*.

DEFINITION 1.12.12. Soit F' C E une partie. On dit que F est stable sous
Uaction de G si pour tout g € G, gF C F.

En fait si F est stable, on a gF = F pour tout g. La raison est que F =
g9 'F =g(g7'F) C gF. On a donc gF = F.

DEFINITION 1.12.13. On dit que x est un point fize de g € G si gr = x et
on note par Fix(g) l’ensemble de points fizes de g. On dit que x € E est un point

fize de G, si Uensemble {x} est stable, autrement dit pour tout g, gr = x. C’est
équivalent & dire que Orb(z) = {z}.

La situation opposée a 'existence d’un point fixe est

DEFINITION 1.12.14. On dit que l’action de G sur E est libre si pour tout x ,
G, = {e}.

ProrosiTION 1.12.15. Une action libre est fidéle
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DEMONSTRATION. On a G, = {e}, pour tout z, donc ker(a) = NGy = {e}.
(]

On a vu qu’avoir une action « est équivalent a avoir un morphisme de groupes
o : G — Per(E). D’autre part on peut (pré)composer par un morphisme avec
un autre morphisme de groupes f : H — G et obtenir un nouveau morphisme
¢ o f: H— Per(E) et donc une action de H sur E.

ProrosiTiON 1.12.16. Soit a : G x E — E wune action. Un morphisme de
groupes [ : H — G induit (naturellement) une action de H de sur G dont le
morphisme de groupe H — Per(E) est ¢ 0 f.

DEMONSTRATION. On définit 'action ay : H x E — E par

ag(h,z) = a(f(h),z)
Vérifions les conditions :

(1) ag(en,z) = o(f(en),z) = aleg,z) ==
(2) ap(hl’,z) = a(f(hh'),z) = a(f(R)f(K),z) = a(f(h),a(f(h') z)) =
ay(h,ap(h', ).
Identifions le morphisme ¢,, comme expliqué dans la proposition : Pour
re kb

Sa; (W)(@) = ap(h,2)) = a(f(h); ) = $a(f (1)) (@) = (¢a o [)(h)(2),
d'0ll o, = G0 f. =

EXEMPLE 1.12.17. Soit G un groupe. G agit sur G par translation a gauche :
Pour g,z € G
a(g,z) = gz
Cette action est fidéle et libre. Donc le morphisme induit G — Per(G) est injectif.

Donc on vient de démontrer :

ProprosITION 1.12.18. Tout groupe fini G est isomorphe a un sous-groupe du
groupe symétrique S, o't n = Ord(QG).

DEFINITION 1.12.19. L’action de G sur E est dite transitive si Orb(z) = F
pour tout x € E.

L’exemple [[LT12.17 est une action transitive.

ProrosIiTION 1.12.20. Soient x,y € E. Les conditions suivantes sont équiva-
lentes.

(1) y € Orb(x)
(2) Orb(z) N Orb(y) # 0
(8) Orb(x) = Orb(y)

DEMONSTRATION. (1 = 2) est évident car pour y , y € Orb(y). Donc si y € Orb(zx)
alors, y € Orb(z) N Orb(y).
(2 = 3) : Soit z € Orb(x) N Orb(y), on a z = g1.x = go.y dott & = gy 'go.y et
y=9;'0.x

Tout élément w de lorbite de x est de la forme w = g.x = g(g97 'g2.y) =
(997 'g2).y € Orb(y), donc Orb(z) C Orb(y). Similairement, Orb(y) C Orb(z) et
donc Orb(y) = Orb(z). (3 = 1) C’est évident car y € Orb(y) = Orb(x).
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Une relation d’équivalence :
11 est clair que

x ~y < Orb(z) = Orb(y)

définit une relation d’équivalence. Par la proposition [[L12.20]la classe d’équivalence
de z € E est

[x] = Orb(x).
NoOTATION 1.12.21. On note par E/G l’ensemble des orbites. Si I = {x1, -}
désigne Uensemble des représentants des classes d’équivalence, alors |I| = |E/G].

EXEMPLE 1.12.22. Soit H est un sous-groupe de G. Il existe une action natu-
relle de H sur G donnée par,

a(h,g) = gh™".

Le stabilisateur est trivial, i.e. G4 = {e}, donc Uaction est fidéle et libre.
Identifions les orbites et classes d’équivalence : Si x ~ y alors il existe h € H
tel que th™' = y, autrement dit x = yh ce qui veut que dire les classes a gauche
sont égales ,i.e. tH = yH.
On conclut donc qu’il y a une bijection entre les orbites (donc les classes d’équi-
valence) et les classes & gauches de H.

EXEMPLE 1.12.23. G agit sur G par conjugaison : o : G X G — G :

a(g,h) = ghg™"

g,h €G.

Le stabilisateur G, = {g | grg™! = 2} = {g | gv = zg} est noté C.(G). On
appelle Cy(Q) le centralisateur de x dans G. Le noyau ker(a) = NG, = NCy(G) =
Z(G). Donc laction est fidéle si le centre de G est trivial.

EXEMPLE 1.12.24. Comme on a vu dans l’exemple précédent, G agit sur G par
conjugaison. Cette action induit une action de G sur l’ensemble des sous-groupes
de G : (g, H) — gHg™t. On peut voir aisément que les points fizes de cette action
sont les sous-groupes distingués.

Essayons d’identifier le stabilisateur d’un sous-groupe H :

Gy={9eG|gHg ' =H}

On utilise la notation Ng(H) pour le stabilisateur de H qui est appelé le nor-
malisateur de H, pour la raison suivante :

PROPOSITION 1.12.25. Pour H < G, on pose Ng(H) := {g € G | gHg™! =
H}
(1) Ng(H) est un sous-groupe de G et H < Ng(H).
(2) H < Ng(H).
(8) Ng(H) est le plus grand sous-groupe de G contant H comme un sous-
groupe distingué.

DEMONSTRATION. (1) Par la propositioné [[LI2.9 un stabilisateur est un
sous-groupe. Pour g € H, gHg~! C H cart H est sous-groupe, donc
H C Ng(H).

(2) Pour g € Ng(H), par définition on a gHg~! C H, donc H est distingué
dans Ng(H).
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(3) Soit K C G un sous-groupe contenant H comme un sous-groupe distingué.
Alors pour tour g € K , gHg™' C K, et donc g € Ng(H), dout K C
Nea(H).
O
EXEMPLE 1.12.26. Soit H un sous-groupe de G. Alors G agit sur les classes a
gauche de H par
alg,zH) = gzH.
Cette action est transitive.

EXEMPLE 1.12.27. Soit A un ensemble. On fire E un ensemble munit d’un
action d’un groupe G. Cette action induit une action sur

Fonc(E,A)={f|f:E— A}

donnée par

(9-f)(@) = fg~'a)
oux € Eetged.

((gh).f)(@) = f((gh)~'x) = f((h g )
et

(9-(h.f))(z) = (h.f)(g™"2) = f(h™ g™ x).
Donc g.(h.f) = (gh).f.
ProprosITION 1.12.28. Supposons que G agit sur E. Pour tout x € E, on a
une bijection G/Gy ~ Orb(z).

DEMONSTRATION. On définit Papplication ¢ : G/G, — Orb(z) par ¢(¢G.) =

g.x.
¢ est bien définie : Si g1 et go sont tels que g1G, = g2G,, alors g2_1g1 € G, d’ou

(gQ_Igl).:c =z et go.x = g1.7, i.e. 9(g1GL) = d(g2GL).

¢ est injective : Si ¢(g1Gy) = P(g2Gs) alors g1z = go.x d'ott (g5 'g1).x = x et
9591 € Gy ie. 1Gy = g2Gl.
Pour g € G, gx = ¢(9G,) d’ou la surjectivité de ¢.

(I

Soit E/G := {w;}ics I'ensemble des orbites et I = {z;}ics un ensemble des
représentants pour les orbites. On a |I]| = |J| = |E/G],

G|

[E| = |Orb(x)| =>_ ex|

z€l zel %
Formule de Burnside. Supposons que G agit sur E. On pose

F={(z,9)]gz=a}

On a la réunion disjointe F' = Uz{(x, g) | g.x = 2} d’ou
G
|F| =Y, H@9) [ge =2} |= Loep | Go |= X en oo
:| G | ZzeE W :| G | sz',ieJ Zméwi \w_ll\ :| G | sz',ieJ |wi|\w_1i|
=G| X ics 1 =IG | E/G

D’autre part, on a la réunion disjointe F' = Ugeq Fix(g) x {g} d’ou |F| =

> gec | Fix(g)].
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(1.1) > |Fix(9)| = G | .|1E/G)

geG

DEFINITION 1.12.29. Supposons que G agit sur E. L’ensemble des points fixes
globauz est E¢ .= {z € B |Vg € G g.x =2} = Nyeq Fix(g). En particulier pour
G=(9),

E'9 = Fix(g)

Avec cette notation, la formule de Burnside s’écrit comme

(1.2) Y IEY =G B/

geaG

EXEMPLE 1.12.30. Si G agit E, alors G agit G sur Fonc(E, A) (voir Exemple
[[1Z227). Calculons les points fizes globaux.

Fonc(B,A)¢ ={f:E—R|gf=fVgeGl={f:E— A|f(g'2)=f(x),Vz € E VgecG}
={f:E— Al [f(z) = f(gz),Vx Vg€ G}

Donc f € Fonc(E,R)G si et seulement si f est constante sur chaque orbite, plus
précisément

(1.3) Fone(E, A)¢ = Fone(E/G, A),
Au cas particulier G = (g), Fiz(g) = Fonc(E,A)'9) = Fonc(E/{g), A)
Par la formule de Burnside, on obtient

ProprosIiTION 1.12.31.
1

1 3 L
G

Fonc(E, A)%) =
S IFone(E, 4) | e

geG

|Fonc(E, A)/G| = |[Fonc(E/(g), A)|

1.12.1. Application : Les nombres de colliers. On peut voir un collier de
longueur n faits avec deux types de perles comme une fonction de f : Z/nZ — {0,1}.
Mais deux telles fonctions donnent(géométriquement) le ma?me collier si elles sont
dans la ma*me orbite de Paction de Z/nZ sur Fonc(Z/nZ,{0,1}). Donc par la
proposition [[T2.31] le nombre des colliers T'(n) est

T(n) = |Fone(Z/nZ,{0,1)%/"*| = & 30 ez uz |1 Fone(Z/nZ/(g),{0,1})]
= % de ZOrd(g):d 2n/? = % Zd\n Qn/d¢(d)

1.13. Groupes Symétriques

Soit E;={1,---n}.

DEFINITION 1.13.1. Le support de o € S,, est
Supp(0) := {z € Elo(z) # ).

Le support est le complémentaire de l’ensemble des points fizes :
Fix(o) ={zr € E | o(z) =z}

LEMME 1.13.2. (1) Fix(c~1) = Fix(o) et Supp(c) = Supp(c~1).
(2) Fix(o) C Fix(o™).
(3) Supp(a™) C Supp(a).
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(4) Fix(oyo™") = o(Fix(v)) et Supp(oyo~") = o(Supp(y))
(5) Si SuppTNSuppo =0 etor =1 alorso=1 et 7= 1.
DEMONSTRATION. (1) o est une bijection, alors o=1(z) = x si et seule-
ment = o(x), d’ott Fix(c~!) = Fix(c) et donc Supp(c) = Supp(c—1).
(2) Si o(z) = z, alors o(o(z)) = o(x) = x, et ... par récurrence o™ (x) =

o Yz)="-=o0o(z) ==
(3) Par (2), Fix(o) C Fix(c™) d’ou Fix(c™)¢ C Fix(o)¢ et donc Supp(c™) C
Supp(0).

(4) Si (oyo=1)(z) = z alors yo~l(x) = 071 (x) d’ou 0~} (z) € Fix(y) et donc
Fix(oyo™1) = o(Fix(7))

(5) Soit & € Suppo. Alors x ¢ Supp 7 et 7(z) = z, d’ou o(7(x)) = o(z). Or
par 'hypothése o(7(z)) = « donc o(x) = = et = ¢ Supp(o) nous menant
a une contradiction. Cela veut dire que Supp(c) = @) et o = 1. A partir de
I'identité o7 =1 il maintenant claire 7 = 1.

O

DEFINITION 1.13.3. A toute paire (i,j) on peut associer une transposition o =
(i,7) € Sy, définie par

T SExF0,]
(1.1) olx)=Xjsiz=i
15T =]
En généralisant cette idée, on définit les cycles. A une liste (a1, ,am), a; # a;
et n > 1, on associe vy € Sy,
z SZ$¢ {ala"' aam}
7(1'): ai+15i1':ai, i:l,...vmil

aj; St T = am
Done Supp(y) = {a1,- -+ ,am}. La longueur de v est par définition

[y =m.
PROPOSITION 1.13.4. Soit v = (a1, - ,am) € Sy, un cycle de longueur n.

(1) Ord(v) = ||
(2) v~ = (am, - ,a1)
(3) Pour tout o € Sy, oyo~! est le cycle (o(ar), - ,0(an)).

(4) Pour x € Supp(v) , v = (z,v(2),v*(x),...,y" (z)) et donc Suppy =
{z,y(x), -,y ).

DEMONSTRATION. (1) Soit z € {1,---n, }. Si z ¢ Supp~y alors y(z) =z
d'ouy"™(x) = x. Six = a; alors y"*(a;) = 7" (@it1 modn = Gitn modn =
a;. Donc dans tous les cas, y"(z) = .

(2) On pose ¢ = (am, - ,a1). Alors Supp(c) = Supp(y). Donc si = ¢
Supp(o) = Supp(y), alors (o o ¥)(x) = z. Si x = a;, alors (o o y)(a;) =
o(y(a;)) = 0(ai+1 mod n) = @i+1-1 mod n = @;. Donc tous les cas (o o
Y)(z) =2 dott o =1

(3) D’abord on identifie les points fixes de oyo~t. Si (oyo~
yo~t(z) = o7 (x) dou o7} (z) € Fix(y) et donc Fix(oyo

)

- o
Puisque o est une bijection, on conclut que Supp(cyo~!) = o(Supp(y
1
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et si x = o(a;) alors (U’yo )(z) = oyol)(o(a;)) = o(v(ai)) = o(ai+1). On
a donc montré que oyo! (a(al), yo(an)).

(4) Soit o = (z, fy( )2 (), e,y 1(x)) Supposons que = = a;. Alors pour
tout j € {1,---n}, a; = Vj ai)

et donc Suppo = {z,v(x),v*(z), -+ , v Y 2)} = {a; - - an,a1---a;_1} =
{ai---an} = Suppry.

Pour pour a; € Suppo = Supp~, o(a;j) = o7/~ (z)) =+~ (x) =
= a;) = (v~ (a;)) = v(a;), donc o = v sur leur supports, d’oil
og=x

O
PROPOSITION 1.13.5. Soient 7 et o € S,, deuzx permutation telles que Supp(o)N
Supp(7) = 0. Alors o et T commutent i.e. 0T = T0.

DEMONSTRATION. On obsérve que

(1) Siz € Supp(o) alors o(z) € Fix(7), sinon o(x) € Supp(r) C Fix(o) et donc
o(o(z)) = o(x) Aot o(x) = x et x € Fix(c) qui est une contraction.

(2) Puisque les supports Supp(o) et Supp(7) sont disjoints, pour = € {1,---n}
il existe trois cas mutullement exclusive : & € Supp(c), € Supp(r) ou

2 € ¢(Supp(e) U Supp(7))¢ = Supp(o)® N Supp(7)¢ = Fix(o) N Fix(7).
Nous avons donc
x si z Fix(o) N Fix(7)
(1.2) T(o(z)) = ¢ o(z) si x € Supp(o) C Fix(7)
w(x) si x € Supp(r) C Fix(o)

et de la méme maniére,

x si  Fix(o) N Fix(7)
(1.3) o(r(x)) = { o(x) si z € Supp(o) C Fix(1)
w(x) si x € Supp(r) C Fix(o)

ce qui mets en évidence 'identité 70 = oT.

O
COROLLAIRE 1.13.6. Si Supp(c)NSupp(7) = 0 alors Ord(o7) = ppem(Ord(c), Ord(7)).

DEMONSTRATION. Soit k = ppcm(Ord( ), Ord(7)). Par la proposition [[T13.5]
commutent et donc (o7)F = oFrF =1.1=1

D’autre part si pour un certain m € N, (o7)™ = 1, alors ¢™.7™ = 1. Comme
Supp(c™) C Supp(c) et Supp ™™ C Supp T alors Supp(¢™) N Supp 7™ = @ (voir
Lemme [[.137). Donc de l'identité o™ 7™ = 1 on déduit que 6™ =1 et 7 = 1 d’ou
Ord(7)|m et Ord(c)|m. Par la définition de ppcm, il est maintenant claire que k|m
et donc k = Ord(oT). O

THEOREM 1.13.7. Toute permutation v est produit des cycles d’une maniére
unique.

DEMONSTRATION.

Existence de décomposition : Soit o € S,,. Le (sous-) groupe cyclique (o)
agit sur E = {1,---n}, donc F = wyUws - - -Uwy est la réunion disjointe des orbites
de cette action. Chaque orbit w; est de la forme w; = {z;, 0 (x;), - - - ¥ (x;)} pour un
certain x € F et k € N. En particulier si k = 0, ¢a veut dire que x est un point fixe
et w; = {x;} est un singleton. A chaque orbit w; = {x;, o(x;),--- ¥ (x;)} on associe
le cycle v, = (v, 0(x;),- 0% (x;)) et on va démontrer que o = 7, - - - Va, . Tout
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d’abord on observe que les supports des o, = {,0(z;),---0F(z;)} = w; sont
mutullement disjoints, donc o!(x;) € Fix~,, sii# j.

Soit y € E, alors il existe un unique i tel que y € w; et donc y = o (x;) pour
un certain (unique) [ et o(y) = o (o' (x;)) = o' T1(z;). D’autre part

(Yoor =+ Yon ) (¥) = (Veor V) (¥) (car y = o' (x;) € Fix(wi1 N -+ Fix(wy))

= ((Vor * Yrima) Ve (O—l(zi)) = (Yn ’ywifl)(o—l-i_l)(zi))
= o () car (car y = o' (2;) € Fix(w; N - Fix(w;_1))

On conclut que o(y) = (Yuy =+ Yun ) (Y)-

Unicité de décomposition : Supposons 0 = y1 U7z -y, = T4 UTa -+ T4 Ol y; et
7; sont des cycles. On a donc deux réunions disjointes {1,--- ,n} = Suppy U---U
Supp v¥n = Supp 7 U -+ - U Supp 7o,

On peut écrire v = (z,-- ,7¥(z)) ot € Supp(m1) et k € N. Comme z €
{1,--+,n} = Supp 7 U---USupp 7, donc il existe unique 7; telle que & € Supp 7.
Puisque les 7;’s commuent (voir Lemma [[L.T35]), en changeant I'indexation des 7’s,
on peut supposer que ¢ = 1.

Parce que x € Fix(v;), ona o(x) = (v1y2 - - ) (@) = 71(z), pour ¢ # 1, Iorbite
de x sous 1”action de o est égale & Supp 1 (voir la proposition[LI3.4) et de la méme
maniére o(x) = 71 (z) et Orb(x) = Supp7i. On a alors |y1| = |11| = # Orb(z) et
m = (z,y(x) ) = (x,0(x), ) = (x,7(x),...) = 71. En supprimant 71 = ; de
lidentité vy - y2 - yp = 71 - T2 - - T4 et répétant la méme procédure, on obtiendra
p = q et une correspondance entre ~; et 7;. Plus précisément pour chaque, 7 il existe
un unique ¢(7) tel que v; = 74;)-

[l

COROLLARY 1.13.8. Le groupe symétrique S, est engendré par par les transpo-
sition,
Sno=((i,5)li,5 € {1, - n}).

DEMONSTRATION. Par le théoréme précédent S, est engendré par les cycles,
il suffit donc de montrer qu’un cycle le produit des transpositions ce qui n’est pas
difficile car

(a1,a2, -+ ,a,) = (a1,a2)(az,a3) - - (an-1,an)

Il y a d’autres présentations pour S,,, notamment grace aux identités

(i,5) = (1,9)(1,5)(1,4)

on peut donc écrire

(1.4) S = ((Li)li € {2, ,n}).
On peut également montrer que
(1.5) Sn =1{(1,2),(2,3),---(n—1,n))

pour lequel il suffit de montrer que les générateurs (voir[L4) (1,) € {((1,2),(2,3),-- (n—
1,n)) Pour ce faire on observe que

(1,3) =(1,2)(2,3),(1,2) € {((1,2),(2,3),- - - (n — 1,n)).
En suite,

(374) = (1ﬂ3)(174)(1a3) € <(172)a (273)ﬂ T (TL - ]‘ﬂn)>7
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etc.
En fin la présentation le plus simple (i.e. avec 2 générateurs) est donnée par

(1.6) Sp=(r=(1,2),0 =(1,2,3,--- ,n))

1l suffit de vérifier que (k — 1,k) = oFro=F.

La question qui se pose naturellement est : Quel est I'effet de conjugaison sur les
décompositions en cycle. Soit ¢ = 71 - - - 7, une décomposition en cycles disjoints
et m € S, une permutation. On a

(L.7) ron ! = (ryur ) (rer ) - (),

ot ((my;7w~1) sont des cycles (voir la proposition [L13.4]). P uisque Supp(my;7~1) =
7(Supp(7:)), les supports de 7y; 7! ’s sont disjoints,

Supp(my;m ') N Supp(my;m ) = w(Supp(y:)) N 7(Supp(v;)
= m(Supp(v:) N Supp(v;)) = 7(0) =0

Alors (L) est la décomposition de mor~! en cycles disjoints. Il est claire que 7; et

7y~ ! ont les méme longueurs et pour n; := |y;| = |[7yr " onan=mng -+ npy.

Ce calcul nous montre que deux permutations conjuguées fournissent la méme
partition de n. On peut naturellement se demander si deux permutations fournissent
la méme ppartition, sont conjuguées. Par la suite on répond a cette question affir-
mativement.

DEFINITION 1.13.9. Soit n € N. Une partition de n est une suite croissante
ny >Mne > -+ >ng dans N telle que ,

n=ny+ng+---+ng.

ProproOSITION 1.13.10. Il y a une bijection entre les classes de conjugaison dans
S, et les partitions de n.

DEMONSTRATION. On a vu ci-dessous qu’une permutation o nous fournit une
partition ny > ns > ny de n. Il suffit de prendre la décomposition de 0 = 172+ - - Y,
et . Puisque les v;’s commuent alors, si nececessaire, on peut changer I'ordre de sort

que la suite ni := |v;, longueurs de ;’s, est croissante.
Et a l'inverse a une partition n; > ng > --- > ni de n,on peut associer une
permutation

o= (17 e ,n1)(n1+1, .. ~n1+n2)(n1+n2+1 .. ~n1+n2+n3) . (n1+n2+~ g1+l ngdng - nk71+nk)

xxCi-dessus on a vu que deux permutations conjuguées fournissent la méme per-
mutation.

Donc Il reste & démontrer que si deux permutation fournissent la méme permu-
tation alors elles sont conjuguées. Soient o et 7 deux permutations telles que leurs
decompositions en cycles

o=k

T = ‘LL1 e ‘LLk
fournissent la méme partition i.e. |y;| = |u;]. On pose p; := |vi| = |i]- Supposons
que vj = (o1, -+, ajp;) et py = (Bj1,--- aﬁjipj ). Alors on définit la permutation 7
par

all DY al a21 DY a2 DY
18 T = I I P1» ) I ) 7>

( ) <ﬁ113"'351p15 621;"'3521)2
On peut aisément vérifier que nor~! =71
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1.14. Signature

On a vu qu’on peut écrire n’importe quelle permutation comme un produit des
transpositions. Est-ce que le nombre des transpositions nécessaire est bien défini ?
Il s’avére que seulement la parité de ce nombre est bien défini. Autrement dit les
longueurs de deux décomposition d’une permutation en transpositions différe par
un multiple de 2.

PROPOSITION 1.14.1. 1l existe un unique morphisme de groupe S : S, — Za,
appelé la signature, qui envoie toutes les transpositions a (—1).

DEMONSTRATION. La signature est donnée par
H a(i) —o(j) . H1§i<j§n(0(i) —a(j))

1<i<j<n i—J H1gi<jgn(i*j)

S(r) =

Puisque o est une bijection, les éléments des ensembles {o(i) — o(j)|1 < i <
j<n}et{i—jll <i<j<n} sontidentiques & un signe pres, donc S(7) € {£1}.

Par la formule ci-dessus, il est évident que la signature d’une transposition est
(-1).

Afin de montrer que ¢ est un morphisme de groupe, on présente une nouvelle
formule pour la signature : Soit P>(E) := {(i,5)|i,j € E} Pensemble des tous les
sous-ensemble & 2 éléments de E. On remarque que pour tout ¢, j

o(i) —o(j) _ o(j) — o)
i—j  j—i
Donc dans la formule de la signature 'ordre ¢ < j n’est pas importante et on peut
donc écrire

s =[] U(’z;j’(ﬁ
{i,j}eP:(E)
O

Puisque que 7 : E — FE est une bijection, elle induit une bijection de Po(E) sur
Py(E), autrement dit Py(E) = { {7(2), 7(j)}|{¢,4} € P2E)}. On en déduit

sen= I (o7)(i) = (07)(4) _ 11 (o(r(4) = (o(7(4))

i—j B i—j

(i3} P2 () (i3} P2 (B)
a1 _— (U(T(Z);U(T(J)) 11 () = 7()

(i) — 7(4) i—j

{i.iteP:(E) {i.j}e P (E)

— H 0’(2)._ U(]) H T(l). _7‘-(]) — S(O’)S(T)

. =] . 1=

{ijreP(E) {i.j}eP2(E)
Unicité : Supposons que S,5" : S,, — {+1} sont deux morphismes qui envoient
les transposition & —1. Soit ¢ € S,, une permutation quelconque. Par le corol-
laire [[I3.8) on peut écrire ¢ = 71 --- 7, ou 7;’s sont des transpositions. S(o) =
S(ri-m) = S(m)--S(m) = (=1)(=1)-(-1) = (-=1)* = §'(r1)---§'(m) =
S'(ry 1) = 5 (0)

COROLLARY 1.14.2. Si o = 1171 est la décomposition de o en produit des
transpositions, alors S(c) = (—1)*. Donc la parité de k est déterminée par la
signature de o.

DEFINITION 1.14.3. On appelle le noyau du morphisme S le groupe alterné ; il
est noté par A,. Parce que S, /A, ~ Za, A, est d’indice 2 et donc distingué. Le
quotient S, /A, consiste de deux classes : A, et TA, ot T est une transposition
quelconques autrement dit S, = A, UTA,.
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PROPOSITION 1.14.4. S,, est isomorphe a un sous-groupe de Apio.

DEMONSTRATION. On a vu dans l'exemple [L.7.12 que V'application 1%, :
Sn — Spt2 est injective. Mais I'image de cette application n’est pas forcement inclue

dans A, 11 et donc nécessite une correction. L’injection southaitée S,, < A, o est
+ 3 +

donnée par 0 — o(n,n + 1) G O
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