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1 Introduction.

Les travaux de recherche regroupés dans ce document sont essentiellement basés sur
I’étude mathématique d’un systeme physique électromagnétique, le fil directeur étant le
phénomeéne de Aharonov-Bohm. Cet effet est expliqué en détail dans le paragraphe 3.1.
Brievement, le phénomene de Aharonov-Bohm est un phénomene d’interférences dues a
I’existence d’un champ magnétique, méme dans une zone ou celui-ci est identiquement nul.

On commence par faire I’analyse semiclassique du propagateur (ou noyau intégral du
groupe unitaire du systeme) a temps petit. Cette étude permet de faire apparaitre 'effet
Aharonov-Bohm comme une perturbation de phase du propagateur, due a la circulation du
potentiel magnétique le long d’orbites classiques situées en dehors du champ magnétique.

Nous passerons ensuite a 1’étude de la diffusion quantique d’un systeme électromagné-
tique. Nous verrons que la situation est totalement différente du cas potentiel électrostatique
seul : un champ magnétique méme a support compact peut engendrer un potentiel mag-
nétique ne dépassant la décroissance coulombienne, et donc a priori a longue portée. Nous
démontrerons I'existence et la complétude des opérateurs d’ondes (déja obtenues par Loss
et Thaller) a l'aide d’une méthode stationnaire. Cette nouvelle approche permet ’étude
des matrices de diffusion grace a une formule de représentation adaptée. Nous verrons que
le spectre essentiel des matrices de diffusion S(A) peut recouvrir le cercle unité, comme
I'ont démontré Roux et Yafaev. Cette situation est completement nouvelle : dans le cas
d’une perturbation électrostatique a courte portée, S(A) est une perturbation compacte de
I'identité.

Nous ferons ensuite I’étude du probleme de diffusion inverse a 1’aide d’une approche sta-
tionnaire. Il s’agit d’une méthode nouvelle, simple et robuste, proche d’une idée due a Isozaki
et Kitada. L’idée est d'introduire dans la définition des opérateurs d’onde un modificateur,
type opérateur Fourier intégral, qui permet d’obtenir tres facilement ’asymptotique a haute
énergie de l'opérateur de diffusion. Notons que cette approche permet également de traiter
le cas longue portée. Nous généralisons ainsi les résultats obtenus par Enss et Weder dans
le cas d’opérateur de Schrodinger avec potentiel électrostatique seul, a I’aide d’une méthode
dépendant du temps.

Le probleme de diffusion directe et inverse dans le cas d’opérateurs de Schrodinger avec
obstacle convexe est étudié dans le but de modéliser le phénomene de Aharonov-Bohm. En
dimension supérieure a 3, l'opérateur de diffusion caractérise le potentiel électrique et le
champ magnétique. En dimension 2, par contre, nous donnons une condition nécessaire
d’obstruction liée a une quantification du flux magnétique.

Nous étudions ensuite un probleme de diffusion inverse dans le cas ou l'opérateur de
diffusion est localisé pres d’une énergie fixée. Nous montrons que I’approche stationnaire déja
utilisée est tout a fait appropriée pour traiter ce probleme (et méme le cas longue portée) en
effectuant un changement d’échelle et en utilisant des paquets d’onde soigneusement choisis.
Nous retrouvons ainsi ’asymptotique complete du potentiel électrostatique a l'infini. Ces
résultats sont proches de ceux obtenus par Joshi et Sa Barreto utilisant des techniques assez
sophistiquées a la Melrose-Zworski [Me-Zw], d’opérateur Fourier intégraux et de distributions
Lagrangiennes.



Nous étudions ensuite un probleme de diffusion inverse pour des Hamiltoniens avec un
champ électrique constant (effet Stark) et un potentiel a courte portée générique. Nous
montrons qu’en dimension supérieure ou égale a trois, 'opérateur de diffusion caractérise le
potentiel. Ce résultat est obtenu a ’aide de la méthode dépendant du temps de Enss-Weder
et généralise un théoreme di a Weder qui supposait une décroissance plus forte du potentiel
électrostatique.

Enfin, nous étudions un probleme de diffusion inverse pour un Hamiltonien libre avec
potentiel répulsif. Nous montrons que sous des hypotheses convenables de décroissance du
potentiel électrostatique, la perturbation V' est uniquement déterminée par I’asymptotique
a haute énergie de l'opérateur de diffusion. Ce résultat est obtenu grace a la méthode
dépendant du temps de Enss-Weder.
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3 Le phénomeéne de Aharonov-Bohm.

3.1 L’expérience physique.

Cette section sert d’introduction a notre travail de recherche. Nous y présentons empirique-
ment les motivations de notre étude mathématique : leffet Aharonov-Bohm, [Ah-Bo]. On
pourra également se reférer au survey [Pe-To] .

Rappelons brievement de quoi il s’agit : on considere deux faisceaux de particules chargées
circulant autour d’un solénoide parcouru par un courant. Celui-ci engendre un champ mag-
nétique B, nul en dehors du solénoide. Suivant les valeurs du flux magnétique, on constate
des phénomenes d’interférences que la mécanique classique ne sait expliquer : les particules
restant en dehors du support du champ magnétique B, la force de Lorentz ' = mv A B est
nulle. La mécanique quantique permet de comprendre ce phénomene : le champ magnétique
B engendre dans IR® un potentiel magnétique A qui est lié a B par la relation B = dA. Ce
potentiel est non nul, méme en dehors du support de B, car d’apres le théoreme de Stokes,
on a:

(3.1) o = //SBdSz/wAdl,

® étant le flux du champ magnétique a travers une surface S portée par le chemin fermé w.
Le formalisme quantique utilise, dans la définition du Hamiltonien du systeme, le potentiel
magnétique A au lieu du champ magnétique B, (cf. section suivante).

Magnetic flux
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Figure 1 : Le phénomene de Aharonov-Bohm.



3.2 Approximation semiclassique du propagateur.

Cette section est consacrée a I’étude semiclassique d’un opérateur Hamiltonien quantique de
Schrodinger, donné par l'opérateur différentiel sur IR",n > 2 :

(3.2) Pay( z”: hD; — Aj(x))* + V(z) ,

J=1

décrivant l'interaction d’une particule chargée avec un champ électrique VV et un champ
magnétique B ou :

h est la constante de Planck (parametre semiclassique destiné a tendre vers 0).

A = ZAJ dz; est la 1-forme potentiel magnétique.
J=1
B = dA est la 2-forme champ magnétique identifiée a la matrice antisymétrique

(bjk) » bjk(x) = Oz, Ap(x) — 02, Aj(2), dans la base canonique de IR".

Ce systeme électromagnétique est régi par ’équation de Schrodinger :
(3.3) th 0U(t,z) = Payv(h) ¥(t,z) , V(0,2)=V(x),
de solution U(¢,z) = UA(+)¥(z) ot :

(3.4 U (1) = e iHPar

est le groupe unitaire du systeme.

Fujiwara [Fu], pour le cas A = 0, puis Yajima [Yaj]|, ont abordé ce probleme : en utilisant
une méthode due a Feynman, ils ont obtenu un développement asymptotique en puissances
de h du noyau intégral (ou propagateur) du groupe unitaire donné par (3.4). Enfin, signalons
que récemment, une étude similaire a été proposée par Bily-Robert, a temps fixé, en utilisant
la notion d’états cohérents [Bi-Ro].

Nous proposons ici une autre approche : en utilisant une méthode BKW, nous écrivons le
groupe unitaire, a temps petit, sous la forme d’un opérateur Fourier intégral global (O.F.I)
(cf. [Ro] par exemple), dont la phase S vérifie une équation de Hamilton-Jacobi, et dont
I’amplitude admet un développement asymptotique semiclassique.

Dans une seconde étape, a ’aide d’un théoreme de phase stationnaire global, nous réécrivons
ce groupe unitaire sous la forme d’un opérateur a noyau C'* admettant également un
développement semiclassique. Nous retrouvons ainsi des résultats analogues a ceux de Ya-
jima : notons que Yajima les obtient en écrivant directement le groupe unitaire comme un
opérateur intégral, et en résolvant les équations de transport associées. Il obtient ainsi un
développement asymptotique du noyau intégral, puis il réécrit cet opérateur intégral sous la

forme d’un O.F.1.



L’approche BKW présente un avantage : elle permet de déterminer un développement
asymptotique de "amplitude de cet O.F.I beaucoup plus simple que celui de Yajima. De
plus, 'expression des difféomorphismes liés aux caractéristiques est plus naturelle lorsque
I’on travaille directement dans 'espace des phases.

Comme application, nous donnons une explication du phénomene de Aharonov-Bohm. Cet
effet apparait ici comme une perturbation dans la phase du propagateur, due a la circulation
du potentiel magnétique le long d’orbites classiques, résultat que les physiciens connaissent
empiriquement sous le nom de regle de Feynman. Nous obtenons ce résultat en suivant la
dépendance de solutions d’équations de Hamilton-Jacobi, par rapport au champ magnétique
A, dans une zone ou le champ B est nul.

Enfin, notons que le phénomene de Aharonov-Bohm a été étudié d’un point de vue spectral

par Helffer [He].

Dans la suite de cette section, nous supposerons que A,V € C*°(IR") et vérifient les estima-
tions de décroissance :

(Hy) Vo, |a|>2, 3C, >0, |0:V(z) | <C,,
(Hs) Vo, |a|>1, 3C, >0, |07A(x) | < C4
(Hs) dp >0, Va, |a|>1, 3C, >0, |0°B(z) | <C, <z >"177,

ot Uon a posé < z >= (1+ | z [?)z.

L’hypothese (Hs) a été introduite par Yajima [Yaj], et permet d’établir des difféomorphismes
globaux (a temps petit) nécessaires pour la résolution de I’équation de Hamilton-Jacobi. Par
exemple, les champs magnétiques B constants vérifient (Hz) et (H3) lorsque I’on leur associe
le potentiel magnétique A(z) = B - z. Enfin, notons que sous nos hypotheses, P4y (h) est
essentiellement autoadjoint ce qui nous permet de définir le groupe unitaire (3.4) par le calcul
fonctionnel usuel.

Notations.
a(z,€) = (€ — A(x))* 4+ V(z) est le Hamiltonien classique du systeme.

B> (IR} x IR} ) désigne I’ensemble des fonctions bornées sur IR7 x IR} ainsi que leurs dérivées.

Sous les hypotheses (Hy) — (Hs), on a les résultats suivants démontrés dans [Nil], [Ni2] :



Théoreme 1 [Ni2]
Il existe T > 0 assez petit, il existe une fonction b*(t,z,q,h) € B*(IR" x IR}) pour |t |<T,

il existe une fonction Sa(t,z,q) € C°([=T,T] x IR} x IR}) telles que :

(i) U(t) est un opérateur Fourier intégral global J,(Sa,b%), de la forme :

(3.5) UA(L) (z) = (2mh)" //ehs“‘”q v D) YAt 2, q, h) U(y) dy dg.

(ii) L amplitude b* admet un développement asymptotique dans B*(IR" x IRY) :

s

(3.6) | 920 [bA(t, 2, q,h Z Wbl (ta,q)] | < Cogn | 8|V RN

ou
(1) La phase Sy est solution de l’équation de Hamilton-Jacobi :

(3.7) 0:Sa(t,z,q) + a(x,0:54(t,2,9)) =0 , Ss(0,z,9)=2-q .

(2) Les fonctions bf satisfont les équations de transport sutvantes :
(38) al‘bf(ta Z, Q) = -2 (afSA(tv Z, Q) - A(x)) ' afb;l(tv Z, Q)

— (ALSa(t, 2, q) — div A(x))) - b} (t,2,q) +iAb} (1, 2,q),

avec
b3 (0,2,q) = 1, b]AH(O,:c,q) =0 et b?, =0 par convention.

Pour plus de détails sur les estimations de la phase et de I'amplitude, on pourra se reporter
a [Ni2]. Maintenant, via un théoréme de phase stationnaire, on peut réécrire, pour t # 0, le
groupe unitaire sous la forme d’un opérateur a noyau intégral :

Théoreme 2 [Ni2]
Pour 0 <| t |< T, U(t) est un opérateur intégral de noyau Ui (t)(x,y) € B®(IR" x IRY) et
admettant un développement asymptotique :

N

|8§8§ (Uf(t)( ) Zm-ht ) Z dA ta y) 1 <I>A(t,z,y)) | < OaﬁN (h | 1 |)N+1—g

ou

trl, .
(3.9) Galtny) = [ (7200 + Alzals)) - 2a(s) = V(za(s)) ) ds,
Wiey + S — 2a(8) €tant Dunique orbite classique reliant y au temps 0, a & au temps t.
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Ce dernier résultat nous montre que le noyau du propagateur est influencé par le champ
magnétique B, via une perturbation de phase liée a la circulation du potentiel magnétique,
méme au voisinage de points ou le champ est identiquement nul. Cela permet d’expliquer le
phénomene de Aharonov-Bohm détaillé dans la section précédente.

Théoreme 3 [Ni2]
Soit 0 <|t |< T, xo, yo € IR" fizés. On suppose qu’il existe un ouvert Q) de IR" tel que :

(1) L’unique orbite classique reliant yo au temps 0 et xg au temps t reste dans §Q.
(ii) Le champ magnétique B est identiquement nul sur .

On note ca(t,z,y) la circulation du potentiel magnétique A le long de la trajectoire wy ., :

¢
(3.10) ealt,z,y) :/0 A(za(s)) - 2a(s) ds.
Alors, pour (z,y) dans un voisinage de (xo, yo), on a : Yo, 3, N, 3Copsn > 0 t.q

(3.11) 9205 (Un()(@,y) — eF O U (1) (@,y)) | < Cagn bV,

On retrouve ainsi rigoureusement a temps petit un résultat que les physiciens connaissent
sous le nom de régle de Feynman.

4 Diffusion quantique en présence d’un champ électro-
magnétique.

4.1 Etude spectrale des Hamiltoniens.

Dans cette section, nous étudions la paire de Hamiltoniens (H4,v, —A) dans un processus de
diffusion quantique; Hy4 y étant 'opérateur Hamiltonien quantique de Schrodinger décrivant
I’interaction d’une particule chargée avec un champ électrique VV et un champ magnétique
B, donné par l'opérateur différentiel sur IR",n > 2 :

(4.1) Hay =3 (D; — Aj(x))* + V()
7=1
ou 'on a utilisé les mémes notations que (3.2).

Nous supposerons que A,V € C(IR") et vérifient les estimations de décroissance :

(Hy) | 92V () | < C, < & >0 , §>0.

(Hy) | 02 A(z) | < Cp < @ >0l : p>0.

10



Le théoreme de perturbation de Weyl nous dit que Hy y est essentiellement autoadjoint sur
Cs°(IR™), de domaine H?*(IR™) de spectre essentiel o.s(Hav) = [0,400[. De plus, Cotta-
Ramusino, Kriger et Schrader ont démontré 1’absence de valeurs propres plongées dans le
spectre essentiel, [C-K-S |.

On peut ensuite affiner ces résultats spectraux en utilisant la théorie de Mourre [Mo]: il est
facile de vérifier que le générateur des dilatations D = %(x-D—I—D-;c) est un opérateur conjugué
au sens de Mourre pour Hyy. Cela nous permet de montrer que le spectre absolument
continu o,.(Ha,v) = [0, +00[ et on a le principe d’absorption limite : VA > 0,

(4.2) R(A£1i0) = s— hgl (Hay — (A £ie))™!
existe comme opérateur borné de L2(IR") a valeurs dans L? (IR"), pour s > 1.

Enfin, nous avons les estimations de propagation :
1 » )
(4.3) VYx€eCF(IRY) Vs> s' > 5 l|< x> e ™Havy(Hyy) <z >7°||= 0(< t >7%),

qui seront utiles pour définir les opérateurs d’onde dans la section suivante.

4.2 Les opérateurs d’onde.

Lorsque 4,p > 1, on montre facilement, grace aux estimations de propagation (4.3), que
Hy, v est une perturbation a courte portée de l'opérateur de Laplace Hy = —A et que les
opérateurs d’onde de Moeller

(4.4) Wt = s— lim etHav =itHo
t—+too

existent et sont complets, (i.e Zm W* = H,.(H 4y ), espace spectral absolument continu).

Cependant, il faut noter que ce résultat n’est pas satisfaisant. En vertu de la formule de
Stokes, un champ magnétique a support compact dans IR? et de flux total non nul engendre
un potentiel qui ne peut pas décroitre plus vite qu’un potentiel de Coulomb. Donc, a priori,
un tel potentiel est a longue portée. Néanmoins, intuitivement, de tels champs magnétiques
sont a courte portée, comme 'ont démontré Loss-Thaller [Lo-Th], via une condition de jauge
appropriée :

Théoréeme 4 [Lo— Th|
On suppose vérifiées les hypotheses (Hy), (Hs) avec § > 1, p > L. On suppose de plus que
A vérifie la condition de transversalité :

(Hs) Alz)-2=0 , Yz € IR".

Alors : les opérateurs d’onde W* existent et sont complets.

11



Ce choix de jauge fut introduit historiquement par Uhlenbeck [Uh], et détermine entierement
le potentiel A a partir du champ B :

(4.5) () = kiajku)

(4.6) ajr(z) = —/01 s bjk(sz) ds .

Le Théoreme 4 fut d’abord démontré par Perry [Pe], dans le cas particulier d’interactions
magnétiques radiales, puis par Loss et Thaller dans le cas général [Lo-Th], en utilisant une
méthode dépendant du temps due a Enss [Enl].

Dans [Ni-Ro], nous proposons une nouvelle démonstration de ce résultat a 1’aide d’une méth-
ode stationnaire due a Isozaki et Kitada [Is-Ki]. Cette approche a I’avantage de fournir des
informations sur les matrices et I’amplitude de diffusion.

Enfin, signalons que V. Enss généralisa le théoreme 4 en incluant des potentiels électrosta-
tiques a longue portée [En2], résultat que nous avions également obtenu dans [Nil].

Démonstration du Théoréme 4.

Nous allons donner une démonstration élémentaire du Théoreme 4, nécessaire a ’obtention
d’une nouvelle formule de représentation des matrices de diffusion, adaptée a notre probleme.

En fait, l'idée sous-jacente est la pierre angulaire de tout ce travail de recherche, aussi bien
pour ’étude des matrices de diffusion, que pour le probleme de diffusion inverse. Pour cette
raison, il nous semble important de détailler un peu plus cette preuve.

L’idée principale est analogue a celle donnée dans ([Ni-Ro]), mais en construisant une phase
beaucoup plus simple, n’utilisant pas la théorie de Hamilton-Jacobi. Pour plus de détails,
on se reportera a ([Ni-Ro]), [Ni3]).

Expliquons brievement notre approche; on introduit une modification des opérateurs d’onde
indépendante du temps, de la forme :

(4.7) WE = s— tli_gcnoo etHav Jo em™Ho Fu (0, o0)

ou 0 > 0, Ep,(I) est le projecteur spectral sur I, et Jo est un opérateur Fourier intégral,
(O.F.I), de phase ® et d’amplitude 1, proche de I’identité, ([Ro]).

On cherche a déterminer une phase ® de sorte que :
(4.8) a(z,0,0(2,6)) = =0 (<z>"") , e>0,
dans des zones adéquates de I'espace des phases, ot

(4.9) a(a,€) = (€ — A(x))" + V(2)

est le Hamiltonien classique du systeme.

12



Introduisons les notations :
M (R0,0)={ (z.0) € R : |2 |> R, €20, £2-£>—0 || €] },

(T'" est appelée zone sortante, I'~ zone entrante, o €] — 1, 1[).

On se place sous les hypotheses du théoreme 4 et pour simplifier, on ne traitera que le cas
(4). Pour (z,£) € I't, on pose :

(4.10) cale, €) = —/0+°o Alz+16)-€ dt

circulation de la 1-forme A le long de l'orbite ¢ — =z + ¢£.

A noter que cette expression a un sens, car d’apres (Hs) :

1
(4.11) A(x—}—tf)f:—; Alz +té) -z,
et on rappelle que pour (z,&) € I't :

(1.12) e +tE > C (o] +t]€]) .

Un calcul trivial nous donne :
+ oo

(4.13) Bsea(z, €) = Alz) —/0 B(x +1t€)- € dt .

Pour simplifier les notations, nous poserons :

(4.14) Re,€) =~ [ Blotte)-€di.

La propriété essentielle de R(z, ) est la suivante :

(115) R(z,€)- € =0,

qui découle immédiatement du caractere antisymétrique de la matrice B.

On peut maintenant définir la phase sur les états sortants par :

(4.16) (e, ) =2 & +eale,§)
phase qui vérifie d’apres (4.13) — (4.15),
(4.17) a(z, 0" (2,8)) — € = V(z) + R*(z,¢) .

En utilisant I’estimation R(z,£) = O (<« >77), on en déduit (4.8).

Pour (z,€) € I'", on procede de la méme facon en posant
(4.13) o (2,6) = 2 €+ eale,—6)

13



On construit alors la phase ® de la facon suivante : notons

XEC®(UR"), x(z)=0st|z|<1, x(z)=1st|a]|>2.

Wy €O (L)) Wa(o) = 1si o€ [on, 1], Walo) =0 si o€ (1,20
w_ecmn—hu),w_@)=1siaep4¢@,m_@)zosiaefmgahu,

ou og, o1 sont 2 constantes telles que —1 < 09 < o7 < 1.

On pose alors :

(419)  ®(a,6) =2 - &+ {[p*(2,6) — 2 -] U (cos(, &) +[¢™(2,€) — @ - £L.U_(cos(z, €))}

En utilisant la méme méthode que ([/s — Ki]), on obtient facilement dans [Nil] I'existence
et la complétude asymptotique pour W

Passons maintenant a la démonstration du théoreme 4. Notons

(4.20) Lip(z, &) = 26 — x1§

appelés moments cinétiqgues. On remarque que :
1 00
(4.21) ca(@,§) = =5 2 /0 ajr(z +18) Li(x, &) dt
ok

et par conséquent, sur les espaces ou les moments cinétiques sont bornés,
(4.22) Oz, &) —z-&=0 (< >7mm o)y

ce qui montre que, sur de tels espaces, Jg est une perturbation compacte de I'identité.
On en déduit par densité :

(4.23) Wi = WEEg, (0,00) .

Pour de plus amples détails, on se reportera a [Ni-Ro], [Ni3]. Le théoreme 4 découle alors
immédiatement de (4.23), de I'existence et de la complétude asymptotique de WgE. o

4.3 Matrices de diffusion.
4.3.1 Quelques rappels.

Sous les hypotheses du théoreme 4, on définit 'opérateur de diffusion :
(4.24) Sy = WHw-.
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Puisque 5S4 commute avec Hy, on peut diagonaliser 54 dans la représentation spectrale de
Hy via la transformée de Fourier Fy(X) : L2(IR*) — L*(S™'), s > £, définie par :

(4.25) Vw e 5™ Fy(MN)f(w) = A7 f(Vw).

Par construction Fo(A)Hg = AFo()) et les matrices de diffusion sont définies comme des
opérateurs unitaires :

(4.26) Sa(A) + LA(S™Y) — LA(S™Y),
par (formellement) :

(4.27) SA(N)Fo(X) = Fo(N)Sa.

Le noyau de S4(A)—1, noté T4(A) (w,w'), ot w,w’ € S*™1 est appelé amplitude de diffusion.
Physiquement, ’amplitude de diffusion est liée a la section efficace de diffusion o(A, w).

n+1l

Par exemple, pour A =0 et § > *= :

(4.28) (M, w):cste/ | T(M0,0) |2 db .

Sn—1

En 1985, Isozaki et Kitada [Is-Ki], ont montré que, dans le cas A =0 et § > 1, 'amplitude
de diffusion est de classe C'*° en dehors de la diagonale et vérifie I'estimation :

(4.29) | To(A) (w, ') | < C(bo) |w —w' [T,
pour tout dg < min (n,d), la constante C'(dg) étant indépendante de A parcourant un compact

de (0, o0). Ce dernier résultat a été récemment étendu et précisé par Yafaev [Ya2].

Dans cette section, nous nous proposons d’étudier ce qui se passe en présence d’un champ
magnétique. Nous allons montrer que I’amplitude de diffusion est également C*° en dehors
de la diagonale, mais qu’une estimation du type (4.29) est impossible en général, (phénomene

de Aharonov-Bohm).

Nous suivons la méme approche que celle donnée dans ([/Ni3]). Rappelons brievement de
quoi il s’agit. On notera dans ce qui suit J(d, ®) I’O.F.Ide phase ®(z,¢), d’amplitude d(z, §).

On cherche a déterminer deux O.F.1J(d; 4, ®;) entrelagant e="*#4.v et ¢=*H0 dans de grandes
régions de I'espace des phases, ou ®; est donnée par (4.19) pour un choix adéquat de cons-
tantes —1 < o) < o < 1. Il reste a calculer 'amplitude de 1’O.F.I. Dans un premier temps,
on omet l’indice j.

Un calcul trivial nous donne :
(4.30) HavJ(d,®)— J(d,®)Hy = J(c, D) ,

o pour (z,£) € I'E,
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(4.31) ez, &) = [V(z) + R*(z,€) — i divR(z,€)] d(z,€)
—2i [€ + R(z,8)] - 0,d(z,€) — Apd(z, §) .

+co
On cherche I"amplitude sous la forme d(z,&) ~ > d™(z,£) , d°(z,€) = 1, de sorte que
m=0

c(z,€) = O(<  >7%°) dans de grandes régions de ’espace des phases.

On résout donc les équations de transport :
1
21
+5: 804" (2,€) =0, pour (z,€) € I,

(4.32) (€ + R(x,€)) - 0=d™ (2,8) — = [V(2) + R (2,€) — i divR(z, )] d" (2, )

On obtient aisément les estimations suivantes :
(4.33) | 0200d™ (2, €) | Cagm < & > g 5t
ou u =min (6,2p,1 + p).

Pour un couple de constantes fixées —1 < 0¢g < o7 < 1, amplitude d(z, &) est construite
comie suit.
Soient x1, x2 € C([—1,1]) tels que

xi(r)=1site€[-1l,00—7], xa(r)=0st 7> 09,

x2(t)=1siT€[or+7,1], xa(r)=0s1 7 <oy,
ou 7 > 0 est assez petit.

On pose alors :

(130 de.) = { 5 a0 x(eun)} aleos(r.€) + xaleos(z. )] x(

ou (&) est une suite convenable de réels positifs tendant vers 0.
De fagon analogue a (4.23), on a, [Ni-Ro], [Ni3] :
(4.35) W# Ey,(0,00) = s— lim ¢™avj(d, &) e Ey (0, 00) .

t—too

4.3.2 Formule de représentation des matrices de diffusion.

Afin d’établir une formule de représentation des matrices de diffusion pour 'opérateur de
Schrodinger avec un potentiel magnétique vérifiant la jauge de transversalité, a décroissance
en O(< & >~*) al’infini, p €] %, 1], et d’un potentiel électrique a courte portée, il est nécessaire
de construire deux opérateurs Fourier intégraux (O.F.I1) J;, j = 1,2, avec une phase et une
amplitude convenablement microlocalisées.
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Définition de la microlocalisation.

Pour 5 = 1,2, soient O'é, U{ €]0,1[, v > 0 assez petit, tels que :

—l<oy—y<oy<o <o +7<0<oi—vy<os<o;<oi+y<l1.

+ o0 + : J + . 0'6—}-0‘{
VT e C*([-1,1]), ¥I(r)=1si7 € oy, 1] et ¥ (r) =0si 7 €[], . ).
. J J
U € O%([~1,1)), i (r) =1site[~1,0) et U7 (1) =0siTe [‘70;01’1].

x1,; € C([-1,1]), xa(r)=1siT€ [—1,08 — 7] et x1,(r)=0si7> Ué.

X2, € C([=1,1]), x24(7)=1si7€ [0‘{ +7,1] et x2(7)=0si7 < 0{.

La phase ®;(z,&) de 1’ O.F.1 J; est donnée par (4.19) ou W, (resp. W_), est remplacé par
U7, (resp. ¥7). L’amplitude d;(z, ) de 1’ O.F.I J; est donnée par (4.34) ot x1, (resp. x2),
est remplacé par x1,;, (resp. xz,;). Enfin, on pose Tj 4 = HayJja — J; 4 Ho.

On a alors la formule de représentation pour les matrices de diffusion [Is-Ki], [Nil]. Cette
formule de représentation généralise celle de Kuroda que nous énoncerons dans la prochaine
section :

(4.36)  Sa(\) — 1 = —2im Fo(\)J; ToFi(N) + 2im Fo( N TP R(A + i0) T F(N) := B(A) + C(\).

Nous démontrons dans [Nil] que C'(\) est un opérateur a noyau C'°° sur S™~! x S~ et
B(A) est C™ en dehors de la diagonale. Par contre contrairement a ce qui se passe sans
champ magnétique, la matrice de diffusion n’est pas forcément une perturbation compacte
de I'identité et son spectre peut recouvrir le cercle unité complexe. Ce résultat a été obtenu
récemment par Roux-Yafaev [Ro-Ya], contredisant ainsi nos résultats énoncés dans un pre-
mier temps dans [Ni3]. L’erreur de [Ni3] provenait d’un mauvais choix de microlocalisation.

Nous nous proposons de montrer dans cette section que ’approche utilisée dans [Ni3], basée
sur des constructions a la [sozaki-Kitada, permet également d’obtenir ce résultat.

Un calcul facile nous montre que J;7T, est un opérateur pseudodifférentiel dans la classe

S i_, de Hormander, de symbole principal pour |z [> Let | €[> 20 >0 :

(137)  ale,€) = =21 (o2 AP €g, (4 (cos(@, ) + € Bulaaleos(w, ) )

Puisque Supp a C { (z,€) : cos(z,§) € [0 —7,03] U [0},0% + ] }, on en déduit que B(X)
est un opérateur pseudodifférentiel sur la sphere dans la classe 52,1—p et de symbole principal
pour |y > 1, |w|=1et <y,w >=0, (Prop. 2.11, [Ya2]) :

i

2V

+oo 1
(4.38) b(w,y; A) = — / a(tw+ A2y, \/Xw) dt

17



; [t “Ftsw ds [T d t
= — elf—oo AN Zytsw)w d / — | x1z ( )| dt
—o dt [t2 4 \—1 |y |2
+oo t
- - | X2.2 ( ) dt
/—oo dt ( /12 4 \-1 |y |2 )

. too _1
A(NT2 ‘w d
_ ez f_oo ( ytsw)w ds _1

Par conséquent, modulo un opérateur compact, S4(A) est un opérateur pseudodifférentiel
sur la sphere de symbole principal :

. if+oo A(/\_%y—l—sw)w ds
(4.39) s(w,y; ) = € J-eo .
En utilisant (4.39), Roux et Yafaev obtiennent en particulier le résultat suivant :
Proposition 5 [Ro — Yal]
On suppose que pour un point (y,w) tel que |w|=1, < y,w >=0,
+oo too
(4.40)  limsup A(ty + sw) - w ds = oo ou liminf Alty+ sw) - wds = —o0 .

T—+400 —oo T—=+00 —00

Alors : le spectre de Sa(X) recouvre le cercle unité.

Remarque

Dans le cas ou le champ magnétique B est a support compact (effet Aharonov-Bohm), les
hypotheses de la proposition précédente ne sont pas satisfaites. Par exemple, dans le cas de
la dimension 2, il est facile de voir que

+oo [0}
(4.41) / Aly + sw)w ds = + 5

suivant que le repere (7, w) est direct ou indirect, ® étant le flux total du champ magnétique,
y = . Utilisant (4.41) , Roux et Yafaev montrent que [Ro-Ya2] :

lyl*
(4.42) Tess(S4(N)) = {77, ¢'2} .

2
2

5 Le probleme de diffusion inverse dans un champ élec-
tromagnétique.

5.1 Enoncé du probleme.

Le probleme de diffusion inverse que nous allons étudier peut se résumer tres succinctement
de la fagon suivante : on se donne un couple de Hamiltoniens (H, Hy) ou :
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e Hy est le Hamiltonien libre, (essentiellement, Hy = —A sur L*(IR")).

e H est une perturbation de Hj.

Buts :

(1) On définit Popérateur de diffusion S = S(H, Hyp), (S a une signification physique
via la section efficace de diffusion par exemple).

(2) L’opérateur S étant donné, on se propose de répondre a la question naturelle
suivante :
peut-on déterminer et reconstruire la perturbation a partir de
Vopérateur de diffusion S (ou bien des matrices de diffusion S(\) associées) 7

5.2 Remarques historiques.

Considérons Hy = —A sur L*(IR") de domaine D(Hy) = H*(IR"), et soit H = Hy + V(x).

Dans un souci de simplification, supposons que V € C*°(IR") et vérifie :

(Hy) | 00V (2) |[< Cy < a>707ll p> 1,

H est donc une perturbation a courte portée de 'opérateur de Laplace Hy et en particulier
les opérateurs d’ondes de Moeller :

(5.1) Wt =s— tlﬂn e 7o existent et sont complets.

On définit Popérateur de diffusion S comme un opérateur unitaire sur L*(IR™) :
(5.2) S=wtw-.

Dans ce contexte précis, nous avons la formule de représentation des matrices de diffusion
due a Kuroda :

(5.3) S(A) — 1 = —2in Fo(\)V Fo(A)" + 2im Fo( )V R(A + i0)V Fa(M),

ot R(\ +10) existe comme opérateur borné dans B(L,(IR"); L_,(IR")), s > %, cf. (4.2), et

2
vérifie I’estimation suivante : Vs > %, YA > Ao >0,

(5.4) <@ >7° ROA+i0) < & >*|[ge(rey < Cs A7 .
Le terme dominant de (5.3) lorsque A — 400 est donc donné par :

(5.5) B(X) = =2im Fo(A)V Fo(A)* , (approximation de Born).
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5.2.1 Diffusion inverse a haute énergie.

Le noyau de ’approximation de Born est donné par I'intégrale oscillante suivante :

(5.6) B()\,H,w):)\nzi/ e~V I-DV (1) de .

n

Par conséquent, si nous fixons ¢ € IR"\0, 'amplitude de diffusion vérifie, dans le régime

VA0 —w) =€, X = Foo,
(5.7) lim T(\0,w) = V().

A—+oco

Donc, si nous connaissons S(A) for A > Ag, nous pouvons reconstruire V', (Faddeev [Fa]).

e Dans le mémeordre d’idée, Saito [Sa] (1982) a proposé une autre approche pour reconstruire
le potentiel électrique; si xg € IR" est fixé, nous avons lorsque A — +oo, (et n = 3),

iV Azg-w iV Azg-w . y—1 1
(5.8) < (S(A) — 1)6\/X , e >pa(gn-1y ~ —1 A7 2 (V* P |2) (z0) ,
et en utilisant (5.8) il n’est pas difficile de reconstruire V.

e En 1995, Enss-Weder [En-Wel] ont proposé une méthode géométrique tres simple et effi-
cace. Cette approche peut étre étendue au cas longue portée (opérateurs d’onde modifiés a la
Dollard [Do]), a I’équation de Dirac [Ju], au probleme a N-corps [En-We2], et aux opérateurs
de Schrodinger avec potentiel électrique constant (effet Stark) [Wel]. Plus précisément, si
¢, U sont les transformées de Fourier de fonctions dans Cg°(IR"),n > 2, ils montrent que
pour A — +oo, et w € S™7L,

(5.9) < eV (5 1) VNI S~ AT <OV >,

ou l'on a posé :

(5.10) Ve(e) :/+°o Ve + tw) dt.

— 00

Par conséquent, en utilisant le théoreme d’inversion de la transformée de Radon (ou trans-
formée a rayons X), on peut retrouver V.

5.2.2 Diffusion inverse a énergie fixée.

A énergie fixée, le probleme est infiniment plus compliqué. Disons que, en regle générale, nous
devons étendre la matrice de diffusion dans des énergies complexes (méthode de Faddeev).

Quelques résultats bien connus :
e 5i V est une fonction exponentiellement décroissante :

(5.11) | V(z)|<a ekl a b >0,
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la donnée de S(A), A fixé, détermine V pour n > 3. Pour n = 2, une hypothese supplé-
mentaire sur la petitesse de V' est demandée pour avoir le méme résultat, (Novikov [Nol],

[No2)).

e Si V vérifie (Hy) avec p > n, la donnée de S(A) pour A € [Ag, Ao + €], € > 0 détermine
la transformée de Fourier de V dans la boule {¢ : | ¢ |< 2v/Ag }, (Henkin-Novikov) [He-No].

Ce résultat a été étendu par Isozaki [Is] pour p > 3.

e Notons par S;%(IR") la classe des symboles classiques d’ordre —2, i.e I'ensemble des
fonctions lisses V(z) telles qu’il existe une suite de fonctions homogenes f; d’ordre —j tel
que

N-—
(5.12) |ag( Z ) | < Con < >Nkl

En 1998, Joshi and Sa Barreto [Jo-Sal] ont démontré que si Vi, V, € S;*(IR"™) pour n > 3,
et si les matrices de diffusion associées a une énergie fixée sont égales a un terme lisse pres,
alors Vi(z) — Va(z) = O(< & >~%). Cette approche a été simplifiée dans [Jo].

Nous verrons que ’approche stationnaire développée dans la prochaine section permet de
retrouver (et généraliser) un résultat proche de ce dernier point.

5.3 Une nouvelle méthode stationnaire.

Dans cette section, nous développons une nouvelle approche, dite stationnaire, qui permet
de calculer le développement asymptotique complet a haute énergie de 'opérateur de diffusion
S. Cette méthode nous permettra d’étudier :

e des Hamiltoniens avec champs électromagnétiques, (potentiels a courte portée ou a
longue portée).
e le phénomene Aharonov-Bohm, (cas des obstacles).

e le probleme de diffusion inverse pour des potentiels a courte portée ou a longue portée
a partir de 'opérateur de diffusion localisé pres d’une énergie fixée.

5.3.1 Le cas d’un champ électromagnétique.

Nous noterons par H l'opérateur de Schrodinger quantique défini dans la section 4, considéré
comme une perturbation de Hy = —%A sur IR*, n > 2, et qui décrit l'interaction d’une
particule chargée dans un champ électrique et magnétique :

(5.13) = %2 )2+ V(z),

et on se place sous les hypotheses du Théoreme 4. Notons que dans [Ni4], nous traitons
également le cas longue portée.
On peut alors définir 'opérateur de diffusion par :

(5.14) S=S(AV)=WwWtw-.
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On a alors le résultat suivant :

Théoreme 6 [Ni4]
Sous les hypothéses du Théoréme 4, on a :

(5.15) S(A, Vi) = S(Ay, Vo) <= Ay = Ajyet Vi = Vi

La preuve de ce théoreme est basée sur I’étude de I’asymptotique a haute énergie de 'opérateur
de diffusion. On étudie le méme objet que Enss-Weder mais avec une méthode différente et
stationnaire. Cette approche permet d’obtenir 'asymptotique complete a haute énergie. In-
sistons sur le fait que dans cette section, 'asymptotique complete n’est pas nécessaire, mais ce
ne sera pas le cas lorsque nous étudierons le probleme de diffusion inverse a énergie localisée
pres d’une énergie fixée comme Joshi et Sa Barreto [Jo-Bal]. Notons aussi que le Théoreme
6 a aussi été obtenu par Arians [Ar] en utilisant la méthode géométrique de Enss-Weder
pour des potentiels a courte portée. Enfin, comme nous "avons rappelé précédemment, le
Théoreme 6 se généralise au cas longue portée via 'utilisation d’opérateurs d’ondes modifiés

Ni4].

Théoreme 7 [Ni4] o
Sous les hypothéses du Théoréme 4,V ®, W € C5°(IR"), nous avons 'asymptotique compléte
lorsque A — 400 :

(5.16) < eMewg g5 Ny s 0 NTATE < B, ag,(x, D) U >,

7=0

ot aj(x,D) sont des opérateurs differentiels. En particulier,

(5.17) ap(z, D) = ecalew)
ou
+co
(5.18) calz,w) = / Alz 4 tw) - w dt,
el
. +o0
(5.19) o2, D) = —i oAl (/ V(e +tw) dt +anu(e, D)) ,

ot as,(x, D) est un opérateur différentiel qui dépend seulement de A.

Le Théoreme 6 est juste une application du théoreme 7, en utilisant le théoreme d’inversion

de la transformée de Radon [H], [Ni4].
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Esquisse de preuve du Théoréme 7 :

Pour simplifier, supposons dans un premier temps que A = 0. Pour déterminer ’asymptotique
a haute énergie de

(5.20) F(\) =< V79, S(A,V) eV g >

il est naturel d’introduire deux opérateurs :

(5.21) QF(\w) = e Vv e Vivw
puisque
(5.22) F(A) =<0t (\w) @, O (\w) ¥ > .

On a évidemment,

(523) Qi()\,w) — 5 tlgtn eitH()\,w) e—itHo(A,w) 7
ol
1
(5.24) oA w) = 5(D+ V), HOw) = Ho(dw) + V().

Notre méthode stationnaire est assez simple a mettre en place et est proche de celle due a
Isozaki et Kitada [Is-Ki], [Ki].

Idée principale :

L’idée est de construire deux opérateurs pseudodifférentiels notés J*(\,w), (nous verrons
par la suite que ce sont en fait des opérateurs différentiels), tels que pour A >> 1,

(5.25) OE\,w) & = tliin O JE() ) emitHoO) ¢
(5.26) | (N w) = 2N w)® || = O(A™) .

En utilisant (5.26), on aura donc :
(5.27) FA) =< JT(\w)®, J-(A\w)¥ > + 0 (A7),

ce qui nous permettra de calculer facilement 'asymptotique a haute énergie.

Si Passertion (5.25) est satisfaite , nous avons :

+co . .

(5.28) OF(\w) — JEO\w) = / tHOW) TE() ) emitHoe) gy
0

ou

(5.29) T\ w) = i (H(\w) J5Aw) — JE(\w) Ho(\w)) .
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Par conséquent, I'idée est de construire J*(\,w) sous la forme :

(5.30) JE(Aw) = Op (E At d;t(:v,é“,w)) L dE =1,

720
et afin d’obtenir T(\,w) = O (A~*°), nous devons résoudre les équations de transport
suivantes :
. . ?
(5.31) w - Vd;t_l_l = —zV(x)d;t + §Ad;t —£- Vd;t .

On résout les équations (5.31); il n’est pas difficile de montrer que (5.25) — (5.26) sont
satisfaites, ce qui permet de démontrer le Théoreme 7.

Le cas général A # 0 se traite en cherchant J*(\,w) sous la forme d’un opérateur Fourier
intégral et on suit la méme stratégie. Pour plus de détails, on se reportera a [Ni4]. O

Remarque :
Enfin, notons que le probleme de diffusion inverse pour des opérateurs de Schrodinger avec
champ magnétique a support compact a été étudié a énergie fixée par Eskin - Ralston,

[Es-Ral.

5.3.2 Le probléeme de diffusion inverse et ’effet Aharonov-Bohm.

Dans cette section, nous étudions des opérateurs de Schrodinger avec un champ électromag-
nétique et en présence d’obstacles.

On commence par préciser quelques notations.

Hy = —3A est Popérateur de Schrédinger libre dans L*(IR™), n > 2, de domaine H*(IR").
On considere un obstacle compact K in IR" a frontiere lisse et on pose ) = [R"\ K. Sans
perdre de généralité, on peut toujours supposer que l'origine appartient a K.

On définit le Hamiltonien H comme 'opérateur différentiel sur €2 :
1
(5.32) H =H(AV) = 5 (D — A(z))* + V(z) .

On suppose que le potentiel électrostatique V € C*°(Q) , avec la condition a courte portée
(Hl)v P> L.
Pour simplifier, on considere une 2-forme champ magnétique, B € C§°(IR").

Dans cette section, nous préférons travailler avec la 1-forme potentiel magnétique A =
(Aq, ..., A,) satisfaisant la jauge de Coulomb (div A = 0), et donnée par :

(5.33) Aj(z)

/ _b(y) dy , VY€ IR,
" I"C yl

Unlkl

ou 0,_1 le volume de la sphere unité de [R".

24



Nous noterons aussi par H la réalisation de Dirichlet de domaine D(H) = H*(Q) N H} ().
Enfin, soit Z l'opérateur de restriction T : L*(IR") — L*(2) défini par T® = ®q.

On définit les opérateurs d’ondes W* via le formalisme & 2 espaces de Hilbert, [De-Ge],
[Wh2] :

Théoréeme 8 [Ni5]
Les opérateurs d’onde W* : L*(IR") — L*(Q) définis par

(5.34) W* = s— lim " T et

t—too ’
existent et sont complets

On note encore par S = S(A, V) 'opérateur de diffusion.

Afin de résoudre le probleme inverse de diffusion, nous supposerons dans cette section que K
est un ensemble convexre pour pouvoir utiliser le théoreme de support de la transformée de
Radon. Notons que cette hypothese de convexité n’est pas nécessaire dans 1’étude a haute
énergie de 'opérateur de diffusion et que les Théoremes 9 et 10 sont valables si ’on remplace
alors K par son enveloppe convexe.

Théoréeme 9 : (le cas de la dimension n, n > 3) [Ni5].
Sous les hypothéses précédentes, nous avons :

(5.35) S(Ay, Vi) = S(A3,Vy) < By =By et V; =V, dans Q .

En dimension 2, le résultat est plus compliqué; une quantification du flux du champ magné-
tique apparait. De plus, afin de pouvoir utiliser le théoreme de support pour la transformée
de Radon, nous devons supposer une décroissance plus forte sur le potentiel V' :

(Hy) V satisfait (Hy) , et Vm>0, <z >"V € L™,

Soit 3 le flux total (normalisé) du champ magnétique :

1

" or

(5.36) Ié; /B2 b(z) de avec b= by = —by.

Théoréeme 10 : (le phénomeéne de Aharonov-Bohm, n =2), [Ni5]
Supposons que supp B; C K, alors :

(537) S(Al,‘/l) = S(AQ,‘/Q) - 61 = ﬁg [2] , Vi =V, dans €.

Remarque :

Il n’est pas difficile de montrer qu’inversement :

(538) 61 = 62 [2]7 Vi = V; dans )} = S(Ala‘/l) — e—i(ﬁl—ﬁz)é’(D) S(AQ’%)ei(ﬁl_BQ)e(D)’
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T
ot f(x) = tan™" (—2) € [0, 27| est 'angle azimuthal a partir de 'axe z; positif.
£

En particulier, les quantités mesurables physiques, comme la section efficace, sont les mémes.
Ruijsenaars [Ru] a obtenu des résultats similaires dans IR* lorsque K = D(0,R), V = 0 et
pour une interaction magnétique radiale. Enfin, notons que le cas d’'un champ magnétique
a support non inclus dans I'obstacle a également été étudié dans [Ni5].

Esquisse de preuve :

Le probleme avec obstacle peut se traiter de la méme maniere que le Théoreme 7 en étudiant
le comportement a haute énergie de ’opérateur de diffusion. Cependant, dans ce cas-la, il est
indispensable de construire une classe de fonctions test qui ont une interaction négligeable
avec l’obstacle. On procede donc comme suit.

Soit w € S™71 fixé, S™71 est la shere unité de IR™. Soit X, ’ensemble suivant :

(5.39) X, ={z€lR" : Vte IR, v +tw €Q}.

Dans le cas des obstacles, on travaille localement en espace : on choisit des fonctions test
® et ¥ a support dans X,,. Techniquement, la chose essentielle est de controler 1’étalement
(ou spreading) de la fonction d’onde, (lorsque b, € C§(IR"), les translations ’emportent
sur le spreading).

Pour cette raison, nous introduisons une troncature en énergie (dépendant de X) et rem-
plagons @ par xy(A7°D) @, € < %, x = 1 dans un voisinage de 0. On conclut en suivant la
meéme méthode que la démonstration du théoreme 7. Pour plus de détails, on se reportera a

[Ni5] O

Remarquons que Weder [We2] a étudié un probleme similaire avec des champs magnétiques
singuliers et a I’aide d’une méthode dépendant du temps.

5.3.3 Le probléeme de diffusion inverse a énergie localisée.

Dans cette section, on étudie un probleme de diffusion inverse pour un couple de Hamiltoniens
(H, Hy) sur L*(IR™), n > 2, ou 'opérateur libre est Hy = —A de domaine D(H,) = H*(IR"),
et

(5.40) H=Hy+V,

avec un potentiel V- € C*(IR") vérifiant (H;) avec p > 1. On note S l'opérateur de diffusion.

Afin de localiser 1'opérateur de diffusion pres d’une énergie fixée A > 0, on introduit une
troncature y € C5°(]0,4+o0[), x = 1 dans un voisinage de A > 0.

Le but de cette section est d’obtenir des informations sur le potentiel a partir de Sx(Hp).

Nous montrons que pour n > 3, opérateur Sx(Hg) détermine "asymptotique complete du
potentiel a l'infini, en étudiant :

(5.41) F(h) =< Sx(Ho)®hnw, Yo >,
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ot <,> est le produit scalaire usuel dans L*(IR"), ®, ., ¥;, sont des fonctions tests con-
venables et h — 0.

Pour simplifier, nous supposerons dans ce rapport de recherche que V € S;*(IR™) (V est un
symbole classique d’ordre —2), i.e il existe une suite de fonctions homogenes f; d’ordre —j
telle que

71=2

(5.42) | 92 (V(x)_Nf fj(.x)) | < Con < >Nl

On commence par la définition des paquets d’ondes @4, ¥y ,.

Dans un premier temps, on définit U(k), h > 0, comme un opérateur unitaire sur L*(IR™)
par :

(5.43) Uh)®(x) = h> ®(hz).

On aura également besoin d’une troncature en énergie yo € C5°(IR") telle que xo(¢) = 1 si
| €< 1, xo(€) = 0si | € |> 2, (comme dans la section précédente, yo est introduite pour
controler le spreading des paquets d’ondes).

Pour w € S™ !, on écrit & € IR™ sous la forme z = y + tw, y € 1I, = hyperplan orthogonal
a w et on considere :

(5.44) X,={z=y+twelR" :|y|>1}.

Définition des paquets d’ondes
Pour @ € C§°(X,) et un € > 0 convenable,

(5.45) O, =V U(R) xo(h°D) @ ,

ou D =—1V, (U, est défini de la méme facon avec ¥ € C5°(X,,)).

Maintenant, on choisit € pour localiser les paquets d’ondes pres de ’energie fixée A > 0 :

Lemme 11
Poure<1eth <1, on a:

(5.46) X(Ho)®yw = @i

Nous pouvons maintenant énoncer le theoreme 12. En fait nous démontrons dans [Ni7]
un résultat similaire pour des potentiels a courte portée génériques, et également pour des
potentiels a longue portée en utilisant des opérateurs d’ondes modifiés.
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Théoréme 12 [Ni7]
On suppose que V € S;*(IR™). On a Uasymptotique suivante lorsque h — 0 :

(5.47) < (S = Dx(Ho)®ru, Uro >~ D B <@, Aj(z,w,D) ¥ >,

i>1

ot Aj(x,w, D) est un opérateur différentiel donné par :

7 +oo
(5.48) Ayaw.D) = s [ fa(e+tw) dt + By(e,w,D),

2v/A
avec By = 0 et pour j > 2, Bj(z,w, D) est un opérateur différentiel dépendant seulement
que des fonctions fr, 2 < k < 7.
Esquisse de preuve :
Puisque V' est un symbole classique d’ordre —2, on construit, pour le cas (4), le modifica-
teur J*(h,w), comme un opérateur pseudodifférentiel, (en fait un opérateur différentiel), et
possédant le développement asymptotique suivant :
(5.49) JH(hw) = op (3 B df(z,€,w)) , df =1.

k>0
Pour parler simplement, on construit djf afin d’obtenir 7% (h,w) = O(h>). Un calcul facile
nous montre que nous devons résoudre les équations de transport :

(5.50) —2iV - Vdf + fo =0,

et pour m > 1,

(5.51) 20V w - VdE = 20 VdE — AL+ forge df =0.
k=0

Le théoreme en découle comme dans la section précédente. O

Par conséquent, si nous notons S~°°(IR") I’ensemble des fonctions a décroissance rapide a
I’infini, en utilisant le théoreme d’inversion pour la transformée de Radon, on retrouve un
résultat proche de ceux de Joshi-Sa Barreto [Jo-Sal] et simplifié dans [Jo]. Insistons sur le
fait que Joshi et Sa Barreto travaillent a énergie fixée, mais il nous semble que les techniques
développées ici sont tres élémentaires.

Corollaire 13 [N:7]

Supposons que Vi, Vo € S72(IR™) , n >3 et Six(Ho) = Sax(Hp).

Alors : Vi =V, € ST (IR™).

En particulier, si Vi, V4 sont des potentiels rationnels d’ordre inférieur ou égal a —2, alors

Vi=V,.

Commentaires

En utilisant les résultats de Isozaki [Is], le corollaire précédent est vrai pour n = 2. Néan-
moins, comme cela a été remarqué par Grinevich [Gr] en 1986, pour n = 2, on peut construire
des exemples de potentiels rationnels lisses décroissant a I'infini comme | x |~% et d’amplitude
de diffusion nulle a une €nergie fixée.
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5.4 L’effet Stark.

On étudie un systeme quantique a courte portée en présence d’un champ électrique con-
stant. Pour simplifier, on suppose que le champ électrique agit dans la direction e; ou

e = (1,0,...,0) € IR*, n > 2.
Le Hamiltonien de type Stark correspondant est défini sur L*(IR") et est donné par :

1
(5.52) Hy = 5p"—a,
ou p = —iV. Il est bien connu que Hy est essentiellement autoadjoint sur C§°(IR™), (voir

[Re-Si] par exemple). On notera aussi par Hy la réalisation auto-adjointe de domaine D(Hy).
Rappelons la formule de Avron-Herbst [Av-He] qui décrit I’évolution libre :

. —itH, S g ip iip?
(5.53) € =e "6 " eT 2P g2t

ou p; est la premiere composante de p = (p1,p’). L’équation (5.53) montre que, & un facteur

N ’ . 4 . . 2 . s . . .
pres, évolution e ™0 consiste en une translation de £ unités vers la droite dans la direction
e1, composée par ’évolution libre usuelle sans champ électrique.

Soit H un second Hamiltonien considéré comme une perturbation de Hy : H = Hq + V (z).
On suppose que V' est un potentiel a courte portée i.e V€ C®(IR") et vérifie Vo € IN" :

1
(Hy) | 00V (2) |< Cy <z >7P710lp> > -

En fait, remarquons que nous avons seulement besoin de (H;) pour a d’ordre fini, (par
exemple | a |< n). Il est bien connu que sous la condition (H;), H est essentiellement
autoadjoint de domaine D(H) = D(Hy). De plus, H n’a pas de valeurs propres [Av-He] et
osc (H) =10, ou oy (H) est le spectre singulier continu de H, [Re-Si].

Sous I’hypothese (H;) les opérateurs d’onde :
(5.54) Wt = s— lim ¢tH —itHo

t—too

existent et sont complets [Av-He]. En fait, on peut montrer I'existence et la complétude
asymptotique de W* avec des hypotheéses plus faibles sur le potentiel [Av-He], mais nous
avons besoin de (H;) pour résoudre le probleme de diffusion inverse.

On note S = S(V) = W W~ D'opérateur de diffusion. Le probleme de diffusion inverse
que nous étudions ici consiste a reconstruire la perturbation V' a partir de l'opérateur de
diffusion.

Dans cette section, nous prouvons que dans le cas de la dimension n > 3, 'opérateur S
détermine uniquement le potentiel V. Plus précisément, il suffit de connaitre I’asymptotique
a haute énergie de S, (cf Proposition 15). L’hypothese n > 3 est nécessaire afin d’utiliser le
théoreme d’inversion de la transformée de Radon sur un hyperplan.

Notre résultat principal est le suivant :

29



Théoréme 14 [Ni6]
Soient Vi, Vy des potentiels vérifiant (Hy) et supposons que n > 3. Alors :

(5.55) S =8(Va) = Vi=Vs.

Un probleme similaire a été étudié par Weder [Wel] en utilisant une méthode dépendant
du temps; il a obtenu le méme résultat pour n > 2 (avec des conditions plus faibles sur
les dérivées de V), mais avec une hypothese plus forte de décroissance sur V : p > %.
Nous démontrons dans [Ni6] que notre nouvelle approche permet également de démontrer

ce résultat.

Preuve du Théoréme 14 :

Pour démontrer le théoreme, nous étudions I’'asymptotique a haute énergie de 'opérateur de
diffusion en utilisant I’approche de Enss-Weder. L’approche stationnaire décrite précédem-
ment n’est pas adaptée a ce probleme.

La méthode proposée plus bas est tres proche de [En-We], [Wel]. Les principales étapes de
la preuve sont les suivantes :

a) on définit un opérateur d’ondes auxiliaire 2% (un modificateur a la Dollard) qui coin-
cide avec W* & une phase en énergie pres.

b) on étudie "asymptotique a haute énergie de S (en utilisant Q%) dans une direction
orthogonale a €.

c¢) en utilisant cette asymptotique et le fait que dim II., > 2, ou Il., est 'hyperplan
orthogonal a e;, nous résolvons le probleme de diffusion inverse grace au théoreme d’inversion
de la transformée de Radon.

Construction d’un opérateur d’onde auxiliaire.

Nous construisons un opérateur d’onde modifié QF qui est proche de I'opérateur d’onde
canonique W*. L’avantage de QF sur W¥ provient que Q* admet des estimations plus fines
a haute énergie.

On commence par définir une dynamique modifiée Up(t) par :
. . t 7 ’ 1 2
(556) UD(t) — e—“‘Ho e—lfo V(sp'+5s5%e1) ds ‘

Cette dynamique est proche de celle introduite dans [Wh1] pour le cas longue portée. Notons
que l'on prend p’ au lieu de p dans I'intégrale puisque Hy commute avec p'.

Maintenant, nous pouvons définir les opérateurs d’onde modifiés (a la Dollard) :

(5.57) 0Ff =s— lim "7 Up(t) .

t—too
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Puisque p > %, il est clair que cette limite existe et nous obtenons par (5.56) :

(5.58) 0 = Wt it )
ou
+oo 1
(5.59) gt () = /0 Vi(sp' + 58261) ds .

On pose T'= Q0™ de sorte que d’apres (5.58) on a :

(5.60) G = 9t (@) g ()

Asymptotique a haute énergie de ’opérateur de diffusion.

Nous avons besoin de quelques notations supplémentaires.

e & U sont les transformées de Fourier de fonctions appartenant a C5°(IR™).
ewe S™INIIL, est fixé.
° (I)/\M — ei\/Xm.w(I)7 \I}/\M — ezﬁrwq;

Nous avons I"asymptotique suivante, < , > désignant le produit scalaire dans L*(IR") :

Proposition 15 [Ni6]
1 +oo
<[S,p] Prw, Unw>=2"2 < (/

— 00

vvxx+¢w)d0 O, 0> 4o (A F).

Le Théoreme 14 se démontre ensuite via la transformée de Radon comme dans les sections
précédentes.

5.5 Diffusion inverse avec potentiels répulsifs.

Le but de cette section est d’étudier un probleme de diffusion inverse pour un Hamiltonien
avec un potentiel répulsif et pour une classe de potentiels a courte portée.

Le Hamiltonien libre défini sur L*(IR"™), n > 2, est donné par :
(5.61) Hy = p* —2?%,

ou p = —iV. Il est bien connu que Hy est essentiallement auto-adjoint sur C3°(IR"), ([Re-Si]
par exemple). On note encore Hy la réalisation autoadjointe de domaine D(Hy).

De plus, si on désigne par A =z - p+ p- z le générateur des dilatations, on a :

(5.62) HoU=U A,

31



ot U est l'opérateur sur L*(IR™) défini par :

(5.63) Ud(z) = (V2r)72 e'% V2 e_inq)(y) dy.

On en déduit que le spectre de Hy : o(Ho) = 0..(Ho) = IR.

Maintenant, on rappelle la formule de Mehler [Ho] qui décrit I’évolution libre :
(5.64) Vt#£0, e o =M, D, F M, ,

ou M, est 'opérateur de multiplication :

(5.65) M®(z) = ez <°th) =* §(z) |

D, est I'opérateur de dilatation :

(5.66) D,®(z) = (isinh(2t))"% @ (Sin}f(%)) ,

et F est la transformée de Fourier usuelle sur L*(IR™).

Intuitivement, puisque le flot classique du systeme est donné par : Va,£ € IR", Vt € IR,
(5.67) @i (z,€) = (cosh(2t)x + sinh(2¢)€, sinh(2t)x + cosh(2t)¢) ,

un potentiel électrique réel V' qui vérifie :

(Hy) [ V(z) | <C(n<z>) ' e>0,

ou <z >=(1+ 12)%, est une perturbation a courte portée pour H,.

Sous cette hypothese, H = Hy + V/(z) est essentiellement auto-adjoint de domaine D(H) =
D(Hy) et oess(H) = IR. De plus, H n’a pas de valeurs propres et oy.(H) = (), [BCHM].

Sous I’hypothese (Hi), on montre également dans [BCHM] que les opérateurs d’onde :
(5.68) WE = s— lim etH o—itHo

t—+oo

existent et sont complets, (i.e Im W* = H)(H)).

On note S = S(V) = WH W~ l'opérateur de diffusion. Afin de résoudre le probleme de
diffusion inverse, nous avons besoin d’hypotheses plus fortes sur le potentiel électrique V.

On suppose que V € C*(IR") et vérifie Vo € IN" d’ordre fini :

1
(113) [9V(@) | < Casa >0 pelil,

Nous montrons que 'opérateur S détermine uniquement le potentiel V' en étudiant le com-
portement a haute énergie de 1'opérateur S.

Notre résultat principal est le suivant :
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Théoréme 16 [Ni§]
Soient Vi, Vy des potentiels vérifiant (Hz). Alors :

SV =8(Va) = Vi=V,,

Ce théoreme se démontre exactement comme dans les sections précédentes. Notons :

o & U c S(IR") 'espace des fonctions a décroissance rapide.
o w e S est fixé.

¢ Dy, =D, T, = Vg,

En utilisant ’approche dépendant du temps de Enss-Weder, nous avons ’asymptotique a
haute énergie lorsque A — +o00, ot < , > est le produit scalaire usuel sur L*(IR") :

Proposition 17 [N:§]

1 +00
<[S,p] Prw, Vrw>=X1"2 < (/

— 00

YV (e + tw) dt) O, W > 4o (AH)

Cette derniere proposition nous permet de reconstruire V' en utilisant le théoreme d’inversion
pour la transformée a rayon X.

Commentaires.

Le théoreme 16 se généralise facilement pour des Hamiltoniens de type :

(5.69) Hosz—Zaz T3 + Z a; rr

k=1 k=n_+1

ou a; > 0, n_ > 1 et avec la convention E?:a =0if b < a.

6 Perspectives.

Le probleme de diffusion inverse a énergie fixée et parametre semiclassique i pour des opéra-
teurs a deux corps :

(6.1) H(h) = —h*A+V(z) , Ho(h)=—h*A sur L*(IR"),

meérite d’étre étudié. Lorsque le potentiel V' a courte portée est dilatable analytiquement,
on peut penser que la donnée des matrices de diffusion S(A k), A fixé et h € I C (0,00),
détermine uniquement le potentiel.
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L’idée repose sur un travail récent de Vasy-Wang [Va- Wal, (pour un probleme a N-corps,
N > 3). Pour résumer brievement, on pourrait essayer de démontrer I’analycité par rapport
au parametre h et ensuite faire tendre ce parametre vers ’'infini pour essayer de reconstruire
V. On échapperait ainsi au régime semiclassique.

Un autre probleme intéressant, mais sans doute difficile, est d’étudier le méme probleme
pour des potentiels V' a courte portée quelconque, mais avec un parametre semi-classique
tendant vers 0. Physiquement, sous des hypotheses de trajectoires non captées, on peut
espérer retrouver le potentiel V dans la zone classiquement observable. C’est un probleme
beaucoup plus délicat que ceux traités dans ce rapport de recherche, puisque ’on n’est plus
dans une théorie perturbative.

Enfin, il y a également le cas des perturbations d’ordre 2 du Laplacien (cas des métriques)
a étudier a haute énergie. Grace a un changement d’échelle, ce probleme est identique au
régime semiclassique. On pourrait ainsi esperer retrouver certains invariants de la métrique,
(opérateur de diffusion étant invariant sous ’action de difféomorphismes proches de I'identité
a l'infini, il est exclu de déterminer uniquement la métrique). Notons qu’a énergie fixée et
pour des métriques de type symbole classique d’ordre —2, ce probleme a été récemment étudié
par Joshi - Sa Barreto [Jo-Sa2] : via un difféomorphisme, 'asymptotique de la métrique a
I'infini est uniquement déterminée par la donnée de S(A), A > 0 fixée.
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