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Le changement de variables ou changements de coordonnées

Dans cette legon, || || est une norme quelconque sur l’espace R". Si U C R™
est un ouvert et 7 € N U {oo}, on note C"(U,RP) I'espace vectoriel des
applications de r fois contintiment différentiables sur U & valeurs dans RP.

On note B(z, R) la boule ouverte de centre z et de rayon R.

2.1. Le théoréme d’inversion locale. —

2.1.1. L’énoncé. —

Théoréeme 2.1. — Soit U un ouvert de R"™ et f € C"(U,R™) avec r > 1,
st en xg € U, la différentielle de f, Df(xg) est inversible alors il y a une
boule B(xg,e) C U telle que

[ B(xo,e) — f (B(x0,¢))

soit un C" difféomorphisme!V). De plus la différentielle de la réciproque

=1 @) est donnée par

D) = (Df (W) )

Je vous conseille de revoir la preuve dans votre cours de Licence. De ce

-1

théoréme on en déduit un critére global :

2.1.2. Un critere global. —

Proposition 2.2. — Soit U un ouvert de R™ et f € C™2Y(U,R"), on

suppose que
Ve e U, Df(x) € GL,(R)

et que f est injective, alors f est un C" difféomorphisme de U sur f(U).
Une application de ce résultat est le suivant :

Corollaire 2.3. — Si f : R® — R"™ est une application de classe C"=1

injective, propre telle que

Ve € R",Df(z) € GL,(R)
alors f est un C" difféeomorphisme de R™ sur lui méme.
On donne la définition d’une application propre

Définition 2.4. — On dit qu’une application continue f : R” — RP est
propre si 'une des deux conditions équivalentes suivantes est vérifiée :
i)) Pour tout compact K de RP alors f~!(K) est un compact de R".
i) limg oo | f (@)]| = 400

La premiére condition permet de définir la notion d’applications propres
sur tout espace topologique (mais cela n’est intéressant que sur les espaces

topologiques localement compacts).

(W On rappelle qu'une application de classe C"2' est un C" difféomorphisme si elle est
bijective et si sa réciproque est aussi de classe C". Une application continue bijective
dont la réciproque est continue est appelée homéomorphisme.

() Cest un léger abus de notation, car c’est la réciproque de la restriction de f a
B(zo, €).



I est clair que ces deux définitions coincident : ii) équivaut au fait que
pour tout M > 0ily a R > 0 telle que

|zl| > R = [|f(z)]| > M.

Ou encore que

If (@)l <M = |z < R

i.e. i7) nous dit que I'image réciproque de tout ensemble borné de R? est
borné.
Mais puisque f est continue, I'image réciproque d’un compact est toujours
fermée (car I'image réciproque d’un fermé par une application continue est
fermé) ; en particulier puisque les compacts de R™ sont les fermés bornés,
i) équivaut aussi au fait que I'image réciproque de tout ensemble borné de
R™ est borné.
Pour montrer le corollaire il suffit de montrer qu'une telle application f
est surjective. Comme R" est connexe, il suffit de démontrer que sous ces
hypothéses f(R™) est ouvert et fermé.
- Siyo = f(zo) € f(R™) alors grace au théorémes d’inversion locale
2.1,ily a € > 0 telle que 'ouvert f(B(zg,¢c)) soit bien sur inclus dans
f(R™), f(R™) contient donc un ouvert contenant yo, et ceci pour tout
yo € f(R™) : f(R™) est bien ouvert.
— On montre maintenant que f(R™) est fermé : si (yk =f (l’k)> est

k
une suite convergente de f(R")

li};n Yk = Yoo

alors ’ensemble constitué de cette suite et de sa limite est un compact
de R™ donc son image réciproque est un compact de R”, en particulier

la suite (Zlik> vit dans un compact : on peut extraire de cette suite une
k

sous suite convergente (:pn(k))k
lilgn Tp(k) = Too

et par continuité de f on a forcément yoo = f(2o0). Donc f(R") est

fermeé.

2.1.8. A quoi ¢a sert ?— Cela sert & montrer quune application est loca-
lement bijective, ou & montrer que I'inverse d’une application est C” ; par
exemple : la racine carrée des matrices symétriques définies posi-
tives Soit Sym; = {A € M, (R),!A = A, A > 0} 'ensemble des matrices
carrées n X n symétriques définies positives : c’est un ouvert de l'espace
vectoriel Sym,, = {4 € M,(R),’A = A, } des matrices symétriques. De
plus si A € Sym; on sait qu’il existe une unique VA € Sym," tel que
(VA)? = A. Alors

Vo Sym; — Sym;"
est C™°.
La construction de la racine carrée d’une matrice symétrique définie posi-
tive ne donne pas ce résultat. On montre plutot que son inverse

+

n

C : Sym;? — Sym
A — A

est un C*°-difféomorphisme.
C’est évidement une application C'*° puisque les coefficients de la matrice
de A% sont des polynomes en les coefficients de A, elle est bijective (par
définition de la racine carrée!). Le théoréme d’inversion globale 2.2 nous
dit que si DC(A) est inversible pour tout A € Sym;!" alors C sera un C°°-
difftomorphisme. Mais DC(A) € End(Sym,,) et pour H € Sym

avons :

ns DOUS

DC(A)(H) = AH + HA

Soit donc H € Sym,, tel que AH + HA = 0. En multipliant cette identité
par H a gauche on obtient HAH + H?A = 0 puis en prenant la trace de
cette identité on obtient :

TrHAH + H?A=2Tr HAH =0
(car Tr H?A =Tr HHA = Tr HAH) mais on a aussi
HAH ='(VAH)(VAH),

on a donc Tr'(vA H)(vVAH) = 0, mais un petit calcul montre que cette
trace est exactement la somme des carrés des coefficients de la matrice



VAH , la matrice VA H est donc nulle et puisque VA est inversible, on a
aussi H = 0.

On a donc de vérifier que ker DC(A) = {0} donc DC(A) est bien inversible
pour tout A € Sym,!.

Cela sert aussi a trouver des coordonnées plus adaptées (exemple plus
loin des coordonnées polaires, cylindriques, sphériques). Il faut voir cela
comme une version non linéaire du changement de base (qui correspond a
un changement de coordonnées) en algébre linéaire : celui ci vous permet
d’exprimer une application linéaire de facon plus simple.

Exemple :Le lemme de Morse en dimension 2(%) :

Théoréme 2.5. — Soit U un ouvert de R? et f € C"(U,R) avec r > 3,
on suppose qu’en (xo,y0) € U Df(zo,y0) = 0 et que D?f(z0,y0) est une
forme bilinéaire symétrique non dégénérée. Grice au lemme de Gauss, il
y a une base (e1,ez) de R? telle que

u? + v? si D%f(xg,y0) >0
D?f (w0, y0)(uer + veg,uer +ve) = —u? —v? si  D2f(x0,y0) <0
2,2

u- —v

Alorsily ae > 0 et un C"=2 difféomorphisme sur son image C : B((zo,0)),€) —

R2,
C(z,y) = (u(z,y),v(z,y))

avec C(xo,y0) = (0,0) et telle que
flzy) =

y) £ v*(z,y))

Avant de prouver ce théoréme, voyons comment il peut étre utiliser pour

= f(eo,m) + 5 (F2(,
I'étude des lignes de niveau {f = C*}. Dans le cas ot D?f(z0,yo)(ue; +
veg, ue + veg) = u? 4+ v2, on sait donc que pour ¢ < f(zg, yo), 'ensemble
des points de B((zo,y0),€) qui vérifie {f(x,y) = c} est vide alors que
pour ¢ = f(xp,¥o), cet ensemble est réduit au point (zg,yo) et que pour
¢ > f(zo,y0), c’est une courbe qui est 'image par le difféomorphisme C 1

d’un cercle de rayon /2(c — f(zo,0)). On a un résultat analogue dans les

®)Un tel résultat existe aussi en dimension supérieure.

(o, 0) + 5 D F (o, o) (ule,y)er + vl y)es, u(z y)er + vla, y)ea)

autres cas. Ainsi dans les coordonnées (u,v) I'application f est beaucoup
plus simple.

lignes de niveau de xt+yt=1/2,1,2

i
)

Démonstration. — On suppose que xg = yo = f(xo,y0) = 0 (cela pour

ligne de niveau de xt-yt=-1,0,1

-2 |

alléger I’écriture) et on ne fait la preuve que pour le troisiéme cas :

DQf(O,O)(uel + veg, uej + vey) = u? — 2.
Les autres cas se montre de la méme fagon (il suffit de changer de signe
au bon endroit).
Et on travaille dans la base (e1, e2) c’est a dire (z,y) = xej + yea.

Grace a la formule de Taylor avec reste intégral, on a

1
Fla) = [ (0= 0D (e, t) (. 9)s (2. )

1 82 5 82 82 5
= 1-t|— 2 —
/0( t) [8$2f(t:c,ty)m + axayf(tﬂc,ty)ﬂcy+aygf(tﬂc,ty)y dt

Ceci étant valide dans une boule B(0,7) C U. Posons

a(w,y) =2 fo (1= t) 25 f (ta, ty)dt
b y) = 2 11— 1) 2 f (e, )
c(z,y) = 2f0 agayf(tx ty)dt



Ces trois fonctions sont de classe C"~2 et ainsi

Flas) = 5 [ale,v)a® + 2e(z,y)ay + b, y)y’]

on a
2 2

o d
0 a(0,0) = 55 £(0,0) = 1, b(0,0) = a—yzf(o,O) =-1,
2

et ¢(0,0) = afayf(o,O) =0.

Quitte & réduire 1, on peut supposer que sur B(0,n) on a a(z,y) > 0.
Alors on peut écrire

1 c \?2
fay) =Fla(z+2y) +
a réduire encore 7, on peut supposer que sur B(0,7), on a ba — ¢? < 0.
Alors on pose

c2 —ba

a

u(z,y) = Va (a: + §y> et v(z,y) =

alors u et v sont bien des fonctions de classe C"~2 et nous avons bien par

Y

construction 1
f(l',y) = 5 (U(Hj’,y)Q - U(x7y)2) .
En grace a (1) on sait que
0 .. u(h,0) —u(0,0) . u(h,0) a(h,0) h
e e L R A =1
¢(0,h)
o Cw(0,h) —u(0,0) . Valh0) Zgmh
gy (00) = Jim h = pm h =0
et de méme : 9
—v(0,0) =0
-0(0,0)
0
et —v(0,0) =

La matrice de la différentielle de C' = (u,v) en (0,0) est donc Idy, Cette
différentielle est donc inversible et le théoréme d’inversion locale (2.1) nous
fournit £ > 0 telle que C soit un C"~? difféomorphisme de B(0, ) sur son

image. ]

) On a écrit a pour a(z,y), b pour b(z,y) et ¢ pour ¢(z,y).

2.2. Le théoréme des fonctions implicites. —

2.2.1. L’énoncé. —

Théoréeme 2.6. — Soit O un ouvert de R" x RP et f € C"(O,RP) (ou
r > 1). On suppose qu’en (To,%o) € O, Daf(x0,vo) ©) est inversible,
alors il existe un voisinage ouvert U X V de (zo,Yyo) et ¥ : U — V une

application de classe C" telle que
(x,y) eU XV xelU
<
flz,y) =0 y=v(x)

De plus on a

D’QD(CC) - - (DQf(an yo))il le(an yo)

2.2.2. Application : suivre une racine simple de polynéme. —

Proposition 2.7. — Soit P, € C,[X] et z, € C une racine simple de P,,
alors pour P € Cy[X] voisin de P,, P a une unique racine z(P) voisine

de z, et
B P(z0)
P}(zo)

2(P) =z +o([[P = Fol)

Démonstration. — D’abord I'application € : C,[X] x C — C définie par
E(P,z) = P(z)

est de classe C*°. En effet si on identifie C,,[X] & C"™! avec (ag, ..., an) —

>oiaiX ¢ alors &£ est juste 'application

(a'()a “eey Uny,y Z) = Zaizia
i

c¢’est une application polynomiale. De plus la différentielle au point (P, z,)
de &£ par rapport & la variable z est I’application de multiplication par
Pl(z,) :

pour h € C, Do&(P,, 20)h = Pi(zo)h

() C’est la différentielle de f par rapport a la seconde variable y € R?; c’est une

application linéaire de R? dans lui méme.



En particulier comme on a supposé que z, est racine simple de P, on a
P'(2,) # 0, donc DyE(P,, 2,) est bien une application linéaire inversible.
On peut donc appliquer le théoréme des fonctions implicites (2.6) : Il y a
donc U un voisinage ouvert de P, dans C,[X], V un voisinage ouvert de

z, dans C et ¢ : U — V une application C*° tels que

{(P,Z)EUXV <:){ PeU
P(z) =0 2= ¥(P)

De plus lorsqu’on fixe z,, 'application P — P(z,) est linéaire donc
pour H € C,[z] , D1E(Py, 20)H = H(z,)

On a donc

H(z,)

et = PG

D1E(P,,z0)H =

P "(20)
Lorsque P € U, P a donc une unique racine z = ¢(P) dans V et on a

Z:¢(P):¢(Po)_DQ;Z)(PO)(P_PO)+O(HP_P0H)

P(20)
pu— —_— P - P .
= s +o(lP = Byl
O
2.3. Applications a I’étude des courbes planes. —
2.8.1. Redressement d’une courbe. —
Proposition 2.8. — Soient I un intervalle ouvert de R, ¢ : I — R? une

application de classe C"=1 et t, € I telle que c(t,) # 0. Alors il existe
-0 >0 tel que |t, — d,t, + [C I,
— U un voisinage ouvert de c(t,),

—et® : U — R? un C" difféomorphisme sur son image

tels que

O(c(t)) = (t —t5,0).
Démonstration. — Soit ¥ un vecteur de R? non colinéaire a ¢/(t,), et consi-
dérons

U(s,h) =c(to + s) + hv.

Cette application ¥ est évidement de classe C", ces dérivées partielles en
(0,0) sont
ov

o
- — / -
gs (0 =clto) et

elles forment donc une base de R?, la différentielle de ¥ en (0,0) est donc

(an):{;a

inversible. On peut donc appliquer le théoréme d’inversion locale (2.1)
pour trouver U un voisinage ouvert de c(t,) et ® : U — R? un C"
diffeomorphisme sur son image tel que (0,0) € ®(U) et ®(¥(s, h)) = (s, h).
En particulier ®(¥(s,0)) = ®(c(to + 5)) = (s,0). O

Si la courbe est un graphe {y = f(x)} elle est paramétrée par t — (¢, f(t))
et un difféeomorphisme redressant la courbe est : (z,y) — (z,y — f(x)).
2.8.2. Courbe définie implicitement. — On paraphrase ici le théoréme des
fonctions implicites en dimension 2 :

Proposition 2.9. — Soit U un ouvert de R? et F € C"(U,R) (avec tou-
jours r > 1) on suppose qu’en (xo,y,) € U on a DF(x4,Yy,) # 0 i.e.

(aai(xm yo)7 aaj(xm yo)) # (07 0)

On considere C = {(z,y) € U, F(x,y) = 0} alors au voisinage de (o, Yo)
C est

- soit un graphe y = f(x) (lorsque %—Z(mo,yo) #0)
— soit un graphe x = g(y) (lorsque %(mo, Yo) #0).

2.8.83. Résumé : sous variété de dimension 1 du plan :—

Théoréme 2.10. — Soit C un sous ensemble du plan R et r > 1, il y a
équivalence entre

i) Pour tout m € C, il existe U un ouvert contenant m et ® : U — B

un C difféomorphisme telle que
QU NC) = A{(z,0); [z <1}

it) Pour tout m € C, il existe U un ouvert contenant m et E : U — R

une application de classe C" tel que DE(m) # 0 et
EYol=cnU.



i11) Pour tout m € C, il existe U un ouvert contenant m de la forme

I xJ oul,J sont des intervalles de R et il existe

— soit une application C™ g : I — J telle que CNU soit le graphe
de g

— soit une application C™ f : J — I telle que CNU soit le graphe
de f.

iv) Pour tout m € C, il existe U un ouvert contenant m et I un inter-
valle de R et ¢ : I — U une application de classe C" avec c'(t) # 0, Vt € T
telle que ¢ : I — CNU soit un homéomorphisme.

On dit alors que C est un sous-variété de dimension 1 du plan de classe
Cr.

Démonstration. — En effet I’équivalence ii) < iii) est juste le théoréme
des fonctions implicites. Il est aussi clair que iii) = iv) ; la proposition sur
le redressement des courbes (2.8) assure que iv) = ) en effet avec iv) cette
proposition assure que si m € C alors il existe V' C U un voisinage ouvert
de m, J C I un intervalle ouvert et ® : V — B un C" difféomorphisme tel
que ®(c(J)) = {(2,0), ||z|| < 1} mais comme ¢ est un homéomorphisme
sur son image on a ¢ : J — U est encore un homéomorphisme sur son
image, en particulier ¢(J) est un voisinage ouvert de m dans ¢(f), il y a
donc un ouvert V'’ de R? telle que

c(J)=c(I)nV’

et donc ¢(J) = ¢(I)N(V'NV). La restriction a VNV’ de ® convient donc.
Pour démontrer i) = ii) a partir des hypothéses de i) il suffit de poser
F(.’E,y) :<I>2(:1:,y) si (I)(a:?y):(q)l(xvy)?(I)Q(xay)) O

Remarquons que dans iv) ’hypothése homéomorphisme est trés impor-
tante : exemple I'image de c(t) = (¢(t> —1),t? — 1) sur R ne vérifie pas iv)

et méme en restriction a | — 0o, 1] ot elle est injective :

graphe de t-> (t(tt—1),tT—1) en restriction ]-1.5,1[

ros

Le point ¢(0) = (0,0) de la courbe n’a pas de voisinage homéomorphe a

un segment.

2.8.4. Droite tangente. — Soit C une sous-variété de dimension 1 du plan
de classe C" et m € C alors si dans un voisinage de m, C est définie par
I'équation E(p) = 0 ou E est une fonction de classe C" a valeurs réelles et
telle que DE(m) # 0, la droite affine tangente a C en m est la droite T,,,C
qui passe par m et dirigée par ker DF'(m) (la droite vectoriel tangente
est juste 773 = ker DF(m) (9). Cette droite ne dépend pas de I'équation
choisie pour définir C au voisinage de m. En effet si C est paramétrée par
c: I —UC"avec d(t) # 0, Vt € I et ¢(0) = m alors on a forcément
Eoc=0 et donc
DE(m)c(0) =0

—
ainsi la droite T;,C est dirigée par ¢/(0) et cette caractérisation ne dépend
donc plus de I'équation choisie pour définir C; de la méme fagon elle ne

dépend pas de la paramétrisation c choisie.

2.4. Applications : surfaces de ’espace. —
2.4.1. Définition. —

Théoréme 2.11. — On dit qu’un sous ensemble ¥ C R? est une surface
C" si elle vérifie l'une des propriétés équivalentes suivantes :

(©)est bien un sous espace vectoriel de dimension 1 par le théoréme du rang.



i) Pour tout m € X, il existe U un ouvert contenant m et ® : U — B?

un C" difféomorphisme tel que
U NY) = {(z,y,0);2° +y° < 1}.

it) Pour tout m € X, il existe U un ouvert contenant m et E : U — R

une application de classe C" tel que DE(m) # 0 et
E7H0y=2nU.

iii) Pour tout m € %, il existe (i,], k) une base de R® et U un ouvert
contenant m de la forme ] —a, a[x] —a, a[x] —b, b[ dans le repére (m, 7, ], k)
et une application de classe C™ G :] — a,a[x] — a,a[—] — b, b[ telle que

SNU = {m+ (zi +yj + zk), (z,9) € — a,a[x] —a,a] et z=GC(z,y)}

i) Pour tout m € ¥, il existe U un ouvert contenant m et et P : B? —
U C" avec P(0,0) = m telle que
~ P : B> - YNU soit un homéomorphisme
~ et V(u,v) € B2, DP(u,v) est injective c’est a dire ¥(u,v) € B?
guP(u, v) A %P(u, v) #£0

Remarque 2.12. — Dans le critére iv) on peut remplacer B? par n’im-
porte quel ouvert du plan. Dans iv) au lieu de supposer que V(u,v) € B?
%P(u, v) A a%P(u, v) # 0 quitte a réduire U et prendre une boule de
rayon plus petit, on peut supposer %P(O, 0) A %P(O, 0) #0

i) nous dit qu’une surface est un ensemble de I'espace telle que a change-

ment de coordonnées prés X est un morceau de plan.

Démonstration. — On montre facilement que i) = iii) grace au théoréme
des fonctions implicites : si on suppose qu’en m ii) est vérifiée alors on a
oF oF )

(%(m),a—y(m),g(m)) #0

une des dérivées partielles de E' en m n’est pas nulle supposons par exemple

que %—f(m) # 0. On considére alors (7, j, k) la base canonique de R? et alors

le théoréme des fonctions implicites nous dit qu’il y a un voisinage de m

de la forme (] —a, a[)2 x]—b, b[ dans le repére (m,;, 7, E) et une application

de classe C" G : (] —a, a[)2 —] — b, b] telle que

{p:m—i-(:L‘,y,z)e(]—a,a[)Qx]—b,b[ {:>{ x,y)e(]—a,a[)2
E(p) =0

Ce qui est exactement 1’énoncé #ii).

Il est aussi facile de démontrer que iii)=- iv) : si on suppose que iii) est
vérifiee en m € X alors F(z,y) = m + (21 + yj + G(x,y)k) convient ;
I’homéomorphisme réciproque est juste

(m + (zi +yj + zl;)) — (z,9).

La preuve de iv)= i) suit le méme cheminement que la preuve du re-
dressement des courbes : supposons donc que iv) est vérifie en m € X

posons

) opr
€3 = %(U,U) A %(070)

ainsi (%—5(0, 0), %—5(0, 0), €3) est une base de R? et considérons I’application
U(u,v,w) = P(u,v) + wes.

Cette application est bien de classe C” et elle est définie sur B? x R les
dérivées partielles de ¥ en (0,0,0) sont
ov oprP ov oprP ov

%(07070) = %(an)a %(07070) = %(070) et %(07070) = €3,

elles forment donc une base de R3, la différentielle de ¥ en (0,0,0) est
donc inversible, grace au théoréme d’inversion local, on trouve € > 0 tel

que ¥ : B3(e) — V soit un difféomorphisme de classe C” et on a
U{(z,y,2) € B*(c), 2 = 0} = {P(z,y), 2* +y° <&},

Mais P : B® — UNY est un homéomorphisme, donc {P(z,y), > +y? <
€2} est un voisinage ouvert de m = P(0,0) dans ¥, il y a donc V’/ un
ouvert de R? tel que {P(x,y), 2> +y? < €2} = V' N ¥. Si on considére ®
la restriction de U= a4 V NV, celui ci convient.

Montrons que i) = i) : supposons donc que i) est vérifiee en m € 3,
considérons ®(p) = (P1(p), P2(p), P3(p)). On choisit E(p) = P3(p), 1)
nous dit exactement que E~1{0} = X N U, de plus puisque D®(m) est



surjective, on a DE(m) # 0 (sinon I'image de D®(m) serait incluse dans
le plan R? x {0}). O

2.4.2. Plan tangent. — Soit ¥ une surface de classe C” de R3 et m € X,
on appelle plan tangent & 3 en m le plan affine T;,3% qui passe par m et
dirigé par ker DE(m) lorsque au voisinage de m, ¥ est définie par E(p) = 0
et que DE(m) # 0; c’est aussi le plan affine passant par m et dirigé par
2—5(0, 0), %—5(0, 0) lorsque au voisinage de m, ¥ est paramétrée par F avec
F(0,0) = m (qui vérifie les hypothéses iv)).

Comme pour les sous variétés de dimension 1 du plan ; ceci est bien défini :
¢a ne dépend pas de I’équation choisie, ni de la paramétrisation. On note
m la direction de T},3.

2.4.3. Coordonnées locales sur une surface. — Nous donnons maintenant

deux définitions. Soit ¥ une surface de classe C" et V un ouvert de X.

Définition 2.13. — On dit qu’une application F' : U — V C R? définie
sur un ouvert U de R? est une paramétrisation C" de V si F satisfait
aux conditions iv) de la définition d’une surface, c’est a dire que F' est un
homéomorphisme de U sur V et que DF(p) est injective en tout point m
de U. Ce qui signifie que DF(m) est un isomorphisme de R? sur ITE

Définition 2.14. — On dit que deux fonctions w,v : V — R? sont
des coordonnées si lapplication C' : V. — C(V) définie par C(p) =
(u(p),v(p)) est un homéomorphisme et si ’homéomorphisme réciproque

F = C~! est une paramétrisation C" de V.

Remarquons quesi F' : U — Vet G : U’ — V sont deux paramétrisations
C" de V alors le changement de cartes : C = F~1 o G est un C" difféo-
morphisme de U’ sur U. C’est en effet clairement un homéomorphisme
de U’ sur U. Le caractére C" provient du fait que si p € V alors pour
1 > 0 assez petit alors 'application (x,y, z) — F(x,y)+ z€3 est un un C”
diffeomorphisme d’une boule de rayon 7 centré en F~!(p) x {0} sur son
image. Si ¢ est le difféomorphisme réciproque alors sur un petit voisinage
de G~1(p), 'application C = F~1oG = poG est bien C" par composition
de deux applications C". Et il en est de méme de C~' =G~ 1o F.

Par exemple : Dans un repére (O, i 7, E) de R3, les fonctions z,y : ¥ — R?
sont des coordonnées au voisinage de m € X si et seulement si m ne
contient pas la direction k.

En effet si £ = 0 est une équation de 3 au voisinage de m, alors m ne
contient pas la direction k, si et seulement si %E(m) # 0. Clest a dire
si et seulement si au voisinage de m, ¥ peut se définir comme un graphe

z = f(z,y).
2.4.4. Des exemples de surfaces. —
i) Un plan de R3? est évidement une surface.

ii) La sphére :

P A~
S SRS
NS
SIS
SN
\\Q

S? = {(z,y,2) € R3, tel que 2? + y? + 22 = 1} est une surface C* de R3.
En effet 'application E(x,vy,2) = 22 +y? + 22 — 1 est bien C* et puisque
g:2x,§:2yet 25222,
DE(z,y,z2) =0 zc=y=2=0
Donc si (7,9, 2) € S? alors DE(x,y, z) # 0. Puisqu'on a aussi DE(m)v =
2 (m,v) le plan tangent a la sphére S? en m est le plan passant par m et

orthogonal au vecteur Om.
On peut paramétrer la sphére par exemple grace aux coordonnées sphé-
riques. On introduit les vecteurs

d
g = (cosf,sinf,0) et Ty = d—ﬂ'@ = (—sin6, cos 6, 0)



et k= (0,0, 1), ainsi (g, Vg, E) forment une base orthornormée directe de
R3. On définit
F(0,0) = cos iy +sinpk

0 représente la longitude et ¢ la latitude. On calcule facilement

%:cosgpﬁ'g, %:—Sin¢ﬁ9+coswg.
Done oF OF
— N— = F#0
a0 " g cos pF #
sipdg 5+l

Il est facile de vérifier que F : R? — S? est surjective. La facon la plus
commode pour montrer que F est une paramétrisation d’une partie de S?
est d'introduire un redressement : On introduit P(r,8,p) = rF(0, ) les
coordonnées sphériques, on montre que P est un C*° difféomorphisme
de ]0,00[x]0,27[x] — 7/2,7/2[ sur R3 \ {(z,0,2), 2 € Retx > 0}.
Ceci implique que P~! redresse S? \ {(z,0,2), z € Retx > 0} sur
{1} x]0,27[x] — w/2,7/2[ et aussi que

F :]0,2n[x] — 7/2,7/2[— $*\ {(2,0,2), z € Ret z > 0}

est bien un homéomorphisme et donc une paramétrisation.

Si on veut paramétrer un autre morceau de la sphére, il suffit de changer

la base orthonormée choisie pour définir g, Uy et k.

iii) Tore de révolution

Soit a > r > 0, le tore de révolution T, , est I'image de I'application F
définie par F(0, ) = (a + 1 cos @)ilg 4 rsin ok, on a

OF . L -
¥l = (a + 7 cos )Ty, % = —rsin puy + r cos pk.
Donc
oF OF
HW A %H =r(a+rcosy)

qui reste bien toujours strictement positif car on a supposé a > r. On
montre(7)que
(%y’ Z) € Tllﬂ‘ <~ E(ZL‘,y, Z) =0

ott B(x,y, 2) = (22 +y?+22+a?—r?)? —4a® (22 +y?) On calcule facilement

oE oF
o =dx(2® +y* + 22 — a® —r?), a—y=4y(w2+y2+z2—a2—r2)
oF
et — =4z(2? + 9> + 22+ a® - r?).
0z
Ona OE  OF
T + ya—y =A@+ y?)(2® + Y2 + 22— a® —1?)

Remarquons que 'axe Oz = {x = 0,y = 0} ne rencontre pas T, ; si
DE(z,y,z) = 0, on doit avoir 22 + 7% + 22 = a® +r? et %—E = 4z(x? + 9% +
2?2 4+ a? —r?) = 0. Donc on a

— soit z =0 et 22 + y? = a® + 12

—soit 22+t + 22+ a? —r?=0et 2?4+ y?+ 22 —a?—r?=0.
La deuxieme possibilité est exclue, mais sur T, , lorsque z = 0 alors
22 +y? = (a £7)% # a® +r?, la premiére possibilité est donc aussi exclue
sur Ty, : on a donc toujours (x,y,2) € Ty, = DE(z,y,2) # 0. E définit
une équation de T, qui est bien une surface C°° de R3.

On veut démontrer que F' permet de paramétrer T, , : pour cela on
introduit les coordonnées adéquates dans R3 : R(t,0,9) = F(0,p) +
trN(6,¢) ot N(0, ) = cos il + sin gk. En (0,6, ¢g), on calcule

OR OR OF OR OF

e ZTN(90,900)a% =90 9o oy
C’est une famille orthogonale de 3 vecteurs non nuls, donc grace au théo-
réme d’inversion locale, il y a 6 > 0, tel que la restriction de R a | —

('Montrer le!



9,8[%x]00 — 8,00 + 0[x]po — 9, o + §[ soit un difféeomorphisme sur un voi-
sinage U de F(6y, ¢o). Un calcul (long mais facile) montre que

E: (R(t,0,9)) = t(t +2)r (4a(a + (1 +t) cos ) + t(t + 2)r?) .
Ainsi si on suppose 0 < (a —1)/(2a) et § < 2, on a bien

((t7 9, 90) E] - 57 5[X]00 - 5a 00 + 5[X]900 - 63 o + 5[’ E(R(t’ 97 (10)) = 0)

< t=0.

Donc R™Y(UNT,,) = {0} x]00—6, 6p+3[x]p0—6, po+3] et la restriction
de F a0y — 6,00 + d[x]po — J, 0 + J] est bien une paramétrisation de
UNTgy,.

De plus puisqu’on a

(F(8,0)=F(¢,¢) 6 —06 =0mod(2m) et p — ¢ = Omod(27)(®)
alors F' 110, 27[x]0, 27[— T4, \{(x,0,2),z € R,z > 0} est une application

continue bijective qui est localement un homéomorphisme, c’est donc bien

un homéomorphisme.
iv) Heélicoide C’est I'image de I’application définie sur R? par F/(,t) =
tily + k. Notons le H.

<\
>

R

NS

NN

\

Les vecteurs

®)yérifier le vous méme !

sont bien linéairement indépendant. Pour vérifier que F' est un homéomor-

phisme sur son image on peut écrire une équation de H. On a
(2) (x,y,2) € H< 3(0,t) tel que x =tcosh,y =tsinb,z =10

Ce qui équivaut a
sin(z)x — cos(z)y = 0.

L’application E(x,y, z) = sin(z)x —cos(z)y est C*°, de plus un petit calcul
montre que sur R?, DE(z,y, z) # 0, donc H est bien une surface C>° de R3.
Au voisinage des points ou z # Omod (), H est un graphe x = y cotan z et
au voisinage des points ot z # Fmod(7), H est un graphe y = zrtanz. F
est clairement une bijection continue de R? sur H, De plus les formules 2
permettent de déterminer un inverse continu & F : R? — H : F est donc
bien un homéomorphisme. De plus le plan tangent & H en (xg,yo, 20) a

pour équation :

sin(zp)(x — o) — cos(20)(y — yo) + (2o cos zo + yo sin zp)(z — zp) = 0.

2.5. Le changement de variables en intégration. —

2.5.1. Le théoréeme. —

Théoréme 2.15. — Soit U,V deux ouverts de R™ et f : U — V un
C! difféomorphisme. On note Js(x) = |det Df(z)|. Si v € LY(V) alors
JrvofeLY(U) et

[ vy = [ wtr@)ia.

2.5.2. La preuve. — On prouve ici le théoréme avec du calcul différentiel
et un soupgon de théorie de la mesure. Pour une preuve qui utilise plus
de théorie de la mesure, je vous invite & lire le passage concerné dans le
livre de Rudin (Analyse réelle et complexe.) La preuve présentée ici est
extraite du livre de Spivak (Calculus on manifolds). Cette preuve part du

fait que la formule de changement de variable est vrai en dimension 1 : si



f : [a,b] — [e,d] est un C! difféomorphisme et si v € C%(e,d]) alors

/[Cvd]l}(y)dy = /[a’b]U(f(;L'))f (l')|d:E

_ { f;v(f(w))f/(it)dx si f est croissante
[ o(f(x))(—f'(z))dz  sifest deroissante

Ceci s’étend évidement au cas au v est L' par densité.

On propose donc de montrer ce théoréme uniquement en dimension 2,
la preuve s’adapte facilement en dimension supérieure mais au prix de
notations encombrantes.

Premiére étape : si

(3) f(z,y) = (z,0(2,y))

sur un ouvert U . On suppose que P = [a,b] X [¢,d] C U. On a alors pour
(z,y) €U

)
Jr(z,y) = Iafy¢(x,y)\ #0

En particulier & z fixé, 'application y — ¢(x,y) est strictement monotone,

supposons la strictement croissante (1’autre cas se traite de la méme fagon).

Alors

f(P)=Q ={(t,s) € R2, tel que t € [a,b] et s € [p(t,a), d(t,b)]}

Alors si v € C%(V) on a grace au théoréme de Fubini :

/ v(t, s)dtds = / (/ v(t,s)ds) dt.
Q [a,0] \/[(t,0),6(t,b)]

Or grace au théoréme de changement de variables en dimension 1, lorsque
t € [a,b], on a

/ oft, s)ds = / o(t, Bt 1)) Ty (b y)dy = / o(f(t )T (1 y)dy
[o(t,a),0(t,b)] [c,d]

[c,d]

D’ou en intégrant cette identité sur [a, b] et utilisant le théoréme de Fubini :

/Qv(t,s)dtds = /W)] (/{Qd] v(f(t, y))Jf(t,y)dy> dt

- /P o(£(,9))J5 (&, y)dudy.

Ceci s’étend a toute les fonctions v € L1(V) et en décomposant un ouvert
U en réunion disjointe dénombrable de pavés de la forme [a, b[x[c, d['?) . Le
théoréme de changement de variable est valide pour tout difféomorphisme
de la forme (3) ou ses avatars :

On a en particulier le méme résultat si le difféeomorphisme est de la forme
F(,9) = ((z,9),3). on méme f(z,y) = (A, §(z,y)) ou encore £(z,y) =

(Y(x,y), Ay) avec A # 0.
Seconde étape : le cas ol f est linéaire :

On suppose donc f(z,y) = (az + by, cx + dy) avec ad — bc # 0. Si d = 0,
on a f(z,y) = (ax + by, cx) on est ramené a la situation précédente et la
formule est vraie. Si d # 0 on décompose

a b\ (1 b/d a—be/d 0
cd/) 0o 1 ' c d

On a f = hog avec g(x,y) = ((a — be/d)z, cx + dy) et h(z,y) = (z +
by/d,y); et si v € LY(R?) alors grace & la premiére étape : voh € L1(R?)

et
/v—/ voh,
R2 RR?

puis on ré-applique les résultats de la premiére étape et on a vo f =
(voh)oge L'(R?) et puisque J; = J, = |ad — be]

/v:/ voh=lad—bc| [ wvo f.
R2 R2 R2

On a donc montré que si A € GL2(R) et v € LY(R?) alors vo A € L'(R?)

et
/ ’U:detA/ vo A.
R2 R2

Troisiéme étape : On montre le théoréme localement : soit a € U
et A= Df(a) € GLy(R), on considére le diffeomorphisme : f = A~!f, on
a f(z,y) = (Y(z,y), ¢(x,y)) et puisque Df(a) =1d on a

5] 15 0 0
@ =1, 2@ =0, Fla) =0 et @) =1

11 est bien sur équivalent d’intégrer sur [a, b[x[c, d[ ou sur [a,b] X [¢, d].



Considérons l'application h(z,y) = (¥(x,y),y), cette application h, est
bien de classe C! sur U et

Dhg(a) =1d

donc grace au théoréme d’inversion locale on peut trouver un voisinage
ouvert U, de a sur lequel h, est un C' difféomorphisme sur son image
hq(U,). On pose alors kg = f o h;' qui est bien un difféomorphisme de
he(U,) sur f(Uy,) car c’est la composée de deux difféomorphismes. Mais

ka(z,y) = (2. 0(hg  (2,y))).

Sur U, on a donc f = Aok, o h, et grace aux deux premiéres étapes on
sait que A, k4, h, vérifient le théoréme de changement de variables. Soit
alors v € LY(f(U,)), on sait que vo A € L (ky 0 ha(Uy)) et que

(4) / v =|det A voA
f(Ua) kqoha(Us)
Puis on sait que Jy, vo Aok, € L'(he(Uy)) et que
(5) / vo A= Tko (2,y) v(Akq(2,y))dzdy
h(Ua) ha(Ua)

Et finalement on sait que Jy,, Jy, o hq vo f € LY(U,) et

(6)

/ Ji, (z,y) v(Aka(:L', y))dwdy = / Jn, (t,8) Ik, (ha(t, s))v(f(t, s))dtds.
ha(Ua)

a

Mais grace au théoréme de dérivation des fonctions composées, on sait que
Df(t,s) = Ao Dkq(ha(t,s)) o Dh(t,s)

et donc en prenant le déterminant de cette identité :
Ji(t,s) = | det Ay, (ha(t, s)) Jn, (t,5).

Cette égalité et les formules (4,5,6) montrent bien que J; vo f € LY(U,)

/ v:/ Jyvo f.
f(Ull) a

et que

Derniére étape : On extrait du recouvrement U = U,cyU, un sous
recouvrement dénombrable : U = U;enU; (ot on note U; = U,,). On
définit alors

Wo = Up, W1 = U \ Wo, ..., Wy, = Up \ Uik Wi, ...
Par définition les W; sont deux & deux disjoints W; C U; et
U =Uuw,,

on aaussi V = f(U) = U; f(W;) et les f(W;) sont deux a deux disjoints.
Maintenant si v € L!'(V), on a montré que pour tout i € N

/ vofJf:/ v
Wi FWi)

en sommant cette identité sur ¢ € N, on obtient le résultat voulu.

2.5.8. L’aire des surfaces et intégration sur les surfaces. — Soit P un plan
dans R3, si A C P est une partie mesurable de P, on peut lui associer
son aire, car P porte une mesure de Lebesgue induite par la structure
euclidienne de P. Si (€1, &) est une base orthornormée de PetmeP

alors
F : (u,v) € R% — m + uéy + vé,

est une isométrie et Aire(A) = Aire(F~!(A)). Par invariance par trans-
lation de la mesure de Lebesgue dans R?, ceci ne dépend pas du point
m € P choisi.

Si maintenant on considére une autre base ( fi, j:é) pas forcément orthonor-
mée de P, on a une autre paramétrisation de P par G(z,y) = m+xfi —l—yfz,
alors pour B C R?, on a

Aire(G(B)) = Aire(B)||fi A fa

En effet, Iapplication F~1oG est linéaire inversible sur R?, en conséquence

par définition et grace a la formule de changement de variable :
Aire(G(B)) = Aire(F~! 0o G(B)) = |det(F~! o G)| Aire(B).
Il y a des réels (a,b,c,d) tels que

f1 = aéy + bé, et fo = &) + dés



la matrice de I’application linéaire F~! o G dans la base canonique de R?

a c

b d )’
alors que fi A fo = (ad—bc)éy Aé. On a bien | det(F1oG)| = |ad—be| =
|l f1 A f2|| puisque ||€1 A €] = 1.

. - - > 02
Remarquons que [|fi A f2[|* = [|f1lP*[| f2[1* = (f1, f2)" -
Ceci améne & considérer les mémes objets pour une surface de R3. Soit

est donc

P : U — S une paramétrisation d’'un morceau P(U) d’une surface S
(C*) de R3. Lorsque A = P(B) C P(U), on définit son aire par :

Aire(A) = / dudv = / VEG — F? dudv
B B

ol les fonctions F, F' et G sont définies par

E(u,v) = <g];(u, v),g]:(u,v)>, F(u,v) = <g];(u,v), g];(u,v)>

et G(u,v) = <%§(u,v), gf(u, v)>

La matrice
E F
F G

est en fait la matrice de Gramm de la famille des vecteurs
oP oP
(G0 o))

C’est aussi la matrice de D P(u,v) DP(u,v) dans la base canonique de R?,

oP oP
%(uv 'U) A %(U, ’U)

en effet la matrice de DP(u,v) est la matrice dont la premiére colonne
exprime les coefficients de g—i(u, v) dans la base canonique de R? et la
seconde représente ceux de %—I;(u, ).

Cette définition de l’aire ne dépend pas de la paramétrisation choisie :
si M : V. — S une paramétrisation d’un morceau M (V) de S, avec
M((V)n P(U) # 0, alors on dispose d'un changement de cartes ou de
coordonnées : C =M1 oP : UNP Y M(V)) — M~ Y(PU))NV.

On a donc P = M o C et donc
DP(u,v) = DM(C(u,v))DC(u,v)

et
tDP(u,v)DP(u,v) = "DC(u,v)! DM (C(u,v)) DM (C(u,v))DC (u,v)

et prenant le déterminant de cette identité, on a

det ("DP(u,v)DP(u,v)) = (det DC(u, v))? det ("DM(C(u,v))DM(C(u,v))).

Donc pour A C P(U)NM(V), on a

Aire(A) = / V/det (!DP(u,v)DP(u,v))dudv
P1(4)

= / V/det (DM (C(u,v))DM(C(u,v))) |det DC(u,v)| dudv
P1(A)

= / Vdet (DM (x,y)DM (x,y)))dxdy.
M=1(A)

Ou on a utilisé la formule de changement de variables pour obtenir la
derniére inégalité.

Puisque S peut étre recouvert par des ouverts de la forme P(U) ou P est
une paramétrisation on peut parler ’aire d’une partie relativement com-
pacte d’une surface, et méme intégrer des fonctions continues (ou méme
positive mesurable ou intégrable) sur une surface : si f : S — R est une
fonction continue a support compact : |, g JdA = Zf\i L PuUS) fdA, ou on
a recouvert le support de f par un nombre fini d’ouvert P;(U;) ou U; est

un ouvert de R? et P; une paramétrisation et on a posé :

op; P,
/I;i(Ui) JaA = ‘/Uz f(Pi(u,v)) Hau(u,v) A R (u,v)

2.5.4. Des exemples :—

dudv.

— On peut ainsi calculer l'aire de spheére
S? = {(x,y,2) € R3, tel que 22 + 4% + 2% =1}
L’application définie par
F(0, ) = cos pilg + sin ok

est une paramétrisation C*° de S\ {(z,0,2), z € R et x > 0}. Lorsque
(0,¢) €]0,27[x] —7/2,7/2[. Mais SN {(z,0,2), 2 € Ret z > 0} a une
aire nulle en effet cet ensemble est la réunion du poéle nord (0,0, 1), du
pole sud (0,0, —1) et de F({0}x]—m/2,7/2]) qui est d’aire nul. En effet



en restriction a | — m,7[x] — 7/2,7/2[, F est une paramétrisation de
S?2N{(x,0,z2), z € R et x < 0} et donc dans ces coordonnées F ({0} x] —
m/2,7/2[) est un segment qui est bien négligeable. On a calculé
195 A S0 = fosee
00 Oy

donc

Aire(S?) = Aire(S? \ {(z,0,2), z € Ret 2 > 0})

/ cos pdfdyp
10,27 [x]—7 /2,7 /2]

= 4.
— L’aire du tore de révolution T ,, de la méme fagon, Rappelons que si
F(0,¢) = (a+r cos )tp+rsin ok alors la restriction de F & 10, 27[%]0, 27|
permet de paramétrer

Tor\ ({(m,O, 2),z€ R,z >0} U{(z,y,0), 22 + > = (a —1)? € R}) .
On peut aussi paramétrer
Tor\ ({(ZE,O, z),z€ Rz <0} U {(x,y,O),x2 + 9% = (a + 7‘)2 € ]R}) .

par la restriction de F' a | —m, w[x] — 7, 7], et dans cette paramétrisation

TorN{(z,0,2),z € R,z > 0} est un segment, il est donc négligeable.

Il en est de méme de Ty, N {(z,y,0),2? + y* = (a — r)* € R}. Ainsi

Aire(T,,) = Aire(T,,) \ {(2,0,2),z € R,z < 0}). Et donc puisque
OF OF

H% A @H =r(a+rcosy),
on a
Aire(T,,) = / r(a 4+ cos p)dfde = 4n’ra.
10,27[x]0,27[



td1l
Exercices de révision sur le calcul différentiel.

Ezercice 2.1. — (1) Calculer la différentielle & P'origine des applica-

tions différentiables :
fle,y,2) =2+3z+ay + zsin(:n2 +y2) ;o g(xyy) =142/ y? + 2.

(2) Calculer les dérivées partielles de la fonction g et montrer qu’elles

sont continues.
Indications % ; Corrigé : %
FEzxercice 2.2. — FEcrire la matrice jacobienne des applications suivantes :

(1)
f(z,y,2) = (sin(myz), T+e,y+ z) ,

f(z,y,2) = (zcoshy, e’ cos z)
flz,y,z) =e" (cosz + sin y) ,

fla,y) = (z,ye",2y°)

Indications % ; Corrigé : %
Ezercice 2.3. — (1) Soit f : R? — R définie par f(0,0) = 0 et
2
Ty
f(z,y) =

24y
Calculer ses dérivées partielles. Sont-elles continues sur R?? Calculer di-

5 pour (z,y) # (0,0). L’application f est-elle continue ?

rectement la dérivée partielle de f en (0,0) dans la direction du vecteur
de coordonnées (X,Y’). L’application f est-elle différentiable en (0,0)?

(2) Méme question avec I'application g : R? — R définie par g(0,0) = 0
3
Yy
t =" 0,0).
et g(z,y) = — 7 o (z,y) # (0,0)

Indications % ; Corrigé : %

Exercice 2.4. — Soit f : R?> — R définie par f(0,0) = 0 et f(z,y) =
1
yexp (=)

pour (x,y) # (0,0). Montrer que f n’est pas continue en
y? +exp (=)
(0,0), mais que toutes ses dérivées directionnelles en (0,0) existent.

Indications ¥ ; Corrigé : %

Exercice 2.5. — Soit f : R> — R définie par £(0,0) = 0 et f(z,y) =
L S, (¥> pour (z,y) # (0,0). L’application f est-elle
Va? 12 22 4y

continue en (0, 0) ? Calculer ses dérivées partielles sur R?\ (0,0). Détermi-
ner ses dérivées directionnelles en (0,0) quand elles existent. Démontrer
que f n’est pas différentiable en (0,0); en déduire que les dérivées par-
tielles 01 f et 02 f ne sont pas continues en (0, 0).

Pour tout (a,b) € R? étudier la continuité des fonctions x +— 9y f(x,b),
x— Daf(x,b), x— 01f(a,y) et x+— daf(a,y).

Indications % ; Corrigé : %

Exercice 2.6. — Etudier la différentiabilité de I'application f dans les

cas suivants :
3 3

(1) f:R2 > Rou f(z,y) = §2;y2 si (x,y) # (0,0), f(0,0)=0.

(2) f:R* = Roi f(z,y) = (x +y)* In(Je|+y]) si (z,y) # (0,0), £(0,0) =

(3) f:R2 = Ron f(z,y) = (22 + y2>sm<m> si (a,y) # (0,0)
et £(0,0) = 0.

(4) f:R? - Rou f(x,y):% six#yet f(x,z,) =cosx.

(5) f:R? =R ou f(a:,y)zy%in% siy#0et f(xz,0)=0.

3 3 3
(6) f: R® — R ou f(z,y,2) = % si (2,y,2) # (0,0,0) et
f(0) =0.

Indications % ; Corrigé : %



Ezxercice 2.7. — Soit 2 un ouvert d’un espace de Banach, A : Q —
GL(E) et B : Q — L(E) deux applications différentiables. On fixe y € E
et on considére 'application C : Q — E définie par

O(z) = (A(x)*l o B(z) o A(x)) Ytz .

Sans chercher a justifier la différentiabilité de C, calculer DC(z).h pour
tout h € F.

Indications ¥ ; Corrigé : %

Ezercice 2.8. — Soit £ = R” muni de sa base canonique.
(1) Calculer la différentielle du déterminant det : E™ — R.

(2) On fixe (ai,...,a,) € E et on définit une fonction f : R — R par

a1 +x x x
T a+x - x
flz) =
T T e Gpt X

Calculer f'(x) et f”(z). En déduire f(z).
Indications % ; Corrigé : %

Ezercice 2.9. — Montrer que det : GL(R") — R est différentiable de
différentielle en v donnée par

Vh € End(R") (D(det)(u).h = det(u)tr(u~ o h))

Indications ¥ ; Corrigé : %
Exercice 2.10. — On note 6 : R — R? I'application diagonale et A son
image, la diagonale de R2.

1) Résoudre l'équation 01 f + 0of = 0 en f € CH(R?,R) aprés avoir

(1) q ,R) ap
calculé la dérivée de f o 4.

(2) Soit g : R — R de classe C?. On définit f : R? — R par f(z,y) =
Mg(y) si(z,y) € A et par fod = ¢g'. Montrer que f est différentiable

x —_
et calculer sa différentielle.

Indications % ; Corrigé : %

Exercice 2.11. — Soit f : R?> — R une application différentiable. Pour
tout réel ¢ on définit p(t) = f(t, f(t, f(t, t))) Calculer ¢'(t) en fonction
des dérivées partielles de f.

Indications % ; Corrigé : %

Ezercice 2.12. — Soit f : R — R une fonction C'* telle que

f0) = f/(0) = -+ = f"(0) =0.
Montrer que g(x) = j:k(jz pour x # 0 et g(0) = ﬁf(k“)@) définit

une fonction de classe C*°.

Indications % ; Corrigé : %

Ezercice 2.13. — (1) Montrer que la fonction w définie par u(t) =
exp(—%) pour ¢ > 0 et u(t) = 0 pour t < 0 est de classe C* et plate en
0 (toutes ses dérivées s’annulent en 0). Est-elle analytique? (c’est a dire

développable localement en tout point en série entiére)

(2) Soit ¢ : R® — R la fonction définie par ¢(x) = 1 — ||z||? ot ||.|]
désigne la norme euclidienne de R™. Construire a l'aide de ¢ et de u une
fonction réelle de classe C'™° définie sur R™ qui soit non-nulle & support
compact.

(3) Trouver une fonction de classe C*° sur R™ constante égale a 1 sur

la boule unité B(0, 1) et dont le support est inclus dans la boule B(0, 2).
Indications ¥ ; Corrigé : %

Ezercice 2.14. — (1) Montrer qu'une norme n’est jamais différen-
tiable en l’origine.

(2) Montrer que N : R™ — R qui associe a chaque vecteur z = (z1,...,zy)
sa "norme 1" N(x) = |z1]|+- - -+ |zy| est différentiable en z si et seulement
si aucune des coordonnées de x n’est nulle ; calculer ses dérivées partielles

en précisant leur domaine de définition.

(3) Méme question pour lanorme Ny (21, ..., T,) = max{|z1],|z2], ..., |Zn|}

Indications % ; Corrigé : %



Ezxercice 2.15. — On munit R” de sa structure euclidienne usuelle. Soit
a = (ay,...,ay) # 0. On considére la fonction f : R" — R définie, pour
tout x = (x1,...,2,) € R" par :

n n
f@) =< alz > e I#I” = (Z ail’i) exp (— Y x7)
i=1 i=1
Montrer que f est différentiable et calculer sa différentielle :
— en utilisant les dérivées partielles de f.
— sans utiliser les applications coordonnées, si bien que le résultat passe
tel quel sur un espace pré hilbertien réel (f est définie sur un tel espace).

Déterminer les points critiques de f.
Indications ¥ ; Corrigé : %

Ezxercice 2.16. — Soit E un espace vectoriel normé . On considére 'ap-
n fois

——
plication ¢ : L(E) — L(F) définie par ¢(A) = A" = Ao--- o A. Montrer
que @ est différentiable et calculer Dy(A).H pour A et H € L(E) (conseil :
commencer par n = 1,2, 3).

Indications % ; Corrigé : %

Ezercice 2.17. — On munit R” de la norme euclidienne ||.||.
Soit f: R™ — B(0,1), o B(0,1) désigne la boule unité de IR{”, lapplica-
tion définie par f(z) = tanh(||ac]|)‘| T siz#0et f(0)=

Montrer que f est un difféomorphisme de classe C*.
Indications % ; Corrigé : %

Exercice 2.18. — (examen septembre 03)On suppose que f € C?(R? R)
est harmonique, i.e. f vérifie I’équation

W) € B, 2opay) + s flay) =0
7y ’ 6132 7y 8y2 7y - Y

On introduit la fonction F' € C°°(R? R?) définie par :
F(z,y) = (2 = 3y°x, —y° + 3ya?).

(1) Montrer que la fonction f o F' est encore harmonique.

(2) On introduit les coordonnées polaires sur R? \ {(z,0),z > 0} :
(r,0) €]0,00[x]0, 27[— P(r,0) = (rcosf,rsinb).

3) On dispose ainsi d’un difféomorphisme réciproque

(3) P P proq

(2,y) € R*\ {(2,0),2 > 0} = (r(2,y),0(x,7)) .
)

Exprimer en fonction de x, y, 7(x,y) les dérivées partielles : -, 8y T, (% 0, gy@

92 92 82 .. 92 92 92
322" Bzay ayzh a2t azay9> oy2 20

(4) Montrer que u = f o P vérifie I’équation :

a2 T et T et T

(5) Montrer que sur ]0, 00[x]0,27/3[, on a F o P(r,0) = P(r3,30).

(6) Vérifiez par le calcul que la fonction v : (r,0) €]0, 00[%]0, 27 /3[—
u(r3,30) est solution de I’équation trouvée en 2 pour u.
Indications % ; Corrigé : %

Exercices sur les fonctions implicites et 1’inversion locale

Ezxercice 2.19. — Soit k une constante strictement positive et f : R" —

R™ une application de classe C' supposée k dilatante, i.e.

1f(2) = FW)ll = Ellz =y,

pour tout z,y dans R™.

(1) Montrer que f est injective et que f(R™) est un fermé de R™ (on

pourra raisonner sur les suites).
(2) Montrer que la différentielle df (x) est inversible pour tout x dans
R™.

(3) Montrer, grace au théoréme de 'inversion local que f(R™) est un
ouvert de R™; en déduire que f est un C! difféomorphisme de R™ sur

lui-méme.

Indications % ; Corrigé : %



Exercice 2.20. — Soit U le plan privé de l'origine et f(z,y) = (2% —

y%, 2xy). Montrer que f est un diffSomorphisme au voisinage de chacun
des points de U mais qu’il n’est pas un difféomorphisme global. Expliciter
des ouverts V', aussi large que possible tel que f soit un difféeomorphisme

de V sur f(V).
Indications % ; Corrigé : %

Exercice 2.21. — Soit f(z) = x+a?sin T si z # 0 et f(0) = 0. Montrer
que f est dérivable sur R, et que f’(0) = 1, mais que f n’est inversible sur
aucun voisinage de 0. Que se passe-t-il 7 (On pourra comparer les valeurs
prises par f aux points z = 1/k,x =1/(k+1) et x = 1/(k + 0.5).)

Indications % ; Corrigé : %

Ezercice 2.22. — (1) Deviner deux solutions particuliéres u, v de I'équa-

tion aux dérivées partielles, & inconnue f
0 0 0
(y — Z)%f + (2 — x)@f + (z — y)&f =0.

(2) Si w est une autre fonction de R? dans R tel que (u,v,w) soit un
systéme de coordonnées locales alors écrire ’équation précédente dans ces

coordonnées et en déduire sa solution générale.
Indications % ; Corrigé : %
Ezercice 2.23. — Soit C l'ensemble des (z,y) de R? tels que
23 4+y3 =32y =0
(1) Cette équation définie-elle y comme fonction implicite de x 7

(2) Lorsque cette fonction existe calculer sa dérivée.

(3) Répondez aux mémes questions a propos de x comme fonction im-
plicite de y.

(4) Dessinez C' et précisez les asymptotes. (paramétrer C' a I'aide de ¢
tel que y = tx)

(5) C et C —{(0,0)} sont-ils des sous-variétés de dimension 1 de R??

Indications % ; Corrigé : %

Ezxercice 2.24. — On se propose de tracer la cubique C d’équation f(x,y) =

y3 + 6xy — 322 — 9y = 0 dans R? et de déterminer les extremums de la
fonction f.

(1) Montrer que f est C*°. Déterminer et dessiner les ensembles X; =
{(z,y) | (8:if)(x,y) =0} pour i =1 et 2.
Préciser les valeurs critiques de f et en déduire que C n’a que des points
réguliers.

(2) Déterminer les points d’intersection de C avec I’axe des y et avec la
droite d’équation y = 3, ainsi que les points de C a tangente horizontale.
En utilisant le théoréme des fonctions implicites, faire une étude locale de
C au voisinage des six points trouvés; illustrer par des dessins.

(3) Montrer que les points de C a tangente verticale sont les points
d’intersections des deux coniques d’équations y? 4+ 2z — 3 = 0 et 322 —
4xy + 6y = 0. Tracer ces deux coniques. Préciser la position des points
d’intersections par rapport aux axes et a la premiére bissectrice, et faire

une étude locale de C en ces points.

(4) Montrer que la droite d’équation y = 1 ne coupe pas C. En déduire
que C n’est pas connexe.

(5) Montrer que CNRx]1,4o00[ et CNRx] — 00, 1] sont deux fermés de
R2.
(6) Montrer que pour tout compact K de R I'intersection CN K X R est

bornée dans R2.

(7) En déduire que CNRX]1, 4+00] est le graphe d’une fonction g : R —
R de classe C°.

(8) Montrer que C NRx]1,4+o00[ admet quand x — +o0 et quand = —

—oo des branches paraboliques dans la direction de Oz.

(9) Montrer que C N Rx] — 00, 1] est une courbe compacte (on se sou-
viendra que la courbe C est une cubique et que, par suite, toute droite la

coupe en au plus trois points).
(10) Esquisser le dessin de C.

(11) Déterminer les extremums de f et les indiquer sur le dessin de C.

Indications % ; Corrigé : %



Exercices sur les surfaces.

Ezxzercice 2.25. — Décider si les sous-ensembles définis si dessous sont

des surfaces de R3 :

(1) {(z,y,2) € R®; 2% + 3> + 23 — 32yz = 1} (Pensez a l'identité
d’Euler)

(2) {(z,y,2) € R}, R* —12R2 + 2022 4+ 16 = 0, R> = 22 + ¢ + 22}

(3) {cost(2 + coss),sint(2+ coss),sins) ; (s,t) € R%}

(4) {(2,9,2) €R? ; 22 442 = 22

Indications % ; Corrigé : %

Exercice 2.26. — On considére dans R3 l'ensemble S = {(z,p,q) €
R3, 23+ pr +q =0}

(1) Montrer que S est une surface de R? et déterminer son plan tangent
en O.

(2) Soit h : S — R2, I'application définie par h(z,p,q) = (p, q). Déter-
miner I'ensemble C' des points de S ol h ne définit pas des coordonnées

locales de S.

(3) Représenter dans la plan Opg le lieu des zéros du discriminant
A(p,q) = 4p® + 27¢%; est-ce une sous-variété de R?? Quel lien y-a-t-il
entre ce lieu et la courbe C'?

Indications % ; Corrigé : %
Exercices sur les calculs d’intégrales et d’aires.

Exercice 2.27. — Soit f une application C' d’un ouvert U de R & valeurs
dans R™ avec 1 < n Montrer que si P est un intervalle compact de U, alors
f est lipschitzienne sur P, en déduire que la mesure de f(P) est nulle
(découper P en k intervalles égaux, et montrer que la mesure de I'image
de de ces intervalles est majorée par C (|P|/k)"). En déduire que f(U) est

de mesure nulle.

Indications % ; Corrigé : %

Ezercice 2.28. — (examen septembre 02)

On note B = {(z,y,2) € R3, 22 +y?+2? < 1}, la boule unité de R3 et (., .)
le produit scalaire usuel sur R3. On introduit les coordonnées sphériques
P :10,00[x]0,27[x] — 7/2,7/2[— R?

ou
P(r,0,¢) = (rcosbcos ¢, rsinf cos ¢, r sin ¢)
(1) Montrer que P réalise un difféeomorphisme de ]0, co[x]0, 27 [x] —
7/2,7/2] sur R®\ {(z,0,2),7 € Ry, z € R}.
(2) Enoncer le théoréme de changement de variable en intégration.
(3) En déduire le volume de B ainsi que [5(z? + y? + 2%)dzdydz.

(4) Montrer que les trois intégrales [, 22 dedydz, [, y? dedydz et [ 2* dedydz
sont égales. En déduire leurs valeurs.

(5) Soit A une matrice symétrique 3 x 3 a coefficients réels et q(v) =
(Av,v) la forme quadratique associée. Exprimer [ q(x,y,z)dxdydz en

fonction de la trace de la matrice A.

Indications % ; Corrigé : %

Exercice 2.29. — Sur R3, on introduit les coordonnées cylindriques
P :]0,00[x] — m, w[xR — R3

ou
P(r,0,z) = (rcosf,rsinf, z)

(1) Montrer que P réalise un difféeomorphisme de ]0, co[x] — 7, 7[xR
sur R?\ {(z,0,2),z € R_,z € R}.

(2) Enoncer le théoréme de changement de variable en intégration.

(3) En déduire le volume de 'ensemble F' = {(x,y,2) € R? tel que x?+
yP+ 22 <leta?+y? <o}

Indications % ; Corrigé : %
Exercice 2.30. — On considére

D={(z,y,2) €R® 2? +y> < (1-2) "% et 2 < 0}



et
Y= {(z,y,2) €R3 22 +y* =(1—-2)"? et 2 <0}

(1) Montrer que l'application C' : R* x]0,27[xR — R3\ {(z,0,2) €
R3 2 > 0} définie par C(r, 0, 2z) = (rcosf,rsinf, z) est un C*° difféomor-
phisme (les coordonnées cylindriques).

(2) A l'aide des coordonnées cylindriques, montrer que le volume de D

est fini.

(3) Montrer que X est une surface C* dans 'ouvert {(z,y, z) € R3, 2z <
0}.

(4) Toujours, a l'aide des coordonnées cylindriques, donner une para-
métrisation de ¥\ {(z,0,z) € R3,x > 0}.

(5) Calculer I'aire de ¥N{(z,y,2) € R}, —R < z < 0}. En déduire que
I’aire de X est infini.

On a donc trouvé un domaine de R3, qu’on peut remplir d’un volume

fini de peinture alors que sa surface est infini.
Indications % ; Corrigé : %

Ezercice 2.31. — Calculer l'intégrale [, f(z,y)dzdy dans les cas sui-

vants :
1

(1) D={(z,y) eR?* | 2 >1, y>17x+y<3}etf(x,y):m.
(2) D={(z,y) €R? | z<y y>az?}et f(z,y) = zsiny.
B)D={(z,y) eR? | 1 <ay<2,2?<y<2s?}et fz,y) =

a:3+y3.

(4) D:{(:U,y)EIR2 | x2+y2—2x<0} et flx,y) = zy(z? + y?).
(B5) D={(z,y) eR? | y>0, 1< (z—2)%+y* <4} et f(z,y) =

cos(x? + y? — 4z + 4).

6) D={(z,y) eR? | y>1,2—y>0, 4(z—1)2+9(y—1)* < 36}
et f(z,y) = zy.

(7) D={(z,y) eR? | 2*+y*> <1, a4y > 1} et f(z,y) = (22 +y*)>

(8)D1:{(x,y)E]R2 | 0<z<1,0<y<1}et flzy =

(14 2)(1 +ay?)

Indications % ; Corrigé : %

Ezxercice 2.32. — Soit a un nombre positif.

2a V2ax—x?
(1) Calculer /0 (/0 (z? +y2)dy>d:z:.

(2) Calculer 'aire du domaine délimité par la cardioide d’équation (en
polaires) p = a(1 + cos6).

(3) Méme question avec la lemniscate d’équation p? = a? cos 26.

(4) Calculer le volume du domaine commun aux deux cylindres d’équa-

tion 22 4+ % = a? et 2% + 2% = a>.

Indications % ; Corrigé : %
Ezxercice 2.33. — Calculer l'aire de la sphére de rayon unité des deux
maniéres suivantes :

— en utilisant la projection stéréographique : 7(x,y, z) = (z/(1—=2),y/(1—

z))

— en utilisant les coordonnées sphériques.
Indications % ; Corrigé : %

Ezercice 2.34. — Soit f :]a,b[— R*T une fonction de classe C". Montrer
que I’équation

2+ = f(2)?
définit une surface de classe C" et exprimer son aire en fonction de f.
Retrouver ainsi l'aire du tore d’équation (v/22 4 y2 — a)? + 22 = b,

Indications % ; Corrigé : %



Indication exercice 2.1.
Exercice :% ; Corrigé %
Indication exercice 2.2.
Exercice % ; Corrigé %
Indication exercice 2.3.
Exercice :% ; Corrigé %
Indication exercice 2.}.
Exercice % ; Corrigé %
Indication exercice 2.5.
Exercice :% ; Corrigé :%
Indication exercice 2.6.
Exercice :% ; Corrigé %
Indication exercice 2.7.
Exercice :% ; Corrigé %
Indication exercice 2.8.
Exercice :% ; Corrigé %
Indication exercice 2.9.

Exercice :% ; Corrigé %

Indication exercice 2.10. —

Exercice :% ; Corrigé %

Indication exercice 2.11. —

Exercice % ; Corrigé %

Indication exercice 2.12. — Ultiliser le développement de Taylor de f
a l'ordre k en 0 avec reste intégral.

Exercice :% ; Corrigé %

Indication exercice 2.13.
Exercice :% ; Corrigé %
Indication exercice 2.14.
Exercice :% ; Corrigé %
Indication exercice 2.15.
Exercice :% ; Corrigé :%
Indication exercice 2.16.
Exercice % ; Corrigé %
Indication exercice 2.17.
Exercice % ; Corrigé %
Indication exercice 2.18.
Exercice :% ; Corrigé %
Indication exercice 2.19.
Exercice :% ; Corrigé %
Indication exercice 2.20.
Exercice :% ; Corrigé %
Indication exercice 2.21.
Exercice :% ; Corrigé :%
Indication exercice 2.22.
Exercice % ; Corrigé %
Indication exercice 2.23.
Exercice % ; Corrigé %
Indication exercice 2.2.

Exercice : % ; Corrigé : %



Indication exercice 2.25.
Exercice :% ; Corrigé %
Indication exercice 2.26.
Exercice % ; Corrigé %
Indication exercice 2.27.
Exercice :% ; Corrigé %
Indication exercice 2.28.
Exercice % ; Corrigé %
Indication exercice 2.29.
Exercice :% ; Corrigé %
Indication exercice 2.30.
Exercice % ; Corrigé %

Indication exercice 2.31.

Pour la derniére intégrale

U
tifier le changement de variables z = u? et y = —
v

Exercice : % ; Corrigé : %
Indication exercice 2.32.
Exercice :% ; Corrigé %
Indication exercice 2.33.
Exercice % ; Corrigé %
Indication exercice 2.34.

Exercice :% ; Corrigé %

: on pourra jus-



Corrigé exercice 2.1. —
Exercice : % ; Indication : %
Corrigé exercice 2.2. —
Exercice : % ; Indication : %
Corrigé exercice 2.3. —
Exercice : % ; Indication : %
Corrigé exercice 2.4. —
Exercice : % ; Indication : %
Corrigé exercice 2.5. —
Exercice : % ; Indication : %

Corrigé exercice 2.6. — (1) non-différentiable en (0,0)

(2) non-différentiable en (z,y) avec zy = 0 sauf en (0,0).
3
4
)
6

(3) différentiable de différentielle nulle en 0.
(4) différentiable sur R2.

(5) différentiable en (x,0) de différentielle nulle.
(6) non-différentiable en 0.

Exercice : % ; Indication : %

Corrigé exercice 2.7. —

Exercice : % ; Indication : %

Corrigé exercice 2.8. —

Exercice : % ; Indication : %

Corrigé exercice 2.9. —

Exercice : % ; Indication : %

Corrigé exercice 2.10. —

Exercice : % ; Indication : %

Corrigé

Exercice :

Corrigé

Exercice :

Corrigé

Exercice :

Corrigé
Exercice

Corrigé

Exercice :

Corrigé

Exercice :

Corrigé

Exercice :

Corrigé

Exercice :

Corrigé

Exercice :

Corrigé

Exercice :

Corrigé
Exercice

Corrigé

Exercice :

exercice 2.11.
% ; Indication :
exercice 2.12.
% ; Indication :
exercice 2.13.
% ; Indication :
exercice 2.14.
: % ; Indication :
exercice 2.15.
% ; Indication :
exercice 2.16.
% ; Indication :
exercice 2.17.
% ; Indication :
exercice 2.18.
% ; Indication :
exercice 2.19.
% ; Indication :
exercice 2.20.
% ; Indication :
exercice 2.21.
: % ; Indication :
exercice 2.22.

% ; Indication :

*

*



Corrigé exercice 2.23. —

-3 2 \
)

=2

-3

Le folium de Descartes

Exercice : % ; Indication : %

Corrigé exercice 2.24. —

Exercice : % ; Indication : %

Corrigé exercice 2.25.
Exercice : % ; Indication :
Corrigé exercice 2.26.
Exercice : % ; Indication :
Corrigé exercice 2.27.
Exercice : % ; Indication :
Corrigé exercice 2.28.
Exercice : % ; Indication :
Corrigé exercice 2.29.
Exercice : % ; Indication :
Corrigé exercice 2.30.

Exercice : % ; Indication :

Corrigé exercice 2.31.

sin 1

2)1-

3

(4) 0
(5) =

2
3
(6) 3arctan — +

—cos1

(sin4 —sin 1)

10

_.I_
2 V13

(7)

N N

2
®) 15

Exercice : % ; Indication :

Corrigé exercice 2.32.

3a’m
2
2 ™

*

*

185
26

*

— (1) =a*rm



(3) a®

1
(1) Lo

Exercice : % ; Indication : %
Corrigé exercice 2.33. —
Exercice : % ; Indication : %
Corrigé exercice 2.34. —

Exercice : % ; Indication : %

Equations différentielles

3.1. Rappel sur le cours de licence.—

3.1.1. Le théoréeme de Cauchy-Lipschitz. —

Théoréme 3.1. — Soit I un intervalle ouvert de R, U un ouvert de R"
et f € COI x U,R™) localement lipschitzienne par rapport a la seconde
variable x € U. Alors pour tout (to,xo) € I x U, il existe J C I un

intervalle contenant ty et ¢ : J — U une courbe C" tels que :

) { 4ot = f(t,c(t)) , Vi€ J

C(to) = X0

De plus ce couple (J,c) est unique au sens ot si & est une courbe Ct de U

définie sur J un intervalle contenant ty tel que sur J, ¢ vérifie (7) alors
Ve JNJ,c(t) = é&t).

Remarque 3.2. — L’hypothése "localement lipschitzienne par rapport a
la seconde variable" signifie que pour tout (¢,x) € I x U, on trouve O un
voisinage de (t,z) et k € R tel que

V(s,y1) € O, V(s,y2) € O, || f(s,y1) = f(5,92)|| < EKllyr — 2]l

C’est par exemple le cas des fonctions f € (I x U, R"™). Cette hypothése
est fondamentale pour avoir I'unicité : par exemple le probléme de Cauchy

%x(t) =2y/x(t)
z(0)=0
a une infinité de solutions sur R : si a > 0 alors la fonction C* définie par
) 0 si t<a
€T =
¢ (t—a)? si t>a
en est bien solution.

3.1.2. Solutions mazimales. —

Définition 3.3. — Sous les hypothéses du théoréme de Cauchy-Lipschitz
alors pour tout (tp,z9) € I x U, il existe une unique solution maximale
(J,¢) de (7). Au sens ot si (J, &) est une autre solution de (7) alors J C .J
et donc ¢ = ¢ sur J.

Par exemple : sur R xR, on considére la fonction f(t, ) = —22. La solution
maximale de
dx(t
it = —w(t)?
z(0) = xg
est
o
e(t) = ————
(*) 14 20(t — to)
définie sur R si 29 = 0 ou sur ]ty — %,—i—oo[ si zg > 0 ou encore sur
]—Oo,to—%[si$o<0.
3.1.8. Dépendance par rapport auzx conditions initiales.— Plagons nous

encore dans le cadre des hypothéses du théoréme de Cauchy-Lipschitz et
soit v : [a,b] — U une solution de (t) = f(¢,7(t)).

Proposition 3.4. — Si ty €la,b] et zg = ~(to) alors il existe § > 0 tel
que la solution maximale de

et) = 1 (t,clt)
vérifiant les conditions initiales :

c(s) ==



ot |s—tg| <9 et ||x—xo|| <0 soit définie sur lintervalle [a,b]. De plus si
0N note Yy zo * Jto.wo — U la solution mazimale de (7) alors Uapplication :

Ja,b[x]tg — d,to + 0[x B(z9,0) = U
(S’tvl') _)ryt,m(s)

est continue.

Ceci permet d’affirmer que
Q= J  Jww x{(to,70)}
(to,x0)eIXU
est un ouvert de R x I x U et que 'application
®:0-U
(8)
(s,t,x) = D(s,t,x) = Y1.2(9)

est continue.

De plus, on a
Jto,m0 = J(t,CD(t,to,:co))
et sur cette intervalle
(I)(T, to, 1:0) = (I)(T, t, (I)(t, t(), LI?()))
car la solution maximale passant par -y, 4, (t) au temps ¢ est bien sur :
T = Yo,z (7).
3.1.4. Explosion en temps fini. — On se place toujours dans le cadre des
hypothéses du théoréme de Cauchy-Lipschitz et on suppose que
vt U

est une solution maximale de 2’ = f(¢, ) alors

Proposition 3.5. — - soit ty € 0 U {+o0}
- soit t4 € I et alors pour tout compact de K C U, il y a un temps
tr €)t_,t1] tel que surlty,ti], cette solution mazimale ne soit pas dans

K, c’est a dire :

Vs >tg, v(s) € K.

Démonstration. — En effet supposons que sous 'hypothése ¢4 € I, la
conclusion ne soit pas vraie alors on trouve une suite (¢;); convergent vers

t+ tel que 'image de cette suite par « reste dans le compact K :
~v(t) € K, V.

Puisque K est compact, on peut extraire de cette suite une sous suite

convergente
li}n’y(tn(l)) =Ty € K.
Soit ¢ : J — U la solution maximale de
{ deo(t) = f(t,e(t)) VEe T
c(ty) = Too

supposons que [ty —n,t4 +n] C J alors grace a la proposition 3.4, on sait

que pour un réel § > 0 la solution maximale de
Fa(t) = f(t,z())
z(s) ==z

ou [ty —s| < det|r—r| < 0 est définie sur [t4—n,t4+n]. En particulier
pour [ assez grand on a bien [t —t,| < d et [[V(t,1)) — Tooll < 9 done

la solution maximale de

{zmwzﬂuam
z(thq) = (@)

qui est exactement vy :]t_,ty[— U est définie sur [t — n,t4+ + n]. Ce
qui n’est pas possible car v est la solution maximale : elle ne peut étre

prolongé au dela de ¢4 en une solution de & = f(¢, x). O
Remarque 3.6. — Il y a évidement un énoncé analogue pour ¢_.
On utilise souvent les corollaires suivants :

Corollaire 3.7. — Si f est C' sur R x R" et sivy :Jt_,t,[— U est un

solution mazimale de & = f(t,x) et t4 < oo alors
i [5(0)] = oc.

Ou par contraposition, si on sait que y([to,t+]) est un ensemble borné de
R™ alors t4 = +00.



Corollaire 3.8. — Si X : R" — R" est de classe C' est telle que pour
des constantes o, 3 :

vz e R, [|X ()| < ozl + 6

alors les solutions maximales de

d
ax(t) = X (z(t))

sont définies sur R.

Pour montrer ce deuxiéme corollaire, on utilise le lemme de Gronwall :

Lemme 3.9. — Siu : [a,b]— Ry vérifie :

u(t) < B+ A/t u(s)ds

alors

Vit € [a, b, u(t) < BeAt=),
Et son corollaire immédiat :
Corollaire 3.10. — Siy : [a,b[— R™ est C! et vérifie :

9@ < B+ ally@)]

alors

vt € [a, b, [y(@)ll < (86— a)+ [ly(a)]) e,
On montre d’abord le lemme de Gronwall (3.9) :
Démonstration. — Si U(t) = B + Afat u(s)ds alors U est C! et vérifie :
U'(t) = Au(t) < AU(t)

ainsi la fonction t — e~ A¢=9 (1) a sa dérivée négative, c’est une fonction
décroissante donc e~ A=) U (t) < U(a) = B, d’on

u(t) < U(t) < BeAlt=),

Le corollaire (3.10) est une application du lemme de Gronwall (3.9) appli-
qué a

) = 0l = o)+ [ i(s)ds

< lly(a)] + / l9(s) |ds

< lly(a)[| + B(b — a) +/ ally(s)||ds.

On peut maintenant démontrer le corollaire (3.8) :

Démonstration. — Soit donc ~y :]t_,t;[— R™ une solution maximale de
& = X (x). Soit tg €]t_,t4[. On sait donc que

@I = X < allv@] + 5.

Grace au lemme de Gronwall (3.10), on obtient que sur |¢_, ¢, ]

@Ol < (Iv(Eo)ll + Bt — to]) e2li—tol,

Ainsi on doit forcement avoir ¢4+ = +o00 car dans le cas contraire on doit

avoir :
tim sup [y(t)]] < ([ (o)l + Blt —tol) eclt=tol < oo,
—lt
Ce qui est en contradiction avec le corollaire 3.7. ]

Une application de ce corollaire concerne les équations différentielles li-

néaires :

Proposition 3.11. — Soit E un R espace vectoriel de dimension finie et
I un intervalle de R si A : I — End(FE) est continue & valeurs dans les
endomorphismes de E, alors les solutions mazimales de

d

&x(t) = A(t).x(t)

sont définies sur 1.

Corollaire 3.12. — SiV : R" — R est une application C? propre alors
la solution mazximale de

La(t) = —WiV(w(t))
z(to) = o



est définie sur [to, 00|.

La définition d’application propre a été donnée en (2.4) : pour tout M > 0
alors V~1(] — oo, M]) est un compact de R". Le gradient de V est défini

par

eV () = <8V(:r) 8V(m)> |

0x, ' Oxy,

Ce vecteur de R" est caractérisé par le fait que :
- - —_— -
Vh € R", DV (x).(h) =(gradV(x),h) .

On peut maintenant prouver ce corollaire

Démonstration. — Soit donc x :|t_, t;[— R™ une solution maximale de
d E—
sz(t) = —gradV(z(t))
x(to) = X

On sait que

d
9V (2() = DV (). (G 0)
— — (grad V(x(t)), grad V (z(t)))
= || grad V (x(t))|>.

Ou la norme est ici la norme euclidienne. En particulier la fonction ¢ —

V (z(t)) décroit et donc sur [to, t; [ nous avons :
V(x(t)) < V(xo).

C’est & dire que sur [tg, [, z prend ses valeurs dans le compact V~1(] —
00, V(z9)]), la seconde possibilité de la proposition 3.5 n’est pas satisfaite

et donc 1 = +o00. O
Par exemple, sur R on considére la fonction V(x) = 2%/8 cette fonction
est bien C?, propre et I'équation associée est © = —23/2, z(tg) = g, dont
les solutions vérifient :

d 1

il -0

dt x(t)?
d’ou

x
z(t) = 0 t €lto — x5 2, +00.

3.2. Différentiabilité par rapport aux conditions initiales. —
Dans ce cours, on ne considérera que des équations différentielles © =
f(t,x) ou la fonction f ne dépend pas du temps : on parle alors d’équa-
tions différentielles autonomes. De plus la fonction f sera toujours (au
moins) de classe C?.

3.2.1. Champs de vecteurs et flot. — U est ici un ouvert de R™. On étudie
sur R x U, I'équation différentielle i(t) = f(z(t)) ou f € C*(U,R"). On
cherche donc les courbes C! dont les vitesses sont prescrites par f. On dit
que f est un champ de vecteurs (ou aussi champ de vitesse) sur U et une
solution de &(t) = f (;v(t)) est aussi appelé courbe intégrale du champ de

vecteurs f. Si ® est 'application définie précédemment en (8), alors on a
(I)(t, t(), .CC()) = (p(t - t(), 0, xo).

En effet le fait que f ne dépendent pas du temps implique que si ¢ :

Jt—,t4[— U est une solution de

alors pour tout 7 € R, la fonction ¢, définie sur [t — 7,4 — 7[ par

¢-(t) = ¢(t + 7) est encore une courbe intégrale de f. On notera
¢! (x) := ®(t,0, ),

#'(x) est donc la valeur au temps ¢ de la solution maximale de

c’est une application continue sur 'ouvert

Q={(t,x), (t,0,2) € Q}.

Et on a
¢ (x) = ¢ (¢°())

au sens ou dés que I'un des deux membres de cette égalité est définie alors
le second 'est aussi et il y a égalité. On dit que I’application ¢ est le flot

du champ de vecteur f.



3.2.2. Différentiabilité par rapport aux conditions initiales. —

Théoréme 3.13. — Si X est un champ de vecteur C*, alors son flot est
cl.
Démonstration. — Nous savons que ¢!(z) vérifie I'équation différentielle
o (@ ) X (¢'(x))
¢'(x) =

Si on savait que ¢ était une application C, alors en dérivant cette équation
par rapport & x dans la direction de h € R", on obtiendrait que ¢ +—
D, ¢! (x).h = D¢t(z).h vérifierait I'équation :

{ 4D¢' (x)h = DX (¢!(x)) (D' ()h)
D¢’ (x)h = h

Soit z € U et a,b des réels avec a < 0 < b tels que y(t) = ¢'(z) soit défini

sur [a, b]. Dans lespace vectoriel End(R"™), I’équation différentielle :

{ 4y (t,2) = DX (¢"(x))Y (¢, z)

a une unique solution sur Uintervalle [a,b] (cf. 3.11). Ce Y (t,x) est le
candidat & étre la différentielle de ¢* en 2. On va montrer que si € > 0,

alors il existe 0 > 0 tel que si ||h|| < ¢ alors

(9) 1" (z + ) — ¢' () —

Ceci montrera que x — ¢!(z) est différentiable en x et que sa différen-

Y(t,x)h| < el[n].

tielle est justement Y (¢, z). Admettons pour 'instant cette estimation et
montrons comment conclure que le flot est C'. Fixons un point z € U et

posons

(k) = max DX (¢'(x + b)) — DX(¢' ()|

et

M —tglaX{IIDX(QSt( o)}, N = tgl[%]{llY(t, )|}

A Taide du lemme de Gronwall, on montre que pour ¢ € [a,b] :

1Y (t,2+ h) =Y (t,2)| < n(h)N(b— a)eM+1h)b=a),

En effet

%(Y(t, r+h)—Y(t,x)) = DX (¢'(x+h)Y(t,z + h) — DX (¢'(2))Y (¢, )

= [DX (¢'(z + h)) — DX (¢"(2))] Y (t,z + h) + DX (¢'(z)) (Y (t,z + h) —

D’ou :

Hd (Y(t, 2+ h) - Y(t,2))
dt

<)Yz +h) =Y (& z)|| +0(h) 1Y (& 2) | + MY (¢, 2+ h) =Y ()|

< (M A (W)Y (L2 + h) =Y (L 2)|| +n(h)N

<MWY (t,z+ h)|| + M||Y(t,z+ h) = Y (t,2)]

Puisque [a,b] est un intervalle compact, et que (t,z) — DX (¢'(z)) est
continue, on sait que

||f1z1||13077(h) =0

Cette estimée avec le fait que (¢, x) — Y (¢, z) est localement lipschitzienne
par rapport a la premiére variable implique que application (¢,z) +—
Y (t, z) est continue. Puisqu’on sait aussi que (¢, z) — %(Z)t(x) est continue,
les dérivées partielles de ¢ existent donc et sont continues : ¢ est donc bien
de classe C!.

Montrons maintenant I'estimation 9. Soit r > 0 tel que
Vt € [a,b], B(¢!(x),2r) c UMY,

Grace a la continuité du flot on sait qu'il existe p > 0 tel que si ||h]| < p
alors ¢'(x + h) est défini pour t € [a,b] et

16" (z +h) = ¢' ()] < 7.

Notons

K= |J B@@n

te(a,b]
c’est I'image du compact [a, b] x B(0,r) par 'application continue (¢, v) —
¢'(z) + v, c’est donc un compact. Notons
X)) - X
ey IXO-XW)
y#2y y,yeK Hy -y H

(10 Demontrer que ce r existe par Pabsurde.



On a pour t € [a, b
H (¢ (0 + ) — ¢t<m>)H < K6 (x + ) — &)

ceci car ¢'(x + h) € K, ainsi on en déduit grace au lemme de Gronwall
que :

16" ( + h) = ¢! ()| < e[|
Ceci sur lintervalle ou ¢'(z + h) € K (1.
Side plus ||h]| < 7/(N+1) alors on a pour tout ¢ € [a, b], ¢'(x)+Y (t,z)h €
K. On pose alors z(t) = ¢'(z + h) — ¢'(z) — Y (¢, z)h. Cette fonction est
bien C! et sa dérivée vaut :

) = X6+ b)) ~ X(¢!(x)) — DX (@)Y (t. )b
9 (6(0) + Y(t.0)h) = X (o' (@) + DX (@)Y (1. 2)h.
D’ou

(t) = [X(¢'(x + 1)) = X (¢'(x) + Y (t, 2)h)]
= [X(¢'(2)) = X (¢'(x) + Y (t,2)h) = DX (' (2))Y (t,2)h]
Si on pose w(n) = SUpP, ye i o—y|<n IPX(2) — DX (y)|, puisque :
X(¢'(2)) = X(¢' () + Y (t,2)h) — DX (¢"(2))Y (t,x)h =

1
/0 [DX((z) + sY (t,2)h) — DX (¢ (2))] Y (¢, )hds

On obtient

IZON < wllz(@®) +w(N[AIDI[R]
En utilisant encore une fois le lemme de Gronwall, on obtient pour tout
t € [a,b]
1201 < IRV TR b — ),
Puisque DX est continue on sait qu’il est uniformément continue sur le
compact K et donc lim,_ow(n) = 0- Ce qui permet d’affirmer que I'in-

égalité obtenue implique la majoration 9.
O

—k|b—al

(DER fait, on pourrait montrer que p = e r convient.

3.2.8. Différentiabilité d’ordre supérieur. — Un corollaire facile du théo-

réme précédent est le suivant :

Corollaire 3.14. — Si X est un champ de vecteur de classe C" avec
r > 1 alors le flot de X est C".

Démonstration. — On montre ce théoréme par récurrence sur r. On vient
de le démontrer pour r = 1. Supposons ce théoréme acquis pour tout
les champ de vecteurs de classe C"~! ott 7 > 1. Et soit X un champ de
vecteur de classe C" sur un ouvert de R™. On sait donc que ¢ le flot de X
est de classe C"~! de plus on sait que t — (gbt(aj), Dqﬁt(x)) est solution de

I’équation différentielle :
#(t) = X(x(1))
Y(t) = DX((x(t))Y (2).
On introduit donc le champ de vecteurs
E(2,Y) = (X(2), DX(X)Y)

sur U x End(R"). On sait que ce champ de vecteur est de classe C" 1. Par
hypothése de récurrence, son flot est de classe C"~!. Si nous notons ¥ le
flot de =, alors

U (2, 1d) = (¢'(x), D¢' (),
Ainsi (t,z) — Dg¢'(z) est bien de classe C"71 et le flot de X est bien

de classe C7, car ces dérivées partielles jusqu’a ordre r existent et sont
)

continues. O

3.2.4. Dépendance par rapport & un paramétre. — On peut aussi de la

méme fagon en déduire

Corollaire 3.15. — Soit A un ouvert de RP et U un ouvert de R™. On
suppose que X € C"(U x A,R™) est de classe C". Pour chaque A € A, on
dispose donc d’un champ de vecteurs x — X (x,\) sur U, on note ¢y son
flot. Alors Uapplication (t,x, \) — ¢k (z) est de classe C".

Démonstration. — En effet on introduit sur U x A, le champ de vecteur

X(z,A) = (X (x,)),0)



Ce champ de vecteurs est bien aussi de classe C" et son flot est :

(t,2,A) = (DA (2),A) ;
puisque ce flot est C", il en est également le cas de I'application (¢, z, \) —
5 (). O
Si nous notons Yy (¢, z) = D¢ (z) = L(RP,R™) la différentielle de 'appli-
cation (t,z,\) — ¢ (z) par rapport a la variable A. En différentiant par
rapport a A I’équation

d

S0 (@) = X(84(2),0)
On obtient I’équation différentielle suivante pour Y :

{ 4y (t, ) = (Da X) (B4 (2), VY (t,2) + (DAX) (¢ (), A)
Y (0,z) =0.

3.2.5. Un exemple : une formule pour la différentielle de I’exponentielle de

matrice. — Si A € M,,(R) est une matrice carrée n x n,
Al
et = exp(A) = o
>0
définit bien une application C*°. En effet on peut montrer que si || .| est

une norme sur R” et si on lui associe suivante su r M, (R) :

[All = sup [[Az|
llzll<1
et si Pj(A) = Al alors la série 2150 % converge normalement dans tout les
C"(Br, M,(R)) ou B = {A € M,(R),||A]| < R}. On peut remontrer

tA

ce résultat de fagon plus compliquée. Aussi t — €' résoud 1’équation

différentielle :
4 (t) = AY (1)
Y(t)=1d.

C’est a dire que si sur M, (R), on considére le champ de vecteurs
Xa(Y) =AY,
son flot est ¢!y (V) = Y. Maintenant I’application
M, (R) x M, (R) — M, (R)
(A)Y) — AY

est C*° car polynomiale, donc d’aprés notre résultat application A —
e = oL (1d) = et est bien C°°. De plus sa différentielle dans la direction
de H est Z(1) ou
Z(t) = — et(A-‘ré‘H)'
()=~ »
En dérivant I'identité
iet(A-i-aH) _ (A + gH)et(A+EH)
dt
par rapport € et en € = 0, on en déduit que Z vérifie I’équation différen-

tielle :

d
S 2(t) = AZ(t) + Het4,
et puisqu’on a toujours eVA+el) — 1d. on obtient la condition initiale

Z(0) = 0. On en déduit que
d
pn (e Z(t)) = e " He'

D’ou

t
Z(t) = etA/ e A HeM ds.
0

On peut alors introduire les endomorphismes de M,,(R) : L4, R4 € End(M,,(R))

définis par
Ly(H)=AH et Rs(H)= HA,

Ces endomorphismes commutent car L4 (Ra(H)) = A(HA) et Ra(La(H)) =

(AH)A. En conséquence, on sait que pour tout s € R :

estA ° eSRA — 6*5LA+5RA (H)
De plus puisque Ly = (La)! et Ry = (R4)!, nous avons aussi

—s l —s l
ela(m) =" (ZsLa) lff‘) (H)=Y" ( ”A) H=L,.a(H)
>0 >0

et de la méme fagon :
e*FA(H) = He?A = R_.a(H).

Donc

e—sAHeSA — e—SLA ° eSRA(H) — €_SLA+SRA(H),



ou si on note ad(A4) 'endomorphisme de M,,(R) définit par
ad(A)(H) = [A, H) = La(H) — Ra(H) = AH — HA,
on a
efsAHesA — 8 ad(A)H.

D’ou finalement ’expression suivante pour la différentielle de ’exponen-
tielle de matrice en A :

1
Dexp(A) = L,a o/ e~s2dA) g,
0

On peut ensuite déterminer les valeurs propres de 'application ad(A), ce
sont les {A\; — A\j,4,j € I} ou les {\;,4 € I} sont les valeurs propres dans
C de A. Ceci permet de démontrer que la différentielle de I’exponentielle
de matrice en A est inversible si et seulement si pour tout A # p valeurs
propres de A alors

A— & 2miZ.

3.3. Quelques outils pour étudier les équations différentielles.—
Ici on considére d’abord un champ de vecteurs C! sur un ouvert U de R"

et on note ¢ son flot.
3.3.1. Orbites particulieres. — Si x € U, son orbite par le flot de X est
O() = {8(x), t €lt_(a), b4 (2)[}.
ou Jt_(z),t,(x)] est I'intervalle maximal o est défini ¢ — ¢!(x). Or
(0@) = O(y)) ¢ (O(x) NO(y) #0) > (3t tel que ¢!(x) = y).
Ceci permet de partitionner U en orbite.

Définition 3.16. — Une orbite O(z) est dit périodique s’il existe T > 0
tel que ¢7'(z) = x.
Alors pour tout y € O(z), nous avons aussi ¢’ (y) = y car 'application

t — ¢'(x) est alors T-périodique en particulier elle est définie sur R.

Définition 3.17. — Un point « € U est dit point fixre du flot ou point
d’équilibre ou encore point stationnaire si X(x) = 0. Ceci équivaut a

O(z) = {x}.

Nous avons alors la proposition suivante :

Proposition 3.18. — Soit O(x) une orbite périodique alors
— soit x est un point fixe du flot,
— soit inf{t > 0,¢'(z) = x} > 0 cette quantité est alors appelée la
période de O(x).

3.8.2. Intégrale premiére. —

Définition 3.19. — On appelle intégrale premiére du champ X, une ap-
plication H : U — R de classe C' tel que H soit constant le long des
orbites du flot de X.

Ceci équivaut donc & ce que pour tout z € U,
t— H(¢'())

soit constant donc & dérivée nulle i.e. que pour tout = € U et tout ¢

d

GH0@) = DHE @)  §60)) = PHE @)X (6 @) =0

Et donc ceci équivaut & ce que :
Ve e U, DH(z)X(z)=0.

Un exemple classique est fournit par la conservation de I’énergie totale en

mécanique classique : on étudie I’équation
.. -
Z(t) = —grad V(z(t))
sur R" cette équation est associée au champ de vecteurs
R
X(z,v) = (v, — gradV(z))

sur R™ x R™. Alors E(z,v) = § (v,v) 4V (z) est une intégrale premiére :

car
d

d —_
0= (o), Zv(t) +gradV(z(t)) ) = —E(x(t),v(t))
dt dt
sit— (x(t),v(t)) est une courbe intégrale de X.
En application nous en déduisons que si : U — R est une intégrale pre-
miére de X et si ¥, = H~!(c) est une partie compacte de U alors pour
x € X, la courbe intégrale t — ¢'(z) est définie sur R puisque par défini-

tion on sait que ¢'(z) reste dans le compact X..



Si on revient & ’exemple issu de la mécanique classique :
—
X(z,v) = (v,—gradV(z)),

on obtient que si limg—o V(2) = +o00 i.e. si V est propre alors le flot
de X est définit sur R. En effet si E(z,v) = ¢ alors forcément V(z) < c.
Et donc x € E7Y(] — 0o, c]) qui est un compact de R™ et |[v]? < 2¢ —
mingern V().

Finissons ce paragraphe par quelques remarques :

Remarque 3.20. — i) Si X = (Xy,...,X,,) est un champ de vecteurs
sur U, alors H est une intégrale premiére du champ X si et seulement elle
vérifie I'équation aux dérivées partielles (en abrégé 'EDP) :

> Xi(:c)aamH(x) =0.
i=1 v

ii) Si A € C1(U,R) est une fonction strictement positive sur U alors
les orbites des flots associés aux champs de vecteurs X et AX sont les
mémes. Les flots parcours les orbites & des vitesses différentes. En effet
soit t — ~(t) une solution de ¥ = X(v) on cherche t — 7(t) tel que
t — 4(7(t)) soit solution de

%:y(t) = AY(t) X (3(t))

Mais
d d
—F(t) = 3(r(t)) =7 (t
ZA(0) = 3(7(0) (1)
Pour que 4 soit une courbe intégrale de AX il suffit donc que 7 vérifie
I’équation différentielle :

Loty = Ao (1)

dont une solution est I’application réciproque de
/ T ds
— —_ .
o A(v(s))

On remarque aussi que les champs de vecteurs AX et X ont les mémes

intégrales premiéres.

3.3.8. Intégrale premiére et orbite périodique. —

Proposition 3.21. — Soient U un ouvert de R?, X un champ de vecteurs
de classe C* sur U et H une intégrale premicre de X. On suppose que pour
ceR

i) Yo = H1(c) est compact,
—
it) grad H # 0 le long de %,
iii) X ne s’annule pas le long de 3.,

alors si x € X, Uorbite de x est périodique et O(z) est la composante
connexe de Y. contenant x ; en particulier si de plus ¥, est connexe alors
O(x) = 2.

L’hypothése ii) signifie que ¥, est une sous variété de dimension 1 de R2,
Démonstration. — On commence par démontrer que si y € . alors il y
a d > 0 tel que
] —0,0[ — %
t—¢'(y)

soit un homéomorphisme sur son image. En effet si ® est un difféomor-
phisme d’un ouvert V contenant y de R? dans B redressant X, NV :
(X, NV)=]—1,1[x{0}.

Et que Pon écrit @ = (1, Ps). Alors Po(¢!(y)) = 0 et la dérivée de la

fonction
t— ®(6'(y))

ent =0 est

d

—| D¢t 0
3| B )

Puisque ® est un diffeomorphisme et que par hypothése X (y) # 0, on sait

DB(y).X(y) = (

que la dérivée de la fonction : t — ®1(¢'(y)) est non nulle en zéro. Il existe
donc & > 0 tel que sur | — 4,4[, la fonction continue t — ®;(¢'(y)) soit
strictement monotone. C’est donc un homéomorphisme d’image J. On a
donc montré que 'application t — ® o ¢!(y) est un homéomorphisme de
]—6, [ sur J x {0}. Puisque ® ! est un homéomorphisme de J x {0} sur son



image ®~1(Jx{0}) C X.. Nous avons bien que t — ¢'(y) = ®~H(®(¢'(y)))
est un homéomorphisme de | — 4, §[ sur son image.

Ceci montre que O(z) (qui est I'image de t — ¢'(z)) est un ouvert de X,
(12)

On va maintenant montrer que O(z) est fermée : soit donc (#;); une suite

de réels telle que
lim ¢ (z) = 20o.
Puisque Y. est fermé, nous avons z, € X.. Appliquons le résultat précé-

dent & y = r~. Nous avons l’existence d’'un ouvert V contenant z, et de
d > 0 tel que

V N Zc = {¢t(x00)7 ‘t‘ < 5} - O(:COO)
Alors pour [ assez grand on doit avoir ¢'(z) € V N X, et il y a donc
T €] — 4,0 tel que ¢! (x) = ¢ (200) et donc
Too = ¢ (2) € O(2).

O(x) est donc ouvert et fermé et connexe. C’est forcément une composante
connexe de X, (13),
Si de plus on suppose que ¥, est compact alors t — ¢!(x) est définie sur

R et on peut extraire de la suite ¢"(z) une sous suite convergente :
li]ICn P () = Too

et appliquant les arguments précédents on obtient que pour chaque k assez

grand, on trouve 7, €] — 4, 4] tel que limy 7, = 0 tel que
Too = @™ (z).

et donc pour k assez grand, on a T' = ngyq — Tpy1 — N + 7 > 1/2 et
o' (z) = . O

Si on omet I’hypothése que X, est compact, alors nous avons néanmoins
démontré que O(z) est toujours égale a la composante connexe de 3. qui

contient x.

(12 0n applique ce qui précede a y = ¢ (z).
(13)Si vous avez oublié pourquoi révisez votre cours de topologie de licence.

Ainsi une intégrale premiére H d’un champ de vecteurs sur un ouvert U

de R?, ot
X(x)#0, DH(z) #0, Yz € U

permet de déterminer les orbites de X. Il ne manque alors que le paramé-

trage de ces orbites.

3.8.4. Le pendule. — C’est une illustration typique de la discussion pré-
cédente : On étudie donc ’équation

/"

Yy = —siny

qui modélise le mouvement d’un pendule soumis & la gravitation. y re-
présente I'angle que fait ce pendule par rapport & 'axe vertical. A cette
équation du second ordre, on associe un champ de vecteurs dans R? :

X(y,v) = (v, —siny).

NN\ SN\ S
NANNN=S S NN\ S =
“NANN\NN=S ) AN\ S =
“NANN\NN=/ AN\~ =
Q\\\\2///y/\\\\\////g

“NANN\NN= /7 ANNNN >V ] ] 7=
SNNNN ST T gINN NN Ss
SNV NN AN NN N N
B T A A I S S S B B
L S I L T T T A A |
—én|F21|~Q211Q‘11211~21\1vé—
T TS R S
A B N S NS D N A A N W S
A VNN S DA AV AN N R
-/ / /2 ~NANNN< /)L NN N -

— 7/ /s~ NANANN S L oNNANAN -
— S NN /S LN N —
— S S NN\ S S NN N —
— NN\ S NN —
L NNNS S SN\ N

Dessin du champ de vecteurs X.



L’énergie E(y,v) = ”2—2 — cos(y) est constante au cours du mouvement. Il

faut maintenant étudier les lignes de niveaux ¥. = E~1(c).

Premier cas : ¢ < —1 alors puisque — cos(y) > —1, on a X, = 0.

Deuxiéme cas : ¢ = —1, dans ce cas on doit avoir y € 277Z et v = 0. Cela
correspond & la position d’équilibre du pendule.

Troisiéme cas : ¢ = —cos(yp) €] — 1, 1], alors X, est bien compacte on
doit avoir |v| < v/2 et cos(y) > cos(yp) donc les composantes connexes de
Y. sont incluses dans les rectangles [—yo + 2k, yo + 2k7] x [—v/2,V/2].
On montre alors que le pendule oscille entre les deux positions extrémales

Yy = £Yo.

Avant-dernier cas : Si ¢ = 1, alors ¥; contient les positions d’équilibres
(7 + 2km,0) en fait puisque 1 + cos(y) = 2cos(y/2)?, 1 est en fait la

réunion des courbes
v = +2cos(y/2).

On peut en fait intégrer I'équation y = 2 cos(y/2). En effet une primitive

)

On trouve grace a cela que si on part d’une position initiale (yp,vg) en
t=0ouyy€|—n/2,7/2] et

de la fonction 1/ cosu est la fonction

-2
u +— — log |tan (W

4

E(yo,v0) = 1 mais que vg # 0 alors la solution de I’équation du pendule

y(t) = ™ — 4arctan <tan <7T;yo> e:i:t) '

Le signe étant fonction de vy.

est

Ceci signifie que ces conditions initiales, le pendule se déplacera jusqu’a

la position d’équilibre instable en un temps infini.

Dernier cas : ¢ > 1, dans ce cas X, a deux composantes connexes qui

sont les graphes des fonctions y — 41/2/c + cos(y)- Cela signifie que le
pendule parti avec une énergie £ = % —cos(y) > 1 tournera indéfiniment.

Différentes lignes de niveau de I’énergie

3.8.5. Equation différentielle a variables séparables. — On appelle équa-
tion différentielle & variables séparables une équation du type

dy _ g(z)

dz — f(y)

sur un ouvert I x J de R?, I et J étant des intervalles ouvert de R. On
suppose ici que les fonctions f et g sont C! et que f ne s’annule pas sur I.
le champ de vecteurs associé est (z,y) — (1, f/g). Soit F' une primitive de
f et G une primitive de g alors un calcul immédiat montre que la fonction
H(z,y) = F(y)—G(x) est une intégrale premiére de ce champ de vecteurs.
Puisque

grad H = (g(x), f(y))

ne s’annule donc pas sur I x J. Grace a notre discussion précédente, nous
pouvons affirmer avoir résolu cette équation. Il existe de nombreuses équa-
tions différentielles dans le plan qui se raménent & une telle équation. Par



exemple si X (z,y) = (a(x,y),b(z,y)) est un champ de vecteurs C! sur un
ouvert de R? otl @ ne s’annule pas et otl

_ 9(@)
b(.’E,y)/(l(l’,y) - f(y)

Un exemple classique est donné par le modéle proie et prédateur de Lotka-
Volterra :

T = kx —azy

y = —ly+ bxy
ou les constantes k,a,b,l sont positives. x est le nombre de proies et y
le nombre de prédateurs. On suppose que ces proies et prédateurs restent
dans un territoire délimités (une forét, un étang...) Sans prédateurs (y =
0), le nombre de proies croit z(t) = e*x(0) , avec des prédateurs mais
sans accroissement naturel £ = 0, le nombre de proies décroit comme
le nombre de rencontres entre proies et prédateurs (quand un prédateur
rencontre une proie il la mange) et on suppose que ce nombre de rencontres
est proportionnel au produit xy. Sans proies (z = 0), les prédateurs n’ont
rien & manger, ils dépérissent y(t) = e 'y(0). Avec la présence de proies,
ils commencent & se reproduire & une vitesse proportionnelle aux nombres
de proies dévorées bxy.
On doit ici étudier le champ de vecteurs

X(z,y) = (kx — azy, —ly + bry) = (kx(l - %y), —ly(1 — l;m)

sur louvert R} x R%. On remarque que ce champ de vecteurs admet un
unique zéro dans cet ouvert le point

o) = (55 )

Ainsi si on dispose de z proies et de yg prédateurs, nous avons un point
d’équilibre.
Sur ouvert RY x R% \ {(z0,y0)}, on a

—ly(1 - bx) _ —L4

kr(l—-y) E—q

Ainsi la fonction

H(z,y) = ay + bx — klogy — llog =

est une intégrale premiére de ce champ de vecteurs. Puisqu’on a
lim H(z,y) =400, lim H(x,y) =+oco, lim H(x,y)= +o0,
z—0+ y—0+ |z|+]yl—o0
les lignes de niveaux de cette fonction sont compactes, et excepté la ligne
de niveau H = H(xo,yo) ce sont des sous variétés de dimension 1 du
plan connexe. Ainsi le nombre de proies et de prédateurs évolue de fagon

périodique au cours du temps.

3.8.6. Appendice a cette partie : formes différentielles. — Si U est un
ouvert de R% et X = (a,b) un champ de vecteurs C! sur U un ouvert de
R2, on sait que H € C'(U,R) est une intégrale premiére si

0 0

—H —H =0.
Ao +b8y 0

On pourrait essayer de chercher H en connaissant les dérivées partielles
%H et B%H , par exemple ici en cherchant une fonction H qui résolvent
les équations

oOH
Ty(aj, y) = —CL(.I‘, y)

La fonction H serait alors de classe C? et grace au lemme de Schwarz, on

{ O (1, ) = b(z, y)

devrait avoir

oon, . ooH
oz oy Y T oy ar Y
et donc 5 b
a
%a—ka—y(a:,y) =0.

Elargissons quelque peu notre discussion : Si U est un ouvert de R”, on
appelle 1-formes différentielles C* sur U, une application C* de U dans le
dual de R" i.e. c’est un élément de

CH(U, (RM*) = Q(U).
Soit (€])ie(1..n} la base duale de la base canonique (e;);c(1.n) de R ainsi

e} (7) = la i*™°coordonnées de 7,
7= (e
i
Une 1-forme différentielle v € Q}(U) est donc déterminé par n fonctions
CF sur U



= Zai(ac)el

ot () = a(w)(e;) définie une fonction C* sur U.
Exemple de 1-formes différentielles : si f est une fonction de classe C*+1
alors

df = Zaf*eszl U).

Pour la fonction z; ™€ coordonnees on obtient dz; = e, et on préfere

cette notation, on obtiendra donc

Sig € C*(U,R) et a € Q}(U), on peut définir ga par (ga)(z) = g(x)a(z),
autrement dit Q}(U) est un C*(U,R)-module (libre de rang n).
Une condition nécessaire pour qu’une forme a = Zl a;dz; CF soit la
différentielle d’une fonction f est que le lemme de Schwarz soit vérifiée

0 Jaf o of

soit
Oaj  Ouy
10 Vi,j ==
( ) b al‘l al‘j
Définition 3.22. — On dira qu'une 1-forme différentielle o = ), a;d;
sur un ouvert U de R™ est fermée si elle vérifie les conditions (10).

Nous avons le lemme suivant dit "lemme de Poincaré" qui précise dans

quelle condition ceci est aussi suffisant.

Lemme 8.23. — Si U est un ouvert étoilé et si a € Qi (U) est une 1-
forme différentielle fermée sur U, alors il existe une fonction f € C**Y(U,R)
telle que

o = df.

Démonstration. — On suppose que U est étoilé en 0, ceci signifie que pour

tout x dans U, le segment qui joint z & 0 est dans U :

Ve e U, Vt€[0,1] tx e U.

Si a = df, alors nous avons en x = (x1, ..., &) :
1y 1 1
f(z) - f(0) = / o (tx)dt = / df (to) (x)dt = / o (ta)@dt
0 0 —Jo
On va donc poser

1
= E / aj(ta)z;dt,
= Jo

f est au moins de classe C* et il nous faut vérifier que pour tout 7 :

3} d
5@ = | flotse)
L a
:Z/ a:—{—sez))x]dt—}—/ —
J#i 0 dslimg

Lo Ly 1
:Z/O maj(m)mﬂdt*/o axiai(tx)txidt‘f‘/o a;(tx)dt

—Z/

On se sert maintenant de ’hypothése que « est fermée :

1
j(tx) t:njdt—i—/ a;(tz)dt.

804]' . 30éi
8$i N 8$j

et on obtient :

a;(t(z + se;))(z; + s)dt



1
i(tx) t::/:]dt+/ a;(tx)dt
0

axz Z/ 8
1 o 1

:/ Z—ai(tx)tfvj dt—l—/ a;(tx)dt
0 ; O 0

1 d 1
:/ tozi(tm)dt+/ a;(tx)dt
o dt 0
1
d
_/0 a(tozi(tx))dt

= ai(z).
C’est bien ce qu’il fallait démontrer. O

Lorsque ¢ : I — U est un chemin C! et a € Q},(U) alors

/C o= /I a(c(t)( (1))dt

ne dépend pas du paramétrage. Si de plus I = [a,b] et ¢(a) = ¢(b) alors
lorsque a = df on obtient [ a = f(c(b)) — f(c(a)) = 0. Ainsi si a est une
bl = U
tel que c¢(a) = ¢(b) mais que [ o # 0 alors il ne peut pas exister de

forme fermée sur un ouvert U tel qu’il existe un chemin C?!, ¢

fonction f telle que df = a. Par exemple considérons sur R? \ {0} la

1-forme différentielle
xdy — ydx

x2 + 12

c’est bien un 1 forme différentielle fermée(**). Cependant

77(36724) =

2w
/ n= / n(cos @, sinf)(—sin 6, cos #)do = 2w # 0.
St 0

Cette 1-forme fermée n’est donc pas sur R? \ {0}, la différentielle d’une
fonction. En fait si a € Q} k1 (R2\{0}) est fermée alors « est la différentielle
d’une fonction si et seulement si

/ a=0;
bS1

(Y Faite le calcul ot remarquer que 7 = —d arctan(z/y) = darctan(y/x).

et donc pour toute forme o € Qk>1 (R2\{0}) fermée on trouve une fonction

o= (zlﬁ/gla)n—i—df.

Revenons & nos moutons : si X = (a,b) est un champ de vecteurs C! sur

f tel que

un ouvert U de ]RQ, on veut trouver une fonction H (une intégrale premiére

de X) qui vérifie

)

98 (z,y) = b(x,y)
8H(rc y) = —a(z,y)

soit dH = bdx — ady. Le lemme de Poincaré nous dit que si sur U

0

0
%CL(ZL', y) + 7()((1), y) - Oa

0y

alors on peut localement déterminer une telle intégrale premiére H, en
effet tout point de U a un voisinage étoilé. Si U est lui méme étoilé,
on pourra trouver une intégrale premiére sur U. Il arrive souvent que la
forme bdx — ady ne soit pas fermée, cependant on peut parfois trouver un
facteur intégrant, c’est a dire une fonction f : U — R de classe C' telle
que la forme ef (bdx — ady) soit fermée. On trouve alors localement (ou
globalement si U est étoilé) une fonction H qui est une intégrale premiére
de ef X donc de X.

Remarquons que f est un facteur intégrant si et seulement si il résoud
I’équation :

8 0
—/+ b— 4+ —a+ —b=0.
as f ftga 8y
3.4. Symétries et champs de vecteurs. — On commence par remar-

quer que si X est un champ de vecteurs C'' sur un ouvert U de R" et si
on note ¢’ son flot alors celui ci est défini sur un ouvert U de U (c’est en
effet une des conclusions de la proposition (3.4)). Et aussi ¢' : Uy — U
est un difféomorphisme sur son image qui est juste U_;. Et si x € U, il
existe toujours € > 0 assez petit pour que x € Uy pour tout ¢t € [—¢,¢].

3.4.1. Comment transporter un champ de vecteurs par un changement de
coordonnées.— Soit U et V deux ouverts de R et ® : U — V un C™*!

difféeomorphisme. Si X est un champ de vecteurs de classe C" sur V et



si ¥ : I — V est une courbe intégrale de ce champ de vecteurs alors
c(t) = @1 (y(t)) est solution de I'équation différentielle

dett =0 (07 () (00
=D (7Y) (4(1) (X (4(1)))
=D (&71) ((c(t) (X (D(c(1))))

Définition 3.24. — On définit le champ de vecteur ¥V = &4 X sur U
par :
Y(z) =D (@) (®(x)) (X(P(x)))

Puisque D (®71) (®(z)) o D®(x) = Id, nous avons aussi :
©yX () = (D(2)) " (X(2())).

Ce champ de vecteurs Y est de classe C” et si on note px le flot de X
alors par construction, son flot est

ool od.

Remarque 3.25. — i) On ne transporte pas des vecteurs dans un
changement de coordonnées comme on transporte des points, vous avez
déja rencontré cela en algebre linéaire, en effet si X () = Az est un champ
de vecteurs linéaires sur R et donc A € M,,(R), on veut transporter ce
champ de vecteurs par un isomorphisme linéaire & = P : R* — R"
P € Gl,(R), alors le champ de vecteurs Py X (z) = P~' APz dont le flot
est P~ let4P.

ii) Remarquez la régularité C" ! demandé pour le difféomorphisme ®.
Prenons un exemple simple, On considére sur R, le champ de vecteurs
X(r) =1let ® : R — R un diffsomorphisme de classe C' (par exemple
x — x(y/|z] + 1) ) alors le champ de vecteur @4 X est juste P4 X (x) =
ﬁ qui est seulement continu mais dont le flot (¢t,2) +— ®~1(®(x) + )
est parfaitement bien défini.

3.4.2. Symétrie, crochet de Lie.—

Définition 3.26. — On dit qu’un champ de vecteurs X € C"(U,R"™) est
invariant par ® : U — U un C"*! diffeomorphisme si ¢, X = X. Ou de

fagon équivalente si

a0l 0@ = gy,

Ceci signifie exactement que ® conserve les orbites du flot de X avec leurs
paramétrages. Par exemple, X est invariant par ¢%.

Définition 3.27. — Si X,Y € C"(U,R"™) sont deux champs de vecteurs
de classe C"22, on définit leur crochet de Lie :

[X,Y](z) = DX(2)Y (z) — DY () X (),
c’est un champ de vecteurs de classe C" sur U.

Proposition 3.28. — Si on note @' et ol les flots de X et de Y alors

d
XY@ = - 5 (FowY) @)
t=0
Démonstration. — Nous avons par définition :

((P5)#Y) (2) = D(px") (¥ (2)).Y (¢' ()
On dérive ceci par rapport ¢ en 0 en utilisant la régle de Leibniz :
d ' d d

| PO @ = ) (DERIEE) Y@+ g V@),

t=0 t=0

Car D(3°)(¢% () est 'endomorphisme "identité". Maintenant :

Y(¢'(x)) = DY (2).X (2)

et

(u,v)=(0,0)
0

= D(e%)(#k (@)

(u,v)=(0,0)

(D) ()




Nous avons aussi la proposition suivante qui dit que le crochet de Lie se
transporte bien par changement de coordonnées :

Proposition 3.29. — Si X et Y sont deux champs de vecteurs C" sur
Vetsi®:U—V estun C™H difféomorphisme alors

DX, Y] = [®uX, DuY].

Démonstration. — On vérifie que si on note encore %, ¢} et gpﬁp# x les
flots de X, de Y et de &4 X, alors

0y (04 Y) = (¢hyx) , (@47).
En effet par définition le flot du champ de vecteurs :

4 ((£3)4Y)
est
(I)flo(p)_(sogpg/ogp_‘;o@,
alors que le flot du second est
@_logp)_(soq)o(l)_logpg,o(l)oq)_logpﬁ(oq).

Ces deux champ de vecteurs ont le méme flot, ils coincident donc.
En dérivant cette identité en s = 0, on obtient exactement le résultat
voulu grace a la proposition précédente (3.28). O

Proposition 3.30. — Le champ de vecteurs Y est invariant par le flot
de X si et seulement si le crochet de Lie de X et'Y est nul. C’est a dire
les flots de X et de' Y commutent si et seulement si [X,Y] = 0.

Démonstration. — Le sens direct est clair. Montrons la réciproque suppo-

sons que [X,Y] = 0, alors puisque (¢%), X = X on obtient :

0= () XY= [ex) s X, (9% V] = [X, (9X) 4 Y]

et donc

d s d
= o (QOtX)#(‘PX)#Y T ((PX )#Y = %(‘PX)#Y-

0

Ainsi (ou cela est défini) on obtient :

(Px)pY = (¥x), Y =Y.

O
Donnons aussi quelques propriétés du crochet de Lie de champ de vecteurs :

Proposition 3.31. — application (X,Y) — [X,Y] est une forme bili-
néaire antisymétrique de l’espace vectoriel C*°(U,R™). Si f € C*(U,R)
on note X.f la fonction x — D f(x)(X(x)) dérivée de f dans la direction
de X. et fXla champ de vecteurs x — f(x)X(x). On a alors

[fX, Y] = fIX Y]+ (V.f) X,

3.4.3. Exzemples : les champs de vecteurs invariants par rotation sur R? \
{0}.— On considére le difféeomorphisme donné par les coordonnées po-

laires :
P(r,0) = riy

P est un difféeomorphisme de U :=]0, 0o[x]0, 27] sur le plan privé de I'axe
Oz. Si X est un champ de vecteurs sur R?, le champ Py X est un champ
de vecteur sur U.

Puisque (%P(T, 0), %P(r, 9)) = (iip, rvy) forment une base de R?, on peut
décomposer X (rip) dans cette base :

X (rip) = a(r, Q)QP(T, ) + b(rﬁ)ﬁP(r, 0),

or 00
avec
0 o 0 .
CL(’I“, 0) _<7P(r7 0),X(TU9)> et Tb(ra 9) :<7P(r7 0),X(TU9)>
or 00
Ainsi

X(P(r,0)) = a(r,0)DP(r,0)(1,0) + b(r,0) DP(r,0)(0, 1)
= DP(r,0)(a(r,8),b(r,0)).
Et donc nous obtenons :
PyX(r,0) = (a(r,8),b(r,0)).

On considére sur R? \ {0}, le champ de vecteurs Y (z,y) = (—y,z) dont le
flot est constitué des rotations par rapport a lorigine :

@ (x,y) = (xcosf — ysinf, zsin 6 4 y cos )



Puisqu’on a PyY = (0,1) on calcule rapidement
o 0
Za
00 " 00
Ainsi X est invariant par les rotations, si et seulement si les fonctions a, b

PuX,Y] = ( b).

ne dépendent pas de 8. Or les champs de vecteurs (P_l)#(l, 0) := % et
(P*I)#(O, 1) := % sont donnés par

)= (e ) et o) = (g
or Y= \/1;2+y27\/x2+y2 ’ 0o Y= $2+y2’x2+y2

IIs sont bien défini sur R?\ {0}, de méme la fonction = /22 + 2 est bien
défini sur ce méme ouvert. Ainsi X est champ de vecteurs C*° invariant
par les rotations sur R? \ {0} si et seulement si il existe deux fonctions
a,b e C*>(]0,00[,R) telles que
0 0
X = a(r)a + b(r)%.
3.4.4. Fquation aux dérivées partielles du premier ordre et redressement
du flot.— Soit X = (X1, ..., X,,) un champ de vecteurs C* sur un ouvert

U de R" et f € CO(U,R), on cherche & résoudre 1’équation
0

11 E Xi—u=

(11) - 8xiu /

c’est a dire

On doit donc avoir :

Localement en un point g ot X (x¢) # 0, une telle équation se rameéne
toujours & une équation 8%1“ = f. Clest le résultat de la proposition

suivante :

Proposition 3.32. — Soient X un champ de vecteurs de classe C*=1
sur un owvert U de R™ et xg € U tel que X (x0) # 0, alors il y a un CF
difféomorphisme ® : B(0,0) — V ou V C U est un voisinage ouvert de
xo tel que

X =e.

C’est a dire dans cet ouvert V :
oy (z) = ©(27 (2) + tey).

Grace a cette proposition on sait que sur V, u est solution de (11) si et
seulement si v = u o ® est solution de

0
aixlv—fofb,

équation qui se résoud facilement si on connait la valeur de v en restriction

a I’hyperplan 1 = 0.

Démonstration. — On fait on construit ce difféomorphisme & l'aide du
flot : soit o, ..., U, (n — 1) vecteurs de R™ tel que (X (x¢), U2, ..., U,) soit
une base de R™. Alors 'application

n
(I>(:c1,a;2, ,a;n) = QO? (x() + Zl‘ﬂl})
=2

est bien défini dans une certaine boule autour de 0. Elle est de classe C¥,
et on peut facilement calculer ses dérivées partielles en 0 :

0 d - B
76:31@(0) =@, Py (w0) = X (o)
et pour ¢ > 2 :
0 d
d(0) = — q til;) = ;.
5?0 = G| oot i) =

Ainsi D®(0) est inversible et grace au théoréme d’inversion locale, nous
pouvons affirmer qu’il existe § > 0 tel que la restriction de ® a B(0,0) est
un C* diffeomorphisme.

Par construction, il est alors clair que : @~ (p4 (®(z1, ..., 0))) = (z1 +

t,za,...,Ty) et donc :

@#X = e1.



3.5. Champs de vecteurs sur les surfaces. —

Définition 3.33. — Soit S C R? une surface C™, on appelle champ de
vecteurs O sur S une application X : X — R? telle que

—
i) pour tout m € S, X(m) € T),,S.
ii) Si (u,v) — F(u,v) est une paramétrisation d’un ouvert U de S alors
X o F(u,v) = a(u ’U)EF(’U, v) + b(u fu)gF(u v)
I - ) 8’LL I ) av )
ol a et b sont C'™°.

Remarquons que la condition ii) ne dépend pas la paramétrisation : on
peut la remplacer par la condition suivante : pour tout point m € S, il y a

un ouvert U de S et (u,v) — F(u,v) une paramétrisation de U telle que
X o F(u,v) = a(u ’U)QF(U v) + b(u U)QF(U v)
) - ) 8’[1, ’ ) 8'[} )

ot a et b sont C*°. En effet soit G : (x,y) — G(x,y) une paramétrisation
de V un ouvert de S telle que UNV # (). On dispose alors d’un changement
de coordonnées :

=G loF : FY(UNV)—= G (UNV).

sion a F(u,v) = G(x,y) c’est a dire (x,y) = ¢(u,v) alors

X (F(u,v)) = DF(u,v)(a(u,v),b(u,v)) = a(u, v)a—F(u, v) + b(u, v)(z)f(u, v)

ou

= DG, 1) (el ). ) = ) 5 (2.9) + e ) G (o.0)

Mais puisque G o ¢ = F', nous avons
DG(z,y) o Dp(u,v) = DF(u,v)
et donc :
DG(z,y) o Dp(u,v)(a(u,v),b(u,v)) = DG(z,y)(c(z,y), d(z,y))
Puisque I'application linéaire DG(z,y) est injective on a donc :

Dy(u, U)(a(u, v), b(u, U)) = (c(x,y),d(:c,y)).

Ce qui signifie que si le champ de vecteurs (u,v) — (a(u,v),b(u,v)) est
noté Fiu X et si le champ de vecteurs (z,y) — (c(x,y),d(x,y)) est noté
G4 X alors

FuX = pu(GyX) , et (p ) pFpX = GyX.
Ainsi
(G#X € C®(G U N V),R2)> = (F#X e C°(FYUN V),R2)).
Quelques exemples :

i) Si X est un champ de vecteurs C*° défini sur un voisinage de S et
e
tel que pour tout m € S, X(m) € T,,,S alors la restriction de X a S est
un champ de vecteurs C'*°.

ii) Si X est un champ de vecteurs sur un ouvert U de R? et si H est
—_—

une intégrale premiére C*° de X telle que Vm € U, grad H(m) # 0 alors

pour tout réel ¢, . = H~1(c) est une surface C* (& moins d’étre vide)

et la restriction de X a X, est un champ de vecteurs sur cette surface.

iii) On considére S? la sphére unité et 7y la projection stéréographique
de pole nord :

(2, y,2) = (2/(1 = 2),y/(1 = 2)).

On considére sur R? les deux champs de vecteurs

Xl(x>y) = (l’,y) et XQ(xay) = (170)

On peut définir deux champs de vecteurs X; sur la sphére S? privé du pole

Nord N = (0,0, 1) par :
(WN)#XZ' = Xl

On montre que ces champs de vecteurs s’étendent en des champs de vec-

teurs C™ sur S? et qu’il sont nuls au pole Nord.

Pour cela on considére les ouverts Uy = S?\ {(0,0,1)} et Us = S?\
{(0,0,—1)}, grace aux projections stéréographiques my par rapport au
pole Nord et ms(z,y,2) = (z/(1+ 2),y/(1 + 2)) par rapport au pole sud,
on peut paramétrer Uy et Ug. Le changement de coordonnées ¢ = 7 o7r§1
est défini sur R?\ {7s((0,0,1))} = R?\ {0} et est un diffeomorphisme sur



R2\ {7n((0,0,—1))} = R?\ {0}. Un petit calcul, ou un peu de trigonomé-
trie élémentaire dans le plan 0,7y ((z,v)), 75" ((z,y)) qui contient aussi
le point (z,y,0) montre que

»w\x, = s
Y CCQ y2 .732 y2

est une inversion de péle 0. Pour affirmer que les champs de vecteurs X; se

prolonge de fagon C°° a toute la sphére, il suffit de vérifier que (w;l)#Xi
qui est défini sur R? \ {0} se prolonge en 0. Mais par construction, on a

(77‘51)#)21' = QD#Xz
Un calcul™ montre que

puX1(z,y) = —(,y)
et que
ppXa(z,y) = —(2* — 1, 22y)
Ces champs de vecteurs se prolongent bien par 0 en 0 pour faire des champs

de vecteurs C°.

3.5.1. Flot d’un champ de vecteurs sur une surface. — Soit S C R® une
surface C® et X : S — R3 un champ de vecteurs C™ sur S. Si m € S,

alors il existe une unique solution v : I — S C R? de I’équation
Y(t) = X (7(2))
7(0) =m
En effet, il existe F' : U — S une paramétrisation d’un voisinage de m, et

I'équation ci dessus équivaut a ce que F~1(y(t)) = (u(t), v(t)) soit solution
de

u(t) = a(u(t), v(t))
a(t) = bu(t), v(t))
(u(0),v(0)) = F~'(m)

ot Fiy X = (a,b). Ce résultat d’existence et d’unicité est une paraphrase

f)
f)

du théoréeme de Cauchy-Lipschitz. Le reste de la théorie s’appuyant de la

méme fagon sur des arguments locaux, on obtient ainsi :

i) L’existence et I'unicité des solutions maximales.

(15)Vous devez faire ce calcul.

ii) Définition du flot de X, défini sur un ouvert de R x S contenant
{0} x S.
iii) Le caractére C* du flot.

iv) L’explosion des solutions maximales définies sur un intervalle borné

(a gauche ou a droite).

En particulier, nous obtenons (une reformulation du résultat 3.7)

Corollaire 3.34. — Si S est une surface compacte de R3, alors le flot

d’un champ de vecteurs C'° sur S est défini sur R x S.

Etudions maintenant, le flot du champ de vecteurs X; obtenu sur la spheére.
Notons le ¢!. On sait évidement que mx (¢! (75 (z,y))) = (e'z,ely)) On
veut regarder ce champ de vecteurs en coordonnées sphériques :

S(6, ) = cos pilg + sin pk.

On considére le changement de cartes :

cosy
0 = S (0 = ——1Uy.
f( 7(10) 7TNO ( 7()0) 1_Sln¢u9
ainsi 9 5 .
cosp -
T tf — = —
80f 1—singpve ¢ 8g0f l—singpue

puisque X (riy) = rip, nous obtenons :

F4X1(8,9) = S X1(8,9) = (0,cos ).
Alors t — S(A(t), () est une courbe intégrale de X si et seulement les
fonctions t — 0(t) et t — p(t) vérifie :

0(t) =0
¢(t) = cos p(t)

Ces équations se résolvent facilement et on trouve 6(t) = 6(0) et

o(t) = g — 2arctan <et tan <7T_Z‘p(0))> .

On peut facilement vérifier que I'on a bien :

F(0(1), (1)) = €' f(6(0),(0)).



td2

Ezxercice 3.1. — Soient E un espace vectoriel réel de dimension finie et
soit A : R — L(F) une application continue. On note R(tp,t) la résolvante
associée a I'équation différentielle 2/(t) = A(t)x(t) avec condition initiale
en ty. C'est & dire

d

%R(to,t) = A(t)R(to,t) et R(to,to) =1Id.

(1) On suppose que A est périodique de période T'. Montrer que

(2) Montrer que R(0,t+ kT) = R(0,t)M* ¥V k € Z ot M = R(0,T).

(3) Montrer que I’équation différentielle a une solution T-périodique si
1 est valeur propre de M.
Indications % ; Corrigé : %
Ezxercice 3.2. — Etude de V'allure des courbes inégrales de I'équation
différentielle

Y = (4’ —y)(1 +sin*y)
(1) Donner un régionnement du plan suivant le signe de 3. Quelle est

I'isocline 07 (lieu des points ot la tangente a la courbe intégrale passant

par ce point est horizontale)

(2) Donner le domaine d’application du théoréme de Cauchy-Lipschitz

et les symétries de la famille des courbes intégrales.

(3) On note y, la solution maximale passant par (0, ) au temps t = 0,

et 'y la courbe intégrale correspondante.
i) Montrer que y 1 est définie sur R.
ii) Dessiner la courbe I' 1 apreés avoir étudié ses branches infinies.
iii) En déduire la solution y, pour 0 < |a] < 17
(4) Soit Jag, bo[ 'intervalle maximal pour la solution ys.
i) Montrer que ag = —oo et étudier la branche infinie associée de I's.

ii) Montrer que by est fini (on pourra pour cela intégrer ’équation

3

différentielle 2’ = x° — x et comparer o a la solution maximale x5 de

cette équation passant par le point (0,2) au temps ¢t = 0).

iii) Dessiner I'y puis compléter le portrait des courbes intégrales I'.
Indications % ; Corrigé : %

Ezercice 3.3. — (Issu d’un controle continu)
On étudie sur R?\ {(0,0)} le champ de vecteur

Xo(z,y) = ((1—\/x2+y2 >x—y, (1—\/m2—|—y2 )y—|—$>

(1) Montrer que t — (cost,sint) est la solution maximale de 1’équation

différentielle

Lo(1) = Xolr(1), (0) = (1,0).

(2) Quelles équations différentielles doivent satisfaire les fonctions 6, r :
Ja, b[— R pour que la fonction vy : t €]a, b[— v(t) = (r(t) cosO(t), r(t) sinO(t) )
vérifie I’équation différentielle

d

%v(t) = Xo(7(1))-

(3) Reésoudre les deux équations différentielles trouver en 2). Déterminer

alors le flot ¢ associé & X et son ensemble de définition.

(4) A x € R¥, on associe le réel t(z) > 0 définie de la fagon suivante :

si ¢ (2,0) = (ua(t), va(t))
t(z) = inf{t > 0, tel que vy (t) =0 et uy(t) > 0}.

On pose alors g(x) = uy(t(z)), exprimer g et calculer ¢'(1).

On se donne maintenant un autre champ de vecteurs Y C™ sur R? \
{(0,0)} et on pose X, = Xy + €Y. D’aprés le cours, on sait qu’il existe
d > 0 tel que si |z — 1] < 0 et |¢] < § alors la solution maximale de
I’équation différentielle

CA(t) = Xe3(0), (0) = (,0).

est définie sur [—m, 37]. On note ¢t — (h(e, x,t), f(e,x,t)) cette solution.

(5) Rappeler pourquoi les fonctions f et h sont C* sur | — 4, [x]1 —
9,1+ 0[x] —m,3m].



(6) Etudier au voisinage de (0, 27, 1) I'équation f(e,t,x) = 0 en déduire
quil existe n > 0 et T :] —n,n[x]1 —n,1 + n[—]27 — 0,27 + n[ une
application C'*° tel que

{ (e,z,t) €] —n,n[x]1 —n, 1+ n[x]27 —n, 27 + 7] }

fle,t,z) =0
@{ (g,2) €] —n,n[x]1 —n, 1+ }
t="T(e, x)

(7) On definit alors la fonction g(e,xz) = h(e,z,T(¢,x)). Etudier au
voisinage de (0,1) I’équation g(e,z) = = en déduire qu’il existe o’ €]0, 7]
et une fonction C* P :| —n/,n'[=]1 —n', 1+ /[ tel que

{ () € =0/, [x]1 =n', 1 4] }

ge,x) ==z

e€l =01
(:’{ r = P(e) }

(8) En déduire que pour || < 7/, alors le champ de vecteurs X, a une
unique orbite périodique au voisinage du point (1,0).

Indications ¥ ; Corrigé : %

Ezercice 3.4. — (Issu de 'examen de Janvier 2002)
On étudie pour ¢ € R, I’équation différentielle

'(t) = —y(t)
(12) Y (t) =x(t) +e(2(t)* +y(t)?)
(x(0),5(0)) = (1,0)
(1) Pourquoi est ce que I’équation différentielle (12) admet une unique

solution maximale t € I, — (z(t,e),y(t,€))?
(2) Trouver la solution maximale de cette équation lorsque & = 0.

(3) D’apres le cours, on sait qu’il existe § > 0, tel que si |¢| < §, alors
I'intervalle I. contient I'intervalle | — 47, 47[. Pourquoi I'application

(t,e) €] — 4, dn[x] — 6,0[— (x(t,€),y(t,€))

est elle O 7

(4) On pose u(t) = % =0
tion différentielle vérifiée par

x(t,e) et v(t) = %|€:Oy(t, e). Ecrire 'équa-

€] — 4m, dr— (u(t),v(t))
(5) Expliciter la fonction t €] — 4w, 4n[— (u(t), v(t)).
= u(t) + iv(t))

(6) Montrer que si t €]a, bl— (z(t),y(t)) est solution de I’équation dif-

férentielle

2/ (t) = —y(t)
(13) { y'(t) = z(t) + e (z(t)? + y(t)?)

alors pour 7 € R, 'application ¢t €|7 — b, 7 —a[— (z(7 —t), —y(T —t)) est

(Indication : on pourra poser Z(t)

encore une solution de (13).
(7) En déduire que si y(7',¢) = 0 alors la solution maximale de (12) est
2T-périodique.

(8) Etudier 'équation y(7,e) = 0 au voisinage de (m,0). En déduire
qu’il y a un voisinage V' de 0 et une fonction C>® ¢ € V — T'(¢) telle que
lorsque € € V' alors la solution maximale de (12) est 27'(¢)-périodique.

(9) Montrer que T'(¢) = 7 + o(¢).

(10) Donner lexpression de 7"(0) en fonction des dérivées partielles

)-

(11) On pose w(t) = 6822 ‘ x(t,e) et z(t) = 887:22 y(t,e). Ecrire
e=0

premiéres et secondes de y en (7,0

I’équation différentielle vérifiée par
€] — 4m, A~ (w(t), 2(t))

(12) Expliciter la fonction t €] — 4w, 4n[— (w(t), z(1)).

(13) En déduire la valeur de 7”(0) et un dévellopement limité a I'ordre
2 de T'(¢) au voisinage de 0.

Indications ¥ ; Corrigé : %

Ezercice 3.5. — (Issu de 'examen de Septembre 2002)



(1) Soit f,g : R? — R deux fonctions de classe C' sur R%. Montrer
que sl existe une fonction u : R2 — R de classe C?, telle que
0 0
—u=jfet —u=
FEE A it
o) o r _
alors 5-g — 8—yf—0.

(2) Réciproquement montrer que si f,g : R? — R sont deux fonc-
tions de classe C! telles que a% — a%f = 0, alors la fonction u(x,y) =
Jo f(£,0)dt + [ g(x,t)dt est de classe C! et que ces dérivées partielles
satisfont

iu = fet 2u =gqg;
or oy 9
en particulier en déduire que u est C2.

(3) Soit X : R? — R2, X(z,y) = (a(z,y),b(x,y)) un champ de vec-
teurs de classe C', on suppose que X est un champ a divergence nulle,
c’est & dire que

V(z,y) € R?, divX(z,y) = Ea(ﬂv,y) + gb(w, y) =0
Ox oy

Montrer qu’il existe une intégrale premiére du champ X, i.e. une fonction
H : R? — R de classe C?, telle que

0 0

a—H+b—H =0.

ox oy

(16)

(4) Trouver une intégrale premiére du champ
X(z,y) = (2:ry—|—y2 + 1,22 +1 —y2).
(5) Soit X : R? — R2, X(z,y) = (a(z,y),b(z,y)) un champ de vec-

teurs de classe C! et v : R? — R de classe C', montrer que la diver-
gence du champ X'(z,y) = e*@Y X (z,y) = (e”(x’y)a(a:,y), eV @Y)p(z, y))
est divX' = e’ (divX + X.v) ot X.ww(z,y) = Dv(x,y). X (z,y) est la déri-
vée de v dans la direction de X (z,y).

(6) En déduire que si on trouve v : R?> — R de classe C! telle que
v vérifie I'équation X.v = —divX alors on peut trouver une intégrale
premiére du champ X.

(16 Ce qui signifie que H est constant le long des trajectoires de ce champ de vecteurs

(7) Résoudre I’équation X.v = —div X lorsque la fonction divX (z,y)/a(z, y)

ne dépend que de z.

(8) Trouver une intégrale premiére du champ de vecteurs X (z,y) =
(23:y, 2+ 1+ y2).
Indications % ; Corrigé : %

Ezxercice 3.6. — Partiel 2001 : Probléme : un théoréme de Hada-
mard Soit F' : R” — R” une application de classe C? dont la différentielle
est inversible en tout point. On suppose de plus qu’il y a des constantes
a, B € Ry telles que

Ve € R",

[DF@)™|| < allz] + 5.

On se propose de montrer que F est un C? diffécomorphisme de R™ sur

lui-méme.

(1) Soit (xg,q) € R™ x R™, montrer que le probléme de Cauchy

{ #/(t) = [DF (x(t))] " (¢ — F(x0))
x(0) = xo
admet une unique solution maximale . On note I l'intervalle de définition
de .
(2) Montrer que [0, +00] est contenu dans I. Pour cela, on pourra pro-
céder ainsi :
— Veérifier qu'il existe A,B € Ry, tel que Vi € I, ||¢'(t)] <
Allp(t)]| + B.
— En déduire, a I'aide du lemme de Gronwall, que ¢ est borné sur
tout intervalle borné [0, b] inclus dans I.
— Conclure.

(3) Calculer la dérivée de F o ¢, en déduire que ¢(1) est solution de
léquation F(z) = q. En conclure que F est surjective.

On considére ¢ € R™ et on suppose que 1 € R™ et x5 € R™ sont des
solutions de I'équation F'(z) = g. Pour A € [0,1] on note ¢ la solution

maximale du probléme de Cauchy :

/() = [DF(2(t))] ™ (¢ = F (1 = N1 + Az2))
z(0) = (1 — N)z1 + Az



D’aprés le 2) on sait que ¢ est au moins définie sur [0, +o0|.

(4) Que valent @o(1) et p1(1)?
On pose
I'={Ae0,1],ox(1) = a1}
(5) Montrer que I est un fermé de [0, 1], puis que c’est un ouvert de
[0,1]. En déduire que F' est injective.
(

6) En conclure que F est C? diffeomorphisme de R” sur lui-méme.
(7) Que se passe-t-il pour F(z,y) = (e* cosy, e*siny) 7
Indications % ; Corrigé : %

Ezercice 3.7. — Soit U = (R%)? = {(z,y) € R?, tel que z >0, y > 0}.
Soit

X :U—>R2
(z,y) = (f(z,v),9(z,y))

un champ de vecteur C'*° sur U. On suppose que pour des constantes a > 0
et b>0on a

V(w,y) € U.Vr >0, f(riz,r’y) = r"f(z,y) et g(rz,r’y) = r’g(z,y).

(1) Monter que ¢(u,v) = (e™, e v) est un difféomorphisme C> de
R x R sur U.

(2) Exprimer le champ de vecteur ¢4 X, autrement dit quelle est I’équa-
tion verifiée par la courbe C1 it — (u(t),v(t)) pour que la courbe t
c(t) = ¢(u(t),v(t)) soit solution de ¢(t) = X (c(t)).

(3) Trouver une intégrale premiére du champ de vecteurs

X = (—VeZ 1 g, Ay +22).
(On la cherchera dans les coordonnées (u,v) sous la forme u — H(v) )

Indications ¥ ; Corrigé : %
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Extrema et Calcul des variations

4.1. Extrema liés. — On rappelle qu’une fonction f : X — R définie
sur un espace topologique X admet (ou présente) un minimum local en
xg € X s’il y a V un voisinage ouvert de xg tel que

Yy eV, f(y) = f(wo).

On dit que ce minimum local est strict si sur V' \ {zo} f(y) > f(z0)-
On dit que ce minimum est global si on peut prendre V = X.

Proposition 4.1. — Soient U un ouwvert de R" et f € CY(U,R). Si f
admet un minimum local en xo alors D f(zg) = 0.

Si f € C?(U,R) vérifie Df(xo) = 0 et si la forme bilinéaire symétrique
D?f(z0) est définie positive alors f admet un minimum local strict en zg.

On cherche maintenant un critére analogue lorsque 1’on considére la res-

triction de f & une partie de R™ définie par des équations.
Théoréme 4.2. — On suppose que g : U — RP

9(x) = (g1(2), .-, 9p(2))

est de classe O et qu’en xg € U, g(wg) = 0 et que Dg(xg) est surjective.
On considere ¥ = g=1(0) et f € CYU,R), si la restriction de f a X
admet un minimum local en xo alors il y a des réels 1, ..., \p (appelés

multiplicateurs de Lagrange) tels que
P
i=1

Démonstration. — On commence par démontrer qu’il y a un voisinage
ouvert V de g et ® : B(0,e) — V un C* diffeomorphisme tel que

go®(x1,x9,....,xp) = (21,...,7p) et ®(0) = xo.

Puisque Dg(z) est surjective, les p formes linéaires Dg;(zo), ..., Dgp(zo)
sont linéairement indépendantes, on peut compléter cette famille en

(Dgl (.%0), ceey Dgp(l‘o), lp+1, ceey ln)

pour obtenir une base de (R™)*. On considére alors l'application :

U(z) = (gl(x), e Op(@), b1 (z — 20), .oy ln(x — 1‘0)).

C’est une application de classe C'! et puisque

DV (z0)(h) = (Dg1(z0)(h), ..., Dgp(z0)(h), lp41(h), ..., In(R)),

la différentielle de W en xg est bien inversible. On peut utiliser le théoréme
d’inversion locale pour affirmer qu’il existe un voisinage ouvert V de zg,
tel que ¥ : V s B(0,¢) soit un C! difféomorphisme. Le difféomorphisme
réciproque ® = U1 convient bien, car si (1, ...,2,) € B(0,¢) alors
(1,22, ..., Tpn) = Vo ®(z1, 22, ..., Tp)

— (910 D), e gy © D), Lyt (D) — 20), s Lo (B() — 0)).

Do g; o ®(z) = x;.



Maintenant on sait que XNV = ® (({Orr} x R"7P) N B(0,¢)) . En consé-
quence la restriction de f a 3 admet un minimum local en xq si et seule-
ment si la fonction (yi,...,Yn—p) — f o ®(0,...,0,91, ..., Yn—p) admet un
minimum local en 0. Et si on note (e, ..., €,) est la base canonique de R,
alors on doit avoir D(f o ®)(0)(e;) = D f(z) o D®(0)(e;) = 0 pour tout

i=p+1,..,n. Notons (e}, ...,e}) est la base duale de la base canonique,

alors on doit avoir :

Df(wg) o D®(0) = Y (Df(0) (D8(0)(e:))) €]

1

2

(Df (o) (DB(0)(ei))) €

Il
.M"@

=1

Notons \; = Df(zg) (D®(0)(e;)), nous obtenons
p
Df(xo) =Y _ Niej o DD(0)~".
i=1

mais par construction

ef o DB(0)™! = ef o DU ()

ieme

est la différentielle de la fonction ¢ coordonnée de ¥ en xg, pour i < p,

c’est exactement Dg;(zo). O
Réciproquement :
Proposition 4.3. — Si on suppose que g et f sont de classe C2, on note

toujours ¥ = g~(0) et mg € ¥. S’il existe des réels Ay, ..., Ap tels que
= Df(xo) = >_¢—1 AiDgi(wo)
~ D?f(z0)—>_0_ \iD%gi(z0) est définie positive, alors la restriction de
f a3 admet un minimum local strict en xg.

C’est évident car alors la fonction f(z) — >_?_; \;Dg;(x) présente un mi-

nimum local strict en xq sa restriction a X aussi.

4.1.1. Deux exemples.— Premier exemple : On considére S*~! = {z =
(z1,..xn) € R", 3,22 = 1} et si A est une matrice symétrique on lui

associe la fonction f(x) =(Az,2)('"). Nous avons S"~! = g~1({0}) ou

g(x) =(z,z) -1 = ZxQ -1

est une fonction C* Nous avons Dg(x)(h) = 2 (z, h). Cette forme linéaire
est bien surjective si x # 0. Nous savons aussi que

Df(z)(h) =(Ax,h) + (Ah,z)=2 (Ax, h)

car A est symétrique.
Ainsi si la restriction de f & la sphére unité S*! admet un minimum local
en xo € S*! alors il existe A € R tel que

Vh e R, (Azo,h)= X (z0,h) .

Ce qui signifie que Azg = Azg i.e. que xg est un vecteur propre de A.

Par ailleurs, on sait que la restriction de f : S"~! — R est une fonction
continue définie sur un compact, elle atteint donc ces bornes, en particu-
lier il existe 2o € S"~! ot f|gn—1 admet un minimum global, et ce zg sera

forcement un vecteur propre de A.

Second exemple : Si on suppose que ¥ C R3 est une surface C> et que
mo € R3\ ¥ on peut définir la fonction f(m) = ||mmg||?, cette fonction
est bien sur C'°. On suppose que m € X% est un point de ¥ réalisant
I'infimum de la restriction de f a ¥, i.e. la distance de mq & ¥ est ||[mmy||.
Un voisinage de m dans X est donné par une équation g = 0 otl g est une
fonction C*° définie sur un voisinage ouvert V de m dans R? & valeurs
réelles et Dg(m) # 0. Alors la restriction de f & ¥ NV admet aussi un
minimum global en m : on sait alors qu’il existe A € R tel que

Yh € R®, Df(m)(h) = ADg(m)(h)

Mais puisque D f(m)(h) = 2 (mmg, h) cette condition entraine (et méme

est équivalente) au fait que

mmg L ker Dg(m) = T, %.

(M0n a ici identifié¢ A et I'endomorphisme de R™ obtenu en identifiant les matrices

colonnes avec R™.



Ainsi si un point m € S est le point de S, le plus proche de myq alors la
droite (m,mg) est orthogonale au plan tangent a .S en m.
4.2. Probléme variationnel. —

4.2.1. Motivation : le chemin le plus court pour joindre deux points d’une
surface.— Soit S C R3 une surface C™ et My, M; € S, on définit

1
Ao, 30) = it {L0) 1= [ 3@ 7 € O (0. 1,R)
A([01) € 8,
7(0) = Mo, 7(1) = M

I'infimum des courbes C! tracée sur S et joignant My a M;.

On voudrait calculer cette distance d(My, M) et trouver le(s) éventuel(s)
chemin(s) le(s) plus court pour joindre My & M;. Un premier probléme est
que la longueur d’une courbe est indépendante du paramétrage, c’est a dire
qu’elle est indépendante de la vitesse a laquelle on parcourt cette courbe.
En particulier, si ce infimum est atteint, il est atteint par une infinité de

courbes. Pour remédier a cet inconvénient, on introduit 1’énergie :

1
B6) = [ Il
Grace a I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous savons que

L(y)? < E(v)

avec égalité si et seulement si la vitesse ||¥(t)|| est constante. On obtient

en particulier

d(Mo, M1)? < inf{ B (7). € C'([0, 1], R?),

7([0,1]) € S, 7(0) = Mo, (1) = Ml}-

Si v est une courbe dont la vitesse ne s’annule pas on verra plus loin

(14)

comment la reparametrer pour que la vitesse soit constante. En général,
on peut reparametrer «y pour que sa vitesse soit presque constante : fixons
d’abord £ > 0, on introduit alors

_ Jol)lids + et
L(y)+e

o(t)

alors ¢ est une fonction C!, sa dérivée

Y (T
LGRS

L(v) +e
est strictement positive et ¢(0) = 0, ¢(1) = 1. On peut considérer la
courbe 7 = vy 0 1. Si la courbe 7 est C! tracée sur S et joint les points

My et My, il en est de méme de 7, de plus

L(3) = L(7)
On a aussi
L0 =37 (1) 2™ (1)
d g 1 B L(y)+e
i D= 0 T e o e
Ainsi

e ()2
Fe T+ 2™

B = W+ [
< (L(7) +¢)°
Si on suppose que v est telle que L(vy) < d(Mp, M;) + €. alors on obtient
B() < (L(7) + ) < (d(My, My) + 26)°.
on obtient l'inégalité :
(15)
(d(Mo, My) + 2¢)? > inf{E(v),'y e CL([0,1], R%),
(0. 1)) € $,7(0) = Mo, (1) = M.

Ceci est valable pour tout € > 0 ainsi avec les deux inégalités (14) et (15),

nous obtenons :
d(Mo, My)? = inf{ E(7).7 € C'([0, 1], R?),
1(10,1]) € 5,7(0) = My, (1) = M }.

Supposons que S soit donnée par une paramétrisation P : U — S, U
étant un ouvert de R2. Si P(mg) = My et P(my) = M, puisque toute



courbe tracée sur S est de la forme (t) = P(u(t),v(t)) et que dans ce cas

la
501 = |l G (u(e)0(0) + doto(e) 5 (ute). w(0)

= B(u(t),v(t))(@(t))? + 2F (u(t), v(t))a(t)o(t) + G(u(t), (1)) (0(t))?,
ou les fonctions E, F' et GG sont définies par

E(u,v) = <g];(u,v), aiP(u,v)>, G(u,v) = <(Z];(u,v), %f(u, v)>

et F(u,v) = <Z§(u,v), ?95(“’”)>

si
J(u,v,€,m) = B(u,0)§* +2F (u,v)én + G (u, v}y,

Alors

d(Mo, My)* = inf{ T (€), € C1([0, 1], R2), ¢([0,1]) € U, e(0) = mo, (1) = my |

ou pour ¢(t) = (u(t),v(t)) on a posé

/ J(u ,u(t), o(t))dt.
On va maintenant considérer un probléme un peu plus général :

4.2.2. Equation d’Fuler-Lagrange. — Soit U un ouvert de R" et J €

Cl([ ] x U x R™ R) si mg,m; € U on cherche & minimiser J(c) =
fo ¢(t))dt parmi toutes courbes C' de U joignant mg & m;y. In-
trOdUISODb

Qngami = {e € CHO, 1], R™), ([0, 1]) € U, e(0) = mo, e(1) = mu .
Théoréme 4.4. — Si c est un minimum local de
J Qmo,ml — R

alors Uapplication de [0,1] dans (R™)* le dual de R™ qui a t € [0,1] as-
socie D3J(t,c(t),é(t)) est de classe O et ¢ vérifie les équations d’Euler-

Lagrange :
d

— D3 J(t, c(t), (1))

4 = DoJ(t, c(t), é(t)).

Ici
Do (1,2, €)(h) = Dad (1,2, €)(h) = | (1,4 5h, )
s=0
et
Dy (1, 2,€)(h) = DeJ (6,2, €)(h) = | (2.6 + sh).
s=0

Les équations d’Euler-Lagrange se composent donc de n équations si

(t,l’l, ...xn,fl, 7§n) = J(t,.ﬁ(}l, ...xn,fl, 7§n)

alors ces équations sont

d J . aJ N
a o5, (b0 €0) = 5 = (b c(), (1)), i =1,.m

Démonstration. — Soit h € C*([0,1],R™) telle que h(0) = h(1) = 0 alors

pour |s| assez petit ¢ + sh € Qpm, Ainsi 0 est un minimum local de la

fonction s — J(c + sh), on a donc

d

DJ(C)h = % o

J(c+ sh) =0.

Mais nous avons :

d

ds

La
J(c+ sh) = / —
5=0 0 ds s=0

= /1 Do J(t,c(t),é(t
0

J(t,c(t) + sh(t), é(t) + sh(t))dt

N(R(t)) + D3 J(t, c(t), é(t) (h(t))dt.

En prenant h(t) = f(t)e; ou f € CL([0,1],R) et f(0) = f(1) = 0, on
obtient :

Yog i 0J -
(16) s o, b ) E0)F(E) + Ze (E elt), (1)) f(H)de = 0.

Le lemme suivant dit de "Du Bois-Reymond" permet de conclure :

Lemme 4.5. — Siu,v € C°([0,1],R) sont tels que pour toutes les fonc-
tions f € C1([0,1],R) vérifiant f(0) = f(1) =0 alors

1
[ w0+ vt =o

alors v est de classe C' et v/ = .



Démonstration du lemme.— Si v était de classe C*, il suffirait d’intégrer
par parties pour obtenir Vf € C1([0,1],R) f(0) = f(1) =0

1
/0 [u(t) — o' (t)] f(t)dt = 0.

Ici on intégre par parties

1 1 )
/ u(t) f(t)dt = — / U(t)f(¢)dt.
0 0

ou U(t) = f(f u(s)ds + k est une primitive quelconque de u. On obtient
donc

1
vf e CH([0,1],R), f(0)=f(1)=0 , /0 [=U() +v(®)]f()dt = 0.

On veut maintenant choisir f telle que f(t) = —U(t) + v(t) ; par exemple
ft) = fg[—U(s) + v(s)]ds, on a bien sur f(0) = 0 et on peut toujours
choisir k afin que

0= f(1) = /01 U (s) + v(s)] ds = /01 K— /0 u(T)dT) + v(s)] ds—k = 0.

D’otl on obtient U = v en particulier v est C' et v/ = w. ]
O
Remarque 4.6. — Si on cherche a minimiser J(¢) parmi toutes courbes

C' de U, alors on aurait obtenu en plus
DsJ(t,c(t),¢(t)) =0 pour t =0, 1.

En effet, nous aurions obtenu les équations (16) mais pour toutes les fonc-
tions f € C1([0,1],R), 'adaptation du lemme de Du Bois-Reymond :

Lemme 4.7. — Siu,v € C°([0,1],R) sont tels que pour toutes les fonc-
tions f € C1([0,1],R) on a :

1
[ w0+ vt =o

alors v est de classe Ct et v' = u, de plus v(t) = 0 pourt =0, 1.

est évidente, car on a déja montré que v' = u, de plus en intégrant par

parties on obtient alors
vf e C([0,1],R), f(1)u(1) = f(0)o(0) = 0.
D’ou on déduit facilement le résultat.

Un exemple : On considére

1
()= [ Qe
et on étudie

inf{J(f), f € C'([0,1],R), £(0) = 0, f(1) = 1}.

Ici J(t,z,€) = (14 €2)*/2. En conséquence si f, est candidat a réaliser
cet infimum alors il doit vérifier I'équation d’Euler-Lagrange. Puisque

{ffJ(t,x,@ = 1+ g
et que
2J(t z,&) =0
a;v ) ) - )
il existe donc une constante C' telle que sur [0, 1]
1+ 220 agim =C

ceci implique que f/ est une fonction constante mais compte tenu des

conditions limites on obtient f,(t) =t et pour cette fonction
J(fa) = 22,

— Lorsque a > 1 : on peut montrer que c’est effectivement la fonction
qui réalise ce minimum : soit donc f € C1([0,1],R) vérifiant f(0) =
0, f(1) = 1, on considére la courbe c(t) = (¢, f(t)) on a

e = 1+ £/(1)*)"?

2=((1.0), [ )< V2 (/ 1 |é<t>|dt)1/2

mais grace a l'inégalité de Holder, nous obtenons :

/ ooy at < (/ 1 Hé(t)ll“dt>1/a

et donc



Et donc :
1
7() = / le(o)l|d > 202,
0

En étudiant les cas d’égalités dans toutes ces inégalités, on montre faci-

lement que l'on a forcément
I =22 f = fa

— Lorsque a <1 : f, ne réalise pas cet infimum. En fait on montre
que

1
t=inf{ [ (14 £(02)* 2, £ € CH(0.1). ), £0) = 0.7(1) = 1)
0
Il est clair que cet infimum est plus grand que 1 et que pour f €
C*(]0,1],R) alors
J(f) > 1.

On considére une fonction u € C1(R) telle que u(t) = 0sit < 1/2 et
u(t) = 1sit > 1, alors pour 6 > 0, la fonction us définie par

ug(t) = u (t_}s”>

vaut zéro sit < 1 —§/2 et elle vaut 1 si t > 1. En conséquence pour
9 €]0, 1] alors us(0) = 0 et us(1) = 1 mais

1 . a/2
T(ug) = (1—6/2) + / (1 bl (’51”» it
1-5/2 0 4

D’ou :

ou M = sup;cg |t/ (t)]. Et donc puisque a < 1, on obtient

i =1.
lim T (us)

4.2.8. Avec une contrainte. — On peut aussi montrer un résultat du type
extrema liés : on suppose de plus que K € C’l([O, 1] x U x R",R) on

consideére la fonctionnelle :

1
K(c) = /0 K (t, o(t), é(t))dt

Et on définit
Y ={ce€ Quym, K(c)=0}.

Le résultat est le suivant :

Théoréme 4.8. — On suppose que ¢ € 3 est un minimum local de J :
Y — R et on suppose de plus qu’il existe k € C1([0,1],R™) avec k(0) =
k(1) =0 et

d

— K(c+ sk) ="DK(c)k”

ds|,_

= /01 DoK (t,e(t), é(t))(k(t)) + D3 K (¢, c(t), () (k(t))dt # 0
Alors il y a une constante réelle X € R tel que
t— DsJ(t,c(t),c(t)) — ADsK(t,c(t), é(t))
soit de classe C* et

% [D3J(t,c(t),¢(t)) — AD3K (t, c(t), ¢(t))] = DaJ(t,c(t), é(t)—AD2 K (t, c(t), é(t)).
Démonstration. — On montre que si h € C([0,1],R") vérifie h(0) =

h(1) =0 et

1
/0 Dy K (t, e(t), () (h(t)) + D3 K (t, c(t), é(t)) (h(t))dt = 0

alors il existe une fonction s — y(s), C! définie dans un voisinage de 0
telle que

-y (0)=0

— la fonction t — c(t) + sh(t) + y(s)k(t) est dans X
Ceci se montre en utilisant le théoréme des fonctions implicites appliqué
a F(s,y) = K(c+ sh + yk) au voisinage de (0,0). Cette fonction est bien
de classe C! et nulle en (0,0) de plus

OF

1
8—(0,0) = / DyK (t,c(t), ¢(t))(k(t)) + DsK(t, c(t),c’(t))(l%:(t))dt #0.
Yy 0



Le théoréeme des fonction implicite nous garantit alors I'existence de cette

fonction y telle que K(c+ sh + y(s)k) = 0; et puisque
OF ! _ N
55 (0:0)= /0 DyK (L, c(t), é(t)) (h(t)) + DsK(t, c(t), é(t)) (h(t))dt = 0

on obtient bien y'(0) = 0. Alors on écrit que

J(c+sh+y(s)k) =0

4
ds s=0

et compte tenu du fait que 3/'(0) = 0, on obtient
1
/0 Dy J(t,c(t), é(t)) (h(t)) + D3 J (¢, c(t), é(t)) (h(t))dt = 0.

On a donc montré que sur I'espace vectoriel E = {h € C*(]0,1],R"), h(0) =

h(1) = 0} le noyau de la formes linéaire :

1 .
h /0 DyK (t,e(t), é(t)) (h(t) + DsK(t, c(t), é(t)) (h(t))dt

est contenu dans le noyau de la forme linéaire :

1
hio /O Do (t, c(t), é(0)) (h(t)) + D J(t, et), é(t)) (h(t))dt.

Par hypothese la premiére forme linéaire est non nulle, ces deux formes

linéaires sont donc proportionnelles, il existe A € R tel que

Vh e E,
1 .
/0 Dy J(t,c(t), é(t))(h(t)) + D3 J(t, c(t), é(t)) (h(t))dt =
1 .
=\ (/0 DQK(t, C(t)7 é(t))(h(t)) —+ D3K<t, c(t), é@))(h(t))dt) .

On conclut alors avec le lemme de Du Bois-Reymond. O

Un exemple : le probléme de la reine Didon : Selon la légende Grecque,
Didon princesse de Tyr (- IX s avant JC) s’enfuit de Phénicie aprés que
son frére Pygmalion eut assassiné son mari, son exil la mena sur les cotes
de I'actuel Tunisie ol le roi local lui accorda de fonder une cité portuaire
sur la terre que pourrait contenir une outre. Didon découpa l’outre pour
en faire une longue laniére et délimita ainsi les murs de la futur Carthage.

Le probléme mathématique est le suivant : & une fonction positive f de
classe C'! on associe la longueur de son graphe

1
L(f) = /0 VIt POzt

La mer est la partie du plan correspondant aux ordonnées négatives et la
ville est située dessous le graphe de f, on suppose que f(0) = f(1) = 0.

La superficie de cette ville est donc

1
A(f) = /O f(t)dt.

Pour obtenir la plus grande ville possible, il faut donc déterminer 'aire

maximale possible lorsque la longueur du graphe est fixée égale a [.

sup{A(f), f € C'((0, 1], R), f(0) = f(1) = 0,L(f) = I}.

Ici on a donc : J(t,x,8) = x et K(t,2,£) = /14 &2, on sait donc qu’il
existe une constante A telle que

i (0 — )\f/(t)> =1-0
di EROE

En particulier A # 0 et

f't)
1+ [f'(®)]?

pour un certain réel tg. d’ott

/@11 = [(t = to) /A7) = [(t — to) /.

= —(t—to)/A

et

1 _ (t —to)/ N
EY s [ P10

= F VT -

d’ou

N2 2
{0 e

La courbe f décrit donc un arc de cercle. On peut montrer que cet arc de

cercle réalise bien la maximum.



4.2.4. Retour aux surfaces : géodésiques. — On revient maintenant a
notre probléme de départ. Si v = P o ¢ minimise F |QMO’M1 oll on a noté
Qary,m, ensemble des courbes C' tracées sur S qui joignent My a M.
Avec les mémes notations que précédemment le théoréme (4.4) nous dit
que le fonction

t— E(u(t),v(t))u(t) + F(u(t),v(t))o(t)

et ¢ F(u(t),v(t))a(t) + G(u(t),v(t))d(t)

sont C1.

Or nous avons

Donc

W\ 1 E(u,v) —F(u,v) E(u,v)t + F(u,v)0

v | EG—-F*\ —F(u,v) G(u,v) F(u,v)u+ G(,v)0
et les fonctions ¢ +— wu(t), t — v(t) sont de classe C?, puis cette der-
niére identité permet d’affirmer qu’elles sont C3 et donc C*° grace a une

récurrence immédiate.

Puisque

B(u(t), v(t))ilt) + F(u(t), v(t))i(t) = <7(t), ‘(?;:>

et F(u(t), v(t))a(t) + Gu(t), v(t))i(t) = <f’y(t), ‘ZJ;>

on peut donc réécrire les équations d’Euler-Lagrange sous la forme

i (G0 ot oe))

9 2
= (G0 b o)) 30

d OP :
= (22 009,50

et
4 (0.5 o)
2 2
- <aau§< (), 0(®)) +§£< (t)’v(t))v,v(t)>
(e tu0,0)5(0)
Puisque

2
% <5tw(t), g—i(u(t), v(t))> = <jt27(t), ?:(u(t),v(t))>

et que de méme :

2
% <Z~y(t), gf(u(t), v(t))> = <jt?7(t)7 g];(u(t),v(t))>
+ (300 5 90 wle). (o))

Les équations d’Euler-Lagrange signifient exactement

d? oP d? oP
<dt27(t)a 8u> _ <dt27(t),8v> 0

C’est a dire que
2

@’Y(t)

est orthogonal au plan tangent a la surface en ().

Définition 4.9. — On appelle géodésique d’une surface S C R3, une
courbe v tracée sur S, C? (et en fait C™) telle que

Yt () LT (¢)S.

C’est une courbe dont 'accélération est normale. Une géodésique est donc

une courbe candidate pour réaliser le minimum de 1’énergie E.

Proposition 4.10. — - Une géodésique est parcourue a vitesse constante.

——
- Sixz e Setv e TS, il existe une unique géodésique y telle que

v(0) = x et 4(0) = v.



Démonstration. — La premiére assertion est évidente puisque si v est une

géodésique alors

puisque 5(t) L (t).

Pour la seconde on se place dans une paramétrisation d’un voisinage de x :
on cherche y(t) = P(u(t),v(t)). On réécrit les équations d’Euler-Lagrange
des géodésiques :

” ” %P foad %P oP
Bi+ Fo = _<Wu2 +28u8vuv + ovZ 2)27 8u>
- s 0%P 2 o2p 2P 2 9P
Fii+ Gi = —(gzu” + 255, U0 + G20, F-)

En inversant la matrice ( > , on obtient un systéme de la forme :

u=¢
v ="
€ = A1 (u,v)& + Bi(u,v)én + Cy(u, v)n?
i) = Az(u,v)€% + Ba(u, v)&n + Co(u, v)n?

ou les fonctions Ay, By, Cq, Ag, By, Co sont C*°. Ce résultat est donc uni-
quement une application du théoréme de Cauchy-Lipschitz. ]

4.2.5. Géodésiques sur les surfaces de révolutions. — Géodésique de la
sphere : §? = {z € R3, ||z||* = 1}. Soit v : I — S? une géodésique. Alors
il existe une fonction A(t) =(5(t),v(t)) telle que

J(t) = At)(2).

En effet la droite perpendiculaire au plan tangent a S en y(¢) est le vecteur
—_—
0v(t). Alors puisque (y(t),v(t))= 1, en dérivant deux fois cette identité

on obtient :

((®),v@®) + ((1),7(t))= 0
et puisque t —(%(t),(t)) est une fonction constante, la fonction A est aussi
une constante négative A = — (¥(0),7(0))= —w?. Ainsi 7 est solution de

I’équation différentielle :

F+uwy=0

et donc
sin(wt)

() = cos(wt)y(0) + ¥(0).
~ parcourt donc un grand cercle : le cercle qui est I'intersection de la sphére
S? avec le plan passant par 0,7(0) et dont la direction contient 5(0).

Le cas général : Soit s — (z(s),y(s)) une courbe plane C'*° paramétrée

par longueur d’arc :
1':(5)2 + y(s)2 =1.
On considére une surface paramétrée par
F(s,0) = x(s) iy + y(s)k.

On cherche les équations vérifiées par t — (s(t),6(t)) pour que la courbe
définie par v(t) = F(s(t),6(t)) soit une géodésique. On doit écrire les
équations d’Euler-Lagrange associées a ’énergie :

E:/Ol [(j;)z—l—[x(s(t))] (‘;f) ]dt

% = x(s(t))z(s(t)) (%)2

On trouve

d 2 do

4 (s %] =0
On obtient donc avec la seconde équation qu’il existe une constante Jy (le
moment cinétique) telle que

Ve [x(s(t))]? %f = Jo.

Compte tenu du fait que la vitesse est aussi constante on obtient :

<fl‘:>2 + 2(s(t))? @i)z = (e,

Quite a considérer la courbe ¢ +— ~(¢/C) pour une constante C' idoine

(c’est encore une géodésique) on peut supposer (et on suppose) :

(f;)z 4+ a(s(t))’ (23)2 ~1.

On obtient donc I’équation :



— Premier cas : Jy = 0 alors on obtient § = C*, les méridiens sont des

géodésiques.

si Jo # 0 alors ¢t — 6(t) est continue, strictement monotone, on peut

reparametrer la géodésique par 0 (18) On obtient alors équation :

(5) =t
0

C’est une équation a variables séparables. On sait donc que si F'(s) est

une primitive de

Jo
z(s)\/2%(s) — J§

S

alors
F(s(0)) = F(s(60)) = £(6 — bo).

En particulier, on doit toujours avoir |z(s)| > |Jo|.
— Deuxiéme cas : un autre cas particulier est celui ou t — s(t) est
constante, le cas ot x2(s) — Jg = 0 ceci se produit exactement lorsque
z(s) = 0, ainsi les paralléles ou #(s) = 0 sont des géodésiques.
— Cas général : On regarde donc {s, |z(s)| > |Jo|} c’est un ouvert de R,
il se décompose donc en une réunion disjointe d’intervalles ouverts, on
sait donc que si la géodésique part d’un point F'(sg, 8y) avec une vitesse
1 telle que #(sp) # 0 alors les valeurs prises par s(t) resteront dans un
de ces intervalles |s_, s4[ ot —oo < s_ < s; < 4o0. Une petite étude
montre que si on a #(sx) # 0 alors § — s(#) oscille entre s_ et sy.
Si #(sy) = 0 et si Jy > O,%(@o) > 0 alors 6 — s(6) est strictement
croissante sur [fp, +00[ et tends vers s .

(1%)On obtient ainsi une courbe qui n’est plus géodésique, mais on retrouve la géodésique

en re-paramétrant les courbes obtenues & vitesse constante.



td3
Exercices sur le calcul des variations

Ezercice 4.1. — Soit I = [a,b] un intervalle de R et soit F': I xR" — R
une fonction de classe C'. On suppose que cg : I — R™ est un chemin C*
joignant un point c¢p(a) = A a un point ¢o(b) = B qui vérifie la condition
d’Euler-Lagrange pour la fonctionnelle F(c) = f; F(t,c(t)dt (on dit que
co est une extrémale). Soit ¢ un autre chemin C! joignant A a B.

(1) Montrer que

b
FE) - Flen) = [ (F(t.60) = Fles o) = G (e cal) (e(0) - ca(0) )

(2) En déduire que si F' est une fonction convexe de sa seconde variable

y alors ¢g réalise un minimum absolu pour F.

Indications % ; Corrigé : %

Ezercice 4.2. — (1) Minimiser la fonctionnelle ¢ — F(c) = f12 t2¢(t)2dt

sur ’ensemble

0= Cl<([1,2], 1,2), (R, 1,2))

des fonctions réelles ¢ de classe C'! définies sur intervalle [1, 2] et vérifiant
les conditions aux bords ¢(1) =1 et ¢(2) = 2.

(2) (Contre-exemple de Weierstrass)
Montrer que la fonctionnelle ¢ — F(c) = fol t2¢(t)%dt n’a pas de minimum
sur ’ensemble

0= Cl<([0, 1],0,1), (R, 0, 1))

des fonctions réelles ¢ de classe C1 définies sur I'intervalle [0, 1] et vérifiant
les conditions aux bords ¢(0) =0 et ¢(1) = 1.

Y admet-elle une borne inférieure ?

arctannt

(Indication : on pourra considérer les fonctions ¢, (t) =
arctann

(3) (Contre-exemple de Hilbert)
Pour tout « € [0, 1] on considére la fonctionnelle ¢ — F,(c) = f; t2/3¢(t)2dt

définie sur ’ensemble

Q0 = C((l,1],0,1), (R,0,1) )

i) Résoudre le probléme de minimisation de la fonctionnelle F, sur
I'ensemble Q, lorsque a €]0,1[; on note ¢, sa solution.

ii) Vérifier que 'on définit une fonction ¢y continue sur [0,1] et C*
sur |0, 1] en posant pour tout ¢ €]0,1[ co(t) = lirr%) ca(t) et co(0) = 0.
a—
Montrer que Fo(cp) < Fo(c) pour tout ¢ € Q.

Indications % ; Corrigé : %

Ezercice 4.3. — (Jacobi)

Minimiser la fonctionnelle ¢ +— fOT(é(t)Q—c(t)z)dt sur O (([0, 71,0, T), (]R, 0, O))

T 37r
_ o on
pour T' = 2,77, 5

Indications % ; Corrigé : %

Ezercice 4.4. — (La caténoide comme surface de révolution autour de
la chainette)

Trouver les surfaces de révolution candidate & étre d’aire minimale pour
une hauteur fixée (on pourra paramétrer une telle surface par (0, z) —
(cosOf(z),sinff(z), z), Papplication f :] — R, R[— R*" étant de classe
ch).

Indications % ; Corrigé : %

Ezercice 4.5. — Soit v : [a,b] - H = {z € C | Zm(z) > 0} une courbe
de classe C'* dans le demi-plan supérieur du plan complexe. On pose h(7y) =

b .
/ ¢alt. Trouver les courbes extrémales.
o Im

(v(1))
Indications % ; Corrigé : %
Ezercice 4.6. — (Probleme de Boltz)
Soient K un intervalle fermé borné de R, U un ouvert de R x R” x R" et

V un ouvert de R x R™ x R x R". On considére deux fonctions réelles de
classes C', L définie sur U et [ définie sur V.

(1) On considére la fonctionnelle £ définie sur I'ensemble U des triplets
(¢, to,t1) vérifiant les conditions

Vi€ K (t,c(t),c(t) € Us to et ty € Int(K); (to,c(to), t1,c(tr1)) €V



par

L(e,to,t1) = U(to, c(to), t1,c(t1)) + /t1 L(t,c(t), c(t))dt

to
Montrer que £ est de classe C' sur U , que l'on vérifiera ouvert dans
'espace de Banach C!(K,R) x R x R, et calculer sa différentielle.

(2) En déduire que si (c, to,t1) est une extrémale de £ sur U alors
i) c vérifie ’équation d’Euler sur [tg, t1].
ii) ¢ veérifie aux points
pi = (ti,c(ty), é(t;)) €U et p= (to,c(to), t1,c(t1)) €V
les conditions de transversalité
Le(pi) = (=1)'1e;(p) et Dle,(p)(é(t:)) + U (p) = (=1)" L(pi)
Indications ¥ ; Corrigé : %

Ezercice 4.7 — (Courbe brachistochrone de Bernoulli : la cycloide)
Dans un plan vertical, partant du point (a, A), une particule pesante glisse
le long d’une courbe. Trouver la courbe permettant & la particule d’at-

teindre la droite verticale x = b (b > @) en un temps minimum.
Indications ¥ ; Corrigé : %
Ezxercice 4.8. — Soit

Q= {c e C([0,1],R?), ¢(0) = (1,0), ¢(1) = (1,0)}.

A ¢ € Q on associe
1 1
E(c) = /0 [2(t) + y™ () Jdt — 27?/0 (y()z'(t) — =(t)y/(t) )dt

ouc:tel0,1]— (z(t),y(t)).

(1) Soit ¢ : t € [0,1] — (x(f),y(t)) un élément de €2 qui réalise
inf.cq E(c). Ecrire les équations d’Euler-Lagrange verifiées par les fonc-
tions z et y.

(2) Résoudre ces équations.

(3) Trouver les solutions de ces équations qui sont dans € et calculer

les valeurs prises de E correspondantes.

Indications % ; Corrigé : %
Exercice 4.9. — On considére la fonction e : R? x R? — R définie par

e((x,y,2); (&m,0) =+ 0+ (¢ —an)*;

e est une fonction C*°. Et si v € C* ([0, 1],R3), on lui associe son énergie

B0 = [ e(rlen/(0) dr
[0,1]
On cherche les courbes réalisant le minimum de 1’énergie sur
Q= {yeC([0,1],R?), tel que v(0) = (0,0,0) et v(1) = (0,0,47)} .

(1) Si~y € Q réalise ce minimum, écrire les équations d’Euler-Lagrange
vérifiée par +, on notera y(t) = (z(t),y(t), z(t)).

(2) Trouver la solution de ce systéme d’équations différentielles vérifiant

2(0) = y(0) = 2(0) = 0, #'(0) = peos, y/(0) = psing, =(0) = A

o p>0etpeR.19

(3) Trouver les solutions de ce systéme d’équations différentielles qui
appartiennent a 2. Calculer et comparer leurs énergies.

Indications ¥ ; Corrigé : %

(911 sera commode de remarquer que la fonction 2’ — 2y’ est constante.
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Corrigé exercice 4.1. —
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5.1. Généralités. —

Les courbes

5.1.1. Les arcs géométriques. —

Définition 5.1. — On appelle arc paramétré régulier (ou courbe régu-
liere) de classe CPZ! de R™ une application ¢ : I — R" de classe CP?
définie sur un intervalle I C R telle que

Vtel, d(t)#0.

On dit que deux arcs paramétrés réguliers de classe CP ¢; : I; — R" et
co : Is — R™ définissent le méme arc géométrique de classe CP siil y a
0 : I — I> un CP difféomorphisme avec

Co O 0= C1.
On dira qu’ils définissent le méme arc géométrique orienté si 0 est croissant.

Un arc géométrique (orienté) est donc une classe d’équivalence d’arcs pa-
ramétrés réguliers. On ne peut cependant pas identifier un arc géométrique
& son image dans R™. Car on distingue par exemple le cercle parcouru une
seule fois et le cercle parcouru deux fois; et on peut batir des exemples

encore plus bizarres.

Définition 5.2. — Sic : I — R” est un arc paramétré régulier de classe
CP21 | la tangente affine a c en ty € I est la droite affine 1.+, passant par
c(to) et dirigée par ¢ (tp).

Ceci ne dépend pas de la paramétrisation et donc cela ne dépend que de
larc géométrique sous-jacent. En effet, si ¢t € J — ¢(6(s)) = v(s) est une
autre paramétrisation de cet arc géométrique, 6 : J — I est donc un CP
difféeomorphisme. On a évidement :

Tys0 = Te,0(s0)-
5.1.2. Longueur. — On note || .|| la norme euclidienne usuelle sur R".
Définition 5.3. — Soit ¢ : I — R" est une courbe de classe CPZ!, on

appelle longueur de ¢ la quantité :

£ = [ 1t



Ceci ne dépend évidement pas de la paramétrisation : si 0 : J — I est
donc un CP difféomorphisme alors

L@oe)=:ZHHW@DHW%$M8=1[H5@Mdt

Il est intuitivement clair que U'intégrale de la vitesse ||¢/(t)|| donne la lon-
gueur de la courbe. Cette longueur peut aussi se définir de la fagon sui-
vante : si o = {tg < t; < ... < tx} est une subdivision de I (donc ¢, t; € I)

on note alors

Proposition 5.4. —
sup L(c,0) = L(c).

g

Démonstration. — Grace a I'inégalité :
ti

/ d(t)dt
ti—1

sgp L(c,0) < L(c).

S/iWﬁwﬁ

ti—1

leti) — c(tia)ll =

on obtient facilement :

Il reste & voir I'inégalité opposée. Soit € > 0 et a < b,a,b € I, puisque ¢
est uniformément continue sur le segment compact [a,b], il y a Ny € N tel

que
b—a €
t—s| < ——=|d{t)-d()| < ——.
= sl < 2 = 1) - O < gy
On considére alors la subdivision ¢ de I donnée par
bh—
ti=a+i Noa L i=0,..,Np.

On a alors pour s € [ti—1,t;] :

t;
/ d(t)dt
ti—1

t;
/ [d(t) = ¢ (t:)] dt + (ti — tim1)C (s)

ti—1

e(ti) — c(ti-1)]| =

ti —ti1

> (t; — tim1)||¢ T h—ax1
_(tz ti l)HC(S)H 5b—a—|—1

On peut choisir s afin que

=t = [ o]

[ti—1,ti]

9

by —ti—1
t) — c(tion)|| = (t)||dt — e——
lle(t;) — e I)H/[t“,ti]nc()n S ———

et en sommant sur ¢ € {1,..., Ny}, on obtient :
L(c,0) > / | (t)||dt — e.
[a,0]
En passant a la limite lorsque € — 0, on obtient

supie,) = [ (o))

[a,b]

Ceci pour tout [a,b] C I, d’ou le résultat. O

5.2. Parameétrisation par longueur d’arc. —

Proposition 5.5. — Si ¢ : I — R" est un arc paramétré régulier de
classe CP=1 alors l'arc géométrique sous-jacent a une paramétrisation a
vitesse 1. C’est a dire qu’il existe 0 : J — I un CP difféomorphisme tel

que siy = co 6 alors

VseJ, [[7(s)] = 1.

En particulier si [s—,s4] C J alors

L <’y ) =5+ —5_.
[8*75+]

Nous dirons alors que l'arc géométrique sous jacent est paramétré par lon-

gueur d’arc.

Démonstration. — L’énoncé nous indique que si s(t) = 071 (t) et sitg € I
est un point fixé et ¢ € I, alors s(t) — s(to) est la longueur de la restriction
de ¢ a l'intervalle délimité par ¢y et t. On est donc naturellement amené &

poser :
t
/
s(t) = [ l¢(7)lldr,
to
Puisque ¢ ne s’annule pas, s est bien de classe CP et sa dérivée est toujours

strictement positive, en conséquence c’est un difféomorphisme croissant

1

sur son image J. Et par construction § = s~ convient car la longueur de



la restriction de v = co a un intervalle [0, s(¢)] est évidement la longueur
de la restriction de ¢ a [to,#] c’est a dire s(t). Donc [j [|7/(€)[|d€ = s (si
$>0).

O
5.3. Les courbes planes. — On travaille ici dans le plan affine eucli-
dien orienté R?.
5.8.1. La courbure. —
5.3.1.1. Définition. — Soit ¢ : I — R? une courbe plane réguliére de

classe C2, on suppose que c¢ est paramétrée par longueur d’arc et on note
7(s) = ¢(s) le vecteur tangent unitaire et on note aussi /(s) = rot,»7(s)
le vecteur normal unitaire obtenu en tournant le vecteur tangent unitaire
d'un angle 47/2, ainsi (7(s), #(s)) est une base orthonormée directe de R?

et s — (7(s),7(s)) est le repére mobile de Frenet. Puisque (7(s), 7(s))= 1,

(T 7wy =0,
47 (s)

le vecteur == est donc orthogonal & 7(s), il est donc colinéaire a 7/(s) et

on obtient en dérivant :

il y a donc une fonction £ : I — R nommée courbure de c tel que

)
s = k(s)V(s).

Notons que l'on a aussi :

d d
%V(s) = rot,r/zaT(s)

= 10t /2k(8)V(5)
= K(s)r0t; /210t /2T (S)
= k(s)rot,7(s)

= —r(s)7(s).

Par exemple, la courbure d’un cercle de rayon R est £1/R, en effet une

paramétrisation par longueur d’arc un tel cercle est

s+ (xg+ Rcos(s/R),yo + Rsin(s/R))

et on a alors 7(s) = (—sin(s/R),cos(s/R)), 7(s) = (— cos(s/R), —sin(s/R) ),
et on a bien

Si on change le sens de parcours, la courbure devient —1/R. Puisqu’une
droite se parcourt a vitesse constante avec une accélération nulle, la cour-

bure d’une droite est nulle (c’est en quelque sorte un cercle de rayon infini).

5.3.1.2. Interprétation géométrique. — i) Cercle osculateur : Soit ¢

I — R? une courbe plane réguliére de classe C2, on suppose que c est para-
métrée par longueur d’arc. On cherche un cercle qui a un contact d’ordre 2
avec ¢ en sg, on travaille dans le repére orthonormée (c(tg), 7(so), ¥(s0)) :
Puisque on connait ¢(sg) = 7(so) et é(so) = K(so)¥(so). Dans ce repére,
on a le développement limité :

h2
c(so +h) = (h, H(So)j) +o(h?)

Un cercle qui passe par ¢(sg) et tangent a 7(sp) a forcément son centre sur
la droite ¢(sp) +R/(sp) ; si son centre a pour coordonnée (0, a) ce cercle se
paramétre par longueur d’arc par h — y(h) = (asin(h/a),a — acos(h/a),

on a donc le développement limité :

2

1) = (b, 5-) + ol1).

En conclusion, si k(sg) # 0, alors le cercle de centre ¢(sg) + @ﬁ(so) et
de rayon m est le cercle tangent & c en sg et avec un contact d’ordre 2 :
c’est le cercle osculateur a c en sg. Le centre de ce cercle est le centre

de courbure.
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Si k(sp) = 0, c’est la droite tangente (un cercle de rayon infini) qui a un
contact d’ordre 2 avec ¢ en sg.

it) Variation de l’angle de la tangente :

Lemme 5.6. — Si f : I — S! est de classe CPZ' alors il existe une

fonction a : I — R de classe CP (unique a 2w pres) telle que

f(s) = el) = (cos(a(s)),sin(a(s))).

Démonstration. — Une telle fonction o doit vérifier
f=id f.
Fixons a € I et choisissons a(a) € R telle que f(a) = ', On pose alors
S
a(s) =ala) + /
a

On vérifie sans peine que la dérivée de la fonction

f'(t)
0 dt.

7

s f(s)e e

est nulle sur l'intervalle I cette fonction est donc constante égale & sa
valeur en s = a qui est 1 par définition. O

On peut aisément en déduire que ce lemme est encore valable si f est
uniquement continue. En effet, il y a alors une fonction g de classe C* tel
que

Vs e I,|f(s)—g(s)] <1/100.

(Au moins si [ est un intervalle compact) alors on sait grace au lemme

qu’il existe @ : I — R continue tel que
g(s) =€),
mais puisque
Vs e I,|f(s)e” ) — 1] < 1/100.
on sait que f(s)e=P6) = (z(s),y(s)) = (cos(f(s)),sin(f(s))) on O(s) =
arcsiny(s). est bien une fonction continue, il suffit alors de poser a(s) =

B(s) + 0(s).

Proposition 5.7. — Soitc : I — R? une courbe plane réguli¢re de classe
C? paramétrée par longueur d’arc. On sait qu’il existe une fonction de

classe Ct o : T — R telle que a(s) soit égale a une mesure de I’angle

(5?(\5)) Alors .
k(s) = £04(5).

Démonstration. — C’est évident, puisque

7(s) = (cos(a(s)), sin(a(s))

alors
7(s) = (— sin(a(s)), cos(a(s))
et d
L7(s) = o/(5)(~ sin(a(s)), cos(a(s)))
O
On déduit immédiatement le corollaire important suivant :
Corollaire 5.8. — Si k : I — R est une fonction de classe CP=°, il

existe un unique (a déplacement prés) arc géométrique orienté dont k soit

la courbure.

Démonstration. — En effet, si on connait x, alors aprés intégration,on
connait a un angle prés (c’est a dire & une rotation prés) la fonction s —
a(s) et donc la fonction s — 7(s) = (cos(a(s)),sin(a(s)) et en réintégrant,
on connait (& une translation prés) s — c(s). O

Ezxzemples :

— Si kK = C' alors, on trouve des portions de cercles ou de droites.



— Si k(s) = as, la courbure évolue linéairement avec la longueur. On

trouve la clothoide

c(s) = (/S cos(atQ/Q)dt,/s Sin(at2/2)dt>.
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Ces courbes sont utilisées pour construire des routes et des voies de
chemin de fer. Pour plusieurs raisons, d’abord si on tourne le volant
de sa voiture a vitesse constante, le véhicule épouse une telle courbe et
ensuite en recollant différent morceaux de ces courbes, on construit une

route qui suit une courbe C?.

5.3.1.8. Interprétation cinématique : force centrifuge. — Soit ¢ : I — R?
une courbe C? réguliére paramétrée par longueur d’arc, on considére une
point mobile sur cette courbe ~y(t) = ¢(s(t)) celui ci se déplace a la vitesse

v(t) =1s'"M)] = I/ (®)]
le vecteur vitesse est donc 9(t) = v(t)7(s(t)) son accélération est donc
(1) = o' (£)7(s(t)) + r(s(t))* () 7(s(1)).

La variation de la vitesse v'(t) contribue a la partie tangentielle de 'accélé-

—

ration alors que la partie normale de cette accélération est x(s(t))v?(t)7(s(t)),

c’est ce qui contribue a rendre inconfortable la conduite dans les virages.

5.8.1.4. Calcul de la courbure. —
— Paramétrisation quelconque :si~y : I — R?

V(t) = (2(t), y(t))

est une courbe C? réguliére pas forcément paramétrée par longueur d’arc

et on sait qu'il existe s : I — J un C? difféomorphisme croissant tel

que v(t) = c(s(t)), ot ¢ est paramétrée par longueur d’arc; on vient de

voir que
V() = ' (OT(s(t) et 7'(t) = s"(O)F(s(1) + w(s(t))[s' (P F(s(t)).
et donc
det(v'(1),7"(1)) = w(s(®))[s' ().
Mais puisque s'(¢) = ||/(¢)||, on obtient :
) = D) () 00
I @1 (@'(t)2 +y/(1)%)3/2

— En coordonnées polaires : v(0) = p(0)iy, puisqu’alors

v = plig 4 pUp et v = (p" — p)ilg + 29"V,

on trouve :
o p2_p//p+2p/2
,02 _|_p/2

— Courbes définies implicitement : On suppose que C C R? est définie
par ’équation

fla,y) =0
et que D f(z,y) # 0 le long de C. Ainsi C est une sous-variété de dimen-
sion 1 de R?, localement C se paramétre par t — ~(t) avec ¥'(t) # 0,

+/(t) doit étre orthogonale au gradient de f i.e. la normale unitaire est

7(t) = + grad f(v(1))/|| grad f(v(t))].

On a aussi
(grad f(+()), (1)) = 0

et donc en dérivant encore une fois :

(grad £(+(1)), 7" (1)) + D2 F(+(1)) (v/(1).7(£) = 0



Mais au signe prés la courbure est juste :

o (grad f(7(1)),7"(t))
t),U(t) = —=
00, 70) L grad f(v()|| ' ()12

—_—
Puisque +/(t) est proportionnel a rot, /, grad f(v(t)), on trouve :

2f (of\? 2f ofof |, 92f (of\>
24 (8) -2kt + 54 (3)

5.53.2. Enveloppe de Droites. —

5.3.2.1. Définition. — Soit {D(t)} ey une famille de droites affines de
R2 29 on dit qu'un arc paramétré C'* ~ : I — R? est enveloppe de cette

famille si
Vt e I,y(t) € D(t) et ~'(t) € D(t).

5.3.2.2. Famille de droites définies par des équations cartésiennes.— On

suppose que cette famille de droite est donnée par des équations
D(t) = {(z,y) € R?, a(t)x + b(t)y + c(t) = 0}.

ot les fonctions a, b, ¢ sont de classe C* et la fonction a4 b2 ne s’annulent
jamais. Soit v : I — R? de classe C! y(t) = (x(t), y(t)) une enveloppe de
cette famille, nous avons donc les équations :

a(t)x(t) + b(t)y(t) + c(t) =0
a(t)z'(t) + b(t)y'(t) =0

en dérivant la premiére équation, on obtient
a(t)z'(t) + b)Y (t) + d’ )z (t) + ' ()y(t) + I (t) =0
et en utilisant la seconde, on arrive au systéme équivalent suivant :

{ a(t)z(t) + b()y(t) + c(t) = 0

(17) a (t)x(t) + 0 (t)y(t) +(t) =0;

(0) 1 gtant un intervalle de R.

Réciproquement, si a(t)b'(t) — a'(t)b(t) # 0, alors ce systéme a pour solu-
tion :
{ 2(t) = s (€ (0b(E) — (DY (1)
y(t) = smwaamem (cBd () — ¢ (t)a(t))
Cependant ceci ne donne une solution de classe C'! que lorsque a, b, ¢ sont
de classe C2.
Proposition 5.9. — Si les fonctions a,b, ¢ sont de classe C? sur I et si

Vte I, a(t)b'(t) —a' (t)b(t) #0

alors si (z(t),y(t)) est la solution du systéme (17), alors t — ~(t) =
(z(t),y(t)) est une enveloppe de cette famille de droite.

Remarque 5.10. — On peut alors caractériser les points ¢t € I ot /(t) =
y'(t) = 0, c’est exactement les ¢ ou
a(t)  b(t) ()
det | d'(t) V() () | =0
(Z”(t) b//(t) C”(t)

On a aussi interprétation géométrique suivante de ’enveloppe :

o

Corollaire 5.11. — Sous les hypothéses de la proposition précédente, le
point y(t) = (xz(t),y(t)) est la limite lorsque s — t du point d’intersection
des deuz droites D(t) et D(s).

Démonstration. — En effet Uintersection des droites D(t) et D(t + h) est
décrite par les équations :
a(t)r +b(t)y +c(t) =0
a(t+h)z +b(t +h)y+c(t+h) =0;
C’est aussi équivalent au systéme :
{ a(t)z + b(t)y + c(t) = 0

“(Hh}z_“(t)m I b(t—&-h}z—b(t)y I C(t-i-hi)l—C(t) =0

qui a pour solution :

o — h [e(t+h) —c(®)]b(t) —c(t) [b(t+h) —b(#)]
h = a®)[b(t+h)—b(t)]—[a(t+h)—a(t)]b(t) R
h c(t)[a(t+h)fa(t)];[c(wh)fc(t)]a(t)

Yh = Q@R b —la(t+h)—a(t)]b(t)

qui tend bien vers la solution du systéme (17) lorsque h — 0. O



Exemples : Si Ox, Oy sont deux demi-droites on cherche I’enveloppe de la
famille de droites D telle que le triangle délimités par Ox, Oy et D soit
d’aire constant 4. Une telle droite D est donnée par deux points A € Ox
et B € Oy. Si on choisit un repére (non orthonormé) (O,;,j) ot 7, sont
de normes 1 et font un angle o € [0, 7] les coordonnées de A sont (a,0)
celle de B sont (0,b) et

1

—sinaab = A

2
soit D’ une autre telle droite déterminée par A’ = O+d'i et B' = O+ V5.
Soit M le point d’intersection des droites D et D’. Les triangles M AA’

et M BB’ ont donc la méme aire. Si 6 et 'angle au sommet M de ces

triangles on a donc :
sindMAMA' = sinMBMDB'.

Si on simplifie par sin # qui est non nul lorsque D # D’ et si on fait tendre

D’ vers D (et donc A’ vers A et B’ vers B) alors on obtient & la limite
MA? = MB?

le point M est le milieu du segment [AB], il a donc pour coordonnées

2A

2,b/2 = .
(a/2,b/2) avec ab Sno

L’enveloppe cherchée est donc un arc d’hyperbole.

L’astroide : On cherche ’enveloppe des droites obtenues en faisant glisser
une barre de longueur L appuyer qui s’appuie sur les axes de coordonnées.
Un petit calcul montre que lorsque la normale & cette droite fait un angle
0 avec 'axe des x alors la distance de 'origine & cette droite est

Lsinfcosf = g sin(26)
Cette famille de droite est donc paramétrée par
D(0) : cos(0)x + sin(f)y = gsin(%)
et on trouve que I'enveloppe est :

L
0 — 5 (sin(20) iy + 2 cos(20)vy) .

0.57

! NN _1d

La néphroide : On cherche I'enveloppe des droites qui sont obtenues
aprés réflexion (selon la loi de Descartes) sur un demi cercle. Clest la
figure que I'on observe a la surface de son café au petit matin : les rayons
du soleil levant (ou de la lumiére électrique) sont réfléchis par la surface

du bord de la tasse et on observe cette figure :
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On considére le cercle unité, la droite horizontale y = sin# rencontre le
cercle unité en (cos(#),sin(f)) et fait un angle 7 — 6 avec la normale au

cercle en ce point qui est la droite passant par O et (cos(f),sin(f)). La



droite réfléchie est donc dirigé par un vecteur u telle que

—

(@,7) =21 — 20
Une équation de cette droite est donc :
sin(20)x — cos(26)y = sin(6).

5.3.2.8. Famille de droites définies paramétriquement.— On suppose ici
que la droite D(t) passe par c(t) et est dirigée par @(t) # 0, ot on suppose
que t — c(t) est une courbe C? et que t — (t) est aussi C2. On cherche

alors t — A(t) une application de classe C! telle que
t—(t) = c(t) + \(t)u(t)

soit enveloppe de cette famille de droite, le vecteur v/ (t) = ¢/ (t)+A(¢)d' (t)+
N (t)d(t) doit donc étre proportionnel au vecteur @(t). Si det(w'(t), u(t)) #
0, on peut choisir
) = — det(c/(t), u(t)) ‘
det(a'(t), u(t))

5.8.2.4. Développée du courbe plane C*° réguliére.—

Définition 5.12. — Sic : I — R? est une telle courbe, on appelle ainsi
la courbe décrite par les centres de courbures. On peut supposer que ¢ est
paramétré par longueur d’arc et dans ce cas, la développée est la courbe

paramétrée par

Proposition 5.13. — Sur {s € I,k'(s) # 0}, la développée est aussi

Uenveloppe des normales.

Démonstration. — 11 suffit de vérifier que sur cet ouvert le vecteur tangent
a la développée est proportionelle & la normale mais compte tenu du fait

que

nous avons :

ics 15’3 =T7(s 119’3—/{/(5)5’3
d5<()+n(s) ()> ()+/£(s)ds (5) K2(s) (s)
. . K'(s) .
=T7(s) = 7(s) — 5= 7(s)
K2(s)
*—ﬁ,(s)ﬁs
- HQ(S) ()

O]

Il est souvent plus facile de déterminer la développée en cherchant une
enveloppe a la famille des normales que de calculer les centres de courbures.
5.8.2.5. Développante du courbe plane C*° réguliére.—

Définition 5.14. — Si C est un arc géométrique orienté de classe C°,

on appelle ainsi un arc dont C est la développée.

Soit s + ¢(s) une paramétrisation par longueur d’arc de C, et s — 7(s)
une développante. La droite normale & la développante en (s) doit étre
la droite tangente & C en ¢(s), on peut donc chercher v sous la forme

V(s) = ¢(s) + A(s)7(s)

ol A est une fonction a valeurs réelles. De plus, 7/(s) doit étre paralléle a
7(s). Compte tenu du fait que :

V() = 7(s) + N(s)7(s) + A(s)r(s)7(s),

la tangente a la courbe v est paralléle & 7/(s) si et seulement si: 1+ N (s) =
0. Les développantes de C sont donc paramétrées par :

s c(s) 4+ (a—s)T(s).

Il y a donc une infinité de développantes.
Ezemple : On détermine les développantes de la chainette y = cosh(z) :

la chainette est paramétrée par
t — (t,cosh(t))
Le vecteur tangent unitaire est :

Ft) = (1,sinh(t))

cosh(t)



Et la longueur d’arc est donnée par :

d
d—i = cosh(t)

donc s(t) = a + sinh(¢). Prenons par exemple a = 0, on obtient que la
tractrice paramétrée par

t— <t — tanh(t), COS; (t)>

est une développante de la chainette.

057
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5.4. Les courbes gauches. — On travaille maintenant dans ’espace

euclidien orientée R3.

5.4.1. Courbure et Torsion. — On dira qu'un arc géométrique C? est

bi-régulier si pour toute (ou pour une) paramétrisation f : J — R3 les

vecteurs f'(t) et f”(t) sont linéairement indépendant.

5.4.1.1. Définition. — Soit ¢ : I — R3 une paramétrisation par longueur

d’arc d’un arc géométrique C? bi-régulier, sa courbure est donnée par

KGs) = | 557

ou 7(s) = /(s) est le vecteur tangent unitaire. Puisque 'arc géométrique
est supposé bi-régulier, sa courbure n’est jamais nulle (c’est en fait équi-
valent), on peut alors définir le vecteur normal par

-

(7(s), 7(s), B(s))

est orthonormée directe. Puisqu’on a supposé que ¢ est de classe C3, ces

trois fonctions sont C', et les identités

(5))=((s), #(s))=(B(s), B(s))= 1

—
!l

—
V2

>
!l

et (7(s),9(s))=(i(s), B(s))=(6(s), 7(s))= 0

implique qu’il existe une fonction T' : I — R appelée la torsion telle que

L7 (s) = K ()7 (s) )
&7(s) = —K(s)7(s) —T(s)B(s)
£0(s) = T(s)i7(s)
5.4.1.2. Allure locale de la courbe. — Si sg € I on a donc le développe-

ment limité suivant :

3
cs0-+ 1) =cloo) + | = K(s0) | 7o)

+ |:h22K(50) + K’(So)hg):| 17(80) — }§K<30)T(30>g(50) + O(h3).

Le plan affine (c(so),7(s0),7(s0)) est le plan osculateur a la courbe en
¢(s0). On voit que si la torsion n’est pas nulle (7'(sg) # 0) alors la courbe
traverse son plan osculateur. Lorsque T'(sg) > 0, on obtient en projection
sur les différents plans les courbes planes suivantes :



Ou le premier graphique représente la projection de la courbe dans le
plan (c(so), 7(s0), ¥(s0)), le deuxiéme représente la projection de la courbe

—

dans le plan (¢(sp),7(s0),3(s0)) et le dernier représente la projection de

—

la courbe dans le plan (¢(sp), 7(s0), B(s0)) :

5.4.1.8. Calcul pratique. — Si f : J — R3 est une paramétrisation d'un
arc géométrique bi-régulier de classe C3 et si f(t) = c(s(t)) ot s — ¢(s)
est une paramétrisation par longueur d’arc du méme arc géométrique si

on note v(t) = §'(¢t) = || f/(¢)||, nous avons :

F1(t) = v(t)7(s(t))

et donc

-

— 0P (K (s(t)T(s(t))B(5(t))-
Des deux premiéres équations, nous en déduisons

CF A )
KW =" e

et des trois équations nous déduisons

Cdet (f(1), f"(1), S (1))
[FEORYO] .

T(s(t)) =

5.4.2. Théoréeme fondamental. —

Théoréme 5.15. — La courbure et la torsion déterminent l’arc géomé-
trique orienté a déplacement pres. C’est a dire que siT : I — R est de
classe C* et si K : I — R est continue et si so € I,My € R3 et (7, 170,50)
est un repére orthonormé alors il existe une unique courbe bi-régulicre C3
paramétrée par longueur d’arc ¢ : I — R3 dont la courbure soit K, la
torsion soit T' et telle que c(so) = Mo, T(s0) = 7o, ¥(s0) = ﬁo,g(so) = 50.

Démonstration. — 11 suffit de démontrer que le systéme d’équations dif-
férentielles :

%F(s K(s)U(s)

di(s)= —K(s)7(s) ~T(s)(s)

&0(s) = T(s)i(s)

avec la condition initiale 7(sg) = 7o, ¥(sp) = ﬁo,ﬁ(so) = fy a une unique

solution, il suffira alors de considérer la courbes

S
c(s) = My +/ 7(t)dt.
S0
On écrit ce systéme dans la base orthonormée directe (fg,ﬁo,ﬁg) : sl
O(s) est la matrice dont les colonnes représentent les coordonnées de

7(s),7(s), B(s) dans cette base alors ce systéme équivaut a :

0 -T(s) O
est une application continue, ainsi on sait que cette équation différentielle

a une unique solution telle que O(sp) = Ids. On vérifie sans peine que
puisque pour tout s, w(s) est antisymétrique alors :

d

= [FO(s5)0(s)] = —w(s) [fO(s)O0(s)] + [fO(s)O(s)] w(s).



Ainsi s — ['O(s)O(s)] vérifie une équation différentielle linéaire mais et donc

I’application s — Ids est. a.ussi solution de.cette équation et prend la d—zf(s) _ —K(Kif'(s) n Tig(s)) _ —KZiF(s) _T2Ki(s)
méme valeur en sg, par unicité de cette solution on a ds ds ds ds
d? dr dr
t Balat 2 2\ _
vsel, ['O0(s)0(s)] = 1dz. 752 g5 8) T (KT +T7)—(s) =0
0 On en déduit que si on pose A = VK2 + T2 alors
dr dr sin(A(s — sq)) d*1
Exemples : E(S) = cos(A(s — 30))%(50) + [ S @(50)
— La torsion est nulle si et seulement si ’arc géométrique est planaire. Soit compte tenu des relations précédentes :
En effet la torsion est nulle si et seulement si la binormale est constante dr sin(A(s — $0)) , .o R
o P . ., -
et ceci équivaut a ce que la fonction s —(c(s)c(sp), B(so)) soit constante E(S) = cos(A(s — 50)) K — A (K70 + KTf)
égale a 0 et donc a ce que la courbe soit tracée dans le plan passant par et en intégrant :
c(s0) et orthogonale a 3(so).
—_— . L sin(A(s—s . 1 —cos(A(s—s . >
Vs € I, {c(s)c(s0), B(s0))= 0. #(s) = 7+ OG0 e Lm0 Z0)) o 1 pergy)
— Si la courbure et la torsion sont constante alors I'arc géométrique est et en intégrant encore une fois :
une hélice circulaire. On peut démontrer ceci de plusieurs facons : 1 . =
p P & c(s) =c(so) + (s — s0) |10 — F(KQTO + KTpy)
i) La premiére est de remarquer que puisqu’alors la matrice w(s) est
o . 1—cos(A(s—s0)) .. sin(A(s—s0)), 9. >
constante antisymétrique, on peut trouver une matrice orthogonale 4 Kig + — 2 (KT + KTf).
A2 A3
P € O(3) telle que
0 —K 0 A
K 0 T |=P| -xo00]|'P
0O -7 0 0 0 0

oit A2 = K2 + T2 On en déduit :
cos(At) sin(At) 0
O(s)P = | —sin(A\t) cos(At) 0
0 0
Et en intégrant on trouve bien que s — ¢(s) décrit une hélice circu-
laire.
ii) La seconde fagon est d’utiliser les équations de Frenet : nous

avons

2 -
%7_"(8) = Ki(s), if(s) = Kiﬁ(s) = —K(K7(s) +Tp(s))



td4
Exercices sur les courbes planes et gauches
Ezercice 5.1. — Soit ¢: R} — R? la courbe paramétrée par
c(t) := (e 'cost,e 'sint)

(1) Montrer que c est de longueur finie.

(2) Montrer que e 2" L <c‘ > =L <c’ >
[T, T+27] [T+2m,T+47]

Indications ¥ ; Corrigé : %

Exercice 5.2. — Monter que la longueur de la courbe c :]0, 7[— R? pa-

ramétrée par c(t) := (¢,tsin %) est infinie.

Indications ¥ ; Corrigé : %

Ezxercice 5.3. — (1) Monter que si ¢ est une courbe paramétrée régu-
liére passant par deux points M = ¢(a) et L = ¢(b) alors Montrer que pour
—
tout vecteur unitaire @ de R? on a M L.i < f; || (t)||dt . Caractériser les

cas d’égalités.
(2) En déduire que
b
ao.) < [
a
avec égalité si et seulement si ¢ parcourt le segment [M, L].
Indications % ; Corrigé : %

Ezxercice 5.4. — Calculer la courbure d’une courbe plane si elle est don-

née en représentation polaire (r(s), ¢(s)).
Exprimer cette courbure en fonction de r lorsque 7 est fonction C! de ¢.

Indications % ; Corrigé : %

Ezxercice 5.5. — Trouver une formule pour la courbure d’une courbe

donnée en fonction implicite.
Indications ¥ ; Corrigé : %

Exercice 5.6. — Calculer la courbure des courbes suivantes :

1
(2
(

Ellipse de demi-axes de longueurs respectives a et b.
Cycloide paramétrée par u +— (u — sinu, 1 — cosu).

3) Spirale logarithmique r = Ce™"?.

)
)
)
(4) Tractrice t — (t — tanht, L)

cosht
Indications % ; Corrigé : %

Exercice 5.7. — Soit ¢ : I — R? une courbe réguliére de classe C3 que
—
I'on suppose paramétrée par longueur d’arc. On note T : I — R? son
R
vecteur tangent unitaire et N : I — R? son vecteur normal unitaire.

Pour « G]j, g[ fixé on définit o : I — R? par u (s) = cos(oz)?(s) +

2
sin(a)ﬁ(s). Pour s € I on note Dy la droite passant par le point ¢(s) et

dirigée par le vecteur u (s).

Déterminer 'enveloppe de la famille de droites (DS)S eI

Indications % ; Corrigé : %

Ezxercice 5.8. — Déterminer le repére de Frenet, la courbure et la déve-
loppée de la courbe paramétrée par ¢ — (cos 3t, sin 2t).

Indications % ; Corrigé : %

Ezercice 5.9. — On travaille ici dans 'espace euclidien R? orienté. Soit
¢ :]a,b[— R? une courbe C™ réguliére paramétrée par longueur d’arc.
On note 7(s) = /(s) le vecteur tangent unitaire et (s) le vecteur normal
unitaire l'angle (F(s/),y?(s)) est donc 7/2. On rappelle que la courbure

est définie par

d -
£T(S) = k(s)U(s).

On introduit la fonction F :]a, b[xR — R? définie par
F(s,t) = c(s) + ti(s).
(1) Soit sg €]a, b[, montrer qu’il existe € > 0 tel que la restriction de F'
a Jso — €, 50 + €[x] — €, +¢] soit un C* difféomorphisme sur son image.
(2) Si 0 < n < ¢, exprimer alors laire de F(]sgp — ¢, so + €[x]0,n[) en
fonction de [*°7F k(s)ds.
0—¢

Indications % ; Corrigé : %



Ezxercice 5.10. — Soi a > b > 0 on considére ellipse £ d’équation
332/a2 + y2/b2 = 1 qui est paramétrée par

v(t) = (acost,bsint) (1)

(1) Calculer le vecteur tangent unitaire T'(t), le vecteur normal unitaire
N(t) et la courbure x(t) de cette ellipse en y(t).

(2) Soit m € {(z,y) € R?, 2%/a® + y?/b* > 1}.
i) Soit @ : R — R I'unique fonction C'* telle que
N(t) = (cos a(t),sina(t)) et a(0) = 0.

Montrer que « est un difféomorphisme croissant de R sur lui méme et
que a(km) = kr si k = 1/2,1,3/2,2. Expliquer alors pourquoi l’ap-
plication qui & p = (t) € £ associe la normale N(¢) a £ en p est un

homéomorphisme de € sur le cercle unité S1 (22).

ii) Donner une condition pour que py € € soit un minimum ou un
maximum de la fonction p € £ + ||pni||?. En déduire que cette fonction

a un unique minimum et maximum sur .

iii) Montrer que si ce minimum est atteint en ~(t) alors ~(t) est
—_— - —_—

caractérisé par (v/(t),my(t)) = 0 et (k(t)N(t),my(t)) +1 > 0.

(3) On introduit comme précédemment (au détail prés que la courbe
n’est pas paramétrée par longueur d’arc) la fonction F(t,\) = ~(¢) +
AN (t) Montrer que F est un C* difféomorphisme de ]0, 27[x] — oo, 0] sur
{(z,y) € R?, 2%/a®+42/b®> > 1} \ {(x,0),2 > 0}. Pour cela, montrer que
si F(t,\) = m avec A < 0 alors (t) est le point de £ le plus proche de m.

(4) Si R > 0, alors calculer 'aire de F'(]0, 27[x] — R, 0]) en fonction de
L la longueur de Pellipse €.

Indications % ; Corrigé : %

Ezercice 5.11. — (1) Soit I in intervalle de R et t — (z(t),y(t)) une
courbe C? réguliére (non forcément paramétrée par longueur d’arc), don-
ner en fonction de a'(t),y'(t), 2" (t),y” (t) I'expression de la courbure de
cette courbe.

(2D Attention : ce n’est pas une paramétrisation par longueur d’arc!
(22)0On pourra admettre ce résultat.

On considére la fonction e : R? x R? — R définie par

e ((e,y): (€m) = — T

(1+ 22 4 y2)?
e est une fonction C*°. Et si v € C* ([0, 1],R3), on lui associe son énergie

B0 = [ e(ti'®) d
[0,1]
On cherche les courbes réalisant le minimum de I’énergie sur
Q= {yeC"([0,1],R?), tel que (0) = (z0,40) et ¥(1) = (x1,1)} -

(2) Si~y € Q réalise ce minimum, écrire les équations d’Euler-Lagrange
vérifiée par 7, on notera y(t) = (z(t),y(t)). On doit trouver les équations :
2

. . N .2 .9

B 2
142?42
(3) Montrer que si v € Q vérifie ces équations alors les fonctions
(£(t)* + (5(1)

(1422 4 y?)?

y()i(t) — 2()y(t)
(]_ +3§‘2 +y2)2

i [2(zd + y9)y — (2% + 57)y]

t—

et t—

sont constantes.

(4) En déduire que les solutions de ces équations parcourent des cercles
ou des droites .

Indications ¥ ; Corrigé : %
Ezxercice 5.12. — Soit a €]0, oo[, on considére la courbe plane C, para-
métrée par

t €]0, [ c(t) = (alog|tan(t/2)| + a cos(t), asin(t)).
1
2
3

Donner une représentation graphique de la courbe Cj,.
Pour quelles valeurs de ¢, cette courbe est elle bi-réguliére ?

(1)
(2)
(3) En ces points calculer la courbure et le centre de courbure.
(4)

4) Quelle est la courbe décrite par les centres de courbures ?



(5) Soit t €]0,w[\{m/2}, et P le point d’intersection de la tangente en
c(t) a Cy et de Paxe Oz = {(¢,0),t € R}. Calculer la distance de P a c(t).
Quelles sont les courbes planes biréguliéres aillant la méme propriété ?

Indications ¥ ; Corrigé : %

Ezercice 5.13. — Courbes gauches tracées sur une sphére.

On suppose que ¢ : I — R? est une courbe gauche C* biréguliére, pa-
rametrée par longueur d’arc. On note T' : I — R3 son vecteur tangent
unitaire, N : I — R3 son vecteur normal principal et B(s) = T(s) A N(s)
son vecteur binormal. On rappelle les relations

47(s) = K(s)N(s)
LN(s) = —K(s)T(s) — T(s)B(s)
4 B(s) =T(s)N(s)

ou K : I — RY est la courbure et 7 : I — R la torsion.
On suppose d’abord que ¢ est tracée sur la sphére de centre O et de rayon
—
r.ie. que Vs € I, ||0c(s)||? = r2.
—_
(1) Montrer que les vecteurs T'(s) et Oc(s) sont orthogonaux.
(2) En déduire qu'il existe des fonctions C*°, «, 5 : I — R telles que
ofs)? + B(s)? = 1,
—
et Vs € I, Oc(s) = a(s)N(s) + B(s)B(s).
(3) En déduire trois relations entre les fonctions «, 3, K, 7.

(4) En déduire que la courbure et la torsion de ¢ vérifie ’équation

. [ 1)\? (1)L ?
r‘=|— —_) =) .
K K/ T
(on a noté ’ la dérivation par rapport a s).
(5) Réciproquement, on suppose que ¢ : I — R? est une courbe gauche

C® biréguliére, parametrée par longueur d’arc et que sa courbure et sa

torsion vérifie la relation :

i (&)7):

Montrer qu’alors ¢ est tracée sur une sphére.

Indications % ; Corrigé : %



Indication exercice 5.1.
Exercice :% ; Corrigé %
Indication exercice 5.2.
Exercice :% ; Corrigé %
Indication exercice 5.3.
Exercice :% ; Corrigé %
Indication exercice 5.}4.
Exercice % ; Corrigé %
Indication exercice 5.5.
Exercice % ; Corrigé %
Indication exercice 5.6.
Exercice :% ; Corrigé %
Indication exercice 5.7.
Exercice :% ; Corrigé %
Indication exercice 5.8.
Exercice :% ; Corrigé %
Indication exercice 5.9.

Exercice :% ; Corrigé :%

Indication exercice 5.10. —

Exercice :% ; Corrigé %

Indication exercice 5.11. —

Exercice % ; Corrigé %

Indication exercice 5.12. —

Exercice :% ; Corrigé %

Indication exercice 5.13. — Indication : trouver des fonctions o, 3 :
I — R, telles que s — ¢(s) — a(s)N(s) — B(s)B(s) soit une application
constante. et démontrer qu’il y a une constante r telle que :

GG

Exercice % ; Corrigé %



Corrigé
Exercice :
Corrigé
Exercice :
Corrigé
Exercice :
Corrigé
Exercice :

Corrigé

Exercice :
Corrigé
Exercice :
Corrigé
Exercice :
Corrigé
Exercice :
Corrigé
Exercice :
Corrigé
Exercice :
Corrigé
Exercice :

Corrigé

exercice 5.1. —
% ; Indication : %
exercice 5.2. —
% ; Indication : %
exercice 5.3. —
% ; Indication : %
exercice 5.4. —

% ; Indication : %

exercice 5.5. — Solution :
k(s) = r2¢? +72(1 +<;'5)7L7;7'«<}5 — i,
(72 + r2¢2)2
% ; Indication : %

exercice 5.6. —
% ; Indication : %
exercice 5.7. — (spirale hyperbolique r¢ = cste)
% ; Indication : %
exercice 5.8. —
% ; Indication : %
exercice 5.9. —
% ; Indication : %
exercice 5.10. —
% ; Indication : %
exercice 5.11. —
% ; Indication : %

exercice 5.12. —

Exercice : % ; Indication : %
Corrigé exercice 5.13. —

Exercice : % ; Indication : %

Les surfaces
6.1. Rappel sur les formes quadratiques et bilinéaires. —

6.1.1. Définition. — Soit E un R espace vectoriel de dimension finie n,
on appelle forme bilinéaire sur E une application b : £ x E — R qui est

linéaire par rapport & chaque variable :
Va,y,z € E, N € R, b(x + Ay, z) = b(zx, 2) + \b(y, 2)
b(z,x + A\y) = b(z,z) + \b(z,y).
On dit qu'une forme bilinéaire est symétrique si
Ve,y € E, b(z,y) = by, x).

Une forme quadratique sur E est une application ¢ : E — R qui est
polynomiale homogéne de degré 2. A une forme quadratique est associée
une unique forme bilinéaire symétrique b, via :
1
bo(z,y) = 5 la(z +y) — az) —a(y)] et q(z) =by(z,2).
On parlera donc indifféremment de formes quadratiques ou de formes bi-

linéaires symétriques.

6.1.2. Matrices et changement de base. — Sie = (ey,...,e,) est une base
de E et si b est une forme bilinéaire sur E alors pour xz = Zl z;e; et

Y = ) _; Yi€; NOUS avons

b(z,y) = inyjb(ei,ej) ='XMY ,
1,J

oll on a noté
X 1

Tn Yn



et
bler,e1) ... bler,ej) ... bler,epn)
M =Mat (b,e) = | bles,e1) ... blei,ej) ... blei,en)
blen,e1) ... blen,ej) ... blen,en)

la matrice de b dans la base e. Si on considére une autre base ¢ =

(€],...,€e,) et P = (p;j)i<ij<n la matrice de changement de base, c’est

e
a dire que les colonnes de P exprime les coordonnées des vecteurs de la

nouvelle base dans ’ancienne base : e;- =), Dijei. Alors
Mat (b,e') = "PMat (b, e')P

Alors b est une forme bilinéaire symétrique si et seulement si la matrice

de b dans une base e est symétrique :
‘Mat (b,e) = Mat (b, e).

Soit E et F' des R espaces vectoriels de dimension finie et ¢ : ' — F une
application linéaire ; lorsque ¢ : F' — R est une forme quadratique sur F
alors ¢*q = q o  est aussi une forme quadratique sur E et si e est une
base de F, f une base de I’ alors

Mat (p*q, e) = *Mat (¢, e, f)Mat (q, f)Mat (¢, e, ).

6.1.3. Formes quadratiques sur un espace euclidien. — Lorsque ¢ est une

forme quadratique définie positive (2*) sur un R espace vectoriel de dimen-

sion finie, (E,b,) est alors un espace euclidien : b, est un produit scalaire.
Et pour toute forme quadratique p, il existe une unique endomorphisme
u autoadjoint de (F, by) tel que

Vo e E, p(x) = bg(u(z), )
ce qui équivaut aussi a

Va,y € E, by(x,y) = by(u(z),y).

() est a dire Vo € E, g(z) > 0 et (g(z) =0) = (z = 0).

Proposition 6.1. — Soit e une base de E et soit A = Mat (q,e) la ma-
trice de q dans cette base et B = Mat (p, e) la matrice de p dans cette base.
Alors I’endomorphisme u associ€é a p a pour matrice

A7'B

dans la base e. En particulier le déterminant de u vaut :

det det B
etu =
det A
Démonstration. — Soit C' la matrice recherchée, par définition celle-ci doit
satisfaire
VXY € Mp1(R), ' XBY =Y (CX)AY ='X'CAY
C’est a dire

‘CA=RB

mais comme A et B sont symétrique on a AC' = BetdoncC = A~'B. [

Remarquons que cette matrice A~' B n’est pas forcément symétrique, ceci
est normal car c’est uniquement par rapport & une base orthonormée que
la matrice d'un endomorphisme autoadjoint de (E, by) est symétrique, et
ici e n’est pas forcément orthonormée (sauf si A = Id). Le fait que u soit

diagonalisable implique néanmoins que cette matrice est diagonalisable.

6.2. La premiére forme fondamentale. — On travaille jusqu’a la
fin de cette lecon dans l'espace euclidien orienté R3 et on note (., .) le

produit scalaire et || .|| la norme associée.

6.2.1. Définition. — Soit S C R3 une surface C™, on appelle premiére

forme fondamentale de S en p € S la forme bilinéaire symétrique I, définie
—

sur 1,5 par

I,(&,m) =& n)

elle est associée & la forme quadratique & — ||¢]|2. La premiére forme
fondamentale est donc définie positive.



6.2.2. Expression dans les cartes. — Soit f : U — S une paramétrisation

d’un bout de S, alors pour tout (u,v) € U, Papplication linéaire :

Df(u,v) : R? = Ty)S
of

(u,v) + b==(u,v)

(a,b) = Df(u,v)(a,b) = agi v

est un isomorphisme et
of L of|® _ . o 2
D ) 1 uv( ,0)5\@, ): . a2 =F 2abF
f(u,0) L) ( (a,0); (a,b) Haau—i-bavH a® + 2abF + b°G
ou les fonctions E, F' et GG sont définies par

E(u,v) = <g£(u,v),g£(u,v)> . Glu,v) = <8(u,v),gf(u,v)>
of

On obtient ainsi sur U un champ de formes quadratiques
(u,v) — E(du)* 4+ 2Fdudv + G(dv)?

ou du(a,b) = a, dv(a,b) = b, le produit de formes linéaires étant une
forme quadratique : Edu? + 2Fdudv + Gdv? est bien une forme quadra-
tique. On pourrait aussi considérer que cette expression est celle d’un
champ de formes quadratiques sur f(U) mais les formes linéaires du, dv

. .. 2 L .
sont maintenant des formes linéaires sur T, ,)S définies par :

of L of\ _
du (a(")u + b(")v> =q

et

of o\ _
dv<aau—|—bav>—b.

6.2.3. A quoi ¢a sert 7— On a déja rencontré et utilisé la premiére fonda-
mentale pour calculer des aires et des longueurs de courbes tracées sur S,
on peut aussi calculer les angles entre des vecteurs tangents. C’est 1'outil

qui sert a étudier la géométrie de S.

0.2.4. Quelques expressions. —

6.2.4.1. Pour un graphe. — Si S est donnée par z = g(z,y) ou g €
C>(U) (U étant un ouvert de R?), alors S est paramétrée par f(z,y) =
(z,y,9(x,y)). Un petit calcul montre que la premiére fondamentale est

donnée par

99\*\ . > 0909 99\*\ _ 5
I=|(1 —= d 2—=—=dxd 1 = dy”.
(+<ax>>x+axayazy+ + y Y
ou encore
2
of of 1+ (%) %
Mat If(x,y)) &7 a—y = 9q 96 9g 2
aE o 1+ ()
6.2.4.2. Pour une surface de révolution. — Soit s +— (z(s),y(s)) une
courbe plane C* paramétrée par longueur d’arc :
i(s)? +y(s)* = 1.
On considére une surface de révolution paramétrée par
f(5,0) = a(s)ip + y(s)k.
puisque
of of .

Bs = x(s)dp + y(s)k et 20 = x(s)vp

of of 1 0
Mat <I“S’9)’ (8%)) - ( 0 22(s) ) |

6.3. La seconde forme fondamentale. —

on obtient :

6.3.1. Définition. — Soit S C R3 une surface C*°, on veut étudier I’allure

locale de S au voisinage de p € S et plus particuliérement sa position par

rapport & son plan tangent. On considére 7, une normale unitaire a S en
(24)

p —

dessus du plan tangent 7),5 c’est a dire qu’il y a V' un voisinage de p dans

R3 de la forme

. On peut paramétrer un voisinage de p dans S par un graphe au

V=A{p+&+z0, (U2 <e},

2911 y a donc deux choix possibles.



—

—
ot U est un voisinage de 0 dans 7,5 et € un réel strictement positif et Démonstration. — Soient p = f(u,v) et ¥ = /(u,v), on effectue un déve-

. loppement limité en (u,v) de f :
SOV ={p+£&+9(&vp,¢ €U}

of of
. _ flu+t,v+s)=p+t=—(u,v) +s==(u,v)
ol g est une fonction C*° sur U. Puisque l'espace tangent a S en p est Ou v
ZI?S)', la différentielle de g en 0 est nulle : + 1 t28 f( v) + 2st 0 f (u,v) + s ﬁ(u v)| +o(s® +2).
ou? Oudv Ov?
Dg(0) =0, Soit 7y la projection orthogonale sur 7},5, nous avons donc :
t S t a 'ordre d he d 0 0
et S est tangent a 'ordre deux en p au graphe de ﬂo(f(u—i—t,v—i—s)):p—i—ta—i(u,v)—i—sa—i(u,v)+O(82+t2)
2
£ §D 9(0)(¢, €) et si Id —mp = m; est la projection sur la droite normale nous obtenons :
. .. Qo L. L N . 82f 62f . 82]0_, =
Définition 6.2. Si 7, désigne une normale unitaire a S en p, on ap m(flu+t,v+s)) = t2 - + 2t 7 + g2 - 7
s ) ) ) yV
pelle seconde forme fondamentale de S en p la forme quadratique sur 7,5 Ou dudv v
2
définie par +o(s* +t%).
IL7(€,€) = DQQ(O)(&@- On sait qu'il existe U C ITPS) un ouvert et g : U — R est la fonction C*°

On omet en général la dépendance en la normale et on note I7,. telle que

g(pm (flut+t,v+s)) ) =(m(fu+t,v+s)),v).

6.3.2. Expression dans les cartes. — Soit f : U — S une paramétrisation
d’un bout de S, on choisit alors la normale unitaire On obtient donc :
of p 0f of of 2, 42)) =
sty = B0 o (15t ) + 55 ) + 0 1)) =
=z /\ =z
Ou " Ov 1 2 52 2
o (240) e () 2{510)
Proposition 6.3. — Si on note Y v
+o(s* + 7).
of of I m , o . .
Mat | Uy | 520 5 = , En effectuant un développement limité de cette expression, on obtient
’ ou’ ov m n .
facilement :
alors 0 0 0
D2(0) (157 (u0) + 5 af< DG (1,0) + 55 (1)) =
of Of\ _ (9 N\ _ _[of o7 "
ou’ du 2’/ \ou du t2< > > <f >
q . 2’ ov?
(29 S\ __[or orN __/of o7 o
8u81} N ov' ou/ ou’ dv D’oit les égalités :

o <af 8f) < >_ <af au> Of % f *f
- v’ v o2’ - v’ v l:<8u2,u>, m:<8u8v’y> et n:<8v2,1/>.



Les derniéres identités s’obtiennent en dérivant par rapport a u et v les

()2
o'/ \ovw /)

Pour obtenir les identités :

identités :

0 U
o?f of ov\
<8v8u’y +<u’8v>_0
o2f of ov
<8u8v’y +<8v’8u>0
2 —
(255 (2.2 g
v v’ Jv
O
6.3.3. Quelques Calculs. —
6.3.8.1. Les graphes . — On a vu que si S est décrite par z = g(x,y)

et que si le plan tangent a S est horizontale (i.e. Dg(x,y) = 0) alors
IT = D?g(z,y). Dans le cas général, si f(z,y) = (z,y,g(x,y)), on obtient
pour la normale :
f » Of
. wm ey 1 <_39 9 )
af ~ ofll 2 2 ox’ oy’ )
gl e () (2)

et donc puisque puisque D?f(z,y) = (0,0, D?g(x,y)), on obtient facile-

ment
. 1 0?%g
e () ™
e 1 0?%g
e (@)

6.3.3.2. Les surfaces de révolution. — Soit s — (x(s),y(s)) une courbe
plane C*° paramétrée par longueur d’arc :

i(s)? +9(s)* = 1.

On note k la courbure de cette courbe. On considére une surface de révo-

lution paramétrée par
F(s,0) = x(s)idy + y(s)k.
puisque
% = i(s)dg + y(s)k et % = 2(s)Ty
On obtient facilement que
(s, 0) = —y(s)ip + @(s)k,

puis en se servant des relations :

B(s) = —r(s)y(s) et i(s) = w(s)i(s).

of o
l:‘<asvas>=""<8)
__Jor ov\ .
m__<as’ae>_

- <g«§ ge> — j(s)a(s).

On remarque que pour exprimer la seconde forme fondamentale, il est

on obtient donc

parfois plus facile de calculer les dérivées de la normale (comme pour
les surfaces de révolution) ou les dérivées secondes de la paramétrisation

(comme pour les graphes) : on choisit la meilleur stratégie !

—
6.3.4. L’application de Weingarten ou "shape operator”. — Sur TS, on
dispose donc d'un produit scalaire I, et d’une forme bilinéaire symétrique
I1,, on sait donc qu'il existe une application linéaire autoadjointe pour I,

L(=Ly) : T,5 = T,8

tel que
—
Vg?ﬁ € TPS7 Ip(Lfv 77) = IIp(gan)



Cette application est nommée application de Weingarten ou en anglais

"shape operator”.
Proposition 6.4. —
L§ = —Du(p)§
Au sens ot sic :)e,e[— S est une courbe C! tracée sur S telle que c(0) = p
et ¢(0) = & alors

d "
L¢ = % tzou(c(t)).

Démonstration. — Remarquons d’abord que puisque
~ 2
[7(c(®)I” =1,

en dérivant nous obtenons :

<§lthoﬁ<c<t>>, ﬁ<p>> o,

c’est a dire que le vecteur Dv(p)¢ est orthogonal a 7/(p), c’est donc un
—
vecteur de 7),S. Il nous faut vérifier que

VE,n € T8, L(D#(p)é,n) = — (Dis(p), n)= IL,(E,n).

—
Mais pour cela il suffit de le vérifier sur une base de 7,5, Si P : U — S
est une paramétrisation d’un voisinage de S, alors (g—];, %—f) est une telle

base et puisque par définition :

oP 0 oP 0

Di(p)— = —vVoP et Di(p)— = —VUoP
Q ou  Ou () v Ov ’
cette assertion est exactement le contenu de la proposition (6.3). O
6.3.5. Courbures. — On peut ainsi diagonaliser 11, par rapport a I, (ou

diagonaliser L dans une base orthonormale de 7,,5), on obtient donc deux
réels k1 et ko appelées les courbures principales de S en p et on définit
la courbure de Gauss de S en p comme

K(p) = k1ko = det L

et la courbure moyenne de S en p par

k1 + ko

H(p) = 5

= Trace L.

Si on change de normale, les courbures principales changent de signe, donc
la courbure de Gauss reste inchangée et la courbure moyenne change de
signe.

Grace & ce que nous avons rappelé sur les formes quadratiques, on sait

que si dans une paramétrisation P : U — § d’un voisinage de S, on a
I = E(du)? + 2Fdudv + G(dv)? et IT = 1(du)* + 2mdudv + n(dv)?

alors grace a (6.1), nous obtenons :

K— In —m?
EG — F?
-1
1 E F I m 1 Gl—-2Fm+ En
t H=-T S
¢ g THace (F G) <mn> 2 EG - F?
0.3.6. Allure de la surface par rapport a son plan tangent. — La définition

de la seconde forme fondamentale nous permet d’affirmer que
— Si K(p) > 0, alors 11, est définie négative ou définie positive et dans
voisinage de p, S est situé d’un seul coté du plan tangent. On dit alors

que p est un point elliptique

— Si K(p) < 0, alors S est situé de part et d’autre de son plan tangent et
traverse celui ci. En fait au voisinage de p, S est le graphe d’une fonction
z = g(x,y) (dans une base orthonormée ad hoc) ou Dg(0,0) = 0 et
K(p) = det D?g(0,0) # 0, ainsi le lemme de Morse (2.5) nous assure



qu’il existe des coordonnées sur un voisinage de 0 dans R? (x,y)
(u(x,y),v(x,y)) telle que au voisinage de p, S soit le graphe de

z = u2(m,y) - ’1)2(37,y)

ainsi l'intersection du graphe de S avec le plan tangent est (au voisinage
de p) la réunion de deux courbes réguliéres qui ne s’intersectent qu’en
p et les vecteurs tangents & ces courbes en p ne sont pas colinéaires. On

dit que p est un point hyperbolique.

— Lorsque K(p) = 0, on dit que p est planaire mais on ne peut rien
conclure a propos de la position relative de S et de son plan tangent.
Les deux surfaces ci dessous ont toutes les deux un point planaire et
des positions totalement différentes par rapport au plan tangent. La

premiére surface est connu sous le nom de selle de singe.

e
\\““”Q"
b

Nous pouvons alors démontrer le résultat suivant :

Proposition 6.5. — Si S C R® est une surface compacte, alors il existe
un point p € S tel que

K(p) > 0.
Et donc il nexiste pas de surfaces compactes de R? & courbure négative ou

nulle.
Démonstration. — Soit € R? un point fixé, la fonction
o2
MeS— [|QM|

est continue sur le compact S, on sait donc qu’il existe un point My € S

tel que
7112 " 112
max ||QM||* = ||QMo||~.
MeS

Notons R = ||§7]\—/[_0)|| Grace aux extrema liés (4.1.1), on sait que le vecteur
Q—J\JS est normal au plan tangent & S en My . Considérons donc un repére
orthonormée (Mo, i 7, E) tel que (;, ;) soit une base de 770,)5’ et on suppose
que ]\—/I;(—i = REk. On sait qu’un voisinage de My dans S se paramétre (dans
ce repére) par un graphe z = g(x,y) , avec Dg(0,0) = 0 et det D%¢(0,0) =
K. Si W/l =zi+jj+ g(w,y)E alors

—
IMQ|? = 2% + v + (g(z,y) — R)*.

Mais on sait que
2+ + (g(x,y) — R)* < R?,



On en déduit donc que pour z,y dans un voisinage de (0,0) :
(18) 2? +y* < 2Rg(z,y).
Si (z,y) € R% on a

tim S50 2 20(0,0) (2,0} (2.1)

En conséquence en appliquant I'inégalité (18) a (tx,ty) en divisant l'in-

égalité obtenue par t? et en faisant tendre ¢ vers 0 on obtient :

332 2
% < DQg(O,O) ((-T7y); (xay))

Les courbures principales de S en My sont donc toutes les deux plus

V(z,y) € R?,
grandes que 1/R et la courbure de S en My est plus grande que 1/R? > 0.

O]

6.3.7. Calcul des courbures d’une surface de révolution. — Si s — (x(s),y(s))

est une courbe plane C*° paramétrée par longueur d’arc :
i(s)? +y(s)? = 1.
On consideére la surface de révolution paramétrée par
F(s,0) = x(s)Ty + y(s)k .

Nous avons obtenu

of of
Mat <If(s,6‘)7 <8S’ 89))

Mat (Hf(w% (ggg;)) _ ( “E)S) y(s)ox(s) ) .

En conséquence, les courbures principales sont #(s) et zg‘;), la courbure de

Il
VR
S =
H1\3

—~ O
VA

S~—
N————

et

h—

Gauss est :

et la courbure moyenne est

HZi(FL(S)—Fy(S)).

Pour la sphére de rayon 1, nous avons x(s) = cos(s) et y(s) = sin(s) et
donc les courbures principales, de Gauss et moyenne sont toutes constantes
égales a 1.

Pour un tore de révolution paramétré a l'aide de x(s) = a+cos(s), y(s) =

sin(s) ot a > 1, les courbures principales sont 1 et aicés()(;()s)

ﬂ%m et la courbure de Gauss est

, la courbure

moyenne est donc H =

_ cos(s)
a+ cos(s)’
ainsi un tore de révolution est localement situé d’un seul coté de son plan
tangent sur la partie correspondant aux points ou cos(s) > 0 et est locale-
ment situé de part et d’autre du plan tangent sur la partie correspondant

aux points oil cos(s) < 0 :

v/
S
'W”’N U

R

6.3.8. Directions particuliéres. — On considére encore ici une surface S
C> de R3.
— Sip € S est un point hyperbolique, on appelle directions asympto-
tiques, les droites de 7?9, dirigées par un vecteur ¢ tel que I,(€,€) = 0.
Ce sont les droites tangentes en p aux deux courbes SN7},S. Une courbe
toujours tangente a une direction asymptotique s’appelle une courbe
asymptotique.
— On dit que p € S est un point ombilic si 11, = A, c’est a dire un
point ot les courbures principales sont égales.



— On appelle direction principale en p une droite propre de l'ap-
plication de Weingarten. Les lignes de courbures ou courbes princi-
pales sont les courbes toujours tangentes aux directions principales. Par
exemple sur une surface de révolution les lignes de courbures sont les

méridiens et les paralléles.

Lemme 6.6. — - Si K(p) <0 alors il y a deuz courbes asymptotiques
—
c1,¢2 passant ent =0 en p et (¢4(0),c5(0)) forme une base de T)S.
- Si p nest pas un point ombilic, il y a deuzx lignes de courbures 1,2

passant en t = 0 en p telle que (71(0),75(0)) forme une base de T},S.

Démonstration. — On considére une paramétrisation P : U — S d'un

voisinage de p, on a
I = E(du)? + 2Fdudv + G(dv)* et IT = I(du)*+ 2mdudv + n(dv)?

les fonctions E, F, G, 1, m,n sont C° sur U. De plus les fonctions courbures
de Gauss et moyenne sont elles aussi C'™ puisqu’elles s’expriment a ’aide
des fonctions E, F,G,l, m,n : les courbures principales sont les solutions
de I’équation :

X?_2HX + K =0,

dans les deux cas, p n’est pas un point ombilic, et on a en p (ky — ko)? =
4(H? — K) > 0, c’est donc aussi vrai au voisinage de p, et quitte a ré-
duire U, on peut supposer que c’est vrai sur P(U); ainsi Les courbures

principales sont

kleJr\/HQ*K et ]CQZH* HQ*K;
ce sont des fonctions C*° sur U. On veut déterminer des champs de vec-
teurs X1, X9 sur U (et donc sur P(U))
oP oP
Yo =i, gy
telle que
LX; =k X;.
Pour cela les fonctions a;, b; doivent satisfaire aux équations :
(l — kiE)ai + (m — k‘lF)bZ =0
(m — k‘iF)CLi + (n - le)bl =0

Si m — k;F # 0 en p, alors dans un voisinage de p on peut prendre :
a;=1etby=—(1—-kE)/(m—kF);sil—FkE # 0 en p, alors dans un
voisinage de p on peut prendre b; = 1 et a; = —(m — k;F)/(l — ki E) ; si
n — k;G # 0 en p, alors dans un voisinage de p on peut prendre a; = 1 et
bi = —(m—k;F)/(n—k;G) *). De toutes les fagons et quitte a réduire U,
on trouve deux champs de vecteurs X; et Xy sur U tels que si P(u,v) =
q € P(U) alors DP(u,v)(a1,b1) = X1(q) et DP(u,v)(az,b2) = Xa(q) est
une base de TS formées de directions principales. Les courbes intégrales
de ces champs de vecteurs sont des lignes de courbures .

Lorsqu’en plus K(p) < 0, alors quitte a réduire U, on peut supposer que
sur P(U), K = kiko < 0, alors les deux champs de vecteurs

X X X X
L 22 4y 1 2

Vil ikl 0 ikl VTRl

sont tels que si P(u,v) = q € P(U) alors Y1(q) et Ya(q) est une base de

Y) =

—
T,S formées de directions asymptotiques. Les courbes intégrales de ces

champs de vecteurs sont des lignes asymptotiques. O
6.8.9. Appendice : Surfaces totalement ombilicales. —

Proposition 6.7. — Soit S C R3 une surface connexe dont tout les
points sont ombilics alors S est soit tracée sur une spheére soit sur un
plan.

Démonstration. — Soit P : U — S une paramétrisation d’'un morceau
de S, on suppose que U est connexe. On a donc 'existence d’une fonction
AU — R tel que

soit encore

ov oP __
904\ — )

Ceci implique notamment que A est C*° (c’est la courbure moyenne). En

ov oP __
{ 97 L NP

dérivant la premiére équation par rapport & v et la seconde par rapport a

(25 Ce systéme étant de rang 1, on a ainsi exhausser toutes les possibilités.



u, en servant du lemme de Schwarz, on obtient :

ONOP  0OMNOP

ovou  Oudu
Donc la différentielle de la fonction A est nulle, A est donc constante sur
U. Soit X est nulle et dans ce cas ¥/ est constant et il est facile de montrer

que la fonction (u,v) +—( P(ug,v9)P(u,v) ,”) est constante égale a zéro :
P(U) est tracé sur le plan passant par P(ug,vo) et orthogonale a 7.
Si A # 0 alors la fonction

(u,v) — P(u,v) + %D’(u,v)

est constante (29 égale & Q et donc

V(u,v) el ’ HQP(U7U) H -3

P(U) est tracée sur la sphére de centre Q et de rayon %

Plagons nous dans le second cas. On conclut alors grace & un raisonnement
classique de connexité. Par définition l'intersection de S avec la sphére de
centre 2 et de rayon % est un fermé de S. De plus 'argumentaire précédent
nous montre que cette intersection est un ouvert de S, c’est donc S tout

entier. OJ

6.4. Courbes sur une surface. — Les surfaces sont des objets deux
dimensionnel, on dispose donc d’une théorie similaire & celle des courbes
planes.

6.4.1. Repére de Darboux. — Soit donc S C R?, une surface C*°, on
suppose que l'on a 7 : S — R3 une normale unitaire continue et ¢ : I —
S une courbe C? réguliére paramétrée par longueur d’arc. Le repére de

Darbouz est le repére

—,

(E(s), (), 7(s))
ol 7(s) = v(c(s)), t(s) = é(s) et i(s) = ¥(s) A t(s). ainsi (£(s), i(s)) est
un repere orthonormé de T¢,)S. Nous avons les relations

—,

(t(s), t(s))=(u(s), @(s))=(¥(s), T(s))= 1

(26)Ses dérivées partielles sont nulles.

et

-, -,

(t(s), u(s))=(u(s), v(s))=(0(s), {(s))= O,

on obtient donc des fonctions kg, Ky, T, 74 telle que

ds = ng +/§:n'l7
du __ Ing -
Ts = —Kgt +740
dv __ nd —
s = —hat —Tgu

ou
— Kq est la courbure géodésique. Ainsi la courbure géodésique est
nulle si et seulement si I’accélération est normale, c’est & dire si et seule-
ment si la courbe est une géodésique.
— Kn, est la courbure normale. La courbure normale ne dépend que

de {(s) : en effet, on a
Kn = @ 0l ——<fDﬁ(c(s))(f)>—II (t,1)
"=\ s’ = ) — Lde(s)\b b )
— 74 est la torsion géodésique. Puisqu’on a aussi
du . - Lo
Ty = E,U = — <u, Di(c(s))(t )> = IIC(S)(u,t ).

Donc la torsion géodésique ne dépend donc aussi que de r (s).

La courbure de ¢ comme courbe gauche est donc

— k2 2
=/ Ky T kg -

Remarquons que si 'on change 7/, alors 4 et ¥ changent de signe et donc

dt

K=|—
'ds

kg, kn changent aussi de signe alors que 7, ne change pas de signe. Soit
X1, X5 est une base orthonormée de TS diagonalisant I’application de
Weingarten : LX; = k; X ; si £ = cos X, + sin X5 alors

kp = cos2 0k + sin® 0 ky

et

Ty = cosf sinf (kg — k1).



6.4.2. Courbes particuliéres. —

Proposition 6.8. — Si ¢(s) est un vecteur asymptotique alors soit la
courbure de ¢ en c(s) est nulle soit le plan tangent a S en c(s) est os-

culateur a la courbe c.

Démonstration. — Puisque ¢(s) est un vecteur asymptotique, on a k, =
I (t,t) = 0, La courbure de la courbe en c(s) est donc |rg], si elle n’est
pas nulle, cela signifie que la courbe c est biréguliére et que la normale &
cette courbe gauche est proportionnelle & . ]

SiX e ZI?S}’ est unitaire, 7,(X) est la torsion d’une courbe géodésique c
telle que ¢(0) = p, ¢(0) = X. En effet pour une telle courbe, k5 = 0 et
la normale & la courbe est justement ¥, la binormale est proportionnel a
u. En particulier, la géodésique partant de p € S tangentiellement & une
direction principale a en p une torsion nulle.
On a aussi
— ¢ est une ligne de courbure si et seulement si Di/(c(s))(é(s)) = % est
toujours proportionnelle a é(s) = £(s), c’est a dire si et seulement si la
torsion géodésique est nulle.
— ¢ est une courbe asymptotique si et seulement si la courbure normale
est nulle c’est a dire si et seulement si le plan osculateur & la courbe ¢
(27) est le plan tangent a la surface ou encore si et seulement si la torsion
est égale & la torsion géodésique.
— ¢ est une géodésique si et seulement si la courbure géodésique est

nulle.

Proposition 6.9. — Sic : I — S est une courbe asymptotique alors la

torsion de la courbe gauche c vérifie
IT| = |rgl = [V —K(c(s))
ou K(p) est la courbure de Gauss de S en p.

Démonstration. — Pour une courbe asymptotique on a : |T'| = |74| et donc

si X1, Xy est une base orthonormée de T;(,)S diagonalisant I’application

D14 o il est défini

de Weingarten : LX; = k; X; ; si t = cos0X, + sin 06X, alors et
Ty = cosOsinO(ky — k)
et
0 = Ky, = cos? Ok, + sin® Oks.
On a donc
792 = cos? 0 sin® 0(ko — k1)2

= cos® Osin? O(k3 — 2k ko + k2)

= cos? H(Sin2 Oko)ko — 2 cos? 0 sin® Ok, ko + sin® 9(0052 0k )k

= —cos? Ok1ky — 2 cos® Osin® Ok ko — sin’ Ok ko

= —K(c(s))(cos® 8 + sin? 9)2.

O
6.5. Les surfaces réglées. —
6.5.1. Définitions. — On appelle ainsi une surface décrite par une famille
de droites. Une surface réglée se paramétre donc de la fagon suivante :
P(s,\) = e(s) + Ai(s),

la droite (régle) Dy est la droite paramétrée par A — c(s) + Au(s).
Afin d’avoir une surface, il est nécessaire de supposer que

oP 0P ; ,

— N=—=CNU+IN"NTF#0

ds 0\ 7
ce qui implique que pour tout s, (¢, i, ') est une base de R3.
Remarque 6.10. — On peut toujours supposer que ||@(s)|| = 1 et que
| ()|l = 1. C’est a dire que ¢ est paramétré par longueur d’arc. On n’a pas

unicité de la courbe ¢, une autre paramétrisation est par exemple donnée
par

(5,A) = c(s) + (u(s) + A)(s).
On peut montrer *®) que si u'(s) # 0, alors pour € assez petit, il y a sur

la droite Ds un point M. le plus proche de Dgy., de plus lorsque ¢ — 0

(2% faite le vous méme c’est un bon exercice de géométrie.



on a :

lim M = c(s)= (/(s),@'(s)) / (@'(5), @’ (s)) i(s) = o(s).
e—
et on a
(0'(s),1"(5))=10;
et c’est la seule courbe vérifiant la propriété : o(s) est 'unique point de

D, ou le plan tangent & S contient @’(s); o est appelée la courbe de

striction.

Il est aisé d’exprimer la premiére forme fondamentale :

I = E(ds)? + 2Fdsd\ + G(d\)?
ou
E = ||d(s) + @ (s)[I” = [I/(s)1> + 2 (' (), @' (5)) +A*[|T’(s)]?
F =(d(s) + A’ (s), t(s))=(c (s), i(s)) +A (i@'(s), u(s))
G = |lu(s)|*.
Si on choisit 4 de norme 1 et si ¢ est la courbe de striction paramétrée par

longueur d’arc, on obtient alors I’expression :
I=(1+N)a@'(s)]?) (ds) + 2 ('(s),(s)) dsdX + (dN)>.

Il est parfois aussi utile de considérer plutét la paramétrisation telle que
d(s) L (s), en considérant la courbe & (s) = c(s)— (c/(s),u(s)) u(s).

Si on choisit pour normale :

@)
75 = @ T A

alors compte tenu du fait que
0*P %P 0%P

@ = C”<S> + /\'lj:”(S)7 m = ﬁ/(S), W =0

on obtient les coefficients suivants pour la seconde forme fondamentale :
det (c”(s) + A" (s),d (s) + Ad'(s), ﬁ)
l= - -
1(c(s) + Aa’(s)) Aa(s)|

_ det(u’(s),d (s) + Ad'(s), u) _ det(@'(s),d (s), )
(¢ (s) + Au’(s)) nai(s)]| - [I[(¢(s) + Aa’(s)) Au(s)]

n = 0.

On en déduit la courbure de Gauss de la surface :

2 (det(@'(s),¢'(5), 1) )?

K= - — = & L
I(¢/(s) + Aa’(s)) Aa(s)|| 1(¢/(s) + Aai’(s)) Aa(s) ]

Lorsque c est la courbe de striction paramétrée par longueur d’arc et i est

de norme 1, on obtient :
[(¢(s) + @' (s)) Ai(s)||” = EG=F? = (1+ A2||@'(s)]]?) — (¢/(s), @(s))” .

Parmi les exemples de surfaces réglées nous avons le plan, I’hélicoide qui
est paramétré par H(0,\) = Ay + 0!2, On a

o
00

- oH
=AUy +k et — = Up.
Vg + e a 0

On vérifie aisément que la courbe de striction est I’axe Oz. On obtient

aussi
50, \) = \/ﬁ (<o +AF).
et
I =(1+X2)(d0)*+ (d\)?
ainsi que
IT=——2_dgax.

Vit

La courbure moyenne de cette surface est nulle et la courbure de Gauss

est

1

K=—-——7——-—3.
(1+A2)2

Nous avons aussi I’hyperboloide & une nappe :

2yt =241
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En fait celui ci peut de paramétrer par deux familles distinctes de régles :
Py(s,A) = (cos(s) — Asin(s),sin(s) + Acos(s), A)

et
Py(s,\) = (cos(s) + Asin(s),sin(s) — Acos(s), A).

6.5.2. Surfaces développables. — On appelle ainsi les surfaces réglées a
courbure nulle, on les appelle ainsi parce que ce sont les surfaces réglées
que I’on peut appliquer sans les déformer sur un plan, autrement dit ce sont
les surfaces réglées pour lesquelles localement, il existe des coordonnées ot
la premiére fondamentale est I = (dx)? + (dy)?.
On dispose de trois grandes familles de surfaces développables :
— Cone sur une courbe gauche : Si ¢ : I — R? est une courbe C®
réguliére et 2 € R? est un point fixé, on considére la surface paramétrée

par :
a-

P(s,\) = c(s) + AQc(s).

Il est facile de vérifier que la courbe de striction est ici la courbe constante
—_—

égale au sommet € du cone. Ici on a u(s) = Qc(s) en particulier
' (s) = (s) : la courbure est bien nulle.
— Cylindre sur courbe gauche : On suppose que @ € R? est un vecteur

telle que Vs € I, (s) # i, alors la surface paramétrée par :

P(s,A) =c(s) + \u

est bien développable
— La surface des tangentes a une courbe gauche : la surface paramétrée
par

P(s,\) = c(s) + A (s),
(i.e. u(s) = /(s).) est bien développable car u(s) et ¢/(s) sont propor-
tionnelle. La courbe de striction d’une telle surface est justement la

courbe c.

Proposition 6.11. — Si S une surface C>® de R3, et si I C S est un
segment de droite inclus dans S, alors I est évidement une géodésique mais
aussi une ligne asymptotique. Alors la courburc’est a dire si et seulement

st la normale est constante le long de I

Démonstration. — I se paramétre par s — c¢(s) = A + sw ou ||| = 1.
On a P
@c =0

donc les courbures normale et géodésique sont nulles : x, = k5 = 0. On a
donc

d _ . R

gu(c(s)) = gv(s) = TyW.
Or grace a la proposition (6.9) on sait que Tg2 = K, le résultat de la
proposition est donc immeédiat. O

Proposition 6.12. — (théoréeme de Bonnet) Soit S une surface C™ de
R3 alors ¢ : I — S est une ligne de courbure si et seulement si la surface

des normales a S le long de ¢ est développable.
Démonstration. — Cette surface est paramétrée par
P(s,\) = c(s) + AU(s).

ot on a noté ¥(s) le dernier vecteur du repére de Darboux. La courbe ¢

est une ligne de courbure si et seulement si

dv ,
— = —KpC(S) .
ds ne(s)
Et de I'autre coté cette surface est développable si et seulement si

dii
det (Clz,c’(s),ﬁ(s)> =0,



dv — dv . . N
mais puisque 97 L ¥(s), ceci équivaut a ce que G- soit proportionelle a

d(s). O

Par exemple pour les surfaces de révolutions, on trouve les plans horizon-

taux et les plans contenant 1’axe vertical.

6.6. Les surfaces minimales. —

6.6.1. Le probléme. — FEtant donné C C R3 une courbe gauche fermée
(c’est a dire paramétrée par un arc périodique), on cherche une surface
S s’appuyant sur C : S = C et dont 'aire minimise l'aire des surfaces
s’appuyant sur C. Un cas particulier peut étre formulé de la fagon suivante :
on suppose que C est un graphe au dessus d’un courbe plane v : [0,1] —
R, on suppose que v(0) = (1), que 7 est injectif sur ]0, 1[ et que ¥([0, 1])

(29)

entoure un ouvert borné U du plan R? . On suppose donc que C est

paramétré par h : OU — R

¢ = {(v(®),h(v(®)),t € [0,1]} .

On cherche & minimiser
/ \/ 1 + 0 <8f) dxdy,

f
parmi toute les applications f € C°°(U) N CY(U) (et dont toutes les déri-

vées sont continues sur U) telle que

f=hsur OU.

Supposons qu’une telle fonction f réalise ce minimum, alors si g € C°(U)
(30) et si e est un réel strictement positif, alors le graphe de la fonction

f+eg est encore une surface s’appuyant sur C, en particulier on doit avoir :

A(f) < A(f +eg)
et donc

e e:OA(f +eg) =0

(29 Un théoreme de Jordan dit qu'il existe un tel domaine qui de plus est homéomorphe
au disque.
(30)On note ainsi I'espace des fonctions C™ sur U & support compact dans U.

Soit encore :

(19)

Compte tenu du fait que g est a support compact dans U, on a pour tout

ue CPU)
/ dxdy = / o —gdzdy

En effet la fonction ug peut étre étendu a R? en une fonction Cg° alors
grace au théoréme de Fubini on obtient

—8g 8u_ B d(u )

De la méme fagon on obtiendrait :

89 8u / 0(ug)
/U oy oy Y T Jee oy Y

En appliquant ces formules d’intégration par parties a (19), nous obte-

nons :

of af
/ 3 Oz _A'_ﬁ 9y
U 2 9r\2

) ) ()

Ceci pour toute fonction g € C§°(U), mais C§°(U) est un sous espace dense

gdxdy = 0.

de L?(U) en conséquence f doit vérifiée I'équation aux dérivées partielles :

i) af
Kl 5 9 %

@@ e

Ce résultat est du a Lagrange en 1760. Mais la courbure moyenne de la

(20)

surface z = f(z,y) se calcule a l'aide des formules de (6.3.3.1), et on

trouve :

af f of of 0%f f
<<8y) +1> 28:087y8:(:6y+ <<8:t:) +1>
(21)  2H = .

(10 (0 (3)")




Un petit calcul montre que les équation (20) et (21=0) sont les mémes.
C’est un résultat de Meusnier qui date de 1776. Ainsi les surfaces candi-

dates a réaliser ce minimum sont a courbure moyenne nulle.

Définition 6.13. — On appelle surface minimale une surface de R3

qui est & courbure moyenne nulle.

Ainsi une surface minimale est & courbure négative ou nulle : en particu-
lier il n’y a pas de surface minimale compacte (cf. 6.5). Les surfaces qui

réalisent le minimum de notre probléme sont donc minimales.

6.7. Exemple. — On peut en fait montrer que les seules surfaces mi-
nimales réglées sont les plans et I'hélicoide (cf 'exercice 6.6). C’est un
résultat de Meusnier (1776)

6.7.0.1. le caténoide. — On peut déterminer les surfaces minimales de
révolution. C’est également un résultat de Meusnier (1776)
On suppose que la surface de révolution est paramétrée par

(2,0) — P(z,0) = f(2)idg + 2k,

ou f : I — R% est une fonction C*°. On calcule

or -~ OP

o f'(2)tig + k, 0 = f(2)vy

et on obtient la premiére forme fondamentale :
I=(1+ f'(2)*)(d2)” + f*(2)(d0)* .

Une normale étant :

iy — f'(2)k

v(z,0) = ———,
=6) V1t f(2)?

avec

o*p ., ., O*P L 0’P .

ﬁ = f (Z)Ug, M = (Z)'Ug, et W = —f(Z)UQ
On obtient facilement la seconde forme fondamentale :

1
I=———— (f"(2)(d2)* — f(2)(dB)?) .

Et donc cette surface est de courbure moyenne :

_ 1 Mz 1
2= V14 f(2)?) (1 + f'(2)? f(Z)) '

Cette surface est donc minimale si et seulement si f vérifie I’équation :

f"(z) 1
1+ f(2)* f(2)

On peut multiplier par 2f’ cette équation et on obtient alors I’existence

d’une constante C' tel que
log(1+ f'(2)%) = C +log f(2)*.
Il y a donc une constant positive A2 = e telle que
L+ f'(2)? = A2f2(2),

On obtient donc :

!/
# T
VAZf2 -1
Mais puisque
f/

d
—A h(Af)=A
P rgcosh (A f)

VA1
On obtient I'existence d’une constante zy € R telle que

£(z) = COSh(AEf - zo)).

La surface obtenue est le caténoide, c’est la surface obtenue en faisant

tourner une chainette (le graphe de la fonction z +— Wﬁﬂ, cette
courbe s’appelle ainsi car c’est la courbe qu’épouse une chaine ou un fil

téléphonique entre deux poteaux).



6.7.0.2. la surface de Sherk. — Pendant trés longtemps, le plan, I’héli-
coide et le caténoide furent les seules surfaces minimales connues (de 1776
a 1835), Puis apparurent d’autres exemples comme la surface de Sherk

donnée par I’équation e cosx = cosy :

-

~——

/

4y

ou la surface d’Enneper donnée par la paramétrisation :

(u,v) = (u—u/3 +uv? v —v3/3 +vu? u? —v?)

On connait aujourd’hui énormément de surfaces minimales, le moyen le
plus commode pour en obtenir est du & K. Weierstrass qui a associé a
toute fonction holomorphe f définie sur un ouvert simplement connexe U

de C une surface minimale paramétrée par :

(u,v) 2z=zx+iye U
Re ( Ja-ar@aci [a+ g [ Cf(()dc) |

Une partie de I’étude des surfaces minimales utilisent fortement I’analyse

complexe! La surface suivante a été découverte par J. Costa en 1988 :




6.8. Appendice : le Théoréme Egregium de Gauss. —

0.8.1. Géométrie intrinséque versus géométrie extrinséque.— Un prome-
neur (armé d’'un métre et d'un rapporteur) sur une surface de R? ne peut
mesurer que des invariants associés & la premiére forme fondamentale :
c’est I'outil de la géométrie intrinséque; il ne voit pas la forme de la sur-
face (ou la géométrie extrinséque) qui est décrite localement par la seconde
forme fondamentale. Cependant des liens doivent exister entre la géomé-
trie intrinséque et la géométrie extrinséque. Par exemple si la surface S
est le graphe d’une fonction g

1
2= g(w,y) = 5laa® +by?) + o(a® +¢*)
Dans ces coordonnées et en 0, on a
I1y = a(dz)* + b(dy)?

et on peut aussi obtenir un développement limité des coefficients de la
premiére forme fondamentale :

E = 14+d*2* +o(x?+9?), F = abzy+o(z®>+1?), et G = b*y*+o(x?+1?).

Ainsi dans ce systéme de coordonnées I est prescrit par certaines dérivées
des coefficients de I en 0. Certes ce systéme de coordonnées dépend de la
géométrie extrinséque, mais on peut raisonnable espérer qu'une partie de
I est prescrite par I.
Un autre exemple est donnée par 1’hélicoide et le caténoide. Le premier
est paramétré par
H(0,\) = \ilg + 0k

et le second par

C(0,z) = cosh(z)iiy + zk.

La courbure moyenne de ces deux surfaces est nulle et leur courbure de
Gauss est donnée par K (0, \) = —m pour I’hélicoide et par K (0, z) =
— (Cos%l Zys pour le caténoide. La premiére forme fondamentale de ’hélicoide
est :

I=(d\)?+ (1 + 2\?)(d9)?,
alors que celle du caténoide est

I = cosh?(2)(dz)? 4 cosh?(2)(df)* = (dsinh 2)? 4 (1 + (sinh 2)?)(df)*%.

Sion pose A = sinh(7), on obtient ainsi un paramétrage de I’hélicoide par :

H(r,0) = sinh(r)iy + 0k

et dans ce paramétrage les premiéres formes fondamentales de ’hélicoide
et du caténoide sont identiques. On peut dire que ces deux surfaces sont
isométriques. Un promeneur sur le caténoide ne sait pas mesurer s’il est
sur le caténoide ou I'hélicoide!

On peut en fait déformer I’hélicoide en le caténoide par une famille (conti-

nue) de surfaces minimales qui sont toutes localement isométriques.




Le théoréme Egregium de Gauss dit qu'on peut calculer la courbure uni-
quement & partir de la premiére forme fondamentale. Les surfaces ci dessus
ont donc méme premiére forme fondamentale, méme courbure moyenne et

méme courbure de Gauss.

6.8.2. Le théoreme Egregium. — Ici S C R3 est une surface et on suppose
que P : U — P(U) C S est une paramétrisation d’un bout de S. On note

la premiére forme fondamentale par
I = E(du)? + 2Fdudv + G(dv)*

et on prend

— — u v
) = ae i ory

comme choix usuel de normale.

6.8.2.1. Dérivée covariante. — Soit X : P(U) — R3 un champ de vec-
teur sur P(U), alors X = X o P = a% + b%.

Définition 6.14. — On appelle dérivée covariante de X dans la direction
de %—5 la projection orthogonale sur le plan tangent a S de %—f et on le
note %—f. On a donc :

DX P 0X 0xX _\ _
oP=——(— .
ou ou ou'’ )"

On définit de méme la dérivée covariante de X dans la direction de % :

DX ., 0X JOX _\ .
—oP=——(—,0 )V
ov ov ov’
Lemme 6.15. — % et % se calculent uniquement a l'aide de la pre-
miére forme fondamentale.
Démonstration. — On a
o0X  0°P 9*P  0adP 09bOP

=a

o0~ “ouz T ud0 T Budu T oudn
—
Et donc en projetant sur Tp(, .S, nous obtenons :
DX D 0P D OP 0adP 0bOoP

v "ouon " oudv Touow Touon

: ) . D 9P D3P D 9P
Pour montrer le lemme, il suffit donc d’exprimer 5 5-.5 5.5 3, 64 €t

D OP o fonction de E, F,G. Mais on a

Ou Ov
6_E_2<82P 8P>_2<D8P 8P>

ou ou?’ du Oudu’ du
et
OF _ [ FP 0P\ [P 0P
ou  \ dvou’ Ou ou2’ Ov
OFE _, /0P 9P
o Ovou’ Ou
D’ou :
<2Q Q>_13_E
OuOu’ Ou/ ~ 2 0u
{ <2@ @>_3_F_18_E
ou du’ v/ ~— Ou 2 Ov



On connait donc les produits scalaires de é) %1: et des vecteurs d’une base

T & N D 9P .
de Tp(y)S, on connait donc 77 5. ; en effet un petit calcul montre que :
DorP 6P ﬁ
ou ou

avec
{ Ea+Ff = ;gg
Fa+Gp=9 198"
systéme d’oll on déduit facilement une expression de « et .

. A . . . D 9P _ D P
On peut faire les mémes manipulations pour exprimer 7.5~ = 5,5, ¢t

D OP
90 dv o

Prenons un exemple ot I = (du)?+ J%(u,v)(dv)?. On obtient alors facile-

ment :

D doP 4,_“]3J3P +—J 1gi2£

0.8.2.2. Le théoréeme. —

Théoréeme 6.16. — Si on note R la rotation d’angle 7/2 dans le plan
= (o1
Tp(uw)S G alors

DDy DDy JEF-G KRX)

ou Ov Ov Ou

Et donc la courbure de Gauss se calcule uniquement a l’aide de E, F,G.

Démonstration. — Puisqu’on a :

0X D 0xX 0X D ox _\
u auX°P+<au > o T avXOP*<av’”>”'

On a donc

PX _ 0D L JPX N JOX op\ L JOX )\ o7
Oudv  Oudv Oudv’ ov’ Ou o’/ ou
En projetant cette identité sur m, nous obtenons :

DoX DD, <8X _,>817

1

ou dv ~ dudv ") ou

BUEn supposant la base (‘3—5, %—IZ) directe.

Et de la méme facon :

D 3X D DX 8X 7 ov
v 0u _ Ov du Ou o’

Comme ces deux expression sont égales, nous obtenons :

DD, DD oX o [oX o
Ou Ov awou  \Nouw'"/ o ov'/ ou

Mais puisque :

0X ., _ v 504 R _ OU
<W>——<Xm> . <av’”>—‘<X’av>'

Nous obtenons finalement :

D D D D _ OU\ OV = OUV\ OV
—X———X= X, — )= X,
du v dv Ou < ’8u>8v+< 81)>8u
On remarque donc que
D D D D
ude™ duou

est orthogonale & X, c’est donc un vecteur colinéaire & R(X). On a donc
D D D D
X -

uay " avaut = R,
avec

ov
2—_
MX)F = <X’8u><
Or:

~( ) (Ro0 g+ (x5 (R
(e (50)) (mex L<av>> o

et cette quantité vaut exactement

oP 0P .\ _
ou o)~

50)
#(a0)) (R0 ()

— || X||*det L\/ EG — F2.

—||X]|? det L de t(

On a bien démontré le résultat annoncé.



Dans notre cas simple ou I = (du)?+ J?(u,v)(dv)? On a donc en prenant
oP 1_9P
X:m alors R(X):mm et

1 9P D DOP

KJ(u0) 50500 = dude ou
Mais :
DoP_DoP_  ,0)0P
ovou Oudv ou Ov
et donc
DDOP_ 0P
oudv du ou? ov’
Et donc on obtient pour la courbure de Gauss :
0%J
_ g9
K=-J 92

Pour aller plus loin, je conseille la lecture des deux derniers chapitres du
livre de Berger-Gostiaux qui est un guide de lecture et le livre de M. do

Carmo et de Spivak.
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Exercices sur la géométrie des surfaces
Exercice 6.1. — Soit ¥ le graphe de la fonction z = zy dans R3. Dans
la paramétrisation (z,y) — (x,y,xy), en un point A de ¥ calculer,
(1) la premiére forme fondamentale (A)
(2) la seconde forme fondamentale

(3) la courbure de Gauss K (A) et la courbure moyenne H(A)
Indications % ; Corrigé : %

Ezercice 6.2. — Pour chaqu’une des surfaces suivantes, calculer la pre-
miére et la seconde forme fondamentale, la courbure de Gauss et la cour-

bure moyenne :

(1) (u,v) € R? = P + utlly + vy, ol 1 et wy sont deux vecteurs de

R3 non colinéaires.
(2) (u,v) €]0,27[xR — (cosu,sinu,v).

(3) (u,v) €]0,27[xR +— (vcosu,vsinu,au). On montrera que c’est

bien une surface réguliére.

(4) (u,v) €R? — (u—u?/3 +uv?, v —v3/3 + vu?, u? — v?).

(5) (u,v) €]0,27[x]0,27[— ((a+7r cosu) cos v, (a+rcosu)sinv, rsinu).
Indications % ; Corrigé : %
Exercice 6.3. — On considére le sous-ensemble H de R? définie par
I’équation

2 + y2 =1+ 22
(1) Montrer que H est une surface C*° de R3.

(2) Grace aux coordonnées cylindriques C(r, 0, z) = riig + zk ot iy =
(cos@,sin,0), et k= (0,0,1) on notera aussi Uy = (—sin#,cos6,0), on
paramétre H par

F(z,0) = 1+ 22 iy + zk

Exprimer les matrices de premiére et seconde formes fondamentales de H
en F(z,0) dans la base

<§ZF(z, 0), ;F(z, o)>

de Tr(; 6)H. Déterminer la courbure de Gauss et la courbure moyenne de

H en F(z,0).
(3) On suppose que s — F(z(s),0(s)) est une géodésique de H para-

métrée par longeur d’arc, montrer que les fonctions s — z(s) et s +— 6(s)

vérifient les équations

1+ 222(s)

T ¢ ) =T

[(1+2%()0) =0 et (14 22(s))0” +

(4) On veut étudier les géodésiques pour lesquelles (1+ 22(s))8'(s) = 1.
Montrer qu’on peut alors paramétrer une telle géodésique par ¢ € I —
F(¢(p), @) ou I est un intervalle de R non bornée a gauche (i.e. I contient
un intervalle de la forme | — 00, a[) et montrer que la fonction ¢ doit vérifiée

(1+2¢) (d<)2 =20+,
dip

(5) Montrer qu’alors soit le fonction ¢ est nulle et la géodésique est le
paralléle z = 0 de H soit ¢ ne s’annule pas et alors la fonction ¢ — ((¢)
est strictement monotone. Montrer que si la fonction { est positive et
croissante alors

lim ((¢)=0.
p——00

En déduire que 'allure de la géodésique.
Indications % ; Corrigé : %

Ezercice 6.4. — On paramétre la sphére unité de R? a I’aide de I'inverse
de la projection stéréographique de pole Nord (i.e. le point (0,0,1)) P :
R? — S? définit par

Pl = (

Donner la matrice de la premiére forme fondamentale de S? au point
P(z,y) dans la base ((%P(ac,y), (%P(m,y)) de Tp(%y)Sz.

Comparer avec 'exercice (%
p

2 2y 2?4+t —1
1+x2+y2’1+x2+y2’1+$2+y2 :



Indications % ; Corrigé : %

Ezercice 6.5. — (1) i) Trouver les primitives des fonctions = €
| —7/2,7/2[— tanz, x €]0,7[— 1/sinx et x €] — /2, 7/2[— 1/ cosx.
ii) Trouver (en fonction du paramétre A € R) les solutions maximales
de I’équation différentielle
h// ("E) B
L+ (W(2)*

(2) Soit h : I — R une fonction C*°, on lui associe la surface
Sp = {(.’L’,y,Z) eEIXIxXRz= h(.’L‘) - h(y)}

Sp, est donc paramétrée par (z,y) € I x I — P(x,y) = (z,y, h(z) — h(y)).
On note

B 9P opP opP opP

i) Exprimer les matrices des premiére et seconde formes fondamen-

tales de Sj, en P(z,y) dans la base (%(x,y), %—];(x, y)) de Tp(y,y)Sh-
ii) Calculer les coubures moyenne et de Gauss de S,

iii) Déterminer les fonctions h pour lesquelles Sy, est une surface mi-

nimale, i.e. & courbure moyenne nulle.

(3) On consideére la surface S définie par

S = {(g;, y, 2) €] — 1/2,1/2[x] — 7/2,7/2[xR, 2 = log (COS”““) } .

cosy

i) Montrer que S est une surface minimale.

ii) On rappelle que les lignes asymptotiques sont les courbes ¢ : I —
S de classe C! telles que

o) (c(8), ' (t)) = 0.
Trouver 1’équation satisfaite par t — (z(t), y(t)) pour que la courbe

soit une ligne asymptotique.

iii) Trouver une fonction F' :| — w/2,7/2[— R tel que les lignes
asymptotiques de S soit de la forme

Ly ={(z,y,2) € S, F(z) + F(y) = A}
Indications ¥ ; Corrigé : %

Ezxercice 6.6. — On suppose que S est une surface C™ reglée de 'espace
euclidien orienté R? paramétrée par

(s,A) € I x R P(s,\) = c(s) + Ai(s),

ott I est un intervalle ouvert de R et ¢,u € C°°(I,R?) vérifie

i) : Vsel, (d(s),u(s)) =0.
i) Vs € 1, Ju(s)l| = /()] = 1.

On note

s )= 2P A PP 2P s p 2P
V(Sa/\)_ 88 <3a)‘)/\ ({')A <3a)‘)/H 88 (8,)\)/\ 8/\ (sa)‘)H

(1) Exprimer les matrices des premiére et seconde formes fondamentales
de S en P(s,A) dans la base (%—f(s, A), g—f(s,)\)) de Tp(s,n)S.
(2) Calculer les coubures moyenne et de Gauss de S.

(3) En déduire que S est une surface minimale reglée si et seulement si

pour tout s € I, les fonctions u et ¢ verifie les équations :
iii) : det(u(s),u/(s),u(s)) = 0.
iv) ¢ det(u”(s),c(s),u(s)) + det(’(s),u'(s),u(s)) = 0.
v) : det(c”(s),d(s),u(s)) — 2(c(s),u(s)) det(u'(s),  (s),u(s)) = 0.
(4) Déduire de iii) que u est planaire et donc qu’il existe un repére
orthonormée direct (O,?,j, E) tel que u(s) = cos i+ sinsj.

(5) Poser alors ¢(s) = O + x(s)i + y(s)j + z(s)k et montrer que z est
une fonction affine. Montrer que si z n’est pas constante alors les fonctions
x et y sont constantes. En déduire que soit S est incluse dans un plan soit
il existe un repére orthonormeée direct (A, i 7, E) et a € R* tel que tel que
S soit incluse dans I'hélicoide paramétrée par :

(5,\) € R? — (Acos s, Asin s, as).



Indications % ; Corrigé : %

Exercice 6.7. — Soit F : R? — R3 une paramétrisation d’une surface
So C R3. On note

N(,0) = 5-F(1,0) A 5 Ft, )/ |5 F(w,0) A 2 F(u,0)]
)

(1) Calculer la différentielle de lapplication (u,v,t) — P(u,v,t) =

F(u,v) + tN(u,v).

(2) Montrer que P est un difféomorphisme d’un voisinage de 0 sur un
voisinage U de F(0,0)

(3) Quel est le Jacobien de ce difféomorphisme en fonction du détermi-
nant de la premiére forme fondamentale et des courbures moyenne et de

Gauss de Sg.

(4) On note k et kg, les courbures principales de Sy en F'(0,0), montrer
que si (1 —tky)(1 —tka) # 0 alors il existe un voisinage de (0, 0) sur lequel
Fy(u,v) = P(u,v,t) paramétre une surface S;.

(5) Exprimer, en fonction de la premiére en seconde forme fondamentale
de Sp, les premiéres et seconde forme fondamentales de Sy, on pourra
notamment commencer par remarquer que N (u,v) reste une normale & Sy
au point Fy(u,v) = P(u,v,t).

(6) Calculer les courbures de Gauss et moyenne de Sy en fonction des

courbures principales de Sg.

(7) En déduire que si Sy est a courbure de Gauss constante a? > 0
alors S /a(gz) est & courbure moyenne constante et si Sy est a courbure

moyenne constante h alors S; /h(:ﬁ) est & courbure de Gauss constante.
Indications % ; Corrigé : %

Ezercice 6.8. — (1) Soit 0 < b < a deux réels strictement positifs,

calculer Paire du domaine

IU
Bup =) e B S + 2 <1y,

(32)Gj celle-ci est bien définie.
(33)Si celle-ci est bien définie.

(indication : faites un changement de variables pour vous ramener & un

disque.)

(2) On note ¢ = va? —b?, et on pose ' = (—¢,0). On considére les
coordonnées polaires autour de F : P(r,0) = (—c+7rcosd,rsinf). On sait
que P est un diffeomorphisme de ]0, 0o[x]0, 27| sur R?\ {(—c+t,0),t > 0},

déterminer la fonction p :]0,27[— R tel que
P YE,.p) = {(r,0) €]0,00[x]0,27], tel que 0 <7 < p(0)}.

(3) Exprimer alors I'aire de E,; dans ces coordonnées polaires. En dé-

duire que lorsque A > 1, on a

/% o 21
o (A+cosh)2 (X2 —1)3/2

Et déduire de cette derniére formule que :

/27r o 2r
o (A+cos) (A\2—1)1/2

(4) Soit maintenant 0 < r < R deux réels strictement positifs, on pa-

rametre le tore de révolution 7. g par
(5,0) €]0,27[x]0, 27 [— P(s,0) = ((R+rcoss)cosl, (R+rcoss)sinf, rsins).

On note

oP

. oP
U(s,0) = 5(579)

0 o | 00 L0

(5) Exprimer les matrices des premiére et seconde formes fondamentales

de T} g en P(s,6) dans la base (%—I;(s, 0), %g(s 9)) de Ty, 0 TR

(6) Calculer la coubure moyenne (notée H) de T g et la courbure de
Gauss (notée K) de T, g.

(7) Calculer W(r, R) fT H?dA et déterminer infoo,cp W(r, R) et
les valeurs de 7 et R qui reahsent ce minimum.
Ce calcul fait par Willmore en 1971 amena celui ci a conjecturé que pour

toute surface S de R® homéomorphe au tore on avait

W(S) = / H?dA > 2r?
S



avec le méme cas d’égalité que ci dessus. Cette conjecture de Willmore est
un domaine actif de la recherche en géometrie d’aujourd’hui; et Schmidt en
propose une preuve (les vraiments courageux peuvent regarder & hitp ://fr.arziv.org/abs/mathDG /0203224)

Indications % ; Corrigé : %

Exercice 6.9. — On considére le sous-ensemble H de R? définie par
I’équation
2+ y2 =1+ 22
(1) Montrer que H est une surface C>° de R3.

On paramétre H par
(s,0) € Rx]0, 27— P(s,0) = (cosh s cos @, cosh s sin 6, sinh s)

On note

oprP oprP oprP oprP

7(s.6) = 5-(5,0) A 55 (5,0)/ Has(s,e) A 80(5,9)” .

(2) Exprimer les matrices des premiére et seconde formes fondamentales
de H en P(s,0) dans la base (%—Ig(s, 0), %—Ig(s, 0)) de Tp(s g H.

(3) On rappelle que les lignes asymptotiques sont les courbes ¢ : [ — H
de classe C! telles que I, (c/(t),c (t)) = 0. Trouver 'équation satisfaite
par t — (s(t),0(t)) pour que la courbe t — P(s(t),0(t)) soit une ligne
asymptotique.

(4) Trouver une fonction ' : R — R telle que les solutions de ’équa-
tion trouvée précédement pour les lignes asymptotiques soient de la forme
F(s)+0=Ct

(5) En déduire que ces lignes asymptotiques sont des droites et que H

est réglée par deux familles de régles.

Indications % ; Corrigé : %



Indication exercice 6.1.
Exercice :% ; Corrigé %
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