
Master 2 Ing�enierie Math�ematique

S�eries temporelles

Exercices

Ex 1. Soit (�t)t2Z un bruit blanc Gaussien standard (de variance 1), montrer que le processus

Xt =

�
�t si t est pair,

(�2t�1 � 1)=
p
2 si t est impair,

; t 2 Z;

n'est pas une suite de variables al�eatoires ind�ependantes mais que c'est un bruit blanc faible.

Ex 2. Soient (Xt)t2Z et (Yt)t2Z deux processus stationnaires et mutuellement d�ecorr�el�es, d'autocovariances
respectives X et Y .

1) Montrer que le processus (Xt+Yt)t2Z est stationnaire et exprimer son autocovariance X+Y en fonction
de X et de Y .

2) Proposer un contre-exemple montrant que, si l'on enl�eve l'hypoth�ese de non-corr�elation entre (Xt)t2Z
et (Yt)t2Z, alors (Xt + Yt)t2Z n'est pas n�ecessairement stationnaire.

Ex 3. Soit (�t)t2Z un bruit blanc fort.

1. Ecrire une fonction de (n; !; a; b) qui g�en�ere une trajectoire de taille n de la s�erie

Xt = a cos(!t) + bt+ �t; t = 1; :::; n:

2. Pour a = 0 et b = 1 et ! = 0, simuler �a l'aide de la fonction diff() une trajectoire de taille n = 200
de la s�erie di��erenci�ee Yt = Xt �Xt�1.

3. Calculer les autocorr�elations empiriques de (Xt)t=1;:::;n et de (Yt)t=1;:::;n (commande acf()).

4. Pour a = 1, b = 0 et ! = �=6, simuler une trajectoire de taille n = 200 de la s�erie di��erenci�ee �a
l'ordre 12, Zt = Xt �Xt�12.

5. Repr�esenter les acf des s�eries Xt, Yt et Zt.

Ex 4. Soit (�t)t2N une suite de variables iid de loi N (0; 1) (un bruit blanc Gaussien).

1. A l'aide de la fonction ts(), simuler une trajectoire de taille 100 des s�eries temporelles suivantes:

a) Xt = �t b) Xt = t+ 3 + 10�t c) Xt = t2 + 1000�t
d) Xt = �t + 0:5�t�1 e) Xt = �t � 0:5�t�1 f) Xt = 0:5Xt�1 + �t
g) Xt = Xt�1 + �t h) Xt = �0:9Xt�1 + �t i) Xt = sin(t�=6) + �t

2. Repr�esenter les s�eries graphiquement ainsi que les acf et pacf empiriques.

Ex 5. On consid�ere le processus (Xt) d�e�ni, pour tout t 2 Z, par

Xt =
5

6
�t�1 � 1

6
�t�2 + �t

o�u (�t) est un bruit blanc de variance �2.
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1. Montrer que (Xt) est un processus stationnaire et calculer sa fonction d'autocorr�elation �.

2. G�en�erer une trajectoire (xn = Xn(!)) de votre mod�ele sur l'intervalle f1; : : : ; ng pour n = 300.

3. Proposer un estimateur naturel b� de sa fonction d'autocorr�elation �, et calculer b�(0); : : : ; b�(5).
Repr�esenter les valeurs sous forme de peigne, et les comparer avec les sorties de la fonction acf.

4. Ces observations sont-elles coh�erentes avec la th�eorie ?

5. Tester la stationnarit�e de votre trajectoire en combinant l'utilisation des fonctions adf.test et
kpss.test de la librairie tseries.

6. Estimer vos param�etres en utilisant la fonction arima.

Ex 6. On consid�ere le processus (Zt) d�e�ni par

Zt =
3

2
Zt�1 � 1

2
Zt�2 + �t � 1

2
�t�1 ; t 2 Z

o�u (�t)t2Z est un bruit blanc de variance �2 > 0.

1. G�en�erer une trajectoire zt = Zt(!) pour t = 1; :::; 300 et la repr�esenter graphiquement. Que
constate-t-on ?

2. Montrer que le processus se comporte comme une marche al�eatoire. Est-il stationnaire ?

3. Les sorties de adf.test et kpss.test sont-elles conformes �a la th�eorie ?

4. Proposer une transformation de donn�ees Z 0
t de Zt qui rende le processus (Z

0
t )t2Z stationnaire.

5. Calculer la trajectoire (z 0t = Z 0
t (!)) associ�ee, et v�eri�er qu'elle est bien stationnaire par l'interm�ediaire

de adf.test et de kpss.test.

6. Observer et commenter le comportement de b� et de b� �a l'aide des fonctions acf et pacf.

Ex 7. La s�erie "champagne.txt" repr�esente les ventes vt mensuelles de champagne.

1. Tracer la s�erie et ses autocorr�elations empiriques.

2. Peut-on d�etecter une tendance et une composante p�eriodique dans cette s�erie?

3. Quels �ltres peut-on appliquer pour �eliminer la tendance et la composante saisonni�ere?

4. Tracer la s�erie obtenue apr�es �elimination de la tendance et de la saisonnalit�e, ainsi que la suite de
ses autocorr�elations empiriques.

5. La s�erie obtenue peut-elle être mod�elis�ee par un bruit blanc?

6. Donner des estimations m̂t et v̂t de la tendance et de la composante saisonni�ere st.

7. Tracer la s�erie des r�esidus �̂t = vt � m̂t � ŝt et ses autocorr�elations empiriques. Est-ce un bruit
blanc?

8. Proposer une pr�evision �a l'ordre 12 des ventes de champagne.

Ex 8. �A l'aide de l'algorithme de Durbin-Levinson, calculer les 4 premi�eres valeurs de l'autocorr�elation
partielle �(0); : : : ; �(3) d'un processus stationnaire en fonction de son autocovariance .
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Ex 9. La s�erie "varve.txt" repr�esente l'�epaisseur de 634 varves de la p�eriode glaci�ere. Les varves sont
des d�epôts s�edimentaires issus de la fonte des glaciers, dont l'�epaisseur est corr�el�ee positivement avec la
temp�erature moyenne de l'ann�ee.

1. En utilisant la fonction rollapply() de la librairie zoo, calculer les moyennes et variances glissantes
de la s�erie varve. La s�erie semble-t-elle stationnaire?

2. Pour stabiliser la variance, on consid�ere le logarithme de la s�erie. La s�erie Yt obtenue semble-t-elle
stationnaire?

3. Repr�esenter la s�erie di��erenci�ee Zt = Yt�Yt�1 ainsi que ses autocorr�elations empiriques. Que vaut
l'estimation de la corr�elation entre Zt et Zt�1? entre Zt et Zt�2? La s�erie est-elle un bruit blanc?

4. Proposer une mod�elisation de la s�erie Zt. Comment estimer les param�etres du mod�ele �a partir des
acf?

5. Proposer une pr�ediction de la s�erie �a l'ann�ee suivante en utilisant que si Xt est un MA(1): Xt =
�t+ a�t�1 avec a 2]� 1; 1[ et (�t) un bruit blanc faible, alors la meilleure pr�evision lin�eaire de Xt+1

sachant le pass�e est

X̂t+1 = a
X
k�0

(�a)kXt�k:

Ex 10. On sait que si (Xt)t2Z est une s�erie chronologique stationnaire centr�ee, alors son innovation
d�e�nie pour t 2 Z par

�t = Xt ��Ht�1
(Xt)

est un bruit blanc, o�u l'on a not�e �Ht�1
l'op�erateur de projection dans L2 sur Ht�1 = vectfXs; s � t�1g.

1. V�eri�er que le processus d�e�ni, pour t 2 Z, par

Xt = �t � 5

6
�t�1 � 1

18
�t�2 +

1

9
�t�3

o�u (�t)t2Z est un bruit blanc de variance �2, est un processus stationnaire centr�e admettant une
�ecriture causale. En d�eduire que (�t)t2Z est le bruit blanc d'innovation de (Xt)t2Z.

2. Simuler une trajectoire (xn = Xn(!)) sur l'intervalle f1; : : : ; ng pour n assez grand, en prenant soin
d'estomper l'e�et des valeurs initiales (par exemple en le simulant sur l'intervalle n + d avant de
supprimer les d premi�eres valeurs).

3. Nous souhaitons estimer le processus d'innovation (�t)t2Z sur la trajectoire (xn). Pour cela, on va
noter b�k = Xk � bp1Xk�1 � bp2Xk�2 � : : :� bp`Xk�`

pour tout ` + 1 � k � n, o�u bp1; : : : ; bp` sont les estimateurs des moindres carr�es associ�es �a la
r�egression lin�eaire de Xk sur ses k valeurs pass�ees. Pour di��erentes valeurs de `, estimer le bruit
blanc d'innovation.

4. Etudier la blancheur des trajectoires b�`+1; :::; b�n en fonction des valeurs de `.

5. Estimer la variance empirique de l'innovation et la comparer avec �2.

Ex 11. Les graphiques suivant repr�esentent les autocorr�elations et autocorr�elations partielles em-
piriques de trajectoires de longueur n = 500 de processus ARMA.
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Indenti�er les processus AR, MA et ARMA en pr�ecisant les ordres dans chaque cas. On pourra utiliser
les fonctions:
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� ARMAacf pour calculer les acf et pacf th�eoriques d'un processus ARMA

� arima.sim pour simuler des trajectoires d'un processus ARMA

� arima pour estimer les param�etres d'un mod�ele ARMA

Ex 12. La s�erie "globtemp.txt" repr�esente les di��erences entre les temp�eratures annuelles depuis 1856
et la moyenne constat�ee entre 1961 et 1990. On cherche �a mettre en �evidence un �eventuel r�echau�ement
climatique signi�catif au 20�eme si�ecle.

1. Importer la s�erie sous R et la mettre au format ts.

2. A l'aide de la fonction window(), ne conserver que les donn�ees depuis 1900. E�ectuer une r�egression
lin�eaire de la s�erie en fonction du temps. Une tendance positive signi�cative apparâ�t-elle?

3. Repr�esenter les r�esidus de la r�egression pr�ec�edente. E�ectuer un test d'autocorr�elation des r�esidus
(par exemple Durbin-Watson ou Breush-Godfrey de la librairie lmtest).

4. Repr�esenter le nuage de points des r�esidus �a l'instant t en fonction des r�esidus �a l'instant t �
1. Repr�esenter les autocorr�elations empiriques des r�esidus. Cela con�rme-t-il les r�esultats de la
question pr�ec�edente?

5. En quoi le r�esultat du test remet-il en cause la signi�cativit�e de tendance de la question 2?

6. On admet que les r�esidus �t du mod�ele suivent un mod�ele autor�egressif d'ordre 1, c'est-�a-dire une
relation de la forme �t = a�t�1 + �t o�u (�t)t2N est un bruit blanc et a 2] � 1; 1[. E�ectuer une
r�egression par moindres carr�es g�en�eralis�es en supposant une structure d'AR(1) des r�esidus (utiliser
la fonction gls de la librairie nlme en pr�ecisant correlation=corAR1()).

7. Une tendance positive apparâ�t-elle suite �a cette nouvelle estimation?

8. R�ecup�erer les r�esidus normalis�es par la commande residuals(.,type="normalized"). Refaire le
test d'autocorr�elation. Le mod�ele est-il satisfaisant?

Ex 13. Soit (Xt)t2Z un processus stationnaire sur Z de moyenne m et d'autocovariance , dont on
extrait le vecteur (X1; : : : ; Xn). On d�e�nit la moyenne empirique du processus par

Xn =
1

n

nX
k=1

Xk:

1) Montrer que Xn est un estimateur non biais�e de m.

2) Montrer que Xn converge en probabilit�e vers m d�es que (n)! 0 quand n!1.

3) Si on suppose de plus que
P

h2Z j(h)j <1, montrer que

lim
n!1

n var(Xn) =
X
h2Z

(h):

4) Proposer un estimateur naturel de l'autocovariance , de l'autocorr�elation � et de l'autocorr�elation
partielle � d'un processus stationnaire.

Ex 14. Soit le polynôme de degr�e n d�e�ni, pour tout z 2 C, par

P (z) = 1� p1 z � p2 z
2 � : : :� pn z

n:

Montrer par l'absurde que la condition
Pn

i=1 jpij < 1 est su�sante pour que P soit causal.
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Ex 15. Soient (�t)t2Z un bruit blanc de variance �2 et (�t)t2Z un bruit blanc de variance �2�2, pour
0 < j�j < 1. On consid�ere les processus MA(1) sur Z engendr�es par les relations

Xt = �t � � �t�1 et Yt = �t � 1

�
�t�1:

1) Montrer que (Xt)t2Z et (Yt)t2Z ont la même fonction d'autocovariance.

2) Montrer que (�t)t2Z est le bruit blanc d'innovation de (Xt)t2Z mais que (�t)t2Z n'est pas celui de
(Yt)t2Z.

3) Montrer que le processus e�t = (I � �B)�1(I � ��1B) �t; t 2 Z est un bruit blanc de même variance
que (�t)t2Z, et qu'il s'agit de l'innovation de (Yt)t2Z.

Ex 16. Soit le processus d�e�ni par

Xt = aXt�1 + �t ; t 2 Z;

o�u (�t)t2Z est un bruit blanc de variance �2 et a 2 R.
1) Montrer que la condition jaj 6= 1 implique la stationnarit�e de (Xt)t2Z. Quelle condition suppl�ementaire

implique la causalit�e de (Xt)t2Z ?

2) On suppose maintenant que le processus est d�e�ni seulement pour t 2 N avec comme valeur initiale
X0 2 L2. Montrer que le processus n'est plus n�ecessairement stationnaire.

3) Montrer qu'un tel processus est asymptotiquement stationnaire d�es que jaj < 1.

4) Quelles conditions faut-il ajouter pour que le processus d�e�ni sur N soit stationnaire?

Ex 17. Mod�eliser par des processus ARIMA les s�eries "simul1", "simul2", "simul3"et "simul4"contenues
dans les �chiers du même nom. Repr�esenter la matrice de la m�ethode du coin pour visualiser les ordres
p; q dans chaque cas.

Ex 18. Importer la s�erie "voiture.txt" et ne conserver que les donn�ees avant la rupture. Mettre en
�evidence la pr�esence d'une tendance et d'une composante saisonni�ere.

1. A l'aide de la commande stl(,s.window="periodic"), estimer la tendance et la composante
saisonni�ere de cette s�erie. La s�erie des r�esidus peut-elle être mod�elis�ee par un bruit blanc?

2. Eliminer la tendance et la composante saisonni�ere en appliquant un ou plusieurs �ltres lin�eaires
de la forme (I � Ls)d (on pourra utiliser la fonction filter()). La s�erie obtenue peut-elle être
mod�elis�ee par un bruit blanc?

Ex 19. Extraire la s�erie DAX des donn�ees EuStockMarkets, que l'on note Xt.

1. Proposer des transformations de la s�erie pour tenter de la rendre stationnaire.

2. Ajuster un mod�ele GARCH(1; 1) sur les donn�ees Yt = ln(Xt)� ln(Xt�1) (utiliser la fonction garch).

3. Extraire les r�esidus du mod�ele pr�ec�edent. Est-ce un bruit blanc?

4. D�eduire un bon mod�ele sur les donn�ees Xt.

Ex 20. Mod�eliser par un processus SARIMA la production mensuelle australienne d'�electricit�e (en
millions de kWh) de 1956 �a avril 1990 contenue dans le �chier "elec austr.txt".

Ex 21. On consid�ere le jeu de donn�ees sanfran.dat contenant les pr�ecipitations mesur�ees mensuelle-
ment dans la r�egion de San-Francisco, entre 1932 et 1966.

1. Observer les donn�ees, mener une �etude de stationnarit�e sur les donn�ees �eventuellement di��erenci�ees.

2. Proposer un ensemble de mod�eles ARIMA saisonniers (SARIMA) permettant de mod�eliser la s�erie
chronologique, pour di��erentes valeurs de la p�eriodicit�e (par ex: 2 ans, 6 mois ...).
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3. Superposer les donn�ees r�eelles et les donn�ees mod�elis�ees de fa�con lisible (couleurs di��erentes, zoom
sur un cr�eneau de la s�erie).

4. Supprimer les 3 derni�eres ann�ees de donn�ees et les pr�edire �a l'aide de la commande predict.
Superposer les donn�ees r�eelles et les donn�ees pr�edites.

5. Reprendre la question pr�ec�edente, mais en supposant que les donn�ees interm�ediaires sont s�equen-
tiellement observ�ees (ce qui revient �a faire une s�erie de pr�edictions �a horizon 1 en r�eestimant le
mod�ele autant de fois que n�ecessaire).

6. Remarquer visuellement l'existence de changements dans le comportement global de la s�erie, puis ex-
pliquer la raison pour laquelle une fenêtre glissante comme historique de mod�elisation est susceptible
d'am�eliorer les r�esultats. Mettre en pratique cette m�ethode pour pr�edire �a nouveau s�equentiellement
les 3 derniers mois de pr�ecipitations.

Ex 22. On veut comparer les di��erents lissages exponentiels.

1. Simuler une trajectoire de taille n = 100 des s�eries Xt = �t + 1; Yt = 2t + �t + 2�t�1 � �t�3 et
Zt = t+ 2 cos(�t) + �t � �t�1 o�u (�t)t2Z est un bruit blanc Gaussien.

2. Pour chaque s�erie, e�ectuer la pr�ediction des 10 derni�eres valeurs �a partir des 90 premi�eres par
lissage exponentiel simple, double, puis de Holt-Winters. Comparer les valeurs pr�edites avec les
vraies valeurs mises de côt�e. Quel lissage semble le mieux adapt�e �a chaque s�erie?

Ex 23. Le �chier co2 contient les concentrations mensuelles en CO2 �a proximit�e du volcan Mauna
Loa (Hawa��) de 1959 �a 1997.

1. Ajuster un mod�ele sur les donn�ees.

2. Tester la pr�ediction obtenue par le mod�ele sur les 12 derni�eres valeurs de la s�erie, construite �a partir
des valeurs pass�ees.

3. Comparer avec la pr�ediction par un lissage de Holt-Winters.

Ex 24. Proposer une mod�elisation des donn�ees AirPassengers.
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