
Master 1 Ing�enierie Math�ematique

Statistique Inf�erentielle

Exercices

Ex 1. Soit (Sn)n2N et (Tn)n2N deux suites de variables al�eatoires qui convergent en loi quand n!1
vers S et T respectivement.

1. Si Sn et Tn sont ind�ependantes pour tout n, montrer que (Sn; Tn) converge en loi vers (S; T ) avec
S et T ind�ependantes.

2. Soit X1; X2; ::: une suite de variables al�eatoires r�eelles iid de carr�e int�egrable et telles que E(Xi) = 0.
On pose

Sn =
1p
n

nX
i=1

Xi et Tn =
1p
n

2nX
i=n+1

Xi:

Calculer la limite en loi de (Sn; Tn), puis de Zn = S2n � Sn.

3. En d�eduire que Sn ne converge pas en probabilit�e.

Ex 2. Soit X1; :::; Xn des v.a. r�eelles iid de loi uniforme sur [0; �] avec � > 0.

1. Montrer que b� = maxfX1; :::; Xng = X(n) est un estimateur consistant de �.

2. D�eterminer sa vitesse de convergence.

3. Montrer que e� = 2
n

Pn
i=1Xi est �egalement un estimateur consistant de � et donner sa vitesse de

convergence.

Ex 3. Soit X1; :::; Xn iid de fonction de r�epartition F . On veut estimer F (x)2 pour x 2 R.
1. Calculer l'esp�erance de bF (x)2.
2. D�eterminer la limite en loi de

p
n( bF (x)2 � F (x)2) quand n ! 1 (indication: �ecrire bF 2 = F 2 +

2F ( bF � F ) + ( bF � F )2).

3. Illustrer num�eriquement la convergence en loi sur N = 1000 �echantillons iid X1; :::; X50 simul�es, de
loi exponentielle de param�etre 1 pour x = 1.

Ex 4. Soient X1; :::; Xn iid de densit�e f et fonction de r�epartition F . On note q� le quantile d'ordre
� de X1 et on suppose la densit�e f continue et strictement positive sur un voisinage de q� (on a donc
unicit�e du quantile d'ordre � avec F (q�) = �).

1. Justi�er que pour tout � > 0,
�� := inf

x:jx�q�j��
jF (x)� �j

est strictement positif.

2. Soit dn�e le plus petit entier sup�erieur ou �egal �a n�. En utilisant le th�eor�eme de Glivenko-Cantelli,
d�eduire que le quantile empirique X(dn�e) est un estimateur consistant de q�.
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Ex 5. Soit U1; :::; Un un �echantillon de variables al�eatoires iid de loi uniforme sur ]0; 1[. On s'int�eresse
au comportement asymptotique du quantile empirique d'ordre � 2]0; 1[, U(n�) o�u on note n� = dn�e.
On veut montrer que

Zn :=
p
n
�
U(n�) � �

� loi����!
n!1

N (0; �(1� �)):

1. V�eri�er le r�esultat num�eriquement.

2. Rappeler la densit�e de la k-i�eme statistique d'ordre U(k).

3. SoitX1; :::; Xn+1 des variables al�eatoires ind�ependantes de loi exponentielle de param�etre 1, montrer

que pour tout k = 1; :::; n+ 1, Sk =
Pk
i=1Xi suit une loi Gamma �(k; 1) de densit�e

k(x) =
xk�1

(k � 1)!
e�x ; x > 0:

4. On admet le r�esultat suivant: Soient S; T deux v.a. positives ind�ependantes de densit�es fS ; fT
respectivement, la variable X = T=S a pour densit�e

fX(x) =

Z +1

0

fS(y)fT (xy)ydy ; x > 0:

Montrer que Sk=Sn+1 a même loi que U(k) (indication: poser S = Sk et T = Sn+1 � Sk).

5. D�eterminer la limite en loi de
p
n�
�
Sn�=n� � 1

�
.

6. En remarquant que

lim
n!1

n�
n

= � et lim
n!1

p
n
�n�
n
� �

�
= 0;

montrer d'apr�es la question pr�ec�edente que

p
n
�Sn�
n

� �
�

loi����!
n!1

N (0; �) et
p
n
�Sn+1 � Sn�

n
� (1� �)

�
loi����!

n!1
N (0; 1� �):

7. En d�eduire que
p
n
�
�
Sn+1 � Sn�

n
� (1� �)

Sn�
n

�
loi����!

n!1
N �0; �(1� �)

�
;

puis que

Yn :=
p
n
�
�
Sn+1 � Sn�

Sn�
� (1� �)

�
loi����!

n!1
N
�
0;
1� �

�

�
:

8. En remarquant que U(n�)
loi
= �=(1 + Yn=

p
n) (cf. question 4), montrer qu'il existe �n compris entre

0 et Yn=
p
n tel que

U(n�) = �� �

(1 + �n)2
Ynp
n
:

9. En conclure que

Zn :=
p
n
�
U(n�) � �

� loi����!
n!1

N (0; �(1� �)):

Ex 6. Soit un mod�ele param�etrique M = f�� : � 2 � � R
4g o�u � = (m;�2; �; �) avec

m = E�(X1) ; �
2 = var�(X1) ; � = E�(X1 �m)3 et � = E�(X1 �m)4:

On observe X1; :::; Xn iid dans ce mod�ele et on note bmn = 1
n

Pn
i=1Xi et b�2n = 1

n�1

Pn
i=1(Xi � bm)2.

1. Montrer que

b�2n =
1

2n(n� 1)

nX
i;j=1

(Xi �Xj)
2:

2. En d�eduire par r�ecurrence que pour n > 3,

var�(b�2n) = 1

n

�
� � (n� 3)�4

n� 1

�
:

3. D�eterminer cov�(bmn; b�2n) en fonction de �. Sous quelles conditions la covariance est-elle nulle?
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Ex 7. D�eterminer si les mod�eles suivants sont des familles exponentielles, en pr�ecisant le cas �ech�eant
les statistiques et param�etres naturels.

1. Le mod�ele Uniforme M = fU [a; b] : �1 < a < b < +1g.
2. Le mod�ele Binomial M = fB(n; p) : n 2 N�; p 2]0; 1[g.
3. La famille des lois Gamma, de densit�es fa;b(x) = xa�1e�x=ba; x > 0 : a; b > 0.

4. Le mod�ele de Cauchy de densit�es f�(x) =
�
�(1 + (� � x)2)]�1 : � 2 R.

Ex 8. Montrer que le mod�ele Gaussien multivari�e centr�e et non d�eg�en�er�e (restreint aux matrices de
covariance inversibles) est une famille exponentielle en pr�ecisant des param�etres et statistiques naturels.

Ex 9. Soit X � N (0; 1), on rappelle que la fonction caract�eristique de X est donn�ee par

'X(t) = exp(�t2=2) ; t 2 R:
1. Calculer la fonction caract�eristique d'un vecteur Gaussien standard X = (X1; :::; Xk)

>.

2. En d�eduire la fonction caract�eristique d'un vecteur Gaussien quelconque Y � N (m;�). On pourra

utiliser que Y
loi
= m+�1=2X.

Ex 10. Soit �1 < � < 1, on pose

� =

�
1 �
� 1

�
:

1. Montrer qu'il existe un vecteur Gaussien X = (X1; X2)
> de moyenne nulle et de variance �.

2. On pose Y1 = (X1 +X2) et Y2 = (X1 �X2). Donner la loi de Y = (Y1; Y2)
>.

3. Les variables Y1 et Y2 sont-elles ind�ependantes?

4. Justi�er que Y admet une densit�e sur R2 et la calculer.

Ex 11. Soit X � N (0; 1) et a > 0. on pose

Ya := X1fjXj < ag �X1fjXj � ag
1. Montrer que Ya est une variable al�eatoire Gaussienne.

2. Montrer qu'il existe b > 0 tel que
R b
0
x2e�x

2=2dx =
p
2�=4.

3. Calculer cov(X;Yb). Le vecteur (X;Yb)
> est-il un vecteur Gaussien?

Ex 12. On rappelle les trois caract�erisations importantes de l'esp�erance conditionnelle:

i) Si la loi conditionnelle de Y sachant X est de densit�e fY jX par rapport �a une mesure � qui admet
un moment d'ordre 1 presque-sûrement, alors l'esp�erance conditionnelle de Y sachant X est d�e�nie
comme l'esp�erance sous la densit�e conditionnelle

E(Y jX) =

Z
yfY jX(y)d�(y):

ii) Si Y est int�egrable, alors E(Y jX) est l'unique variable al�eatoire (p.s.) fonction de X qui v�eri�e
pour toute fonction h telle que Ejh(X)Y j <1,

E
�
h(X)Y

�
= E

�
h(X)E(Y jX)

�
:

iii) Si Y est de carr�e int�egrable, alors E(Y jX) = ��(X) o�u �� minimise � 7! E(Y � �(X)
�2

parmi les
fonctions mesurables de X.

1. Montrer que la caract�erisation iii) de l'esp�erance conditionnelle implique que pour toute fonction
h telle que Ejh(X)Y j <1, cov(Y � E(Y jX); h(X)) = 0.

2. En d�eduire que iii) et ii) sont �equivalentes si Y est de carr�e int�egrable.

3. Montrer que i) et iii) sont �equivalentes si (X;Y ); X et Y sont de densit�es fX;Y ; fX et fY par rapport
�a � et Y est de carr�e int�egrable.
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Ex 13. Soit X une variable al�eatoire de loi exponentielle de param�etre � > 0 (d'esp�erance 1=�) et Y
dont la loi conditionnelle sachant X est une loi normale d'esp�erance mX, m 2 R et de variance 1. On
pose � = (�;m).

1. D�eterminer la densit�e jointe f�X;Y de (X;Y ).

2. Montrer que E�
�
Y=XjX� = E�(Y=X). Les variables X et Y=X sont-elles ind�ependantes?

3. Soit (X1; Y1); :::; (Xn; Yn) un �echantillon iid de même loi que (X;Y ). Montrer que

bm =

Pn
i=1 YiPn
i=1Xi

et em =
1

n

nX
i=1

Yi
Xi

sont des estimateurs consistants de m. Sont-ils sans biais?

4. Comparer num�eriquement les erreurs quadratiques moyennes de bm et em pour n = 100 et � = 1.

5. En travaillant conditionnellement �a X1; :::; Xn dans un premier temps, d�eterminer le meilleur esti-
mateur de m de la forme

nX
i=1

�i(X1; :::; Xn)Yi

o�u les �i sont des fonctions (mesurables) quelconque.

6. Illustrer num�eriquement les r�esultats des deux questions pr�ec�edentes.

Ex 14. Montrer que b� = maxfX1; :::; Xng est une statistique exhaustive et totale dans le mod�ele
d'�echantillonage iid uniforme sur [0; �], � > 0.

Ex 15. Calculer l'information de Fisher dans le mod�ele d'�echantillonage iid GaussienM = fN (m;�2) :
m 2 R; �2 > 0g. Les estimateurs empiriques

bm =
1

n

nX
i=1

Xi et b�2 1

n� 1

nX
i=1

(Xi � bm)2

sont-ils e�caces?

Ex 16. Soit le mod�ele d'�echantillonage iid de Poisson de param�etre � > 0.

1. Montrer que S = S(X) =
Pn
i=1Xi est une statistique exhaustive compl�ete.

2. En d�eduire l'estimateur sans biais optimal de � et montrer qu'il est e�cace.

3. Soit T = T (X) =
Pn
i=1X

2
i . Montrer que e� = (T �S2=n)=(n� 1) est �egalement un estimateur sans

biais de �. Est-il e�cace?

4. En d�eduire E�
�
T jS�.

5. On veut maintenant estimer  =  (�) = e��. Montrer que b = 1fX1 = 0g est un estimateur sans
biais de  . Est-il consistant?

6. En d�eduire l'estimateur sans biais optimal de  .

Ex 17. Soient X1; :::; Xn iid �a valeurs dans f�1; 1g avec � la probabilit�e que X1 soit �egal �a 1.

1. D�ecrire le mod�ele statistique et montrer que c'est une famille exponentielle.

2. Calculer l'estimateur du maximum de vraisemblance de � et montrer qu'il est e�cace.

3. Pour t 2 R, on note ��(t) = E�(e
�tX1). Proposer un estimateur b��(t) de ��(t) par la m�ethode des

moments.

4. Calculer l'estimateur du maximum de vraisemblance de ��(t). Montrer qu'il est asymptotiquement
e�cace.
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Ex 18. Soit X1; :::; Xn iid de loi de Cauchy de densit�e f�(x) =
1

�

1

1 + (x� �)2
; x 2 R avec � 2 R.

1. Calculer la log-vraisemblance v(�;X), puis l'information de Fisher (on admettra que le mod�ele est
r�egulier).

2. On note b� l'estimateur du maximum de vraisemblance. Justi�er qu'il existe, est unique et rappeler
son comportement en loi quand n!1.

3. Rappeler le comportement asymptotique de e� = X(dn=2e), la m�ediane de l'�echantillon. Cet estima-
teur est-il asymptotiquement e�cace?

4. En notant S�(X) = @�v(�;X) la fonction de score et H�(X) = @�S�(X), montrer que

b� � e� = � S
e�(X)

H
e�(X)

+ oP (
p
n):

5. En d�eduire un estimateur asymptotiquement e�cace de � qui soit fonction de e�.
6. Illustrer num�eriquement les performances (convergence, biais, variance, EQM, ...) de ces trois

estimateurs calcul�es sur des �echantillons de tailles variant de n = 20 �a n = 2000 (prendre une valeur
quelconque de �).

Ex 19. Soit un mod�ele param�etrique r�egulier avec l'estimateur du maximum de vraisemblance asymp-
totiquement Gaussien de variance I(�)�1. On consid�ere un param�etre  =  (�) 2 R

q tel que  est
di��erentiable et la borne de Cramer-Rao � 7! � (�) := r (�)>I(�)�1r (�) est continue est inversible
en tout point.

1. Construire une r�egion de con�ance asymptotique pour  de niveau asymptotique 1 � � bas�ee sur
l'estimateur du maximum de vraisemblance.

2. Coder une fonction qui �a une log-vraisemblance (donn�ee sous forme de fonction de �) suppos�ee issue
d'un mod�ele r�egulier, associe une r�egion de con�ance asymptotique sur � de niveau de con�ance
1� �. On pourra se restreindre au cas � � R.

3. Tester les performances de cet intervalle de con�ance dans un mod�ele logistique de densit�e f�(x) =
e�(x��)=(1 + e�(x��))2; x 2 R sur di��erentes tailles d'�echantillons variant de n = 5 �a n = 500.

Ex 20. Soit X1; :::; Xn iid de loi �(2; �); � > 0.

1. G�en�erer un �echantillon iid X1; :::; Xn de taille n = 5 avec pour vraie valeur du param�etre � = 2.

2. On veut tester (maladroitement) l'hypoth�ese H0 : � = 2 contre H1 : � 6= 2 en supposant les donn�ees
issues d'une loi normale de moyenne 2� et de variance inconnue. Construire (�a la main) la statistique
de test et la p-value associ�ee en pr�ecisant la r�egion de rejet.

3. Comparer avec le r�esultat de la fonction t.test.

4. On veut �evaluer la probabilit�e de rejeter H0 si elle est vraie (l'erreur de premi�ere esp�ece) lorsqu'on
se �xe un niveau asymptotique � = 0:05. Reproduire l'exp�erience 10000 fois et calculer la fr�equence
de rejet de H0. Commenter.

5. Reprendre la question pr�ec�edente pour n = 50. Commenter.

6. On veut �evaluer la probabilit�e de rejeter H0 si elle est fausse (la puissance du test) au niveau
� = 0:05. G�en�erer 10000 �echantillons de taille n = 5 de loi �(2; 1:5) et calculer la fr�equence de rejet
de H0. Recommencer pour n = 50 et commenter.

7. Repr�esenter graphiquement la puissance du test pour n = 50 et � variant dans l'intervalle [1; 3].

8. En remarquant que sous H0, S :=
Pn
i=1Xi suit une loi Gamma �(2n; �), construire un test exact

de H0 de niveau � = 0:05.

9. Comparer la puissance avec celle du test pr�ec�edent sur l'intervalle [1; 3].
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Ex 21. Soient X1; :::; Xn iid de loi de Pareto de densit�e fa;b(x) = abax�(a+1)
1fx > bg; x 2 R avec

a; b > 0 les param�etres du mod�eles.

1. Calculer les estimateurs du maximum de vraisemblance ba et bb de a et b.

2. En remarquant que �Xi est de loi de Pareto de param�etres a; �b pour tout � > 0, montrer que la
loi de ba ne d�epend pas de b.

3. Montrer que g(a;X) = ba=a est une fonction pivotale.

4. Estimer les quantiles de g(a;X) par Monte-Carlo pour n = 50.

5. G�en�erer un �echantillon de taille n = 50 avec a = 2 et b = 1 et construire un intervalle de con�ance
le plus petit possible sur a de niveau de con�ance 1 � � = 0:95, en utilisant les quantiles estim�es
dans la question pr�ec�edente.

6. Proposer un test de niveau � = 0:05 de H0 : a = 2 contre H1 : a 6= 2.

7. Estimer par Monte-Carlo la puissance du test sous des valeurs de a variant entre 0:1 et 3, et la
repr�esenter graphiquement.

8. Reprendre les questions pr�ec�edentes pour tester H0 : � = 2 contre H1 : � > 2.

9. Comparer avec le test du rapport de vraisemblance sur H0 : � = 2 contre H1 : � = 3.

Ex 22. Soit le mod�ele iid Gaussien N (�; 1); � 2 R.
1. Calculer la statistique du rapport de vraisemblance pour H0 : � = 0 contre H1 : � = 1.

2. Montrer que la r�egion de rejet du test du rapport de vraisemblance est identique pour toute hy-
poth�ese alternative H1 : � = �1 avec �1 > 0.

3. En d�eduire que le test du rapport de vraisemblance pour H0 : � = 0 contre H1 : � > 0 est UPP.

4. Montrer que ce test est sans biais si on prend comme hypoth�ese alternative H1 : � 6= 0 mais qu'il
n'est plus UPP.

5. Montrer qu'il est UPPSB.

6. Montrer que le th�eor�eme de Wilks dans ce cas.

Ex 23. Soit (X1; Y1); :::; (Xn; Yn) un �echantillon iid d'un couple de variables al�eatoires (X;Y ) �a valeurs
dans des ensembles �nis fx1; :::; xKg et fy1; :::; yLg. Pour chaque paire (k; `), on note Nk` l'e�ectif observ�e

Nk` =

nX
i=1

1fXi = xk; Yi = y`g;

et �k` = P(X = xk; Y = y`). On consid�ere le mod�ele param�etr�e par le vecteur � = (�k`)k=1;:::;K;`=1;:::;L

sur les observations Nk`; k = 1; :::;K; ` = 1; :::; L.

1. D�ecrire l'espace � des param�etres. Quelle est sa dimension?

2. Ecrire la vraisemblance du mod�ele et calculer les estimateurs du maximum de vraisemblance des
�k`.

3. On veut tester si les variables X et Y sont ind�ependantes. D�ecrire le sous-ensemble de param�etres
�0 correspondant �a cette hypoth�ese et pr�eciser sa dimension.

4. Calculer la statistique du test de rapport de vraisemblance dans ce cas. Rappeler sa loi limite sous
H0 (th�eor�eme de Wilks).

5. On veut tester s'il y a des di��erences signi�catives de salaire entre hommes et femmes dans une
populations. On rel�eve la r�epartition suivante sur un �echantillon de 575 personnes:

Salaires entre 1000 et 2000 e entre 2000 et 3000e entre 3000 et 4000e > 4000e
Femmes 80 75 100 30
Hommes 50 70 110 60

Appliquer le r�esultat pr�ec�edent pour tester l'absence d'in�egalit�es sur les salaires.

6. Comparer le r�esultat avec celui obtenu par la fonction chisq.test.
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