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STATISTIQUE INFERENTIELLE
EXERCICES
Ex 1. Soit (Sp)nen et (Th)nen deux suites de variables aléatoires qui convergent en loi quand n — oo

vers S et T respectivement.

1. Si S, et T, sont indépendantes pour tout n, montrer que (S,,7T},) converge en loi vers (S,T') avec
S et T indépendantes.

2. Soit X1, Xo, ... une suite de variables aléatoires réelles iid de carré intégrable et telles que E(X;) = 0.
On pose

1 n 1 2n
Sp=— X; et T,=— X;.
n \/ﬁ; (3 € n \/HZ (3

i=n+1

Calculer la limite en loi de (S,,T},), puis de Z,, = Sa, — Sh.

3. En déduire que S,, ne converge pas en probabilité.

Ex 2. Soit X7, ..., X,, des v.a. réelles iid de loi uniforme sur [0, 8] avec 6 > 0.
1. Montrer que 6= max{Xy,..., Xp} = X(5y est un estimateur consistant de 6.
2. Déterminer sa vitesse de convergence.

3. Montrer que 6§ = %Z?:l X; est également un estimateur consistant de 6 et donner sa vitesse de
convergence.

Ex 3. Soit Xy, ..., X,, iid de fonction de répartition F. On veut estimer F(x)? pour z € R.
1. Calculer I'espérance de FA'(a:)z

2. Déterminer la limite en loi de /n(F(z)? — F(z)?) quand n — oo (indication: écrire F? = F2? +
2F(F — F) + (F — F)?).

3. Mlustrer numériquement la convergence en loi sur N = 1000 échantillons iid X7, ..., X5 simulés, de
loi exponentielle de parametre 1 pour z = 1.

Ex 4. Soient X1, ..., X, iid de densité f et fonction de répartition F'. On note g, le quantile d’ordre
a de X et on suppose la densité f continue et strictement positive sur un voisinage de g, (on a donc
unicité du quantile d’ordre a avec F(q,) = ).

1. Justifier que pour tout € > 0,
d.:= inf |F(z)—q|
|z —qa|>e
est strictement positif.

2. Soit [na] le plus petit entier supérieur ou égal & na. En utilisant le théoreme de Glivenko-Cantelli,
déduire que le quantile empirique X([,,1) est un estimateur consistant de ¢.



Ex 5. Soit Uy, ..., Uy, un échantillon de variables aléatoires iid de loi uniforme sur ]0, 1[. On s’intéresse
au comportement asymptotique du quantile empirique d’ordre a €]0, 1[, U,,,) ol on note n, = [naf].
On veut montrer que

Zn = V1 (Upn,) — @) —2= N(0,a(1 - ).

n—oo

1. Vérifier le résultat numériquement.

2. Rappeler la densité de la k-ieme statistique d’ordre Uy,.

3. Soit Xy, ..., X1 des variables aléatoires indépendantes de loi exponentielle de parametre 1, montrer
que pour tout k =1,...,n+1, S = Zle X; suit une loi Gamma I'(k, 1) de densité

l.kfl

Yi(z) = = 1)!671; , ¢ > 0.

4. On admet le résultat suivant: Soient S,T deux v.a. positives indépendantes de densités fg, fr
respectivement, la variable X = T'/S a pour densité

+oo

fx(z) = ; fs@) fr(zy)ydy , = > 0.

Montrer que Si/S,11 a méme loi que Uy, (indication: poser S =Sy, et T'= S, 41 — Sg).
5. Déterminer la limite en loi de /i, (Sna [N — 1).

6. En remarquant que
n n
lim = =a et lim \/ﬁ(—a—a)zo,
n

n—oo N n— 00

montrer d’apres la question précédente que

\/E(SZQ ) 2 N (0.0) et Vi

n—oo

Snt1 = Sne _ (1—a)) 5 N (0,1~ a).

n—oo

n

7. En déduire que

Sn+1 - Sna Sna loi
\/ﬁ(a S (1—a) 2 ) s N(0,0(1 - ),

puis que

Y, ::\/ﬁ(aM—(l—a)) Lot )./\/(0,1;&).

Sna n—oo

8. En remarquant que Uy, Lot a/(1+Y,//n) (cf. question 4), montrer qu’il existe &, compris entre

0 et Y, /+/n tel que

U g Yn
R (R REV

9. En conclure que
Zn = \/E(U(na) — a) IL) N(0,0é(]. — Clc))

n—o0
Ex 6. Soit un modele paramétrique M = {up : 8 € © C R*} ou § = (m, 0>, k,7) avec
m=Ey(X1), 0® =varg(X1), k =Eg(X1 —m)® et n=Ey(X; —m)™.
On observe X1, ..., X, iid dans ce modele et on note m, = = > " | X; et 62 = 231" (X; —m)>.

1. Montrer que
n

. 1 .
~2 2
2. En déduire par récurrence que pour n > 3,

1( B (n—3)a4)'

varg (02) = - —

3. Déterminer covy(fin,02) en fonction de 6. Sous quelles conditions la covariance est-elle nulle?



Ex 7. Déterminer si les modeles suivants sont des familles exponentielles, en précisant le cas échéant
les statistiques et parametres naturels.

1. Le modele Uniforme M = {U]a,b] : —o00 < a < b < +o0}.

2. Le modele Binomial M = {B(n,p) : n € N*,p €]0, 1[}.

3. La famille des lois Gamma, de densités f,p(z) = 2 e /0% x> 0:a,b> 0.
4. Le modele de Cauchy de densités fy(z) = [r(1+ (§ —z)?)] "t : 0 € R.

Ex 8. Montrer que le modele Gaussien multivarié centré et non dégénéré (restreint aux matrices de
covariance inversibles) est une famille exponentielle en précisant des parametres et statistiques naturels.

Ex 9. Soit X ~ N(0,1), on rappelle que la fonction caractéristique de X est donnée par
ox(t) = exp(—t*/2) , t € R.
1. Calculer la fonction caractéristique d'un vecteur Gaussien standard X = (Xq,..., X;) .
2. En déduire la fonction caractéristique d’un vecteur Gaussien quelconque Y ~ A'(m, ). On pourra
utiliser que ¥ % m + N1/2X.
Ex 10.  Soit —1 < p < 1, on pose
(3]

1. Montrer qu’il existe un vecteur Gaussien X = (X1, X5)" de moyenne nulle et de variance X.

2. On pose Vi = (X; + X5) et Y2 = (X; — X5). Donner la loi de Y = (Y3,Ys) .
3. Les variables Y7 et Y5 sont-elles indépendantes?
4

. Justifier que Y admet une densité sur R? et la calculer.
Ex 11.  Soit X ~ N (0,1) et a > 0. on pose
Y, = X1{|X| < a} — X1{|X]| > a}
1. Montrer que Y, est une variable aléatoire Gaussienne.
2. Montrer qu’il existe b > 0 tel que fob 22" 2dy = /27 /4.
3. Calculer cov(X,Y;). Le vecteur (X,Y;)" est-il un vecteur Gaussien?

Ex 12. On rappelle les trois caractérisations importantes de 'espérance conditionnelle:

i) Si la loi conditionnelle de Y sachant X est de densité fy|x par rapport & une mesure v qui admet
un moment d’ordre 1 presque-siirement, alors I’espérance conditionnelle de Y sachant X est définie
comme ’espérance sous la densité conditionnelle

BYIX) = [ ufx(@)dvly).
i) SiY est intégrable, alors E(Y|X) est l'unique variable aléatoire (p.s.) fonction de X qui vérifie
pour toute fonction h telle que E|h(X)Y| < oo,
E(h(X)Y) = E(h(X)E(Y|X)).
i) S1Y est de carré intégrable, alors E(Y|X) = p*(X) ou p* minimise p — E(Y — p(X))2 parmi les
fonctions mesurables de X.

1. Montrer que la caractérisation #ii) de 'espérance conditionnelle implique que pour toute fonction
h telle que E|h(X)Y] < oo, cov(Y — E(Y|X), h(X)) = 0.

2. En déduire que iii) et 74) sont équivalentes si Y est de carré intégrable.

3. Montrer que 7) et i4i) sont équivalentes si (X,Y), X et Y sont de densités fx y, fx et fy par rapport
avetY est decarré intégrable.



Ex 13.  Soit X une variable aléatoire de loi exponentielle de paramétre A > 0 (d’espérance 1/A) et ¥
dont la loi conditionnelle sachant X est une loi normale d’espérance mX, m € R et de variance 1. On
pose 6 = (\,m).

1. Déterminer la densité jointe fggy de (X,Y).
2. Montrer que Eg(Y/X|X) = Eo(Y/X). Les variables X et Y/ X sont-elles indépendantes?
3. Soit (X1,Y1), ..., (X,,Y,) un échantillon iid de méme loi que (X,Y’). Montrer que

2?21 X

sont des estimateurs consistants de m. Sont-ils sans biais?

D> 0% NSRS R0
= = t - — _°
7 =13 ¢

4. Comparer numériquement les erreurs quadratiques moyennes de m et m pour n = 100 et A = 1.

5. En travaillant conditionnellement & X7, ..., X,, dans un premier temps, déterminer le meilleur esti-

mateur de m de la forme .

> i(X1, ... Xn)Y5

i=1

ou les ¢; sont des fonctions (mesurables) quelconque.

6. Illustrer numériquement les résultats des deux questions précédentes.

Ex 14. Montrer que 6 = max{Xy,...,X,,} est une statistique exhaustive et totale dans le modele
d’échantillonage iid uniforme sur [0, 6], 6 > 0.

Ex 15.  Calculer I'information de Fisher dans le modele d’échantillonage iid Gaussien M = {N(m, 0?) :
m € R,0? > 0}. Les estimateurs empiriques

L1 o 1 12
m:ﬁ;Xi et o n_lz(X,-—m)

sont-ils efficaces?

Ex 16.  Soit le modele d’échantillonage iid de Poisson de parametre § > 0.
1. Montrer que S = S(X) = Y7 | X; est une statistique exhaustive compléte.
2. En déduire ’estimateur sans biais optimal de 6 et montrer qu’il est efficace.

3. Soit T = T(X) = Y7, X2. Montrer que § = (T — 5%/n)/(n — 1) est également un estimateur sans
biais de 0. Est-il efficace?

4. En déduire Ey(T'|9).

5. On veut maintenant estimer 1) = () = e~?. Montrer que ) = 1{X; = 0} est un estimateur sans
biais de . Est-il consistant?

6. En déduire I'estimateur sans biais optimal de .

Ex 17. Soient X7, ..., X,, iid a valeurs dans {—1,1} avec 6 la probabilité que X; soit égal a 1.

1. Décrire le modele statistique et montrer que c’est une famille exponentielle.
2. Calculer l'estimateur du maximum de vraisemblance de 6 et montrer qu’il est efficace.

3. Pour t € R, on note ¢y(t) = Eg(e~t*X1). Proposer un estimateur (Z@(t) de ¢y(t) par la méthode des
moments.

4. Calculer I'estimateur du maximum de vraisemblance de ¢y (t). Montrer qu’il est asymptotiquement
efficace.



1 1

Ex 18.  Soit Xj,..., X, iid de loi de Cauchy de densité fy(z) = ——————=,r € R avec § € R.

T a1+ (z—0)

Calculer la log-vraisemblance v(#, X), puis 'information de Fisher (on admettra que le modele est
régulier).

On note 8 estimateur du maximum de vraisemblance. Justifier qu’il existe, est unique et rappeler
son comportement en loi quand n — cc.

Rappeler le comportement asymptotique de 6= X(rn/21), la médiane de I’échantillon. Cet estima-
teur est-il asymptotiquement efficace?

En notant Sy(X) = dpv(0, X) la fonction de score et Hy(X) = 0y9Sy(X), montrer que

5o S(X)
0—-6= H;(X)

+ OP(\/E).

En déduire un estimateur asymptotiquement efficace de 6 qui soit fonction de 0.

Mlustrer numériquement les performances (convergence, biais, variance, EQM, ...) de ces trois
estimateurs calculés sur des échantillons de tailles variant de n = 20 & n = 2000 (prendre une valeur
quelconque de 6).

Ex 19.  Soit un modeéle paramétrique régulier avec I’estimateur du maximum de vraisemblance asymp-

totiquement Gaussien de variance Z(6)7*.

L. On considére un parametre ¢ = () € RY tel que 1) est

différentiable et la borne de Cramer-Rao 6 — X, (6) := V¢)(0) "Z(8) "1 Ve)(8) est continue est inversible
en tout point.

1.

2.

3.

Construire une région de confiance asymptotique pour ¢ de niveau asymptotique 1 — a basée sur
I’estimateur du maximum de vraisemblance.

Coder une fonction qui & une log-vraisemblance (donnée sous forme de fonction de #) supposée issue
d’un modele régulier, associe une région de confiance asymptotique sur § de niveau de confiance
1 — a. On pourra se restreindre au cas © C R.

Tester les performances de cet intervalle de confiance dans un modele logistique de densité fy(z) =
e=@=0 /(1 + e~ (=2 2 ¢ R sur différentes tailles d’échantillons variant de n = 5 & n = 500.

Ex 20. Soit Xj,..., X, iid de loi T'(2,0),6 > 0.

1.
2.

Générer un échantillon iid Xy, ..., X, de taille n = 5 avec pour vraie valeur du parametre 6§ = 2.

On veut tester (maladroitement) I’hypothese Hy : € = 2 contre H; : 8 # 2 en supposant les données
issues d’une loi normale de moyenne 26 et de variance inconnue. Construire (4 la main) la statistique
de test et la p-value associée en précisant la région de rejet.

Comparer avec le résultat de la fonction t.test.

On veut évaluer la probabilité de rejeter Hy si elle est vraie (I’erreur de premiere espéce) lorsqu’on
se fixe un niveau asymptotique a = 0.05. Reproduire I'expérience 10000 fois et calculer la fréquence
de rejet de Hy. Commenter.

Reprendre la question précédente pour n = 50. Commenter.

On veut évaluer la probabilité de rejeter Hy si elle est fausse (la puissance du test) au niveau
a = 0.05. Générer 10000 échantillons de taille n = 5 de loi I'(2, 1.5) et calculer la fréquence de rejet
de Hy. Recommencer pour n = 50 et commenter.

Représenter graphiquement la puissance du test pour n = 50 et # variant dans 'intervalle [1, 3.

En remarquant que sous Hp, S := Z?:l X; suit une loi Gamma I'(2n,6), construire un test exact
de Hy de niveau a = 0.05.

Comparer la puissance avec celle du test précédent sur U'intervalle [1, 3].



Ex 21.  Soient Xi,...,X,, iid de loi de Pareto de densité f,;(z) = ab®z~@TV1{z > b},z € R avec
a,b > 0 les parametres du modeles.

1.
2.

8.
9.

Calculer les estimateurs du maximum de vraisemblance @ et b de a et b.

En remarquant que AX; est de loi de Pareto de parametres a, A\b pour tout A > 0, montrer que la
loi de @ ne dépend pas de b.

Montrer que g(a, X) = a/a est une fonction pivotale.
Estimer les quantiles de g(a, X) par Monte-Carlo pour n = 50.

Générer un échantillon de taille n = 50 avec @ = 2 et b = 1 et construire un intervalle de confiance
le plus petit possible sur a de niveau de confiance 1 — a = 0.95, en utilisant les quantiles estimés
dans la question précédente.

Proposer un test de niveau o = 0.05 de Hy : a = 2 contre Hy : a # 2.

Estimer par Monte-Carlo la puissance du test sous des valeurs de a variant entre 0.1 et 3, et la
représenter graphiquement.

Reprendre les questions précédentes pour tester Hy : 8 = 2 contre Hy : 6 > 2.

Comparer avec le test du rapport de vraisemblance sur Hy : 8 = 2 contre H; : § = 3.

Ex 22.  Soit le modele iid Gaussien N'(6,1),6 € R.

1.
2.

3.
6.

Calculer la statistique du rapport de vraisemblance pour Hy : @ = 0 contre Hy : 0 = 1.

Montrer que la région de rejet du test du rapport de vraisemblance est identique pour toute hy-
pothese alternative H; : § = 6; avec 6; > 0.

En déduire que le test du rapport de vraisemblance pour Hy : § = 0 contre Hy : 6 > 0 est UPP.

Montrer que ce test est sans biais si on prend comme hypothése alternative Hy : 8 # 0 mais qu’il
n’est plus UPP.

Montrer qu’il est UPPSB.

Montrer que le théoreme de Wilks dans ce cas.

Ex 23.  Soit (X1,Y1), ..., (Xp, Yy) un échantillon iid d’un couple de variables aléatoires (X,Y") & valeurs
dans des ensembles finis {z1, ...,k } et {y1,...,yr}. Pour chaque paire (k, £), on note Ny, Peffectif observé

Nipe = Zﬂ{Xi =Tk, Y; = Ye},
=1

et Oy = P(X = 2,Y = y;). On consideére le modele paramétré par le vecteur 0 = (Op¢)g=1,... K t=1,..L
sur les observations Ny, k=1,....K,{=1,...,L.

1.
2.

Décrire ’espace © des parametres. Quelle est sa dimension?

Ecrire la vraisemblance du modele et calculer les estimateurs du maximum de vraisemblance des
ekg.

On veut tester si les variables X et Y sont indépendantes. Décrire le sous-ensemble de parametres
Oy correspondant a cette hypothése et préciser sa dimension.

. Calculer la statistique du test de rapport de vraisemblance dans ce cas. Rappeler sa loi limite sous

Hj (théoreme de Wilks).

On veut tester il y a des différences significatives de salaire entre hommes et femmes dans une
populations. On releve la répartition suivante sur un échantillon de 575 personnes:

Salaires | entre 1000 et 2000 € | entre 2000 et 3000€ | entre 3000 et 4000€ | > 4000€
Femmes 80 75 100 30
Hommes 50 70 110 60

Appliquer le résultat précédent pour tester I’absence d’inégalités sur les salaires.

Comparer le résultat avec celui obtenu par la fonction chisq.test.



