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1 Introduction

On veut modéliser une variable Y (variable & expliquer, réponse) en fonction d’une ou plusieurs variables
explicatives Xy, ..., X, (covariables). L’objectif est de prédire ou simplement expliquer Y & partir des
données disponibles X, ...,X,. Grossiérement, on cherche une fonction f telle que Y ~ f(Xy,...,X,).
Dans ce cours, on se limitera au cas simple ou f est linéaire (ou affine). La méthode varie selon si les
variables sont qualitatives ou quantitatives.

— Régression linéaire : Y et Xy, ..., X,, quantitatives.
On suppose un lien linéaire entre les variables de la forme

Y:ﬁ0+61X1+...+ﬁpo+6,

ou les coefficients Sy, 31, ..., 8, sont des rééls inconnus et e est un bruit correspondant & la part
de Y indépendantes des variables explicatives. L’objectif principal est d’estimer les coefficients

/BOaﬁh "'7Bp'

— Analyse de variance (ANOVA) : Y quantitative, Xy, ..., X, qualitatives.
Expliquer Y revient & attribuer une valeur moyenne dans chaque classe définie & partir des valeurs
de Xy, ..., X, (par ex. si X; peut prendre k; valeurs possibles, il existe k; x... x k,, classes différentes).
On peut alors essayer d’évaluer si chaque variable explicative a une influence ou non sur Y.

— Analyse de covariance (ANCOVA) : Y quantitative, Xy, ..., X,, qualitatives et quantitatives.
Les valeurs différentes des variables explicatives qualitatives définissent des classes dans lesquelles
on effectue la régression linéaire de Y sur les variables explicatives quantitatives.

Lorsque Y est qualitative et les variables explicatives Xy, ..., X, sont & la fois qualitatives et quantitatives,
on peut utiliser des méthodes similaires, par exemple la régression logistique, pour modéliser un lien entre
les variables. Cette situation ne sera pas traitée dans ce cours.

De maniére générale, la meilleure approximation de Y (pour le cott quadratique) par une fonction des
X; est donnée par ’espérance conditionnelle

fXe, ., Xp) =EY Xy, ... Xp),

qui est bien stir inconnue en pratique. Lorsque Y admet un moment d’ordre 2, I’espérance conditionnelle
minimise ’erreur quadratique E [(Y — Xy, ..., Xp))z]. Si le vecteur (Y, Xq,...,X,) est Gaussien, on sait
que l’espérance conditionnelle est une fonction affine. Dans ce cas, on peut donc se restreindre aux
fonctions f linéaires en 1,X;, ..., X,,

f(Xla "';Xp) = 50 + /31X1 + ...+ Bpoa

ce qui justifie le terme régression linéaire.



2 Reégression linéaire simple

Supposons dans un premier temps que l'on dispose d’une seule variable explicative X. On observe un
échantillon {y;, z;}i=1, .. ,vérifiant

Yi = Bo+ Bixi + €, i=1,...,n.

Le modeéle s’écrit sous la forme matricielle

y=XB+e
avec
Y1 1z 5 €1
= : , X = : : , B= 0 et e=
Y : o B ( 5 )
Yn 1 Ln €n

On suppose que les variables explicatives x; sont déterministes (non aléatoires). L’alea est uniquement
di & la présence des bruits ¢;. Ainsi, seuls les vecteur y et € sont des réalisations des variables aléatoires,
X et S sont déterministes (par ailleurs, seuls y et X sont connus du statisticien). On suppose de plus que
les bruits ¢; sont

— centrés : E(¢;) =0,

— non-corrélés : Vi # j, cov(e;, ;) =0,

— de variances égales (homoscédastiques) : var(e;) = 02 < cc.

Ces hypothéses, dites hypothéses faibles du modéle linéaire, sont résumées par les égalités matricielles
E(e) = 0 et var(e) = o2 I. Les hypothéses fortes du modéle linéaires supposent en plus que € est un vecteur
Gaussien, auquel cas les ¢; sont indépendants car non-corrélés.

Un lien affine entre des variables x et y se traduit par une corrélation linéaire non nulle. En notant
u = %Z?:l u; la moyenne empirique d’une variable u € R™, le coefficient de corrélation linéaire ou
coefficient de Pearson est défini par

TY—T Yy
play) = —L T
T2 — 52 y2 _ yQ
oy =237 w22 =13" a?ety?= 13" 42 Laquantité Ty — T y correspond 4 la covariance

empirique entre x et y, c’est-a-dire la covariance de I’échantillon (x;,y;)i=1,... ». Les quantités 22 — 72 et
y2 — 72 sont les variances empiriques de z et y. Le coefficient de corrélation de Pearson est compris entre
—1et 1 (on le montre avec 'inégalité de Cauchy-Schwarz). Le lien affine entre z et y est d’autant plus net
que p(z,y) est proche de 1 ou —1 (1 pour une relation croissante et —1 pour une relation décroissante).
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La régression linéaire peut servir & modéliser certaines relations non-linéaires entre deux variables, en
utilisant des transfomations de variables préalables. Par exemple une relation du type y = ax® est
équivalente & une relation affine entre log(z) et log(y). De méme, un lien exponentiel y = ae®® correspond



au modeéle linéaire log(y) = log(a)) + Blog(x). Une relation polynomiale y = P(z) ou P est un polyndme
de degré d équivaut a exprimer y comme une fonction linéaire des variables 1, z, 22, ..., ¢, qui entre donc
dans le cadre de la régression linéaire (multiple).

Un coefficient de corrélation de Pearson proche de zéro ne signifie pas que z et y sont indépendantes mais
seulement qu’une modélisation de y par une fonction affine de x n’est pas pertinente. Par exemple, une
relation du type y = 22 + € sur [—1, 1] donnera une valeur de p(z,y) proche de zéro.

Pour mettre en évidence ’existence d’une relation monotone (pas forcément linéaire) entre x et y du type
yi = f(x;) + ¢ ou f est une fonction monotone, on peut utiliser le coefficient de corrélation de Spearman
qui se construit & partir des rangs des variables z et y. En notant r; € {1,...,n} le rang de x; (on a donc
Xy, = ... = T, , en privilégiant en cas d’égalité I'indice le plus petit) et s; le rang de y;, le coefficient de
corrélation de Spearman est défini par

S—TSs
ps(@,y) = p(r,s) = —= =
V12 =72/ s2 — 52
L’idée intuitive du coefficient de corrélation de Spearman est de dire que si Y est une fonction monotone

de X alors les rangs de x et y verifient » = s dans le cas d’une relation croissante, et » = n — s dans le
cas d’une relation décroissante. Dans les deux cas, les variables r et s sont liées linéairement.

2.1 Meéthode des moindres carrés ordinaires

Une fois mis en évidence ’existence d’un lien linéaire entre deux variables x et y, I’étape suivante consiste
A évaluer précisément la nature du lien. Dans le modéle

yi = Bo + Prx; + €,

cela se résume simplement & estimer les paramétres 3y et 31 correspondent respectivement & ’ordonnée &
Porigine (intercept) et a la pente de la droite qui décrit la relation linéaire. Pour estimer ces paramétres,
on cherche la droite la plus "adaptée" au nuage de point. On définit ’estimateur des moindres carrés
ordinaires (MCO) 3 = (8o, 31)T comme le minimiseur de

1 n
R(b) = - ;(yi — by — bix;)?, b= (bo,b1)" € R

Proposition 2.1 Le minimiseur 3 = (Bo, Bl)‘r = arg l{n]iRr; R(b) est unique, donné par
€

Preuve. La fonction R(.) est strictement convexe sur R? et coercive (cad limpj_ec R(b) = 00). Le mini-
miseur ﬁ est donc 'unique solution des conditions du premier ordre

n

IR » R . A A
87)0(5) = —7211:21(% — Bo — pra;) = =2 (g — By — ﬂlf) —0,
272(5) = —% ;:cz(yz - Bo - lel) = -9 (@_ B(@_ 31?) —0,

et on retrouve le résultat. O



On montre que 3 est une estimateur sans biais de 3. En effet E(y;) = E(Bo + B1wi + €;) = Bo + frx; par
hypothése. On a donc E(g) = By + 51T et E(zg) = BoT + S122, ce qui donne

x2 — 72 o e

E(Bo) = E(@) — E(81)Z = Bo + B1T — B1T = Bo.

On peut également calculer la variance de ces estimeurs ainsi que leur covariance. On remarque tout
d’abord que var(y;) = var(e;) = o2, var(y) = 0?/n = cov(y;,y) (par indépendance des y;) et

o cov(@TG,Y) —Tvar(y) =30 xicov(y,y) —Tvar(y) To? — To?
COV(ﬁl’y) - 2 2 = : 5 -2 = - =0.
T e —x n(z? — )
On déduit
Var(Bl) _var (% > i (€ 37)%) _ % S — )% var(y;) _ (22 — 7%)0? _ o2
(z2 — 72)2 22 — 72)2 W@ -2 n(@@—z%)
B ¥ - i) ) + 7% var(B) @8 ? To? 7202
var =var(y — 517) = var(y) + T° var — 2% cov (¥, -, T _ ’
( 0) Yy 1 (y 1 ) 1) n ’)’L(I2 _ E2) TL(.’,E2 B EQ)
3, B —zo?

cov(B1, Bo) = cov(Br, 7 — $1T) = cov(B1,7) — Fvar(p1) = —————

On montrera par la suite que § est optimal parmi les estimateurs linéaires sans biais (parmi tous les
estimateurs sans biais dans le cas Gaussien).

A chaque observation y;, correspond une prévision g; := BO +lei. L’écart €; := y; — ; entre ’observation
et la valeur prédite est appelé résidu. C’est en quelque sorte un estimateur du bruit ¢;, qui lui n’est pas
observé. On montre facilement que les résidus é; sont centrés

E(&) = E(yi — 9i) = E(Bo + Brxi + € — BO - 31%) =0,

et de moyenne empirique nulle

n

I~ 1 A

EZQ: EZ(yi_yi) =y —Po— Pz =0.
=1 i=1

Le dernier paramétre inconnu du modéle est la variance du bruit 02 = var(e;). Un estimateur sans biais

de o2 est donné par
2 1 ¢ S \2 1 o
o= n_22(yi—yi) = n_2zei'
i1 i1

Dans le cas Gaussien e ~ N(0,0%1), on montrera que 5262 suit une loi du chi 2 & (n — 2) degrés de

liberté, notée x2(n — 2).

2.2 Tests sur les paramétres du modéle

On s’intéresse maintenant & tester la nullité des paramétres 5y et 1. Théoriquement, ces tests ne sont
valides que sous I’hypothése forte de normalité des bruits. Cependant, ils restent généralement valables
asymptotiquement dans le cas non-Gaussien. Dans cette partie, on se place donc dans le cas Gaussien.
On note 1 = (1,...,1) T, on sait que

y ~ N (Bol + Brz,0?1).



Les estimateurs [y et (1 sont des transformations linéaires de y, ils sont donc également Gaussiens.
Connaissant, leurs espérances et variances, on déduit

R 202 . o2
BONN 50)7772 et ﬁlN ﬂ17772 .
n(x? —T°) n(x? — )
On admettra dans un premier temps les deux propriétés suivantes
= *(n—2).

— les variables 62 et 3 sont indépendantes.
On donnera une preuve de ces affirmations dans le cas général de la régression linéaire multiple.

On rappelle que la loi de Student a d degrés de liberté, notée 7y, est le rapport entre une loi normale
standard et la racine carréee d’une loi du x?(d) indépendante renormalisée par d :

i N(0,1)
T S
On a donc _
o2 22 Va2 _ 72
Vit (= ) x 5= v ffc (B — o) ~
et

/2 =2 /
\/ﬁ%(ﬁl_ﬁl)xg_\f (51 B1) ~ Tn—2

On remarque que ces statistiques ont pour seules inconnues /3’0 et B1 ce qui permet de construire un test
sur une valeur particuliére des paramétres. Par exemple, pour tester la nullité de 81, Ho : S1 = 0 contre

1 : B1 # 0 pour mettre en évidence l’existence ou non d’une relation affine entre X et Y, on s’intéresse
A la statistique de test

Toyr YE T h
o

qui suit une loi de Student 7,_o sous Hg. On rejettera donc ’hypothése nulle au niveau « si |T| est
supérieure au quantile de la loi de Student correspondant ¢,,_2(1 — §). Ce résultat permet également de
construire des intervalles de confiance pour Sy et 51, par exemple

5 Uth _%

P A -

a
Uth _5

=1-—a.

\51<Bl

Ces tests et intervalles de confiance sont exacts dans le cas Gaussien et asymptotiquement exacts dans le
cas non-Gaussien, sous des hypothéses faibles. En pratique, on peut souvent raisonnablement considérer
que les tests et intervalles de confiance sont valables & partir de n = 50, voire n = 30, méme aprés avoir
rejeté ’hypothése de normalité des résidus.

2.3 Analyse de la variance

Le vecteur y € R™ peut se décomposer en une partie expliquée par x et une partie résiduelle. En construi-
sant l'estimateur .
f = arg min [y — bl — by ||,

ou |||l de51gne la norme Euclidienne usuelle sur R™, on considére en fait la projection orthogonale § =
ﬁol — ﬂlm de y sur I'espace engendré par x et le vecteur constant 1 = (1,...,1)". En conséquence, le
vecteur des résidus é = (éy,...,é,) " est orthogonal & = et 1 (on le vérifie facilement par le calcul). En
réécrivant I’égalité y = Byl + 1 + € comme

Ty—Ty

Yy=—7l=—=-—7

(r —T1) + ¢,
2 -7



le théoréme de Pythagore entraine

- : @-zy)* .
o — 71| + [|é]* = - + 1€,

Ty
_ Ty —TryY
ly —71|* = %

(z? — %)
La quantité ||y — 71||? est appelée somme des carrés totale (SCT), n(Tg — T 7)? /(22 — T2) est la somme
des carrés expliquée (SCE) et ||€]|? = (n — 2)62 est la somme des carrés résiduelle (SCR). Le rapport

SCE (zy — T 7)*
2. _ _ 2
YT T meme -y Y

est appelé coefficient de détermination. Il est un indicateur, compris entre 0 et 1, de la qualité de la
régression. Il est proche de zéro lorsque les variables y et « ne sont pas liées linéairement. Sous I’hypothése
de normalité des bruits, il peut étre utilisé pour tester 'existence d’une relation affine entre x et y, en
remarquant que 1 — R? = (n — 2)62/||ly — y1||? et
(n—2) R? _ n@—f@)z _ n(z? TEQ),Bf _
1-R?* (22 -7?)52 G2

ou T est la statistique de Student utilisée pour tester Ho : S; = 0 (voir précédemment). Sous Hy, la
statistique de test (n — 2)R?/(1 — R?) est donc le carré d’une loi de Student 7,,_o qui correspond & une
loi de Fisher a 1 et n — 2 degrés de liberté.

2.4 Prédiction

On suppose maintenant que 1’on dispose d’une nouvelle observation x,, 1 avec laquelle on veut prédire la
valeur y,41 associée. Contrairement aux tests et intervalles de confiance sur les paramétres, les intervalles
de prédictions traités dans cette partie ne sont valables que sous ’hypothése de normalité des bruits. On
suppose donc

Ynt1 = Bo + Brnt1 + €ns1 ~ N(Bo + B1zny1,07)

et €n41 est indépendant des valeurs passées, en particulier de B et 62. On définit naturellement le prédic-
teur gn41 = Bo + f1n+1, qui est Gaussien d’espérance et variance

E(fnt1) = Bo + Brni1

2073 4 .2 =
R R » N o“(z*+x — 27x
var(fint1) = var(Bo) + 22, var(B1) + 2241 cov(Bo, 1) = ( (%'H ) nt1) =%
n(z? —=

Par indépendance entre y,11 et §n+1, on déduit
Ynt1 — Gnt1 = (Bo — Bo) + (B1 — B1)Tnt1 + €nt1 ~ N(0,0%(1 +v)).
Puisque 62 est indépendant de B et yn+1, la statistique

Yn+1 — Jn+1 ~ Ynt1 — Ynt1

o
X — =
ov1+o o ov1+v

suit une loi de Student & n — 2 degrés de liberté. On obtient finalement l’intervalle de confiance

P(gn+1 —&\/1+U tn,Q(l — %) < Yn+1 < :I/JnJrl +6’\/1+'U tn,Q(]. — %)) =1-oq.



3 Régression linéaire multiple

On s’intéresse maintenant & modéliser une variable Y en fonction de plusieurs variables explicatives
X1, ..., Xp. Le modele est une généralisation de la régression linéaire simple. On observe des réalisations
indépendantes {y;, 14, ..., Tpi }i=1,....n, avec

Yi = Bo + Prxri + ... + Bpxpi + €, 1 =1,...,n,

ot comme précédemment, les ¢; sont centrés, de méme variance 02 < oo et non-corrélés. Le modéle s’écrit
sous forme matricielle

y=XB+e,
avec
Bo
1 =z ..o €
Y1 11 pl 8 1
y=| | X=|: 1 o 8= | et e=
Yn 1 21 ... Zpn Bp €n

3.1 Méthode des moindres carrés ordinaires

Comme dans le cas de la régression simple, on cherche & estimer 3 et o2. L'estimateur des MCO /3 est
défini comme 'unique minimiseur de

R(b) = |y — Xb|%, be RV,

On suppose que p < n et que X est de rang p+ 1. Sous ces hypothéses, 'estimateur B est I'unique solution
des conditions du premier ordre

VR(B) = —2X Ty +2XXB =0 <= f=X"X)"'XTy.

On remarque que X' X est inversible du fait que X est de plein rang.

Proposition 3.1 L’estimateur des MCO B est un estimateur sans biais de 8 de matrice de variance
var(f) = o2(X X)L,
Preuve. Comme X est déterministe, on a E(y) = E(X3 + ¢) = X3 et var(y) = var(e) = 02 1. On obtient
E(f) = E(X"X)"'XTy) = (XTX)'XTE(y) = XTX)"'X'Xg =53
var(8) = var(X"X) 7' XTy) = (XTX) X T var(y) X(XTX) ' =o*(XTX)"L O

Théoréme 3.2 (Gauss-Markov) L’estimateur des moindres carrés B est optimal (au sens du codt qua-
dratique) parmi les estimateurs sans biais linéaires en y.

Preuve. Soit B un estimateur sans biais de 3, linéaire en y. On a donc B = Ay pour une matrice
déterministe A € RPHDX" telle que,

VB e RFTY | B =E(Ay) = AE(y) = AXB <= AX =1.

On veut montrer que la matrice var(3) — var(3) est semi définie-positive. On a

var(B) = Avar(y)AT = 0?AAT = [AX(XTX) 'XTAT + A0-X(XTX)'XT)AT]
=?(X"X) !+ PAT-X(XTX) ' XAT = var(8) + o2 A1 -X(XTX) !X TAT.



Il reste a remarquer que la matrice A(I-X(XTX)"'XT)AT = var(j3) — var(8) est semi définie-positive.
En effet, Va € RPH!,

a" AI-XXTX)"IXDATa = |1 -X(XTX)"'XT)ATa|2 >0. O

L’optimalité au sens L2 parmi les estimateurs linéaires sans biais ne nécessite pas la normalité du modéle.
Un résultat plus fort est valable dans le cas Gaussien € ~ N(0,021) ol la variance de B atteint la borne
de Cramer-Rao. L’estimateur des moindres carrés est donc optimal parmi tous les estimateurs sans biais
de 8 dans ce cas.

La matrice ITx := X(XTX)7!XT utilisée dans la preuve du théoréme de Gauss-Markov est la projection
orthogonale sur 'image de X. On le montre simplement en vérifiant que IIx est symétrique et vérifie
1% =[x et Im(IIx) = Im(X). Ainsi, le vecteurs des prévisions

§ =X =XXTX)"'XTy,

est la projection orthogonale de y sur Im(X). C’est en quelque sorte la part de y € R™ expliquée par les
variables 1, z1, ..., z, (les colonnes de X). De méme, le vecteur des résidus

t=y—9=T-XX"X)"'XT)y=T-XX"X)'X(XB+¢) = (I-X(X"X)"'XT)e
est la projection orthogonale de y sur Im(X)* et par conséquent celle de € puisque y = X3 + ¢. Une
conséquence immeédiate est que les vecteurs 8 et € sont non-corrélés. En effet,

cov(B,é) =E [(B - ﬂ)eT} = (XTX)"'XTE [ee"] I-X(XTX)"'XT) = 0.

La norme du vecteur des résidus permet de construire un estimateur de o2 par
.2 1

1
— a2 — 112
6% n_p_ll\y gl n_p_l\lell :

Proposition 3.3 L’estimateur 62 est sans biais.

Preuve. On a vu que é = IIx1e ot [Ix: =1 -X(XTX) !XT est la matrice de projection orthogonale sur
Im(X)+. On utilise qu’un réél est égal a sa trace et que tr(AB) = tr(BA) :
E[lé)® = E(e Ty, Hx.€) = E(e' Hxre) = E [tr(e Hxre)] = E [tr(Ixree’)].
Clairement, la trace (somme des éléments diagonaux) commute avec l’espérance, d’ou
Ell¢]? = tr [Ix:E(ee )] = tr [Ix:0?I] = o tr(Ilx).
La trace (somme des valeurs propres) d’une matrice de projection étant égale & son rang, on obtient
Elle]]* = o*(n—p—1) < E(6°) =0*> O

Un résultat plus fort est valable dans le cas Gaussien.

Proposition 3.4 Dans le modéle Gaussien ¢ ~ N(0,0°1), les estimateurs B et 62 sont indépendants et

vérifient
(5’2

BrNE X)) et (n-p-1)% ~x3(n-p-1).

Preuwve. On a y = XB + € ~ N(XB,021), dou f = (XTX)1XTy ~ N(B,02(XTX)"1). De méme,
¢ = IIxie ~ N(0,0%x1). En exprimant ¢ dans une base orthonormée de Im(X)=, on déduit (c’est une
conséquence du théoréme de Cochran)
I€]1? 5
o2 = (ep=1)—5 ~ X (n—p—1).
Il reste & montrer I'indépendance entre B et 2. On a vu que B et € sont non-corrélés et donc indépendants
dans le cas Gaussien. Ainsi, 62 qui est fonction de € est indépendant de 3. [



Remarque 3.5 Dans le cas Gaussien, 3 est l'estimateur du mazimum de vraisemblance. En revanche,
Destimateur du mazimum de vraismeblance de o? est différent, donné par

N 1 . n—p—1,
v = Iy —il* = ——¢>.

3.2 Comportement asymptotique des estimateurs

On s’intéresse maintenant au comportement des estimateurs quand n tend vers l'infini. Sous les hypo-
théses fortes de la régression, les lois de B et 62 sont connues ce qui permet de déduire facilement leur
comportement asymptotique. La convergence de 3 dans L2 est soumise & la seule condition que (X' X)~!
tend vers 0. La convergence de 62, que ce soit dans L.? ou méme presque stirement, est vérifiée dans le
cas Gaussien sans hypothése supplémentaire sur X (c’est une conséquence immédiate du théoréme 3.4).
On peut se demander si ces résultats restent valables sans la normalité des bruits. Un premier résultat
immeédiat est que sous les hypothéses faibles, B reste convergent dans L2 dés que (XTX)~! tend vers 0.
On peut également montrer que si les ¢; sont iid et h, := maxig; j<p+1 |Hx$ij\ tend vers 0, alors /3’ est
asymptotiquement Gaussien. Si de plus %XTX converge quand n — oo vers une matrice inversible M,
alors

V(B - B) 1% N(0,0°M ).

L’hypothése %XTX — M est souvent vérifiée en pratique. Par exemple, elle est vérifiée presque siirement
si échantillon {14, ..., Tp; }i=1,... n est issu de réalisations indépendantes de variables aléatoires X1, ..., X,
de carré intégrable. Dans ce cas, %XTX converge presque strement vers la matrice des moments d’ordre
deux, par la loi forte des grands nombres. Ce résultat est important car il confirme que méme sous les
hypotheéses faibles, la plupart des tests du modéle linéaire restent valables asymptotiquement.

3.3 Analyse de la variance

L’analyse de la variance consiste a diviser la variance de y en une partie expliquée par les variables
Z1,...,Zp et une partie résiduelle. Il s’agit de remarquer que
— §=X(XTX)"!X Ty = IIxy est la projection orthogonale de y sur Im(X).
— 71 est la projection orthogonale de y sur 'espace engendré par le vecteur constant 1, noté vec{1}.
— vec{1} étant un sous espace de Im(X), 71 est également la projection orthogonale de ¢ sur vec{1}
(on le vérifie en remarquant que § = 7).
— é=y— 9= (I-X(XTX)"1XT)y est la projection orthgonale de y sur Im(X)*.

Ainsi, en décomposant y — gl = § — Yl + €, le théoréme de Pythagore nous donne
Iy =711 = |lg — 71|° + ||é]®.
—_———— —

SCT SCE SCR
Le coefficient de détermination R? qui donne un indicateur de la qualité de la modélisation est défini par

SCE _ [lg —w1|?

R? := = .
SCT [y —y1|?

Remarque 3.6 Dans le cas univarié, on a vu que le coefficient de détermination est égal au carré du
coefficient de corrélation de Pearson p(x,y). Dans le cas multivarié, le R? correspond a la valeur mazimale
du carré du coefficient de Pearson entre y et une combinaison linéaire des variables explicatives :

R? = sup p(y,Xb)* = p(y,9)>
beRp+1



3.4 Tests

Le coefficient de détermination permet de tester ’existence d’une relation linéaire entre y et les variables
explicatives. Précisément, I’hypothése nulle est 1’absence de relation linéaire, ce qui se traduit par Hy :
B1 =...= B, =0 contre H; : 35, 8; # 0. Ce test est parfois appelé test de Fisher global.

Proposition 3.7 Dans le modéle Gaussien ot € ~ N(0,0?), la statistique

F_ n—-p—1 R? _ n—p—1SCE
~  p 1-R2  p SCR

suit, sous Ho : 1 = ... = Bp =0, une loi de Fisher a p et n—p—1 degrés de liberté.

Preuve. On rappelle qu’une loi de Fisher & k; et k2 degrés de liberté, que I’on note Fi, 1,, est le rapport
de deux lois du x? indépendantes renormalisées par leur nombres de degrés de liberté :

Fo X2 (k1)/ ks
VR X3 (k) ke

D’aprés la définition de R? et le fait que SCT = SCE + SCR, on a 1 — R? = SCR/SCT et
R? SCE SCT SCE _|[j-71|?

1-R2_ SCT “SCR_SCR _ |1¢?

Le vecteur §—7%1 est la projection orthogonale de y sur E := Im(X)Nvec{1}+. Sous Ho : f1 = ... = B, = 0,
onay = Bpl+eet donc I[Igy = Mge. De plus, é = Ix €. Les espaces E (de dimension p car X est de plein
rang) et Im(X)* (de dimension n—p—1) sont orthogonaux, les vecteurs ¢ et § — 71 sont donc indépendants

“ € _ | I
€ Iy .e
= X2 ~x}(n—p—1) et

19 -91* _ [Teel®
0_2 - o 2 = 0_2 ~ X (p) D

Remarque 3.8 Sous H; : 33; # 0,1 < j < p, la statistique ¥ tend vers linfini en probabilité dés que
ITIg(XPB)|| tend vers Uinfini (cette hypothése est trés raisonnable en pratique). Dans ce cas, le test est
donc puissant asymptotiquement.

La statistique F permet donc de tester s’il existe au moins une variable pertinente parmi les variables
explicatives. Elle est calculée automatiquement dans la commande summary(lm(y ~ x)) de R. Ce test
reste valable asymptotiquement dans le cas non-Gaussien, sous des hypothéses raisonnables.

Evidemment, 'existence d’au moins une variable explicative pertinente n’implique pas forcément que
toutes sont pertinentes. Pour tester individuellement chaque variable z;, on peut utiliser un test de
Student. Précisemment, on sait que dans le modéle Gaussien, 3 ~ N(3,0%(XTX)™1), et en particulier,

Bi — B T
= = n—p-1-
o/ I(XTX)71j5
Ce résultat permet de tester I’hypothése nulle H, : 8; = 0 pour vérifier la pertinence de 3; (de maniére
générale, on peut tester une hypothése de la forme Hy : 8; = b) et de construire des intervalles de
confiance. La proposition suivante donne une procédure pour tester une hypothése affine générale sur les
parametres.

Proposition 3.9 Soient A € R”*®+YD de rang ¢ < p+1 et b € RY connus. Sous les hypothéses fortes,
la statistique
(AB—b) TAXTX)'AT] ' (AB — D)

F =
q62

suit, sous Ho : AB =b, une loi de Fisher Fq pp.



Preuve. On sait que par hypothéses A3 — b~ N (AB —b,0*A(XTX)"*AT). On déduit que sous Ho,

AXTX) AT "2 (AB - b)

v =

Q-

est un vecteur Gaussien standard dans R?. Puisque /3 est indépendant de 62, on conclut

||2 2

lv o
F= e X 5 ~ Fognpi. O
Remarque 3.10 Le test des hypothéses 1 = ... = 3, = 0 ou encore 3, = 0 sont des cas particuliers

du théoréme, correspondant respectivement & A = (0,1) € RP*®P+D b =0 et A = (0,...,0,1),b = 0. Les
hypothéses de la forme §; = B correspondent également a des valeurs particuliéres de A et b.

Ce genre d’hypotheése sur les paramétres revient & considérer un modéle contraint
Y= XeBe + €,

ou X, est une matrice de rang p + 1 — ¢ dont I'image est inclue dans Im(X) (par exemple, pour tester
I'’hypothése Ho : 5; = 0, on étudie le modeéle sans la variable ;). On définit alors la statistique de test

n—p-1SCR, ~SCR _ [[(I-TIx)e|2 — (1 -TIx)e* _ [|(TTx — TIx )e?

b= q SCR qo2 qo2

ou SCR, désigne la somme des carrés résiduelle dans le modéle contraint. Si I’hypothése Hg est vraie, F
suit une loi de Fisher F; ,,,, 1. On obtient la méme statistique de test par la proposition 3.9.

3.5 Prediction

On observe un nouveau jeu de variables 1 51, ...,Zp nt1 €t on cherche & prédire la valeur y,,41 corres-
pondante. On note X, 41 = (1, 21,041, -.-s Tpn+1)- Sous 'hypothése de normalité (qui est essentielle ici),
la prédiction §y,41 = X;,41/3 suit une loi normale N (X, 418, 0%X;,41(XTX)7*X} ) et est indépendante
de yn11 = X418 + €n41. On montre alors facilement que

ﬁn+1 — Yn+1
&\/1 + X, (XTX) X

~ 7;L—p—1 )

ce qui permet de construire un intervalle de prédiction, qui n’est valable que sous ’hypothése de normalité.

Remarque 3.11 La longueur de Uintervalle de prédiction ne tend pas vers zéro quand n tend vers l'infini,
et ce méme si les observations nous permettaient d’estimer parfaitement 3 et 0® asymptotiquement. Cest
di au fait que lintervalle de prédiction sur une nouvelle donnée y, 1 tient compte du bruit €,1 qui est
indépendant du passé et donc pour lequel nous n’avons aucun moyen de prévoir les valeurs futures.



4 Remise en question du modéle

4.1 Tests sur les hypothéses du modéle

La pluparts des résultats de la régression linéaires reposent sur les hypothéses de normalité, homoscédas-
ticité et non-corrélations des résidus. Il est donc utile de pouvoir vérifier la validité de ces hypotheéses.

— Normalité : Pour vérifier si les bruits ¢; sont Gaussiens, on effectue un test de normalité sur les
résidus €;. En effet, la normalité de e entraine la normalité de é. Plusieurs tests existent comme le
test de Shapiro-Wilk (commande shapiro.test sour R) ou encore le test de Lilliefors (commande
lillie.test du package nortest). Le diagramme quantile-quantile (ou qg-plot) construit a partir
des quantiles théoriques de la loi normale permet de vérifier graphiquement la normalité des résidus.
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Sur ce graphique, & gauche un diagramme quantile-quantile pour des résidus Gaussiens (les points
sont presque alignés) et a droite pour des résidus uniformes (I’alignement est moins net, notam-
ment pour les valeurs extrémes).

— Homoscédasticité (ou homogénéité) : Le test de Breusch-Pagan (commande bptest du package
1mtest) permet de tester si la variance des bruits est constante. On peut également utiliser le test
de White (commande white.test du package bstats). Graphiquement, I’hétéroscédasticité du
bruit se traduit par une répartition d’ampleurs inégales du nuage de points autour de la droite de
régression.

résidus
résidus

A gauche, la représentation des résidus dans un modéle de régression simple homoscédastique, &
droite un modéle hétéroscédastique pour lequel la variance du bruit est une fonction croissante de



4.2

la variable explicative.

Non-corrélation : Le test de Breusch-Godfrey (commande bgtest du package lmtest) permet de
tester une corrélation a ’ordre 1 ou supérieur des bruits ¢;. Pour tester une corrélation & ’ordre
1, on peut également utiliser la statistique de Durbin-Watson (commande dwtest du package

lmtest), définie par
Yio(éi — Ei1)®

i &
On montre facilement que D est comprise entre 0 et 4 mais sa loi sous I’hypothése nulle de non-
corrélation n’est pas une loi usuelle. Une régle de décision couramment utilisée est de conclure qu’il
n’y a pas de corrélation entre ¢; et ¢;1 si la statistique de Durbin-Watson est comprise entre 1 et
3. Graphiquement, une corrélation d’ordre 1 des résidus est visible en tracant le nuage de point
entre les vecteurs (€1, ...,6,—1) €t (ég,...,€n)-

D =

Détection d’observations atypiques

Les observations atypiques (outliers) sont les observations qui s’éloignent particuliérement de la valeur
attendue estimée par le modéle. Il existe plusieurs outils permettant de détecter des observations aty-
piques. Une fois une valeur aberrante détectée, on peut choisir de la supprimer (par exemple si on conclut
que celle-ci est diie & une erreur de mesure) afin d’améliorer ’estimation.

— Effet levier : Méme si les bruits ¢; sont homoscédastiques, les résidus é; n’ont généralement pas les

mémes variances. En effet, en notant h;;,7,7 = 1,...,p + 1 les entrées de la matrice de projection
IIx = X(XTX)"1XT, I’égalité ¢ = (I —IIx)e entraine

var(é;) = o(1 — hy;).

Les valeurs h;; permettent donc de détecter les points y; qui sont éloignés de la prédiction ¢; en
moyenne. La matrice IIx est parfois appelée hat-matrice (et notée H) du fait que Hy = §.

Etude des résidus : Une observation atypique y; peut étre détectée a partir du résidu €;. Pour
prendre en compte le fait que les résidus n’ont pas la méme variance, on peut effectuer deux types
de normalisation. Le résidu standardisé €; correspond & la valeur

€
= ———.
eI hy
Sous les hypothéses fortes, la loi de 7; ne dépend pas des paramétres 3 et o2. Cependant, le calcul
exact de sa loi est difficile car é; et 62 ne sont pas indépendants. Pour obtenir une normalisation
qui suit approximativement une loi de Student, on définit le résidu studentisé par

€
GV —hii’
ol 67, est I'estimateur de o2 obtenu sans la i-éme observation. L’estimateur &(Ql.) est donc indépen-

dant de ¢; et la statistique T; suit approximativement une loi de Student 7, 2. Les observations
pour lesquelles |T;| est supérieur & 2 peuvent donc étre considérées comme atypiques.

T; =

Distance de Cook : La distance de Cook de y; mesure ’écart entre la vraie prédiction 3 et celle
obtenue en enlevant la i-éme observation (y;, Z14, ..., Zp;). Elle permet donc d’évaluer 'impact de
la i-éme observation sur la régression. Soit X(_;) la matrice obtenue en enlevant la i-éme ligne
X; = (1,214, ..., xp;) de la matrice X. On suppose ici que n > p + 1 pour que X(_;y soit de plein
rang. On note B(i) I’estimateur des moindres carrés obtenu a partir de I’échantillon sans la ¢-éme
observation :

AG T 1T
B = (X X)Xy



ot Y—i) = (Y1, Yi-1,Yi+1,--Yn) . De méme, on note § = XA@ le vecteur de prédiction
associé. On définit alors la distance de Cook de ’observation i par
1 g9 =gl

p+1 &2 '

9

Une grande distance de Cook D; signifie que I'ajout de la i-éme observation modifie considérable-
ment la régression. En pratique, on peut utiliser le seuil D; > 1 pour décider que ’observation y;
est influente.

Le graphique montre la différence entre la droite de régression obtenue avec tous les points de
Péchantillon (trait plein) et celle obtenue sans le point influent du coin haut droit (en pointillés).

Le calcul de la distance de Cook d’une observation ou de 6(21,) ne nécessite pas de refaire tous les calculs
de la régression dans le modéle sans ’observation ¢, comme on peut voir dans la proposition suivante.

Proposition 4.1 La distance de Cook D; vérifie
1 hi; é2 1 hii 2

2

p+1(1—h)? 62 pAIT— Dy

De plus, l’estimateur de la variance 6(21.) obtenu dans le modéle sans la i-éme observation est donné par

1 é2
2 ~2 )
N = 1
@ n—p-2 (n=p=1) 1—hi

On voit en particulier que la distance de Cook permet de synthétiser 'information sur les données in-
fluentes contenue dans leffet levier (via le terme h;;/1 — h;;) et le résidu standardisé r;.

Pour la preuve de la proposition, on utilise le résultat préliminaire suivant.

Lemme 4.2 Soienti,j € {1,...,n}, j #1,

; Baiés
(1) _ Nji€j +é

et yj_:'-)j T 1 _h.
1

Preuve. Soit y' = (Y1, -, Yi—1, y”fi), Yirl, - Yn) € R™. Le point (X;, y“z(z)) appartient au plan de régression
dans le modéle sans y; (en effet, gjlm = XZ-BA(Z')), le rajouter ne modifie donc pas l'estimateur des moindres
carrés. On a donc

B(Z) — (XTX)_lXTy/
On écrit y; — ng@ =€+ Y — zjgi) et

gi — 9 =Xi(B - BY) = X, (XTX) X (y — o).



En remarquant que X;(X"X)71XT est la i-éme ligne de IIx et (y — ') = (0, ...,0,y; — gjgi), 0,...,0)7, on
obtient R
N N R N &
vi— 9 = haaly = 97) + & = yi— gl = 1—hy
De la méme facgon, pour j # 1,
NOIEPSO I _ R (i . hji€i .
Yj — yg( )= —y§ Ve =X (XTX) X (g —y) + & = hjly —9) + ¢ = 1 izhz +é. O

On donne maintenant la preuve de la proposition 3.12. Comme pour le lemme précédent, on utilise que
le vecteur (y — y') ne contient qu’une coordonnée non nulle. On déduit

e (i hii€
19 =51 = Iy = )I* = (v =) Mty =) = hasys = 5.7)° = =555
Ainsi, ! g — 9@2 ! hi; i
7'_p—l—l 62 _p+1(1—hii)25'2.
Pour le calcul de &(22')7 on a
(n=p=2)6%) = Y (v = 5")* = Iy = §V1° — (i = 9,")*
J#i
En écrivant ||y — g |> = ||é + § — ¢ |2, on obtient
A2 (a2 YOI YO NP & _ 2 &
(n—p=2)65; = [lell” + 19 — 9*|" +2(9 — §") € — A= h)? (n—p—1)6~ — T hy’

ot on a utilisé que (§ — ) Té= (y—¢/)"TMxé =0et || — D> = hyé? /(1 — hy)?. O

4.3 Multicolinéarité

On observe des problémes de multicolinéarité lorsqu’au moins une variable explicative est trés corrélée
aux autres régresseurs. Cela signifie d’une certaine facon que l'information apportée par cette variable
est redondante car contenue dans les autres variables. Mathématiquement, la multicolinéarité conduit &
des valeurs propres de XX proches de zéro. Dans ce cas, I’estimateur des moindres carrés B n’est pas
performant car sa variance o2(X T X)~! explose.

Un moyen simple de détecter si une variable x; est corrélée au reste des régresseurs est d’effectuer une
régression linéaire de x; sur les autres variables explicatives zy, k # j. On peut alors calculer le coefficient
de détermination R? correspondant et vérifier 8’il est proche de 1. Le variance inflation factor (VIF) est
défini par .

o
1-R2

VIF(.Z‘]) =

le coefficient R? étant toujours strictement inférieur a 1 lorsque X est de plein rang. On conclut géné-
ralement & un probléme de multicolinéarité pour z; si VIF(x;) > 5, ou de maniére équivalente si Rf > 0.8.

En pratique, il faut toujours vérifier en premier lieu les problémes de multicolinéarité lorsque ’on effectue
une régression linéaire. Cela implique de calculer le VIF pour chaque variable explicative. Si jamais
plusieurs variables ont un VIF supérieur & 5, on supprime seulement la variable dont le VIF est le plus
élevé. Puis, on réitére la procédure dans le modéle sans la variable supprimée jusqu’a ce que toutes les
variables explicatives aient des VIFs acceptables.



4.4 Moindres carrés généralisés

On g’intéresse maintenant a la situation ot les hypothéses de non-corrélation des bruits n’est pas vérifiée.
On suppose ici que € est centré de matrice de variance o2V, ot V est une matrice définie positive connue.
Dans ce modéle, le théoréme de Gauss-Markov n’est plus valable.

Proposition 4.3 Dans le modéle de régression linéaire y = XB + € avec E(¢) = 0 et var(e) = o2V,
Pestimateur linéaire sans biais de B de variance minimale est donné par

Ba = (XTVIX)IXTV ™y,

Preuve. On se raméne au modéle homoscédastique par une transformation des observations. En posant
z= V*%y et W= V’%X, on obtient le modéle équivalent

z= W5+V7%e.

ol ) . N .
Le vecteur de bruit V™ 2¢ est centré de variance o2 1. Par le théoréme de Gauss-Markov, on sait que le
meilleur estimateur linéaire sans biais de 3 est

Ba=W W) ' WTy = XTVIX)"'IXTV~ly O
L’estimateur BG est appelé 'estimateur des moindres carrés généralisés (MCG). Sa variance
var(fg) = (XTVIX) !

est donc minimale parmi les estimateurs linéaires sans biais. Dans le cas Gaussien, on vérifie facilement
que Ba est 'estimateur du maximum de vraisemblance.

Par exemple, considérons le modéle suivant

i =Po+zi(f1+e&) i=1,...,n

pour lequel la variance de l'erreur est amplifiée pour les grandes valeurs de |z;|. On a donc dans ce cas
var(e) = 02V avec V la matrice diagonale ayant pour entrées V;; = 22, i = 1,...,n.



5 Analyse de variance et de covariance

L’analyse de variance (ANOVA) a pour objectif d’expliquer une variable aléatoire Y quantitative & par-
tir de variables explicatives qualitatives, appelées facteurs. On compare les moyennes empiriques des
observations de Y pour les différentes modalités prises par les facteurs.

5.1 Analyse de variance a un facteur

Soit J > 2 modalités A4, ..., Aj, on observe J échantillons indépendants (Y11, ..., Ynq1), s (Y135 -er Yny1) de
tailles n1, ..., ny suivant le modéle

Yij = p5+e&j, j=1,..,F, i =1,...,n;.

On note n = ijl n;. L’observation y;; correspond & une réalisation de Y dans la modalité A;. Par
exemple, on veut évaluer la taille moyenne d’une population en fonction du sexe. On a donc une variable
quantitative y (la taille) et une variable explicative qualitative (le sexe) comprenant deux modalités. On
peut représenter graphiquement les données par des boites & moustaches.
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Le modéle d’analyse de variance peut s’écrire comme un modéle de régression linéaire multiple avec comme
variable & expliquer ¥ = (Y11, -, Uny1, Y12, -os Yno2s -y Y1Js -ovs ynJJ)T € R™ et comme variables explicatives
les indicatrices des modalités x; = 15, = (1,...,1,0,...,0) 7,25 = 14, = (0,...,0,1,...,1,0,...,0) T etc...
En notant € = (€11, .., €ny15 -, €135 s €ny3) | €6 X = (1a,, ..., 14,) € R®*J on a bien

y=XpB+e

avec 3 = (p1,...,t3) . Le modéle ne contient pas la constante car ajouter celle-ci rendrait le modéle
sur-identifié avec une matrice X qui ne serait pas de plein rang (le vecteur constant 1 est égal & la somme
des colonnes z;). On peut cependant reparamétrer le modéle en prenant comme variables explicatives
1,14,,....,14, de maniére & retrouver un modéle de régression linéaire avec constante. Avec cette para-
métrisation, on doit définir By = pq et 55 = pj41 — g pour j =1,...,J — 1.

L’estimation des parameétres ji; se fait naturellement par les moyennes empiriques sur chaque modalité
1 &
i =T5=— D i
"=
Proposition 5.1 L’estimateur i = (fi1, ..., fi;) | est lestimateur des moindres carrés du modeéle de ré-
gression linéaire correspondant. Il ne dépend pas du choiz de la paramétrisation.



Preuve. Soit X = (14,,...,14,), le modéle de régression linéaire correspondant est
y=Xp+e,

ottt = (1, ..., u3) . Les variables 14, ..., 14, sont clairement orthogonales dans R™, la matrice XTX est
donc diagonale avec pour diagonale nq, ...,ny. On vérifie alors facilement par le calcul que

1 n

e 21:11 Yi1

= (XTX) "Xy = :

1 n

g ZZ:J1 YiJ

Une reparamétrisation du modéle correspond & considérer un modéle
y=Wy+e

oit W = XC et v = C~ 'y pour C € R7*Y une matrice inversible. On voit alors que l’estimateur C¥ de p,
ou 4 est lestimateur des moindres carrés, est indépendant du choix de la matrice C. En effet,

Cy=CW W)"'WTy = (CTXTXC)1CTXTy = XTX)"'XTy=p. O

En supposant les €;; centrés, non-corrélés et de méme variance o2, lestimateur de o2 est celui de la

régression linéaire, donné par
J n]

j=1 1:1

La renormalisation se fait par n—J et non n—J—1 car le modéle ne contient pas la constante.

On s’intéresse maintenant & des tests d’hypothéses. On se place maintenant sous ’hypothése forte de
normalité des bruits ¢;;. La premiére question & se poser est de savoir si la variable y est dépendante du
facteur A. Cela revient a tester I'égalité simultanée des moyennes p;, soit ’hypothése Ho : p1 = ... = p3
qui est un cas particulier du test de Fisher global.

Proposition 5.2 La statistique

_n—J Y- (@, — 1)
712_] L it (g — v,)?

suit, sous Ho : p1 = ... = py une loi de Fisher Fy_q ,_7.

Preuve. Le modéle d’analyse de variance est équivalent au modéle de régression linéaire
y=XpB+e

avec X = (1,14,,....,14,) et 8= (5o, B1,-.-, Bi— 1) = (U1, fho — 1, s ft3 — p11) | . Par ailleurs, lhypothese
Ho : 1 = ... py est équivalente & Hg : f1 = ... = By_1 = 0. En remarquant que § = XA = ZJ Ve
ou on rappelle fi; =7 ;, on a bien

J J ny J n;
19 =711 = 0@, =9, ly=717=>> Wi =9 et ly—dl> =D (i —7,)°
j=1

j=1i=1 j=1i=1

Le résultat est donc une conséquence directe de la proposition 3.7. [



Dans le cas particulier de ’analyse de variance, la décomposition SCT = SCE + SCR, s’écrit donc

U

j J
(i —9)° =D _ni(@; — 0+ 323 (v —7,)°

j=11i=1

SCT SCE SCR

Dans ce cadre, la quantité %SCT est parfois appelée la variance totale, %SCE la variance interclasses et
%SCR la variance intraclasses.

On peut également étre amené & tester seulement ’égalité entre deux moyennes p; et p;. Dans ce cas,
on peut utiliser un test de Student.

Proposition 5.3 La statistique

T= 1_ Mj/l
o ng + TL]-/
suit, sous Ho : p; = pj une loi de Student T, _j.
Preuve. On sait que
R B o2 ) B o2
g =75~ N(ujs—) et fiy =750~ N(pjr, —)
nj nj/

Les variables fi; et fi; sont clairement indépendantes, on déduit que fi; — fjr ~ N (p; — pjr, 02 (3= + =)
J 3!

et le résultat suit par indépendance de i et 62. O

On a vu comment tester ’égalité simultanée de toutes les moyennes et 1’égalité de deux moyennes. On s’in-
téresse maintenant & tester une hypothese de la forme Ho : pj, = s, ..., pj, = pj; o (J1:41)5 -5 (Jg» Jg)
est une collection de paires d’indices différents de {1,...,J} (attention, on impose évidemment j; # j;,
mais pas nécessairement ji # j;). Pour tester ce genre d’hypothéses, deux procédures sont envisageables.
Un premier moyen est d’appliquer la correction de Bonferroni. En notant Ty la statistique de test pour
Ihypothese Ho : pj, = pjr, k=1,...,¢, on utilise que, pour un niveau a €]0, 1] donné,

P (3k, |Th| > th_y(1—§)) =P <U {ITx| > tp—s(1 - S)}) <Y P(ITkl > tas(1— %)) = qa,
k=1 k

=1

ot t,,—3(.) désigne la fonction quantile de la loi de Student 7,_j. On déduit que la procédure de test qui
consiste a rejeter Ho : p1j, = iy, ..., pij, = pij; 8'il existe un k pour lequel |Ty| > ¢, (1 — ;) a une erreur
de premiére espéce inférieure a a.

On peut également effectuer un test exact pour cette hypothése en utilisant 1’écriture du modéle de ré-
gression linéaire. On remarque en effet que U'hypothese Ho @ pij, = pjr, .oy p1j, = it correspond & un cas
particulier de la proposition 3.9, ot A est une matrice de taille J x g et b = 0.

Le test de Bartlett (commande bartlett.test sous R) permet de vérifier ’hypothése d’homoscédasticité
Ho: 0} = ... =02 ol (sz représente la variance de Y dans la modalité A;. Le test de Bartlett nécessite
la normalité des données, qui peut étre testée au préalable par un moyen classique (test de Shapiro-
Wilk par exemple). Si les données ne sont pas Gaussiennes, le test d’homogénéité de Levene (commande
levene.test de la library car) est préférable. Il est construit & partir des variables z;; = |y;; — 7 ;|, en
considérant la statistique

= Xim(E —2)?
J =1y S (2 — 7.5)?

qui suit approximativement sous Ho : 07 = ... = 02, une loi de Fisher Fj_1 ,,_J.




Remarque 5.4 Le test de Brown-Forsythe utilise la médiane au lieu de la moyenne y ; pour construire
zij, ce qui peut parfois conduire a un test plus robuste quand la loi des observations est trés différente
d’une loi normale.

5.2 Analyse de variance a deux facteurs

On suppose maintenant que la variable y dépend de deux facteurs, notés A et B ayant respectivement J et
K modalités. En présence de plusieurs facteurs, le probléme de l'intéractions entre les facteurs apparait.
On observe les observations suivantes

Yijk = 1+ ¢y + Ok + Vik +6ijk7j =1..,J, k=1,... K, i= 1,...,7ij

ou les ¢;; sont iid de loi N(0, 02). Le nombre n;ji est le nombre d’observations qui sont simultanément

de modalités A; et By. On note n; = Zgzl Nk, Mk = Z}]‘=1 nji et n = Zj‘:l n; = Zle n. . Parmi les
paramétres, u représente l'effet général, a; 'effet du niveau j du premier facteur, d; l'effet du niveau k

du second facteur et v, l'effet de I'intéraction entre les niveaux j et k des deux facteurs.

L’effet d’intéraction existe quand le niveau d’un facteur modifie 'influence de ’autre facteur sur la va-
riable Y. Dans ’exemple utilisé précédemment, la taille moyenne dans une population est modélisée en
tenant compte du sexe. Si ’on ajoute un deuxiéme facteur (par exemple 1’age séparé en trois modalités
"enfant", "adolescent"’ et "adulte"), on peut évaluer lintéraction entre les facteurs en mesurant par
exemple si I’écart moyen de taille entre hommes et femmes et le méme chez les adolescents et chez les
adultes.

Le modéle y;1 = pt+a;+ 6 +7,k + €5 est sur-identifié, on impose donc les contraintes sur les parameétres

K J K J
ZakzzéJ:()? Z,)/jk:(x ijl,,J, Z’Y;kZO, Vk/’zl,,K
k=1 j=1 k=1 j=1

On peut vérifier que ces contraintes diminuent de J+ K+ 1 le nombre de degrés de liberté des paramétres.

Dans ce modéle, il y a J x K paramétres & estimer, autant que de classes formées par les différents
croisements des modalités A; et By. En notant

1 ik 1 J Mk 1 K njk 1 J K mnjk
Y.k = szzjk » Yok = TTZZyijk v Y= ;ZZyijk et y= EZZZ%M,
ik i1 ] I g=1i=1 j=1 k=1 i=1

les paramétres sont estimés par

B=Y,4; =Y, ~Y, =Y~V e V=YY, YtV

La prédiction g;; est naturellement la moyenne sur la classe A; N By, §ijk = o+ &; + o + Yik = Y.jk-
Comme pour 'analyse de variance & un facteur, le modéle peut s’écrire comme un modéle de régression
linéaire particulier. On peut par exemple considérer le modéle équivalent

K
Z Bikla;n, t€

1 k=1

J
Y=

i=
ou 1a,nB, € R™ est I'indicatrice des modalités A; et By simultanément. Les paramétres correspondants
sont les coefficients 3, = p+a;+0p+vj, pour j =1,...,J et k = 1,..., K. Les estimateurs fi, &;, 05, et ¥
correspondent ici aussi & 'estimation des moindres carrés. On a en particulier 3, = 7 ik = Qg +0 k-



Proposition 5.5 Sile plan d’expérience est équilibré, c’est-a-dire que nj, = 5 pour tout j, k (le nombre
d’observations dans chaque classe est identique), on a la décomposition suivante

J K 7nk n J n K n J K
DD Wik =0 =3 s 0 DOk D g 2D Wk — Ty~ Tk T
j=1k=11=1 j=1 k=1 j=1k=1
SCT SCA SCB SCAB
J K 7njk
22> Wik = F0)?
j=1k=1i=1
SCR

Preuve. Soit Eap le sous-espace de R™ de dimension J x K engendré par les indicatrices 13,7 = 1,...,J, k =
1,...,Ket E5 (resp. Eg) 'espace engendré par les indicatrices 1; des modalités A; (resp. les indicatrices
1 ;. des modalités By). On note Is, IIg et IIap les projecteurs orthogonaux associés. On a

J K J K
Aly—71) = Z )14, , Up(y—71) = Z(y —g)lp, et Iap(y—7l) = ZZ 7)1a,nB,-
j=1 k=1 j=1k=1
On déduit
K njk
SCT = ZZZM—* = |ly — y1|?
j=1k=11i=1
K njk
SCR = ZZZ yigk — Tx)° = 1 —Tap)(y — y1)|1?
Jj=1k=11=1
n J
SCA =32 (7, 9" = IMaly - 71
j=1
n K
_ — 2
SCBngjl ) = [Hs(y — 71|

J K
n _ _ _ _ _
SCAB = 52> 0> (Wp — 5 — U + ) = [|(Tas — Ta —TIs)(y — 71)*

j=1k=1

(-

Pour montrer le résultat, il suffit donc de montrer que

|(Iap — Ia — ) (y — 71)|1* + [Ta(y — 1) 1> + [Ty — 71)|I* = [Has(y — 71|,

ce qui apreés simplification, équivaut & montrer que (IT(y — 71),IIg(y — y1)) = 0. On vérifie bien

J K
_ n _
(Haly —91), Oy —¥1)) = 312 > (5. =9) 2_(0.r =)
j=1 k=1
n J K K J
S IO SRR SRR ST RN
j=1 k=1 k=1 j=1
JZ{ (2JK7% — 2JK7?) = 0. O

Afin de tester 'influence du facteur A, on considére la statistique

F n—JK %ijl(y.j. - 7)? n — JK SCA
A= — _ _
It Zj=1 Zgﬂ >ii Wijk — T jx)? J—1 SCR



qui suit, sous Ho : oy = ... = ay = 0, une loi de Fisher Fj_; ,_jk. La procédure est bien str également
valable pour tester I'influence du facteur B par ’hypothése Hg : §1 = ... = dx = 0. Enfin, pour tester la
présence d’interaction entre les facteurs et I'hypothése Hg : v, = 0,Vj, k, la statistique

n—JK e S e W —T, —Tx+9)?  n—JK  SCAB
I-DE-1) v Y S i —5)? - DE-1) SCR

Fap =
(

suit sous Ho une loi de Fisher F(j_1yk_1),n—jk- Lorsque le plan n’est pas équilibré, la décomposition de
la proposition 4.4 n’est plus valable. Pour tester 'influence de chaque facteur séparemment, I'idée reste
la méme. Pour le facteur A par exemple, la statistique

J _ _
po_n-JK i1 (T —9)?
A = J K L _
J-1 Zj:l Dkt Z:L;li (Yijk — y.jk)2
permet également de tester Hp : @1 = ... = a3 = 0 et sa loi reste identique au cas équilibré. En revanche,

tester 'interaction entre les facteurs n’est plus aussi directe. En effet, les vecteurs Il (y—7) et IIg(y—7) ne
sont pas nécessairement orthogonaux quand le plan est déséquilibré. Le moyen le plus simple pour tester
la présence d’interaction dans le modéle d’analyse de variance & deux facteurs est sans doute d’utiliser la
représentation par le modéle de régression linéaire. Le modéle s’écrit

y=XpB+e

N T .
ol X = (1a,nBys s LA ABks -+ LA;ABy s -5 1A,nBk ) €6 8= (Bi1, vy P1K, -5 B1, -, Bsk) | . L'absence d’in-
teraction signifie que les observations sont issues du modéle contraint

Y= Xcﬂc + €,

ott Xo = (1a,, -, 1a,, 18,5 1By, ) €t Be = (a1,...,a5,61,...,6x_1) " (la variable 1p, n’est pas incluse
pour rendre le modéle identifiable). Le modéle initial contient JK paramétres et le modéle contraint n’en
contient plus que J+ K —1, on a donc ¢ = JK — (J+ K—1) = (J — 1)(K — 1) pour les notations de la
proposition 3.9. On regarde alors a la statistique

n—JK SCR.-SCR
J-DEK-1) SCR

Fap =

qui suit sous ’hypothese nulle d’absence d’interaction une loi de Fisher F(;_1)k—1)n—jK- Cette statis-
tique n’a pas d’expression simplifiée quand le plan n’est pas équilibré.

Le modéle d’analyse de variance peut se généraliser & un nombre quelconque k de facteurs ayant respecti-
vement Jq, ..., J; modalités. Il est toujours possible de réprésenter le modéle par un modéle de régression
linéaire ou les variables explicatives sont les indicatrices des intersections entre les différentes modalités
de chaque facteur. Il y a donc au total J; X ... x J variables explicatives.

5.3 Analyse de covariance

Lorsque les variables explicatives contiennent également des variables quantitatives, on parle d’analyse
de covariance (ANCOVA). On définit alors un modele de régression linéaire entre Y et les variables ex-
plicatives quantitatives pour chaque classe déterminée par les différentes modalités des facteurs. Cela
revient & considérer un modéle de régression linéaire ayant pour variables explicatives les indicatrices
des différentes classes formées par les intersections des modalités des facteurs et le produit des variables
quantitatives avec ces indicatrices. Dans un modéle ’ANCOVA a k facteurs ayant respivement Jq, ..., Jp
modalités et ¢ variables explicatives quantitatives, le modéle de régression linéaire équivalent contient
donc (¢4 1) x J; x ...Jj variables explicatives.



Pour simplifier, on considére la situation o on dispose d’un seul facteur A & J modalités et une variable
explicative quantitative X. Le modéle s’écrit

Yiz = 50] + 613:177,3 + €ij, .] = 17 "'7J7 1= 17 ey g
ol les €;; sont iid de loi N'(0,0?). La forme matricielle est donnée par
y=XB+e

ot X = (1a,, 21, o, 1a,, 23) €t B = (Bo1, Bi1,s - Bos, Br3) |- Ici, le support des variables colonnes 1, ..., 75
est restreint & leurs modalités, 21 = (211, ..., Z1n,,0,...,0) ", 2 = (0,...,0, a1, ..., T2p,, 0, ..., 0) T etc...

Pour représenter graphiquement les données, on peut utiliser un nuage de points en distinguant les points
(par des formes ou couleurs différentes) selon leur modalité, par exemple comme sur le graphique suivant.

o
= o, o©
oo
© o
I @
Al © © o
o
oo o
£5 ° %
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- Fay o
FaN AO ooooo
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& o
i FiN
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On distingue ainsi les données selon 'appartenance a la premiére modalité (cercles) ou a la seconde

modalité (triangles). L’analyse de covariance permet alors de tester plusieurs hypothéses, en comparant

le modéle & des modéles contraints n’intégrant que ’effet de X, que V'effet de A ou que l’effet d’interaction.

— Pour tester 'interaction entre les variables explicatives A et X, on considére dans un premier temps

I’hypothése nulle 7—[81) : f11 = ... = P1y. S’il n’y a pas d’interaction, les pentes de la régression

de Y sur X sont toutes identiques. Le modéle contraint s’écrit donc y;; = Bo; + Sizij + €; qui
comprend J + 1 paramétres & estimer. On a ici ¢ = J—1 et la statistique de test

n—2J SCRLY — SCR
J-1 SCR

FO —

suit, sous 7—[(()1) : B11 = ... = B1J, une loi de Fisher Fj_; , 2;.

— Si l’interaction n’est pas significative, on peut alors vouloir tester ’effet de X dans le modéle
contraint précédent par le biais de ’hypothése plus forte "H((]Q) : 1 = 0. Le modéle contraint s’écrit
alors y;; = Bo; +e€;;. C’est le modeéle d’analyse de variance & un facteur, qui comprend J parameétres
& estimer, le modele initial étant ici y;; = Bo; + Bi12i; + €;5. La statistique de test est donc

SCR? — scrY

F® = (n-J-1
( ) SCRY

)

et suit sous 7—[(()2) une loi de Fisher F7 ,-j.

— Enfin, si aucun des deux tests précédents n’est significatif, on peut vouloir tester 'effet du facteur
A. On considére comme modeéle initial y;; = So; + €;; et comme modéle contraint y;; = Bo + €
pour tester I’hypothése 7—[(()3) : Bo1 = ... = Boy. La statistique de test est donc

n—JSCRY — SCRP

FG) —
J-1  scr¥?

)

qui suit sous 7—[(()3) une loi de Fisher Fj 4 , ;.



6 Sélection de modéle

Les méthodes de sélection de modéle ont pour objectif d’éliminer les variables non-pertinentes du modéle.
Cela comprend les variables X; non-corrélées avec la réponse Y et les variables redondantes, ce qui se
traduit par un coefficient §; nul (ou proche de zéro). Cette remarque est également valable pour la
variable constante 1, qui doit étre considérée comme une variable explicative comme les autres, pouvant
étre supprimée du modéle si elle est jugée non pertinente.

La sélection de modéle présente plusieurs avantages. Premiérement, elle permet de fournir une interpré-
tation sur Iexistence ou non d’un lien entre les variables (par exemple, observer expérimentalement que
la vitesse d’un objet en chute libre ne dépend pas directement de sa masse). Deuxiémement, diminuer
la dimension du modéle permet de diminuer la variance de la prédiction. Enfin, limiter le nombre de
variables est un bon moyen d’éviter le sur-ajustement des données.

Le modeéle global contient donc p+ 1 variables explicatives, et on peut considérer comme modéle potentiel
tout modeéle obtenu avec un sous-ensemble m C {1,z1,...,2,} de ces variables. Il y a donc 2P modeéles
possibles. Pour un modéle m C {1, x4, ...,z,}, on note II,, le projecteur orthogonal sur l’espace engendré
par les variables z; € m et |m| le cardinal de m. Le prédicteur correspondant au modéle m est donc
:g(m) = Hmy-

6.1 Sélection par tests d’hypothése

Pour chaque variable explicative, la question se pose de savoir s’il est préférable de l’inclure ou non au
modéle. Il existe de nombreuses méthodes permettant de sélectionner les variables pertinentes. Un premier
outil pratique permettant de juger de la pertinence de x; est de tester I'hypothése Hg : 3; = 0. 1l existe
alors plusieurs fagons de faire, qui ne conduisent pas forcément au méme modéle final.

— Méthode descendante (backward elimination) : On part du modeéle comprenant toutes les variables
explicatives. A chaque étape, la variable ayant la plus grande p-value du test de Student (ou de
Fisher) de nullité du paramétre est supprimée du modéle si la p-value est supérieure a un seuil
choisi & l’avance (généralement 0.10 ou 0.05). Attention, il est important d’éliminer les variables
une par une. La procédure s’arréte lorsque toutes les variables sont significatives.

— Méthode ascendante (forward selection) : On effectue la régression linéaire de y sur chacune des
variables explicatives séparément. On conserve la variable la plus pertinente, c¢’est-a-dire, celle dont
la p-value est la plus faible. On réitére le procédé en introduisant les variables une par une et en
ne conservant que la variable dont ’apport est le plus significatif. On s’arréte dés qu’aucune des
variables pas encore introduites n’est jugée significative.

— Meéthode pas-a-pas (stepwise selection) : On part soit du modeéle global, soit du modéle sans
variables et on évalue & chaque fois la significativité de chaque variable supprimée ou rajoutée au
modéle. On s’arréte dés que le modeéle ne peut étre modifié sans améliorer la significativité.

L’utilisation des tests pour la sélection de variables ne permet que de comparer, & chaque étape, deux
modéles emboités (c’est-a-dire pour lesquels un des modéles contient toutes les variables de 'autre). Ces
critéres sont limités car ils permettent seulement de juger de la pertinence de chaque variable individuel-
lement. Or, le choix du meilleur modéle doit tenir compte de la significativité des variables et de leurs
interactions. I est donc souvent préférable d’utiliser un critére universel qui permet de comparer des
modéles de maniére plus globale.

6.2 Coeflicient de détermination

Le coefficient de détermination d’un modéle m est la quantité

o) _ 12
m) =" e



qui évalue la part de y expliquée par le modéle. Utiliser le coefficient de détermination pour comparer
plusieurs modéles (en choisissant le modeéle avec le R? le plus grand) va conduire & choisir le modéle
complet, qui colle le plus aux données. Ce critére ne tient pas compte d’un possible sur-ajustement et
pour cette raison, n’est souvent pas approprié pour la sélection de modéle.

6.3 Coefficient de détermination ajusté
Si on s’intéresse a la relation stochastique sous-jacente
Y =EXY|X)+e¢

entre les variables, on peut considérer que le coefficient de détermination R? est une estimation du R?

théorique défini par
RZ _ var(E(Y|X))  var(Y) —var(e) L var(e)
e var(Y) var(Y) N var(Y)’

En remplacant les quantité var(e) et var(Y) par leurs estimateurs sans biais du modéle, on obtient le
coefficient de détermination ajusté

Ny =91/ (0~ ml)
ly —y1)?/(n - 1)

Si le modéle contient m contient la constante, le coefficient de détermination ajusté s’écrit

RZ(m) =1

_ (n—1DR2(m) — |m| + 1
n— |m| ’

R3(m)

Le R? ajusté quantifie la part du modéle expliquée par les variables explicatives en tenant compte du
nombre de variables utilisées, privilégiant les modeéles contenant peu de variables. On choisit le modéle
dont le R est le plus élevé. Ce critére est beaucoup plus judicieux que le R? classique, qui lui privilégiera
toujours le modéle contenant toutes les variables.

6.4 Cp de Mallows

Dans une optique de prédiction, on peut considérer que le meilleur modéle m est celui qui minimise
I’erreur de prédiction
r(m) = E[| XS — uy|*.

L’erreur r(m) est inconnue en pratique mais elle peut étre estimée.

Proposition 6.1 L’erreur quadratique vaut
r(m) = ||(I~ILn)XB|* + o?|m].
Elle est estimée sans biais par
#(m) == lly — 5| + (2lm| — n)&”.
Preuve. Par Pythagore,
r(m) = E [[|(1-1L,) X5 + [Mye]?] = [|(T-1Ln)XB]* + E[[Lyel?,
la quantité ||(I —IT,,)Xf]|? étant déterministe. De plus,

E|Lnel|® = Eftr(e Mne)] = E [tr(Ilnee )] = 0 tr(IL,) = o?|m).



On rappelle que 7™ = 1I,,y. On a

Elly = Mmyl* = E [I|(1-TLn)XBI + [|(T =T )el|* + 2((I ~T1n) X, )]
= |1 =1)XB]* + Elle|* — El[ el + 0
= A=) XB]* + (n — [ml)o

On obtient E(7(m)) = ||(I-11,,)XB||% + (n — |m|)o? + (2|m| — n)o? = ||(I1-11,,)XB||? + |m|c?. O

Remarque 6.2 L’écriture du risque r(m) = ||(I1-I1,,)XB||?> + o2|m| est appelée décomposition biais-
variance. Le carré du biais est la partie déterministe ||(1—11,,)X3]||2. C’est elle qui pose le plus de probléeme
pour évaluer le meilleur modeéle. La variance E||I1,,¢||?> = o%|m| ne pose pas de probléme majeur pour le
choiz du modéle.

Le Cp de Mallows d’un modéle m est défini par

g =g

2 + 2|m| — n.

Cp(m)
On sélectionne le modéle dont le Cp de Mallows est le plus faible. On voit bien par la proposition 5.1 que
cela revient & chercher le modéle qui minimise I'estimateur sans biais du risque 7(m).

6.5 Critére AIC

Le critére d’information d’Akaike (AIC) est construit & partir de la vraisemblance du modéle et nécessite
donc de connaitre la loi du bruit €, que 'on ne suppose pas forcément normale ici (historiquement, la
motivation derriére le critére d’Akaike est de minimiser la divergence de Kullback avec la vraie loi des
observations, ce qui dans ce cadre est équivalent & maximiser la vraisemblance). Soit f(0?2,.) la densité
de € (qui dépend du paramétre inconnu ¢2), la vraisemblance associée au modéle de régression est

flo? €)= f(o®,y — XB) = V(o*, B, X, y).

Lorsqu’on fait de la sélection de modéle, on ne cherche pas a exprimer la vraisemblance comme une
fonction des parameétres mais plutdt comme une fonction du modéle m. Si seule la loi du bruit est connue,
évaluer la vraisemblance d’un modéle m nécessite d’estimer les paramétres, ce qui entraine un biais.
Pour évaluer la log-vraisemblance, ce biais est asymptotiquement de ’ordre du nombre de paramétres a
estimer, a savoir |m/|. Le critére AIC, qui utilise une version asymptotiquement débiaisée de I’estimateur
de la log-vraisemblance, est défini par

AIC(m) = 2|m| — 21og(V (63, B, X, 9)),

oll 62, et 3, sont les estimateurs du maximum de vraisemblance de o2 et 3 pour le modeéle m. Le meilleur
modeéle est celui qui minimise le critére AIC.

Remarque 6.3 Dans le cas Gaussien, les critéres AIC et Cp de Mallows sont équivalents.

Le critére AIC se justifie asymptotiquement mais pas pour des échantillons de petites tailles. Il existe une
version corrigée du critére, plus adaptée aux petits échantillons,

2|m|(jm|+ 1)
n—|ml—1"

AIC.(m) = AIC(m) +



6.6 Critére BIC

Le critére BIC (Bayesian Information Criterion), défini par
BIC(1m) = 2|m|log(n) — 210g(V(62,, Bm, X, )

est une version modifiée du critére AIC motivée par 'utilisation d’un a priori sur le paramétre 3. Schwarz,
qui a introduit ce critére, a montré que l'influence de 1’a priori était négligeable asymptotiquement ce qui
justifie que le critére n’en dépend pas. Le facteur log(n) dans la pénalité a pour conséquence de favoriser,
plus que les autres critéres, les modeéles avec moins de paramétres.

6.7 Critére PRESS de validation croisée

La validation croisée est un des moyens les plus efficaces de juger de la qualité d’un modéle. Le principe de
la validation croisée est d’estimer les paramétres a partir d’un sous-échantillon des données et d’évaluer
leurs performances de prédiction sur les données mises de coté. La version la plus simple est le critére
PRESS (prediction error sum of square), pour lequel une seule observation est laissée de coté. Soit 3}7(7?1

la prédiction de y; estimée dans le modéle m & partir des données sans y;, le critére PRESS est défini par

n

PRESS(m) = > (45, — :)*.

g
i=1

On retient bien sir le modéle avec le PRESS le plus faible. D’aprés le lemme 3.8, on montre que le critére
PRESS est également donné par

n 22
em,i
=1 m,ii

oll €,,; est le résidu de la i-éme observation, estimé dans le modéle m et h,, ;; ’entrée diagonale de la
matrice de projection sur I’espace engendré par les variables z; € m. Ce critére produit en général de
trés bons résultats.

En pratique, on chosit un de ces critéres pour retenir un modéle final. Si le nombre de variables explicatives
dans le modéle complet est grand, le calcul du critére pour les 2P+ sous-modéles peut vite devenir trés
cotiteux. Dans ce cas, on peut se contenter de faire une recherche pas-a-pas du meilleur modeéle en enlevant
et ajoutant les variables les plus pertinentes une par une, ce qui permet de ne calculer le critére que pour
un petit nombre de modéles. Cette approche est nettement moins cotiteuse en temps de calcul mais ne
garantit pas de sélectionner le meilleur modéle pour le critére choisi.



7 Meéthodes robustes d’estimation

Dans le modéle de régression linéaire Gaussien y = X3 4 ¢, on a vu que l'estimateur des moindres carrés
est le meilleur estimateur sans biais de 5. On peut souvent améliorer I’estimation en recherchant un
estimateur de S biaisé, pour lequel I'erreur quadratique est plus faible que celle des moindres carrés. Les
méthodes de sélection de modéle peuvent conduire & un estimateur biaisé de 8. Par exemple, si la variance
de Bj est élevée, il peut étre préférable d’estimer 8; par zéro, méme si celui-ci est non nul. Cela entraine
un biais qui est compensé par une plus forte diminution de la variance. Dans cette section, on s’intéresse
a d’autres méthodes d’estimation, plus robustes aux problémes de multicolinéarité et de sur-ajustement.

Les méthodes décrites dans cette section ne nécessitent pas que la matrice de régression X soit de plein
rang. On relache donc cette hypothése dorénavant. En particulier, le nombre d’observations peut étre
inférieur au nombre de variables explicatives.

7.1 Analyse en composantes principales

L’analyse en composantes principales (ACP) recherche les directions qui résument le mieux l'information
des variables explicatives. On travaille avec les variables standardisées

l'j — CL’j].

wj = , i=1,...p.

2 =2
r; — T
L’idée est de faire une régression sur des combinaisons linéaires bien choisies des variables w;, de maniére
A optimiser 'information tout en réduisant la dimension du modéle. Une composante est une combinaison
linéaire cy = 3-%_; \jw; € R™ des variables standardisées telle que )°7_; A7 = 1. On note W la matrice

construite a partir des variables standardisées

Winp .- Wpn

et 7 = rang(W) = dim(Im(W)). Une composante est un vecteur cy = WA avec ||A||? = 1.

Du point de vue de ’ACP, l'information d’une composante est donnée par sa norme. La premiére com-
posante principale ¢; = WA est la composante de norme maximale (définie au signe prés),

A = arg max |[WA|? = arg max ATWT W
AERP AERP
lIAlI=1 lIAlI=1

Si celle-ci n’est pas unique, on en choisit une arbitrairement parmi les maximiseurs. La composante
obtenue ¢; = WA = Zle A1jw; détermine la variable explicative privilégiée par 'ACP. La deuxiéme
composante principale c; = W5 est la composante orthogonale & ¢; de norme maximale

Ao = arg max ATWTWA.
AERP
IAl=1
cf WA=0

On choisira de l'intégrer ou non au modéle, suivant l'information supplémentaire apportée. On construit
ensuite la troisiéme composante principale orthogonale aux deux premiéres de la méme fagon, et ainsi de
suite jusqu’a obtenir r composantes.

Théoréme 7.1 Les vecteurs i, ..., \, sont des vecteurs propres de la matrices W W associés auz valeurs
propres non nulles v1, ..., classées dans l’ordre croissant. De plus, les composantes principales c1, ..., ¢,
sont des vecteurs propres de la matrice WW | qui ont pour valeurs propres v1, ..., 7. En particulier, les
composantes principales forment une base orthogonale de Tm(W).



Preuve. La matrice W' W est symétrique, semi définie-positive. On note v, > ... > 7, ses valeurs propres
non nulles et vy, ..., v, une famille orthogonale de vecteurs propres associés que ’on compléte si nécessaire
par vUry1, ..., Up pour former une base orthonormée de RP. On veut montrer que A; = v; pour j =1,...,7.
Soit A € RP tel que A = 1. On décompose A dans la base vy, ..., v, ce qui donne A = >0_ (A, v;)v;
avec 3 F_ (N vj)* =1. On a

<A7’Uj>2 =71

-

P
ATWIWA =\ 05)%y <m

=1 j=1

Par ailleurs, v] W Wuv; = y|lv1||? = 71, la fonction A\ — ATWTWA atteint donc son maximum pour
|[Al =1 en v;. On peut donc choisir A\; = v;. La premiére composante principale ¢; = WA, vérifie

WW e, = WWTWA, = 1WA = y1c1.

Elle est bien un vecteur propre de WW T de valeur propre associée ;. On réitére la preuve pour la
construction de Aa. Sous les contraintes v A = 0 et |[A|| = 1, le vecteur A s’écrit dans la base v1, ..., vp,

p p

A= Z(A,vj)vj avec Z()\,vj>2 =1

j=2 j=2

On montre de la méme facon que précédemment que le maximum de AT W T WA sous ces contraintes est
atteint en A\ = vy, et ainsi de suite. La matrice WW T étant symétrique, les vecteurs propres ci, ..., ¢,
obtenus sont orthogonaux. On le montre facilement en remarquant que pour tout j # j,

(cjci) =M WIWA, =0. O

Du fait de la standardisation des variables explicatives, le modéle de ’ACP peut s’écrire
K
y—7yl= ZajCj + (e —€1).
j=1

La variable & expliquer est le vecteur recentré y — 71, les parameétres & estimer sont les coeflicients o
et les variables explicatives sont les composantes principales ci, ..., ¢,.. On choisira de ne retenir dans le
modéle que les composantes principales les plus pertinentes. Il y a deux avantages majeurs & utiliser les
composantes principales comme variables explicatives. Premiérement, les composantes principales sont
orthogonales, ce qui permet de juger de la pertinence de chacune des composantes sans tenir compte des
autres (contrairement au cas général ou la pertinence d’une variable doit étre testée en tenant compte
des autres variables du modéle). Deuxiémement, les composantes principales sont classées par ordre
d’importance, la sélection de variables se fait donc en choisissant un rang k & partir duquel les composantes
¢;,j > k sont jugées non-pertinentes (on peut éventuellement prendre k = 0). Cela réduit & un maximum
de p + 1 modéles a tester. On peut retenir par exemple le modéle avec le PRESS le plus faible.

Une fois le seuil k& déterminé, les parameétres aj, ..., ap sont estimés par les moindres carrés. Du fait de
Iorthogonalité des composantes, I’estimateur des moindres carrés s’exprime trés simplement. En effet, en
notant Czy = (c1, ..., k), on vérifie facilement que

ry%(clvy 7y1>
ey = (ClyCiry) " "Clay(y —71) = :
%(Cmy - ?1>

On obtient la prédiction

k k k

. _ . _ 1 _ _ 1

yf,fgp =7yl + Zozjcj =yl+ Z ij(cj, y—7ylye; =71 + Z Z(y, )¢
j=1 j=1 j=1



Remarque 7.2 Si k = r = p, la prédiction obtenue par ’ACP est celle des moindres carrés car les
composantes c; et la constante 1 engendrent entiérement Im(X). De plus, on voit dans la formule de
Gy que l'ajout ou le retrait d’une composante c; dans le modele retenu ne modifie pas la valeur des
estimateurs &y pour j' # j, ce qui s’explique simplement par l’orthogonalité des composantes.

La décomposition de y dans la base cy, ..., ¢, permet de classer les estimations des coefficients par ordre
décroisssant des variances. En effet, les variances des projections de y dans les directions ¢;/||c;|| sont
données par,

Gy L () =
o) = 5 o) =

1 ¢ () cj o?

— ——var(y)—— = —.

3 llesll lleill

Classer les composantes principales par valeurs propres y; décroissantes est donc un moyen de privilégier
les directions de faibles variances pour la prédiction.

7.2 Moindres carrés partiels

Comme I’ACP, la régression par moindres carrés partiels, ou régression PLS (partial least squares) fait
intervenir les variables explicatives standadisées w;. Le principe de la régression PLS est similaire &
celui de ’ACP. L’objectif est de chosir des directions a privilégier pour définir le modéle, de maniére a
maximiser I'information tout en minimisant la dimension du modéle.

Les composantes de la régression PLS sont choisies en maximisant la corrélation avec y. Précisément, on
définit la premiére composante ¢; = WAy par

2
A1 = arg max (y —yl, WA)".
1 = arg max (y —y )
IAll=1
Contrairement & ’ACP ou les composantes ne sont déterminées qu’en fonction de l'information des
variables explicatives, la régression PLS tient compte également de la réponse pour construire les compo-
santes. L’idée est de maximiser 'information apportée par les variables explicatives et leurs interactions

avec y. La deuxiéme composante de la régression PLS est construite de la méme fagon, en imposant
qu’elle soit orthogonale & la premiére. On définit donc c; = WA, avec

2
Ay = — 71, WA)
2 =arg max (y—7 )
AI=1
¢ WA=0

Le procédé peut étre itéré jusqu’a obtenir r composantes, qui sont orthogonales par construction. On
choisit alors un seuil k£ & partir duquel les composantes de sont plus intégrées au modeéle. On peut utiliser
ici aussi le critére PRESS pour choisir le meilleur seuil k.

7.3 Régression Ridge

Lorsqu’il y a des corrélations entre les variables explicatives, la matrice X " X a des valeurs propres proches
de zéro et 'estimateur des moindres carrés B n’est pas satisfaisant, du fait d’une forte variance. Pour
controdler la variance de I’estimateur, un moyen simple est de pénaliser les grandes valeurs de B C’est le
principe de la régression ridge, on définit I’estimateur par

aridge : - 2 2
pr0e € arg min {fly — X" + rb]*},
ol k = 0 est un parameétre & déterminer.

Théoréme 7.3 Si x > 0, l'estimateur B,tjdge est unique donné par

B:idge — (XTX + KI)_ley.



1l est également l'unique solution du probléme d’optimisation sous contrainte

Bzidge =arg min ||y — Xb||*> sous la contrainte |b||* < 7,
beRp+1

ouT=|(XTX+rD)XTy|?.

Preuve. Si k > 0, la fonction R(b) = ||y — Xb||? + k||b||? est strictement convexe et coercive. L’estimateur
ridge 57'49¢ est donc 'unique solution des conditions du premier ordre
0

%R(B:j‘dge) = —2X Ty 42X XBIi9¢ 4 2431149¢ = 0 = fridee — (XTX + 1) 'X T y.

Montrons maintenant que BA;idge est solution du probléme d’optimisation sous contrainte. Soit b €
R+ b £ B,Cfd-qe, on a

ly = X0 1> + sl[6'|[* > [ly — XBr9°|1* + x| B749°|1>.
Si ||b/]| < 7 = |85 |2, alors

ly =XV = lly = XBEN > w (B> — 1V')*) 20 = [ly = XV'[|* > |y — XBL||>. O

L’estimateur Ridge est donc solution de deux problémes d’optimisation duaux : le minimiseur du critére
pénalisé ou du critére sous contrainte.

Contrairement & l’estimateur des moindres carrés, I’estimateur Ridge est bien défini méme si la matrice
des régresseurs n’est pas de plein rang. Par ailleurs, ’estimateur Ridge est biaisé, mais de variance plus
faible que I'estimateur des moindres carrés lorsque celui-ci existe. Précisemment,

biais(B[49¢) = E(BL'49° — ) = [(X X +x ) 'X'X - 1] = k(XX +x])7'8
var(f7199¢) = (XTX 4+ k1) 7' X T var(y) X(X "X + k)7 = 0?(X "X + k) 72X "X
On a utilisé pour la derniére ligne le fait que (XTX 4+ x1)~! et XX commutent car elles sont diagonali-

sables dans la méme base. Si on s’intéresse a l'erreur quadratique, appliquer la trace a la décomposition
biais-variance E[(55199¢ — B)(Brid9¢ — )] = var([r199¢) + biais(3749¢)biais(551%9¢) T nous donne

E|[|37%9¢ — 8|1 = tr [ var(5;"%9)] + ||biais(B°)||*.

Soit ¢, ..., ¢, une base orthonormée de vecteurs propres de XX et 79 > ... > 7, les valeurs propres
associées (qui, on rappelle, sont positives), les termes précédents s’écrivent

P p

Aridge Vi ridge ﬂ ¢

r (3] = 0?3 o g ot bSO =R D L £
j=0 j=0

On voit bien que la variance de l'estimateur Ridge une fonction décroissante de x alors que le carré
du biais est une fonction croissante. Le paramétre x permet donc de faire un compromis entre biais et
variance. En pratique, le choix du paramétre k se fait généralement par validation croisée.

Remarque 7.4 Si X est de plein rang, la limite en zéro, lim,_,q Bzidge, est égale a lestimateur des

moindres carrés B Si X n’est pas de plein rang, la limite lim,_,g B,Qidge existe et est égale a l'tmage de y
par inverse généralisé (ou opérateur de Moore-Penrose) de X,

lim 37799¢ = X'y = arg min ||b]| sous la contrainte Xb = IIxy.
k—0 beRP+1

Par ailleurs, on voit facilement que lim,,_, , ., 3749¢ = (.



7.4 Régression lasso

La régression lasso (least absolute shrinkage and selection operator) est basée sur la méme idée que la
régression ridge, en remplacant la norme Euclidienne de la pénalité par la norme ¢;. L’estimateur lasso
est donc défini par

p
Alasso __ : _ 2 .
F**® = arg min |y — Xb| +f~€§ Olbgl,
iz

ol K = 0 est un paramétre & déterminer. Comme pour le Ridge, 'estimateur lasso est également solution
du probléme dual

P

Blass° = arg min |ly — Xb||*> sous la contrainte g |b;] < T,
beRp+1 0
]:

pour un 7 = 7(k) > 0. L’argument est le méme que pour la preuve du théoréme 7.3.

Le lasso est principalement utilisé pour construire un estimateur parcimonieux (c’est-a-dire dont certaines
composantes sont nulles). Une interprétation graphique de ce phénomeéne est donnée dans le dessin suivant,
qui compare les régressions Ridge et lasso.

% AR

\J N

Lasso Ridge

Les ellipses représentent les courbes de niveaux de la fonction b — ||y — Xb||2. La solution au probléme
d’optimisation sous contraintes est le point d’intersection avec la boule pour chaque norme. On voit que
I’estimateur lasso a une composante nulle, contrairement & 1’estimateur Ridge.

Remarque 7.5 Du fait de la sparsité de la solution, la méthode lasso peut étre utilisée dans une op-
tique de sélection de variables. En revanche, il n’existe pas de formule analytique pour ’estimateur lasso
(contrairement au Ridge), le calcul de ’estimateur se fait numériquement par des algorithmes d’optimi-
sation conveze.



