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1 Introduction

1.1 Processus stochastiques

Un processus stochastique est une famille de variables al�eatoires (Xt)t2T index�ee par un espace T et
d�e�nies sur un même espace probabilis�e (
;A;P) et �a valeurs dans un même espace E. Dans ce cours, on
se placera dans l'espace L2 = L2(
) des variables al�eatoires de carr�e int�egrable �a valeurs dans un espace
Euclidien E, voire même le plus souvent E = R.

Si le processus est index�e par le temps, on parle de s�erie temporelle. On peut avoir un processus �a temps
discret (T = N ou Z) ou �a temps continu (T = R+ ou R). Il existe des processus stochastiques index�es
par des espaces de dimension sup�erieure comme en imagerie avec T = Z2 par exemple.
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Figure 1: Exemples de s�eries temporelles mensuelles relev�ees sur plusieurs ann�ees.

On s'int�eressera quasi exclusivement �a des s�eries temporelles �a temps discret avec T = N ou Z. En
pratique, on dispose d'un �echantillon x1; :::; xn que l'on suppose issu d'une r�ealisation du processus Xt

observ�e �a n temps successifs.

L'objectif de ce cours est de mod�eliser l'�evolution d'un processus Xt dont on observe une r�ealisation
X = (X1; ::; Xn) dans le temps, g�en�eralement �a des �ns de pr�ediction.

La loi d'un processus (Xt)t2T est caract�eris�ee par ses marginales �nies dimensionnelles, c'est-�a-dire par
la loi des vecteurs (Xt1 ; :::; Xtk) pour tout t1 < ::: < tk 2 T , k 2 N. La loi d'un processus est donc poten-
tiellement tr�es compliqu�ee. En pratique, on caract�erisera souvent la loi d'un processus en se ramenant �a
des processus dits stationnaires.

D�e�nition 1.1. Une s�erie temporelle (Xt)t2Z est stationnaire (ou faiblement stationnaire ou stationnaire
au second ordre) si elle est d'esp�erance constante au cours du temps et si pour tout h 2 N; t 2 Z,
cov(Xt; Xt+h) = cov(X0; Xh) 2 R (la covariance entre Xt et Xt+h ne d�epend pas de t).

En particulier, la stationnarit�e implique l'existence d'un moment d'ordre 2 qui est constant dans le temps.
Grossi�erement, une s�erie temporelle est stationnaire si ses moments joints jusqu'�a l'ordre 2 sont invariants
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par translation dans le temps. On dira qu'une s�erie temporelle est fortement stationnaire si sa loi est
invariante par translation:

(Xt1 ; :::; Xtk)
loi
= (Xt1+h; :::; Xtk+h) ; 8h 2 N; 8t1; :::; tk:

Il existe des tests sur la stationnarit�e, les plus utilis�es �etant le test de Dickey-Fuller augment�e (ADF) dont
l'hypoth�ese nulle implique la non-stationnarit�e du processus (on conclut donc la stationnarit�e en rejettant
H0) et le test de Kwiatkowski, Phillips, Schmidt et Shin (KPSS) dont l'hypoth�ese nulle sous-entend la
stationnarit�e. Sous R, ces tests sont cod�es par les fonctions adf.test et kpss.test de la librairie tseries.

D�e�nition 1.2. Un bruit blanc est un processus stochastique (�t)t2T index�e par un espace discret tel que
�t est centr�e de variance �2 <1 pour tout t et pour tout s; t di��erents, cov(�t; �s) = 0.

On dira qu'un bruit blanc (�t)t2T est fort si les �t sont iid. Il n'existe pas de bruit blanc index�e par
un espace continu. Un bruit blanc Gaussien (dont toutes les marginales �nies dimensionnelles sont
Gaussiennes) est un bruit blanc fort.
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Exercice. Montrer qu'un bruit blanc (resp. bruit blanc fort) est stationnaire (resp. fortement station-
naire).

Les bruits blancs ne sont bien sûr pas les seuls processus stationnaires mais la plupart des processus
stationnaires classiques sont d�e�nis �a partir de transformations lin�eaires de bruits blancs. Par exemple,
une moyenne mobile (MA pour mobile average) d'ordre 1 est un processus stationnaire de la forme

Xt = �t + a�t�1 ; t 2 Z

o�u a 2 R et (�t)t2Z est un bruit blanc. On v�eri�e facilement que ce processus est stationnaire (exercice).

1.2 Auto-covariance et auto-corr�elation

Pour une s�erie temporelle (Xt)t2Z stationnaire, on peut s'int�eresser �a sa fonction d'auto-covariance, d�e�nie
par

(h) := cov(Xt; Xt+h) ; h 2 N:
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C'est bien une fonction du lag h uniquement (elle ne d�epend pas de t) pr�ecis�ement parce que (Xt)t2Z
est stationnaire. Soit �2 = (0) la variance de Xt, on d�e�nit de la même mani�ere la fonction d'auto-
corr�elation ou ACF (auto-corr�elation function) par

�(h) := cor(Xt; Xt+h) =
cov(Xt; Xt+h)

�2
; h 2 N:

On peut �etendre ces fonctions �a h 2 Z par sym�etrie en posant (h) = (�h).
Proposition 1.3. Une fonction  : Z ! R est la fonction d'auto-covariance d'une s�erie temporelle
stationnaire si et seulement elle est sym�etrique et de type positif, c'est-�a-dire si pour tout N 2 N et pour
toute suite r�eelle a = (ak)k2Z �a support �niX

s;t2Z

asat(s� t) � 0:

Preuve. Soit  la fonction d'auto-covariance d'un processus (Xt)t2Z stationnaire (qu'on suppose centr�e
sans perte de g�en�eralit�e). Pour tout a = (ak)k2Z �a support �ni,

0 � var

�X
t2Z

atXt

�
=
X
s;t2Z

asat(s� t):

R�eciproquement, soit  : Z ! R sym�etrique de type positif. Pour N 2 N, on consid�ere la matrice de
Toeplitz �N = ((s� t))s;t=�N;:::;N qui est de taille (2N + 1)� (2N + 1). Cette matrice est semi-d�e�nie

positive par hypoth�ese, il existe donc un vecteur Gaussien Y (N) = (Y
(N)
t )t=�N;:::;N centr�e de matrice de

covariance �N . On d�e�nit le processus X(N) index�e par Z:

X
(N)
t =

�
Y
(N)
t si �N � t � N ,
0 sinon.

On peut alors montrer que X(N) converge en loi vers un processus stationnaire de fonction d'auto-
covariance  (on v�eri�e facilement la convergence des marginales �nies dimensionnelles mais la conver-
gence en loi de processus n�ecessite un crit�ere suppl�ementaire de tension que l'on admettra).

Les fonctions d'auto-covariance et auto-corr�elation sont bien sûr inconnues en pratique mais elle peuvent
être estim�ees empiriquement. Soient X1; :::; Xn les donn�ees issues de (Xt)t2Z, on note bm = 1

n

Pn

i=1Xi.
Les fonctions d'auto-covariance et auto-corr�elation empirique sont alors d�e�nies par

b(h) := 1

n

n�hX
i=1

(Xi � bm)(Xi+h � bm) et b�(h) = b(h)b(0) ; h 2 0; :::; n� 1:

et b(h) = b�(h) = 0 pour h � n. On peut bien entendu l�a aussi �etendre ces fonctions �a h 2 Z en posantb(�h) = b(h). On remarque que l'auto-covariance empirique b(h) est calcul�ee avec la renormalisation en
1=n au lieu de l'habituelle 1=(n � h). La raison principale est d'obtenir une fonction de type positif, ce
qui ne serait pas n�ecessairement le cas avec des renormalisation di��erentes pour chaque h.
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Exercice. Montrer que la fonction d'auto-covariance empirique b est de type positif.

L'ACF (et son estimation parfois appel�ee auto-corr�elogramme) nous donne de l'information sur la d�epen-
dance du processus. Il est toujours utile de le repr�esenter grahiquement car il met en �evidence ces
d�ependances. Par exemple, un bruit blanc est caract�eris�e par un acf �(h) nul pour h � 1. Par abus de
notation, on parle parfois d'ACF pour d�esigner l'estimation.
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1.3 Innovation

Pour un processus (Xt)t2Z, l'innovation d�esigne la part du processus qui est impr�evisible (lin�eairement)
�a partir des observations pass�ees et donc qui est non corr�el�ee au pass�e.

L'enveloppe lin�eaire H d'un processus (Xt)t2Z de carr�e int�egrable est l'adh�erence du sous-espace vectoriel
de L2 engendr�e par les variables :::; Xt; Xt+1; :::: (en incluant la constante) :

H = vectf1; Xt; t 2 Zg:
L'enveloppe lin�eaire d'un processus (pas n�ecessairement stationnaire) contient donc l'ensemble des vari-
ables al�eatoires de L2 que l'on peut obtenir comme transformation lin�eaire du processus Xt, c'est-�a-dire
qui s'�ecrivent sous la forme

Y :=
X
t2Z

atXt ; t 2 Z;

et tel que var(Y ) < 1. De la même mani�ere, on d�e�nit le pass�e (lin�eaire) de Xt comme l'adh�erence de
l'espace vectoriel engendr�e par la s�erie jusqu'au temps t

Ht = vectf1; Xs; s � tg ; t 2 Z:
Clairement, les ensembles Ht sont croissants. On d�e�nit le pass�e lointain comme la limite en moins l'in�ni:

H�1 = lim
t!�1

Ht =
\
t2Z

Ht:

Dans les deux cas extrêmes, un processus est dit purement d�eterminisite si Ht = Ht�1 pour tout t 2 Z (et
donc si H�1 = H) et purement innovant si H�1 � vectf1g. Par exemple, un bruit blanc est purement
innovant tandis qu'un processus constant est purement d�eterministe.
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D�e�nition 1.4. Soit (Xt)t2Z un processus de carr�e int�egrable, son processus des innovations est donn�e
par

�t = Xt ��Ht�1
(Xt) ; t 2 Z

o�u �Ht�1
est l'op�erateur de projection orthogonale sur Ht�1 dans L2.

L'innovation d'un processus (Xt)t2Z est donc la partie impr�evisible (lin�eairement) �a partir des donn�ees
pass�ees. On remarque que Ht est la somme directe

Ht = Ht�1 � vectf�tg
et que les espacesHt�1 et vectf�tg sont orthogonaux. SiXt est de variance �nie, la variance de l'innovation
est strictement inf�erieure �a celle de Xt par la relation de Pythagore

var(�t) = var(Xt)� var
�
�Ht�1

(Xt)
� � var(Xt):

Un processus est purement d�eterminisite si et seulement si son innovation est presque sûrement nulle
pour tout t.

Proposition 1.5. Si (Xt)t2Z est un processus stationnaire, alors son processus des innovations est un
bruit blanc.

Preuve. On suppose le processus (Xt)t2Z centr�e sans perte de g�en�eralit�e. Son processus des innovations
(�t)t2Z est enti�erement caract�eris�e par son auto-covariance . En e�et, par d�e�nition de Ht�1, on peut

�ecrire la projection orthogonale comme �Ht�1
(Xt) = limN!1

PN

h=1 a
N
h Xt�h o�u (a

(N)
1 ; :::; a

(N)
N ) minimise

(a1; :::; aN ) 7! var

�
Xt �

NX
h=1

ahXt�h

�
= (0)� 2

NX
h=1

ah(h)� 2

NX
h;h0=1

ahah0(h� h0):

Le processus des innovations est donc stationnaire. Par construction, �t 2 Ht \H?t�1, �t est donc orthog-
onal �a Ht�1 et �a Ht�h pour h � 2 par inclusion. D'o�u cov(�t; �t�h) = 0 pour tout h � 1.

Exercice. Montrer que la r�eciproque de la proposition pr�ec�edente n'est pas vraie.

Th�eor�eme 1.6. Soit (Xt)t2Z une s�erie temporelle stationnaire purement innovante d'esp�erance m, il
existe une suite r�eelle ( k)k�1 de carr�e sommable tels que

Xt = m+
X
k�1

 k�t�k + �t ; t 2 Z;

avec (�t)t2Z le bruit blanc des innovations de (Xt)t2Z.

Preuve. Soit �t l'innovation au temps t, on sait que Ht = Ht�1 � vectf�tg. Par r�ecurrence, on obtient
pour tout h � 1,

Ht = Ht�h � Eh
t

o�u Eh
t = vectf�t; :::; �t�hg est orthogonal �a Ht�h. De plus, comme les ensembles E

h
t ; h � 1 sont croissants,

on a

Xt = �Ht�h
(Xt) +

hX
k=1

 k�t�k + �t ; t 2 Z;
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o�u les coe�cients  k; k � h ne d�ependent pas de h (car les �t sont orthogonaux). On sait par hypoth�ese
que la variance de Xt est �nie avec

8h � 1 ; 1 > var(Xt) � �2
�
1 +

hX
k=1

 2k

�
:

On d�eduit que
P

k�1  
2
k < 1. En particulier,

Ph

k=1  k�t�k converge dans L2 quand h ! 1 (on peut
montrer par exemple que c'est une suite de Cauchy), la limite limh!1�Ht�h

(Xt) existe donc aussi dans
L2. Par construction, la limite appartient �a H�1 = vectf1g car le processus est purement innovant.

La r�eciproque est vraie, ce qui se montre facilement. Cette repr�esentation est la d�ecomposition de Wold
d'un processus stationnaire purement innovant.

Exercice. Calculer la fonction d'auto-covariance d'un processus centr�e stationnaire purement innovant
en fonction des coe�cients  k de sa d�ecomposition de Wold.

Exercice. D�eterminer la d�ecomposition de Wold du processus Xt = �t + �t�1.

1.4 Auto-corr�elation partielle

Un outil similaire indispensable pour l'analyse de s�eries temporelles est la fonction d'auto-corr�elation
partielle ou PACF. Pour t 2 Z, soit

H0
t = vectf1g et Hh

t = vectf1; Xt; :::; Xt�h+1g ; h = 1; 2; :::

Autrement dit, Hh
t est le sous-espace vectoriel de L2 de dimension au plus h engendr�e par le pass�e

Xt; :::; Xt�h+1. On note �Hh
t
l'op�erateur de projection orthogonale sur cet espace. La fonction d'auto-

corr�elation partielle ou PACF du processus (Xt)t2Z est donn�ee par

�(h) := cor
�
Xt ��

H
h�1
t�1

(Xt); Xt�h ��
H

h�1
t�1

(Xt�h)
�
; h � 1 ; t 2 Z:

Pour h = 1, la projection �H0
t�1

(:) est identiquement nulle, on a donc �(1) = �(1). De fa�con (peut être)

plus parlante, la corr�elation partielle �a l'ordre h et la corr�elation r�esiduelle entre Xt et Xt�h lorsqu'on a
�elimin�e les d�ependances lin�eaires avec la s�erie aux h� 1 temps interm�ediaires t� 1; :::; t� h+ 1.
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Pour tout lag h � 1, le coe�cient �(h) peut s'obtenir par r�egression lin�eaire de Xt en fonction du pass�e
jusqu'�a l'ordre h: Xt�1; :::; Xt�h. Quitte �a consid�erer la s�erie recentr�ee (Xt �m)t2Z o�u m = E(Xt), on

suppose sans perte de g�en�eralit�e que E(Xt) = 0. Soit �
(h)
1 ; :::; �

(h)
h les coe�cients de cette r�egression

lin�eaire, solution de

Xt = �
(h)
1 Xt�1 + :::+ �

(h)
h Xt�h + �

(h)
t ; (1)

o�u �
(h)
t est orthogonal (non corr�el�e) �a Xt�1; :::; Xt�h. Ces coe�cients ne d�ependent pas du temps par

stationnarit�e de (Xt)t2Z. On remarque par ailleurs que

�
(h)
1 Xt�1 + :::+ �

(h)
h Xt�h = �Hh

t�1
(Xt) et �

(h)
t = Xt ��Hh

t�1
(Xt):

On supposera implicitement que les coe�cients �
(h)
j sont uniques et donc que les variables Xt�1; :::; Xt�h

ne sont pas li�ees lin�eairement (l'espace Hh�1
t�1 est donc de dimension h � 1). On a alors la propri�et�e

suivante.

Proposition 1.7. Pour tout h � 1, �(h) = �
(h)
h .

Avant de donner la preuve, remarquons la propri�et�e fondamentale suivante: la corr�elation partielle
est enti�erement d�etermin�ee par la fonction d'auto-covariance (elle n'apporte donc en th�eorie pas plus
d'information même si elle s'interpr�ete di��eremment). De plus, la fonction d'auto-covariance (:) �etant
sym�etrique, la s�erie renvers�ee dans le temps

 
Xt := X�t ; t 2 Z

est donc �egalement stationnaire avec le même ACF et donc le même PACF. Une cons�equence imm�ediate
est que les coe�cients de la r�egression lin�eaire de Xt par le pass�e Xt�1; :::; Xt�h sont les mêmes (en ordre
invers�e) que ceux de la r�egression de Xt par le futur Xt+1; :::; Xt+h, autrement dit

Xt = �
(h)
1 Xt+1 + :::+ �

(h)
h Xt+h + �

(h)
t

o�u �
(h)
t est orthogonal �a Xt+1; :::; Xt+h et de même variance que �

(h)
t .

Preuve de la proposition. On suppose toujours sans perte de g�en�eralit�e que (Xt)t2Z est centr�ee. Pour

h = 1, la r�egression lin�eaire Xt = �
(1)
1 Xt�1 + �

(1)
t a pour solution

�
(1)
1 =

cov(Xt; Xt�1)

var(Xt�1)
= cor(Xt; Xt�1);

par stationnarit�e (et donc variance constante) de (Xt)t2Z. Pour h � 2, on a d'apr�es l'�equation (1)

�
H

h�1
t�1

(Xt) =
�
�
(h)
1 Xt�1 + :::+ �

(h)
h�1Xt�h+1

�
+ �

(h)
h �

H
h�1
t�1

(Xt�h):

Comme �
(h)
t est orthogonal �a Hh

t�1 (et donc aussi �a H
h�1
t�1 ), on d�eduit

Xt ��
H

h�1
t�1

(Xt) = �
(h)
h

�
Xt�h ��

H
h�1
t�1

(Xt�h)
�
+ �

(h)
t ; (2)
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et
cov

�
Xt ��

H
h�1
t�1

(Xt); Xt�h ��
H

h�1
t�1

(Xt�h)
�
= �

(h)
h var

�
Xt�h ��

H
h�1
t�1

(Xt�h)
�
:

Par sym�etrie dans le temps (les s�eries Xt et
 
Xt = X�t ont les mêmes fonctions d'auto-covariance), on

sait que var
�
Xt�h ��

H
h�1
t�1

(Xt�h)
�
= var

�
Xt ��

H
h�1
t�1

(Xt)
�
.

En pratique, on peut donc estimer l'auto-corr�elation partielle �(h) par le coe�cient b�(h) = b�(h)h de la
r�egression lin�eaire des observations Xt en fonction du pass�e jusqu'�a l'ordre h. On peut aussi utiliser une
m�ethode it�erative comme l'algortihme de Durbin-Levinson.

Proposition 1.8 (Algorithme de Durbin-Levinson). Pour tout h � 1, soit �h = var
�
�
(h)
t

�
. Alors,

�1 = (0)(1� �(1)2), �
(1)
1 = �(1) et pour h � 2,

� �(h) = �
(h)
h =

1

�h�1

�
(h)�

h�1X
j=1

�
(h�1)
j (h� j)

�

� �h = �h�1
�
1� �(h)2

�
� �

(h)
j = �

(h�1)
j � �(h)�

(h�1)
h�j ; j = 1; :::; h� 1.

Preuve. D'apr�es la preuve pr�ec�edente, Xt = �
(1)
1 Xt�1 + �

(1)
t avec �

(1)
1 = �(1). On a bien

�1 = var
�
�
(1)
t

�
= var(Xt)� �

(1)2
1 var(Xt�1) = (0)

�
1� �(1)2

�
:

En remarquant que Xt ��
H

h�1
t�1

(Xt) = �
(h�1)
t , on trouve toujours d'apr�es la preuve pr�ec�edente

�
(h)
h =

cov
�
Xt ��

H
h�1
t�1

(Xt); Xt�h ��
H

h�1
t�1

(Xt�h)
�

var
�
�
(h�1)
t

� =
cov

�
Xt ��Ht�1;h�1

(Xt); Xt�h

�
�h�1

:

Or �
H

h�1
t�1

(Xt) = �
(h�1)
1 Xt�1 + :::+ �

(h�1)
h�1 Xt�h+1, d'o�u

�
(h)
h =

1

�h�1

�
(h)�

h�1X
j=1

�
(h�1)
j (h� j)

�
:

Pour montrer le deuxi�eme point, on applique la variance dans l'�equation (2), ce qui donne

�h�1 = �(h)2�h�1 + �h:

En�n, comme Hh�1
t�1 � Hh

t�1, �H
h�1
t�1

(Xt) = �
H

h�1
t�1

(�Hh
t�1

(Xt)), ou encore

�
(h�1)
1 Xt�1 + :::+ �

(h�1)
h�1 Xt�h+1 = �

(h)
1 Xt�1 + :::+ �

(h)
h Xt�h+1 + �

(h)
h �

H
h�1
t�1

�
Xt�h

�
:

Par sym�etrie par rapport au temps, �
H

h�1
t�1

�
Xt�h

�
= �

(h�1)
1 Xt�h+1 + ::: + �

(h�1)
h�1 Xt�1. On conclut par

identi�cation des coe�cients.
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2 Tendance et saisonnalit�e

Une s�erie temporelle qui comporte une composante d�eterministe non constante (croissance lin�eaire,
ph�enom�ene saisonnier, etc...) n'est pas stationnaire (pourquoi?). Dans ces cas-l�a, on va chercher �a
mod�eliser la s�erie en la d�ecomposant en une partie d�eterministe (non-al�eatoire) et une partie r�esiduelle
stochastique. Par exemple:

Xt =Mt + St + Zt; t 2 N
o�u

� Mt est la tendance, soit une fonction "simple" (par exemple lin�eaire, quadratique, lin�eaire par
morceaux etc...) du temps qui dicte le comportement global du processus.

� St est la composante saisonni�ere, qui est une fonction p�eriodique en t c'est-�a-dire telle que St = St+s
pour un s > 0, pour tout t 2 N. Le plus petit s > 0 pour lequel cette propri�et�e est v�eri��ee est
appel�e la p�eriode. Par convention, on imposera que St soit centr�ee:

Ps

t=1 St = 0 sans perte de
g�en�eralit�e puisque une valeur moyenne non-nulle peut être report�ee sur la tendance.

� Zt est la composante stochastique qui mod�elise les al�eas ou uctuations autour de la partie d�eter-
ministe. Ce processus n'est en g�en�eral pas un bruit blanc mais on pourra souvent chercher �a le
mod�eliser par un processus stationnaire (ou d�eriv�e d'un processus stationnaire).

Ce mod�ele simple permet d'isoler la ou les composantes d�eterministes, pour ensuite les �eliminer et mod-
�eliser la composante r�esiduelle Zt. D�etecter des ph�enom�enes de tendances et ou saisonalit�e se fait �a partir
du contexte (donn�ees mensuelles implique potentiellement une p�eriode de 12, hebdomadaire de 7 etc...)
et des repr�esentations graphiques de la s�erie. Isoler la composante stochastique permet en g�en�eral de
d�etecter des ph�enom�enes de d�ependances masqu�es par les composantes d�eterministes.

2.1 Mod�elisation param�etrique

Une approche naturelle consiste �a poser un mod�ele param�etrique sur la tendance et/ou la composante
saisonni�ere pour les estimer.

Estimation de la tendance. On ajuste la tendance par un mod�ele lin�eaire en fonction du temps,
typiquement par une fonction a�ne St = a0+ a1t, polynomiale St = a0+ a1t+ :::+ akt

k ou autre (expo-
nentielle, puissance, etc...). Les param�etres aj sont estim�es par la m�ethode des moindres carr�es ordianires.
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Figure 2: Estimation par MCO et �elimination de la tendance a�ne.

Estimation de la composante saisonni�ere. On travaille sur la s�erie Xt � cMt o�u cMt est l'estimation
de la tendance. La p�eriode p de la composante saisonni�ere (s'il y en a) est d�etermin�ee par le contexte
ou "�a la main" au vu des donn�ees (repr�esentation graphique de la s�erie, ACF et PACF). On peut alors
proposer une mod�elisation param�etrique p�eriodique sur la composante saisonni�ere St, par exemple St =
a sin(2�t=p) + b cos(2�t=p) ou alors l'estimer de fa�con "non-param�etrique" par la moyenne sur les temps
espac�es de s. Il y a donc s� 1 valeurs �a estimer puisqu'on a la condition d'identi�abilit�e

Ps

t=1 St = 0.

Estimation de la composante saisonnière
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Figure 3: Estimation non-param�etrique de la composante saisonni�ere et s�erie r�esiduelle.

On cherche maintenant �a mod�eliser la s�erie r�esiduelle bZt = Xt�cMt� bSt comme un processus stochastique,
id�ealement stationnaire. On peut �etudier ses ACF et PACF estim�es. Même s'il est toujours utile de les
repr�esenter graphiquement, ceux-ci n'ont de sens que si la s�erie est stationnaire.
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2.2 Filtrage

D�e�nition 2.1. L'op�erateur retard est l'op�erateur qui �a une s�erie temporelle (Xt)t2Z associe la même
s�erie retard�ee d'une unit�e de temps. On le note g�en�eralement B (pour backward) ou L (pour lag).

Par abus de notation, on appliquera directement l'op�erateur B aux valeurs de la s�erie en �ecrivant

BXt = Xt�1:

Son inverse B�1 d�ecale la s�erie d'une unit�e de temps dans le futur,

B�1Xt = Xt+1:

On a bien B � B�1 = B�1 � B = I, o�u I est l'identit�e. On note Bk et B�k les op�erateurs B et B�1

compos�es j fois,
BkXt = Xt�k et B�kXt = Xt+k:

D�e�nition 2.2. Un �ltre lin�eaire est un op�erateur de la forme

F =
X
k2Z

 kB
k;

o�u  = ( k)k2Z est une suite complexe sommable:
P

k2Z j kj < 1. On dit que le �ltre est causal si les
coe�cients  k; k < 0 sont nuls.

Un �ltre peut être vu comme une fonction 	 : x 7! P
k2Z  kx

k appliqu�ee �a l'op�erateur retard B. On
note alors F = 	(B) et

FXt = �(B)Xt =
X
k2Z

 kB
kXt =

X
k2Z

 kXt�k ; t 2 Z;

o�u on utilise ici la convention B0 = I. Si le �ltre F = 	(B) est causal, alors 	 est analytique de rayon
de convergence sup�erieur ou �egal �a 1.
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Lemme 2.3. L'image d'un processus stationnaire par un �ltre lin�eaire est stationnaire.

Preuve. Soit (Xt)t2Z un processus stationnaire de fonction d'auto-covariance  et F =
P

k2Z  kB
k un

�ltre lin�eaire. Pour h � 1,

X
j;k2Z

j j k(h+ j � k)j � (0)

�X
k2Z

j kj
�2

<1:

On v�eri�e alors facilement que l'esp�erance de FXt est constante et pour h � 0, la covariance �a l'ordre h

cov(FXt; FXt�h) = cov

�X
k2Z

 kXt�k;
X
k2Z

 kXt�h�k

�
=
X
j;k2Z

 j k(h+ j � k)

ne d�epend pas de t.

Exercice. Montrer que la somme F + G et la compos�ee F � G (que l'on note souvent FG par abus
de notation) de deux �ltres lin�eaires F;G sont des �ltres lin�eaires. V�eri�er que ces op�erations sont
commutatives et qu'elles pr�eservent la causalit�e.

D�e�nition 2.4. L'op�erateur de di��erenciation discret est d�e�ni par � := I �B.

Le �ltre de di��erenciation � renvoie les variations d'une s�erie temporelle

�Xt = Xt �Xt�1;

ce qui s'apparente �a une d�eriv�ee discr�ete. De même, la compos�ee k-fois est l'op�erateur de di��erenciation
�a l'ordre k,

�kXt = (I �B)kXt =

kX
j=0

(�1)j k!

j!(k � j)!
Bj :

Proposition 2.5. L'op�erateur de di��erenciation �a l'ordre k � 1 rend constant tout polynôme de degr�e
inf�erieur ou �egal �a k du temps.

Preuve. Soit Mt = a0 + a1t+ :::+ akt
k, on a par lin�earit�e

�kMt = a0�
k1 + a1�

kt+ :::+ ak�
ktk:

Il su�t de montrer le r�esultat pour les monômes tj . Pour k = 1,

�t = (I �B)t = t� (t� 1) = 1:

On proc�ede par r�ecurrence, supposons que le r�esultat est vrai pour k � 1,

�ktk = �k�1�tk = �k�1(tk � (t� 1)k):

Or tk � (t� 1)k est un polynôme de degr�e k � 1 en t, le r�esultat est donc vrai �a l'ordre k.
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L'op�erateur de di��erenciation permet d'�eliminer une tendance polynomiale dans une s�erie temporelle de
la forme Xt = Mt + St + Zt; t 2 Z. Si Mt est un polynôme de degr�e k du temps alors, la s�erie �kXt

ne comporte plus de tendance polynômiale (seulement une constante) mais conserve une composante
saisonni�ere, di��erente de l'originale.

Exercice. Montrer que si (St)t2Z est une s�erie p�eriodique de p�eriode p � 1, alors sa s�erie di��erenci�ee
�a l'ordre k � 1 l'est �egalement. Montrer que cette derni�ere est de somme nulle sur sa p�eriode même si
(St)t2Z ne l'est pas.

Proposition 2.6. Soit F =
P

j2Z ajB
j un �ltre lin�eaire tel que pour p � 1,

X
j2Z

aj = 1 et
X
j2Z

jkaj = 0 pour k = 1; :::; p:

Alors, F laisse invariant tout polynôme de degr�e inf�erieur ou �egal �a p.

Preuve. Exercice.

D�e�nition 2.7. Une moyenne mobile est un �ltre F associ�e �a une suite (aj)j2Z non nulle �a support �ni.
Autrement dit, un �ltre F est une moyenne mobile s'il existe k1; k2 2 N et des coe�cients a�k1 ; :::; ak2 2 R
avec a�k1 6= 0; ak2 6= 0 tels que

F =

k2X
j=�k1

ajB
j :

La moyenne mobile arithm�etique est le �ltre lin�eaire uniforme centr�e en 0 qui �a une s�erie Xt associe la
moyenne des valeurs autour de Xt. Formellement, pour k 2 N�, la moyenne mobile arithm�etique d'ordre
2k + 1 est le �ltre

M2k+1 =
1

2k + 1

kX
j=�k

Bk:

Dans le cas pair, on d�e�nit la moyenne mobile arithm�etique d'ordre 2k par

M2k =
1

4k
B�k +

1

2k

k�1X
j=�k+1

Bk +
1

4k
Bk:

Proposition 2.8. La moyenne mobile arithm�etique d'ordre p annule toute s�erie p�eriodique de p�eriode p
de somme nulle sur sa p�eriode.

Preuve.

Exercice. Montrer que les moyennes arithm�etiques laissent invariantes les fonctions a�nes du temps.

Les propri�et�es des moyennes mobiles arithm�etiques permettent d'estimer la tendance d'une s�erie tem-
porelle de mani�ere non param�etrique. Soit Xt =Mt + St + Zt une s�erie temporelle avec Mt la tendance
globale 'lisse' (pas n�ecessairement lin�eaire), St la composante saisonni�ere de p�eriode p � 2 et Zt la partie
r�esiduelle. Appliquer la moyenne mobile arithm�etique Mp permet d'�eliminier la composante saisonni�ere
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tout en modi�ant peu la tendance. Cela ne fonctionne que si l'ordre de la moyenne mobile est �egal �a (ou
multiple de) la p�eriode. On appelle ce proc�ed�e lissage par moyenne mobile.

Consommation mensuelle d'électricité
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Les op�erateurs de di��erenciation et moyenne mobile ont en quelque sorte des rôles compl�ementaires pour
la d�ecomposition en tendance et composante saisonni�ere d'une s�erie temporelle.

Proposition 2.9. Le �ltre I � Bp annule les s�eries p�eriodiques de p�eriode p et rend constantes les
fonctions a�nes du temps.

Preuve. Imm�ediat.

Le �ltre I �Bp permet donc d'�eliminer d'un coup tendance a�ne et composante saisonni�ere d'une s�erie
temporelle de la forme Xt = (a+ bt) + St + Zt; t 2 Z pour se ramener �a la s�erie "purement" stochastique

(I �Bp)(Xt) = bp+ Zt � Zt�p ; t 2 Z:

15



Consommation électrique avec filtre I−B12

1970 1975 1980 1985

−40

−20

0

20

40

60

80

D�e�nition 2.10. Le pouvoir de r�eduction de variance d'un �ltre F est la quantit�e

RV (F ) =
var(F�t)

var(�t)

o�u (�t)t2Z est un bruit blanc.

Exercice. Calculer le pouvoir de r�eduction de variance des op�erateurs de di��erenciation �k et des
moyennes mobiles arithm�etiques Mp. Commenter.

Comme on peut s'y attendre, lisser un processus en applicant un �ltre moyenne mobile r�eduit sa variance.
En contrepartie, cela a tendance �a cr�eer/ampli�er les corr�elations temporelles.

Un �ltre lin�eaire F est inversible s'il existe un �ltre lin�eaire not�e F�1 tel que FF�1 = F�1F = I.

Lemme 2.11. Soit le �ltre lin�eaire F� = (I � �B) avec � 2 C. Alors,
� Si j�j < 1, F� est inversible et F�1� =

P
k�0 �

kBk est causal.

� Si j�j > 1, F� est inversible et F�1� = �Pk�1 �
�kB�k n'est pas causal.

� Si j�j = 1, F� n'est pas inversible.

Preuve. Soit ( k)k2Z telle que

I =
X
k2Z

 kB
k(I � �B) =

X
k2Z

( k � � k�1)B
k:

Par identi�cation,  0 = 1 + � �1 et  k = � k�1 pour tout k 6= 0, ce qui donne en raisonnant par
r�ecurrence  k = �k 0 pour k � 1 et  k = �k( 0 � 1) pour k � �1. On sait de plus que ( k)k2Z doit
v�eri�er X

k2Z

j kj = j 0j
X
k�0

j�kj+ j 0 � 1j
X
k�1

j��kj <1:
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Cette condition est v�eri��ee pour  0 = 1 si j�j < 1,  0 = 0 si j�j > 1 et n'est jamais v�eri��ee si j�j = 1.

Ce r�esultat important permet d'identi�er les conditions sous lesquelles un polynôme de l'op�erateur retard
est inversible, d'inverse causal ou non inversible. Ces conditions ne d�ependent que du module des racines
du polynôme.

Exercice. Soient 	 : x 7! P
k�0  kx

k et � : x 7! P
k�0 �kx

k deux fonctions analytiques de rayon de
convergence sup�erieur ou �egal �a 1.

1. Justi�er que 	(B) et �(B) sont des �ltres lin�eaires causaux.

2. Montrer que 	(B)�(B) = (	� �)(B).

3. D�eduire que si 	 n'a pas de racine dans la boule unit�e B = fz 2 C : jzj � 1g, alors 	(B)�1 =
(1=	)(B) est un �ltre lin�eaire causal.

3 Processus lin�eaires standards

D�e�nition 3.1. Un processus (Xt)t2Z est dit lin�eaire s'il peut s'�ecrire

Xt = m+
X
k2Z

 k�t�k ; t 2 Z

o�u m 2 R, (�t)t2Z est un bruit blanc et ( k)k2Z est une suite r�eelle telle que  0 = 1 et
P

k2Z j kj <1.

La condition  0 = 1 est simplement une condition d'identi�cation. Sous r�eserve que la suite ( k)k2Z
n'est pas identiquement nulle, on peut s'y ramener en modi�ant le bruit blanc.

Un processus lin�eaire (recentr�e) est l'image d'un bruit blanc par un �ltre lin�eaire 	(B) :=
P

k�2Z  kB
k,

Xt �m =
X
k2Z

 k�t�k = 	(B)�t ; t 2 Z:

On dira que cette repr�esentation est

� causale si le �ltre 	(B) est causal et donc que les  k sont nuls pour k < 0:

Xt �m =
X
k�0

 k�t�k ; t 2 Z:

� inversible si le �ltre 	(B) est inversible et que son inverse 	(B)�1 = (1=	)(B) est causal, c'est-�a-
dire, s'il existe des coe�cients (�k)k�0 avec

P
k�0 j�kj <1 tels que

�t =
X
k�0

�k(Xt�k �m) ; t 2 Z:
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En notant 	 : z 7!P
k2Z  kz

k, la repr�esentation Xt = m+	(B)�t; t 2 Z est causale si 	 est analytique
sur la boule unit�e B = fz 2 C : jzj � 1g et inversible si la fonction 1=	 est analytique sur B. Si l'�ecriture
est causale, elle est donc �egalement inversible si 	 n'a pas de racine dans B. En supposant  0 = 1 sans
perte de g�en�eralit�e, on a alors la relation

X
k�0

�kz
k =

1

	(z)
=

1

1 +
P

k�1  kz
k
= 1�

X
k�1

 kz
k +

�X
k�1

 kz
k

�2

� ::: ; z 2 B:

On retrouve par identi�cation

�0 = 1 et �k =
X
p�1

(�1)p
X

k1+:::+kp=k

 k1 ::: kp ; k = 1; 2; :::

On v�eri�e bien que la condition
P

k�0 j�kj < 1 est v�eri��ee puisque � n'a pas de racine sur B et donc
que 1=	(z) converge absolument sur B.
Proposition 3.2. Un processus lin�eaire Xt = m +

P
k2Z  k�t�k; t 2 Z est stationnaire, d'esp�erance m

et de fonction d'auto-covariance

(h) = �2
X
k2Z

 k k�h ; h 2 Z;

o�u �2 = var(�t).

Preuve. On �ecrit

var(Xt) � E

�X
k2Z

 k�t�k

�2

� E

�X
k2Z

j kjj�t�kj
�2

= E

�
lim

N!1

� NX
k=�N

j k�t�kj
�2�

:

Par le th�eor�eme de convergence monotone,

var(Xt) � �2 lim
N!1

E

� NX
j;k=�N

j j jj kj
�
� �2

�X
k2Z

j kj
�2

<1:

On calcule facilement E(Xt) = m et pour h 2 Z,

cov(Xt; Xt+h) = E

�X
k2Z

 k�t�k
X
k2Z

 k�t+h�k

�
=
X
j;k2Z

 j kE
�
�t�j�t+h�k

�
;

o�u E
�
�t�j�t+h�k

�
vaut �2 si j = k � h et 0 sinon.

Si l'�ecriture est causale, on retrouve la d�ecomposition de Wold avec (�t)t2Z le processus des innovations
si on impose  0 = 1

Xt = m+
X
k�1

 k�t�k + �t:

La fonction d'auto-covariance s'�ecrit alors

(h) = (�h) = �2
X
k�h

 k k�h ; h � 0:
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3.1 Moyennes mobiles

D�e�nition 3.3. Une moyenne mobile d'ordre q � 1, not�ee MA(q) est un processus de la forme

Xt = m+ �t + �1�t�1 + :::+ �q�t�q ; t 2 Z;

o�u �1; :::; �q sont des r�eels, �q 6= 0 et (�t)t2Z est un bruit blanc.

Une moyenne mobile (MA) est donc un processus lin�eaire causal pour lequel les coe�cients  k sont nuls
au-del�a d'un certain rang q, l'ordre du processus.

Proposition 3.4. Soit Xt = m + �0�t + �1�t�1 + ::: + �q�t�q; t 2 Z un processus MA(q) avec �0 = 1 et
(�t)t2Z un bruit blanc de variance �2. Alors (Xt)t2Z est stationnaire, de fonction d'auto-covariance

(h) = �2
q�hX
k=0

�k�k+h ; h = 0; 1; :::; q

et (h) = 0 pour h > q.

Preuve. Exercice.

Exercice. Montrer que la corr�elation d'ordre 1 d'un processus MA(q) est strictement inf�erieure �a 1 en
valeur absolue. Calculer la valeur maximale en fonction de q.

Une moyenne mobile a donc sa fonction d'auto-covariance nulle �a partir d'un certain rang. C'est en fait
une caract�erisation des processus MA.

Proposition 3.5. Soit q � 1 et (Xt)t2Z un processus stationnaire d'esp�erance m dont la fonction l'auto-
covariance  v�eri�e (q) 6= 0 et (h) = 0 pour h > q. Alors, il existe des coe�cients �1; :::; �q tels
que

Xt = m+ �t + �1�t�1 + :::+ �q�t�q ; t 2 Z;
o�u (�t)t2Z est le bruit blanc d'innovations de (Xt)t2Z.

Preuve. On suppose m = 0 sans perte de g�en�eralit�e. Soit �t = Xt��Ht�1
(Xt); t 2 Z l'innovation, on sait

que le pass�e Ht du processus au temps t v�eri�e Ht = Ht�1�vectf�tg avec Ht�1 et vectf�tg orthogonaux.
Par r�ecurrence, on a donc pour tout t

Ht = Ht�q � Eq
t ;

o�u Eq
t = vectf�t�q+1; :::; �tg et Ht�q et E

q
t sont orthogonaux. On d�eduit

Xt = �Ht�1
(Xt) + �t = �Ht�q�1

(Xt) + �E
q

t�1
(Xt) + �t:

Comme E(XtXt�h) = 0 pour h > q, on sait que �Ht�q�1
(Xt) = 0. Le r�esultat est donc v�eri��e pour

�1; :::; �q les coe�cients de la r�egression lin�eaire de Xt par �t�1; :::; �t�q. De plus, la covariance �a l'ordre
q, cov(Xt; Xt�q) = �q�

2 est non nulle, la moyenne mobile est donc d'ordre q.
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Attention, ce r�esultat n'implique pas qu'un processus MA(q) v�eri�ant

Xt = m+ �t + �1�t�1 + :::+ �q�t�q ; t 2 Z

avec (�t)t2Z un bruit blanc, ait pour innovation �t. En r�ealit�e, ce n'est l'innovation de Xt que si cette
repr�esentation est inversible. Dans le cas contraire, le r�esultat implique en revanche qu'il existe des
coe�cients e�1; :::; e�q et un bruit blanc (e�t)t2Z (le processus des innovations) tels que

Xt = m+ e�t + e�1e�t�1 + :::+ e�qe�t�q ; t 2 Z:
C'est la d�ecomposition de Wold du processus.

Exercice. Montrer que la repr�esentation Xt = �t + ��t�1; t 2 Z est inversible si et seulement si j�j < 1.

Soit le polynôme de degr�e q, � : x 7! 1 + �1x+ :::+ �qx
q, on peut donc �ecrire

Xt = m+�(B)�t ; t 2 Z:

Th�eor�eme 3.6. Soit Xt = m + �(B)�t; t 2 Z un processus MA(q) avec � un polynôme de degr�e q tel
que �(0) = 1 et (�t)t2Z un bruit blanc. Alors, la repr�esentation est inversible si et seulement si � n'a
aucune racine dans la boule unit�e complexe B = fz 2 C : jzj � 1g. Dans ce cas, (�t)t2Z est le bruit blanc
des innovations de (Xt)t2Z.

Preuve. On supposem = 0 sans perte de g�en�eralit�e. Si � n'a pas de racine sur B, alors 1=� est analytique
sur B et X

k�1

�kz
k =

1

�(z)
=

1

1 +
Pq

k=1 �kz
k
= 1�

qX
k=1

�kz
k +

� qX
k=1

�kz
k

�2

� :::

on retrouve par identi�cation �0 = 1 et �k =
P

p�1

P
k1+:::+kp=k

(�1)p�k1 :::�kp . La condition
P

k�0 j�kj <
1 tient au fait que 1=� converge absolument sur B. R�eciproquement, si �t =

P
k�0 �kXt�k; t 2 Z avecP

k�0 j�kj <1. En posant �0 = 1,

�t =
X
k�0

�k�(B)�t�k =
X
k�0

�k

�X
j=0

�jB
j+k�t

�
=
X
k�0

� kX
j=0

�k�j�j

�
�t�k:

Par identi�cation, �0�0 = 1 et
Pk

j=0 �k�j�j = 0 pour tout k � 1. Or, pour tout z 2 B,

�(z)�
X
k�0

�kz
k =

X
k�0

� kX
j=0

�k�j�j

�
zk = 1:

Comme jPk�0 �kz
kj �Pk�0 j�kj <1 pour z 2 B, on conclut que �(z) n'a pas de racine sur B. En�n,

si la repr�esentation est inversible, alors �0 = 1=�(0) = 1 et

Xt = �
X
k�1

�kXt�k + �t ; t 2 Z:
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Pour tout h � 1, cov(�t; Xt�h) =
Pq

k=1 �k cov(�t; �t�h�k) = 0. On d�eduit

Xt ��Ht�1
(Xt) = Xt �

X
k�1

�kXt�k = �t ; t 2 Z:
Exercice. Soit z 2 C; jzj < 1 et (�t)t2Z un bruit blanc.

1. Montrer que �z := (I � zB)�1(I � z�1B) =
P

k�0 �kB
k o�u �k = �k(z) v�eri�e

�0 = 1 et �k = zk�2(z2 � 1) ; k = 1; 2; ::::

2. Montrer que �t = �z�t; t 2 Z est un bruit blanc. En d�eduire que �z et �
�1
z pr�eservent la "blancheur".

3. Soit le processus MA(q) Xt = �(B)�t; t 2 Z, o�u � est un polynôme de degr�e q sans racine
unitaire tel que �(0) = 1. On note z1; :::; zq les racines de � compt�ees avec multiplicit�e dont
z1; :::; zr les racines de module < 1. A l'aide des op�erateurs �z1 ; :::; �zr , repr�esenter le processus
sous forme causale en faisant apparâ�tre son bruit blanc des innovations (indication: �ecrire �(z) =
(1� z�11 z):::(1� z�1q z)).

4. Calculer l'innovation de Xt = �t +
3
2�t�1 � �t�2; t 2 Z.

3.2 Processus auto-r�egressifs

D�e�nition 3.7. Un processus auto-r�egressif d'ordre p � 1, not�e AR(p) est un processus stationnaire
v�eri�ant

Xt = m+ �1(Xt�1 �m) + :::+ �p(Xt�p �m) + �t ; t 2 Z;
o�u m;�1; :::; �q sont des r�eels, �p 6= 0 et (�t)t2Z est un bruit blanc.

Soit � le polynôme z 7! 1� �1z � :::� �pz
p, on peut �ecrire

�(B)(Xt �m) = �t ; t 2 Z:
Un processus de cette forme n'est pas toujours stationnaire. Autrement dit, tous les polynômes de degr�e
p ne d�e�nissent pas un processus auto-r�egressif par cette �ecriture.

Proposition 3.8. Soit � : z 7! 1� �1z � :::� �pz
p un polynôme de degr�e p � 1, (�t)t2Z un bruit blanc

et m un r�eel. Le processus (Xt)t2Z v�eri�ant �(B)(Xt � m) = �t; t 2 Z est un processus AR(p) (il est
stationnaire) si et seulement si � n'a pas de racine de module 1 dans C. De plus, (�t)t2Z est le processus
des innovations si et seulement si � n'a pas de racine dans la boule unit�e B = fz 2 C : jzj � 1g.
Preuve. Admis pour le moment.

Exercice. Soit � 2 R n f�1; 1g. Exprimer le processus AR(1) Xt = �Xt�1 + �t; t 2 Z sous la forme
Xt =

P
k2Z  k�t�k avec

P
k2Z j kj <1.

Exercice. Soit � 2 f�1; 1g et Xt = �Xt�1+�t; t 2 Z avec (�t)t2Z un bruit blanc tel que �t est orthogonal
�a Ht�1 pour tout t. Montrer que pour tout h � 1,

Xt+h = �hXt +

h�1X
k=0

�k�t+h�k:
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En d�eduire que la variance de Xt ne peut pas être constante au cours du temps et donc que le processus
n'est pas stationnaire.

Les processus auto-r�egressifs sont caract�eris�es par une fonction d'auto-corr�elation partielle nulle �a partir
d'un certain rang.

Proposition 3.9. Soit p � 1 et (Xt)t2Z un processus stationnaire d'esp�erance m dont la fonction l'auto-
corr�elation partielle � v�eri�e �(p) 6= 0 et �(h) = 0 pour h > p. Alors, il existe des coe�cients �1; :::; �p
tels que

Xt = m+ �1(Xt�1 �m) + :::+ �p(Xt�p �m) + �t ; t 2 Z;
o�u (�t)t2Z est le bruit blanc d'innovations de (Xt)t2Z.

Preuve. On suppose m = 0 sans perte de g�en�eralit�e. On sait �(h) = �
(h)
h o�u �

(h)
h est le coe�cient de

Xt�h de la r�egression lin�eaire

Xt = �
(h)
1 Xt�1 + :::+ �

(h)
h Xt�h + �t;h = �Hh

t�1
(Xt) + �

(h)
t :

Comme �(h) = 0 pour h > p, on d�eduit que �
H

p+1

t�1
(Xt) = �H

p

t�1
(Xt) et par suite �Hh

t�1
(Xt) = �H

p

t�1
(Xt)

pour tout h � p. On a donc,

�Ht�1
(Xt) = lim

h!1
�Hh

t�1
(Xt) = �H

q

t�1
(Xt);

ce qui permet de conclure.

Th�eor�eme 3.10. Soit �(B)(Xt �m) = �t; t 2 Z une repr�esentation AR(p) d'un processus stationnaire
(Xt)t2Z avec � un polynôme de degr�e p � 1 sans racine unitaire tel que �(0) = 1 et (�t)t2Z un bruit
blanc. Alors, �t est l'innovation de Xt pour tout t 2 Z si et seulement si � n'a pas de racine dans la
boule unit�e complexe B. Dans ce cas, la repr�esentation Xt = m+�(B)�1�t; t 2 Z est causale.

Preuve. On suppose m = 0. La preuve consiste �a construire la d�ecomposition de Wold du processus. Soit
R l'ensemble des racines de �, pour tout t 2 Z,

�(B)Xt =
Y

z2R;jzj>1

(I � z�1B)
Y

z2R;jzj<1

(I � z�1B)Xt = �t

avec la convention
Q

z2;(I � z�1B) = I. Soit �z = (I � z�1B)(I � zB)�1, on peut �ecrireY
z2R;jzj>1

(I � z�1B)
Y

z2R;jzj<1

(I � zB)
Y

z2R;jzj<1

�zXt := e�(B) Y
z2R;jzj<1

�zXt = �t:

On sait que ��1z = �z�1 pr�eserve la propri�et�e de blancheur, on a donc

e�(B)Xt =
Y

z2R;jzj<1

��1z �t := e�t` ; t 2 Z;
o�u e�t est un bruit blanc. Par construction, e� a toutes ses racines de module strictement sup�erieur �a 1,e�(B)�1 est donc causal. On retrouve donc la d�ecomposition de Wold de (Xt)t2Z:

Xt = e�(B)�1e�t ; t 2 Z
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ce qui permet de conclure.

Si � a toutes ses racines de module strictement sup�erieur �a 1, on dira que la repr�esentation �(B)(Xt�m) =
�t; t 2 Z est canonique, auquel cas �t est l'innovation au temps t. Les �equations de Yule-Walker lient les
coe�cients d'un processus AR(p) �a sa fonction d'auto-covariance (ou auto-corr�elation).

Proposition 3.11 (Equations de Yule-Walker). Soit un processus AR(p) de repr�esentation canonique

Xt = m+ �1(Xt�1 �m) + :::+ �p(Xt�p �m) + �t ; t 2 Z;

et de fonction d'auto-covariance . Alors,

(0) = �2 +

pX
j=1

�j(j) et (h) =

pX
j=1

�j(h� j) ; h � 1:

Preuve. Comme la repr�esentation est canonique, �t est l'innovation et est donc orthogonal au pass�e
Xt�1; Xt�2; :::. Pour tout h � 0,

cov(Xt; Xt�h) = cov(�1Xt�1 + :::+ �pXt�p + �t; Xt�h) =

pX
j=1

�j(h� j) + cov(�t; Xt�h):

On conclut en remarquant que cov(�t; Xt�h) = �2 si h = 0 et 0 sinon.

En divisant par (0) de part et d'autre de l'�egalit�e, on remarque que les �equations de Yule-Walker pour
h � 1 restent valables pour la fonction d'auto-corr�elation �, ce qui permet par exemple d'estimer les
param�etres �1; :::; �p �a partir de l'ACF empirique. On peut repr�esenter ces �equations sous forme d'un
syst�eme lin�eaire 2

6664
(1)
(2)
...

(p)

3
7775 =

2
6664

(0) (1) : : : (p� 1)
(1) (0) : : : (p� 2)
...

...
. . .

...
(p� 1) (p� 2) : : : (0)

3
7775
2
6664
�1
�2
...
�p

3
7775 :

La variance �2 de l'innovation est obtenue par l'�equation de Yule-Walker pour h = 0, les �equations pour
h > p ne sont pas utiles en pratique.

3.3 Processus ARMA

D�e�nition 3.12. Un processus stationnaire (Xt)t2Z est un processus auto-regressif moyenne mobile
d'ordre (p; q), o�u ARMA(p; q), s'il existe des polynômes �;� sans racine commune, de degr�es p; q respec-
tivement tels que �(0) = �(0) = 1, un r�eel m et un bruit blanc (�t)t2Z tels que

�(B)(Xt �m) = �(B)�t ; t 2 Z:

Les processus MA(p) et AR(q) sont bien sûr des cas particuliers. L'existence d'un processus ARMA (donc
stationnaire) associ�e aux polynômes �;� d�epend uniquement des racines de �.
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Proposition 3.13. Soient �;� des polynômes de degr�es p; q respectivement tels que �(0) = �(0) = 1,
m un r�eel et (�t)t2Z un bruit blanc. Si � n'a pas de racine unitaire, il existe un processus (Xt)t2Z
stationnaire tel que

�(B)(Xt �m) = �(B)�t ; t 2 Z:
Preuve. Si � n'a pas de racine unitaire, �(B) est inversible et

Xt = m+�(B)�1�(B)�t ; t 2 Z:
Le �ltre �(B)�1�(B) est lin�eaire, le processus est donc stationnaire.

D�e�nition 3.14. Soient �;� des polynômes tels que �(0) = �(0) = 1, m un r�eel et (�t)t2Z un bruit
blanc. La repr�esentation �(B)(Xt �m) = �(B)�t; t 2 Z d'un processus ARMA est:

� causale s'il existe ( k)k�0 sommable telle que Xt = m+
P

k�0  k�t�k; t 2 Z.
� inversible s'il existe (�k)k�0 sommable telle que �t =

P
k�0 �k(Xt�k �m); t 2 Z.

� canonique si elle est causale, inversible et que � et � n'ont pas de racine en commun.

La condition suppl�ementaire d'absence de racine commune �a � et � permet simplement d'avoir une
repr�esentation minimale du processus. Toute racine non-unitaire z commune �a � et � peut se simpli�er
en appliquant le �ltre (I � z�1B)�1 de part et d'autre de l'�egalit�e.

Proposition 3.15. La repr�esentation �(B)(Xt �m) = �(B)�t; t 2 Z d'un processus ARMA est causale
(resp. inversible) si � (resp. �) n'a pas de racine complexe de module inf�erieur ou �egal �a 1.

Preuve. Si � n'a pas de racine dans B, alors �(B)�1 est un �ltre lin�eaire causal, tout comme �(B)�1�(B).
L'�ecriture

Xt �m = �(B)�1�(B)�t ; t 2 Z
est donc causale. La preuve pour l'inversibilit�e est identique.

L'int�erêt de la repr�esentation canonique d'un processus ARMA est qu'elle fait intervenir le bruit blanc
des innovations du processus recentr�e.

Proposition 3.16. Si la repr�esentation �(B)Xt = �(B)�t; t 2 Z, avec �(0) = �(0) = 1, d'un processus
ARMA centr�e est canonique, alors (�t)t2Z est le processus des innovations de (Xt)t2Z.

Preuve. La causalit�e nous donne que

Xt 2 Et = vectf�s; s � tg ; 8t 2 Z;
et donc que Ht � Et. De même, l'inversibilit�e entrâ�ne �t 2 Ht pour tout t 2 Z. Comme (�t)t2Z est un
bruit blanc, �t est orthogonal �a Et�1 et donc �egalement �a Ht�1. On a donc bien

Xt = �Ht�1
(Xt) +  0�t ; t 2 Z;

avec  0 = �(0)=�(0) = 1.
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La r�eciproque est vraie �a l'exception du cas o�u � a une ou plusieurs racines unitaires (de module 1). Dans
ce cas, (�t)t2Z peut être le bruit blanc des innovations sans que la repr�esentation soit inversible. C'est le
cas par exemple du processus MA(1) Xt = �t+ �t�1; t 2 Z qui n'est pas inversible mais qui a bien (�t)t2Z
comme bruit blanc des innovations.

Proposition 3.17. Soient �;� des polynômes tels que �(0) = �(0) = 1, m un r�eel et (�t)t2Z un bruit
blanc. Si � et � n'ont pas de racine unitaire, alors tout processus ARMA tel que �(B)(Xt � m) =
�(B)�t; t 2 Z admet une repr�esentation canonique.

Preuve. Quitte �a simpli�er de part et d'autre de l'�egalit�e, on peut supposer que � et � n'ont pas de
racine commune. Soit z1; :::; zp les racines complexes de � (compt�ees avec multiplicit�e), on construit le

polynôme e� tel que e�(0) = 1 et ayant pour racines zj si jzj j > 1 et 1=zj si jzj j < 1 pour j = 1; :::; p. On

construit e� de la même fa�con. Soit

e�t = e�(B)�(B)�1e�(B)�(B)�1�t ; t 2 Z:
Soit �1; :::; �r les racines de � de module inf�erieur �a 1 suivies de l'inverse des racines de � de module
sup�erieur �a 1 (compt�ees avec multiplicit�e), on peut �ecrire

e�t = ��1 :::��r�t;

o�u �z = (I � z�1B)(I � zB)�1; z 2 C; jzj 6= 1. Comme �z pr�eserve la blancheur, le processus (e�t)t2Z est
un bruit blanc. On v�eri�e alors

e�(B)(Xt �m) = e�(B)e�t ; t 2 Z:
Comme e� et e� ont toutes leurs racines en dehors de la boule unit�e complexe par construction, cette
repr�esentation est canonique.

Exercice. Calculer la variance de l'innovation d'un ARMA �(B)Xt = �(B)�t; t 2 Z o�u �;� n'ont pas
de racine unitaire, en fonction des racines de �;� et de �2 = var(�t) (indication: en utilisant les notations
de la preuve pr�ec�edente, montrer que var(e�t) = �2RV(��1):::RV(��r )).

Contrairement aux AR et MA, les ARMA n'ont pas de caract�erisations imm�ediates par leurs ACF ou
PACF. Il existe une m�ethode pour d�eterminer les ordres p; q d'un processus ARMA bas�e sur un calcul de
d�eterminants.

Proposition 3.18 (M�ethode du coin). Soit (Xt)t2Z un processu stationnaire de fonction d'auto-covariance
. Pour i; j � 1, on d�e�nit la matrice

Rij =

2
6664

(i) (i� 1) : : : (i� j + 1)
(i+ 1) (i) : : : (i� j + 2)

...
...

. . .
...

(i+ j � 1) (i+ j � 2) : : : (i)

3
7775 :

Si (Xt)t2Z est un ARMA(p; q), alors det(Rpq) 6= 0 et det(Rij) = 0 pour tout i > p; j > q.
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Preuve (partielle). Soit un processus ARMA(p; q) centr�e avec

Xt � �1Xt�1 � :::� �pXt�p = �t + �1�t�1 + :::+ �q�t�q ; t 2 Z;
o�u (�t)t2Z est le processus des innovations. Pour i > q, on trouve

cov(Xt; Xt�i) = (i) = �1(i� 1) + :::�p(i� p):

Pour j > p, le vecteur (1;��1; :::;��p; 0; :::; 0) 2 Rj appartient donc au noyau de Rij , celle-ci n'est donc
pas inversible. On admettra que det(Rpq) est non nul.

Ce r�esultat fournit une m�ethode pour estimer les ordres d'un processus ARMA: on construit des estima-
teurs bRij �a partir de l'auto-covariance empirique du processus et on identi�e les ordres p; q comme les
seuils au-del�a desquels les d�eterminants sont "proches" de z�ero. Si on repr�esente la matrice2

6664
det( bR11) det( bR12) det( bR13) : : :

det( bR21) det( bR22) det( bR23) : : :

det( bR31) det( bR32) det( bR33) : : :
...

...
...

. . .

3
7775

un "coin" de valeurs proches de z�ero devrait apparâ�tre en bas �a droite (d'o�u le nom de m�ethode du coin).

4 Extensions des processus ARMA

4.1 Processus ARMA saisonniers

Les processus ARMA saisonniers, ou SARMA, permettent de mod�eliser des ph�enom�enes p�eriodiques
par des processus stationnaires sans utiliser de d�ecomposition avec tendance et composante saisonni�ere
d�eterministes.

D�e�nition 4.1. Un processus auto-r�egressif moyenne mobile saisonnier d'ordre (p; q)�(P;Q) de p�eriode
s � 2, not�e SARMAs(p; q; P;Q), est un processus stationnaire tel que

�s(B
s)�(B)(Xt �m) = �s(B

s)�(B)�t ; t 2 Z;
o�u m 2 R, �;�s;�;�s sont des polynômes de degr�es respectifs p; P; q;Q qui valent 1 en 0 et tels que �s�
et �s� n'ont pas de racine en commun.

Les processus SARMA sont des cas particuliers de processus ARMA pour lesquels les polynômes qui les
caract�erisent ont une forme particuli�ere (un SARMAs(p; q; P;Q) est un cas carticulier d'ARMA(sP +
p; sQ + q)). Le but est de simpli�er le mod�ele pour minimiser le nombre de param�etres, tout en per-
mettant de mod�eliser des d�ependances p�eriodiques, �a travers les polynômes �s et �s. En dehors de la
moyenne m et la variance �2 de l'innovation, un SARMAs(p; q; P;Q) comporte p+P + q+Q coe�cients
�a estimer alors qu'un ARMA(sP + p; sQ+ q) en comporte s(P +Q) + p+ q.

Exercice. Montrer que la repr�esentation �s(B
s)�(B)(Xt �m) = �s(B

s)�(B)�t; t 2 Z d'un proces-
sus SARMAs(p; q; P;Q) est canonique si et seulement si �s;�;�s et � n'ont pas de racine de module
strictement inf�erieur �a 1.
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4.2 ARIMA et SARIMA

D�e�nition 4.2. Un processus (Xt)t2Z est un processus auto-r�egressif moyenne mobile int�egr�e d'ordre
(p; d; q), not�e ARIMA(p; d; q) si (I �B)dXt; t 2 Z est un processus ARMA(p; q). Un tel processus admet
une repr�esentation de la forme

(I �B)d�(B)(Xt �m) = �(B)�t ; t 2 Z;
o�u m 2 R, (�t)t2Z est un bruit blanc et �;� sont les polynômes de degr�es p; q respectivement sans racine
commune (et � n'a pas de racine unitaire).

Un ARIMA(p; d; q) avec d � 1 n'est pas un processus stationnaire puisque le polynôme z 7! (I�z)d�(z) a
z = 1 comme racine. Les ARIMA servent �a mod�eliser des s�eries non-stationnaires. La même g�en�eralisation
s'applique aux processus SARMA.

D�e�nition 4.3. Un processus auto-r�egressif moyenne mobile int�egr�e saisonnier d'ordre (p; d; q)�(P;D;Q)
de p�eriode s, not�e SARIMAs(p; d; q; P;D;Q) est un processus ayant pour repr�esentation

(I �Bs)D(I �B)d�s(B
s)�(B)(Xt �m) = �(B)�t ; t 2 Z;

o�u m 2 R, (�t)t2Z est un bruit blanc et �;�s;�;�s sont les polynômes de degr�es p; P; q;Q tels que �s�
et �s� n'ont pas de racine en commun et �s;� n'ont pas de racine unitaires.

Pour la même raison que pr�ec�edemment un SARIMAs(p; d; q; P;D;Q) n'est pas stationnaire d�es que d � 1
ou D � 1. Etant donn�e le nombre potentiellement important de param�etres �a estimer, on cherchera le
plus souvent une mod�elisation la plus simple possible, typiquement d;D � 1 et p; P; q;Q � 2.

Exercice. Soit le processus
Xt =Mt + St + Zt ; t 2 Z

o�u Mt est un polynôme de degr�e d en t, St une s�erie p�eriodique de p�eriode s et Zt un ARMA(p; q).
Montrer que (Xt)t2Z est un processus SARIMA, en pr�ecisant son ordre et sa p�eriode.

La mod�elisation SARIMA permet d'int�egrer d'�eventuelles d�ependances p�eriodiques dans la composante
stochastique Zt par les polynômes �s;�s. On observe souvent en pratique des ph�enom�enes de d�epen-
dances de p�eriode s même apr�es avoir enlever les tendances et composantes saisonni�eres.

4.3 Mod�elisation avec variables exog�enes

Les mod�eles ARMAX (ARMA avec variables exog�enes), parfois appel�es REGARMA, sont des mod�eles de
r�egression lin�eaire avec erreurs corr�el�ees qui suivent un ARMA. Ces mod�eles sont utiles lorsque les r�esidus
issus d'une r�egression par moindres carr�es sont (trop) corr�el�es. La m�ethode s'apparente �a une r�egression
lin�eaire g�en�eralis�ee o�u la matrice de covariance est param�etrique (les param�etres sont les coe�cients du
processus ARMA). Dans le cadre Gaussien, les param�etres sont estim�es par maximum de vraisemblance
en même temps que les coe�cients de la r�egression.

Proposition 4.4. Soit un mod�ele de r�egression

y = X� + u
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o�u X 2 Rn�k, � 2 Rk et u = (u1; :::; un) est la r�ealisation d'un processus ARMA(p; q) de repr�esentation
canonique 	(B)ut = �(B)�t; t 2 Z avec (�t)t2Z un bruit blanc Gaussien de variance �2. On note

 = 
(	;�; �2) l'inverse de la matrice de covariance (la matrice de pr�ecision) de u, l'estimateur sans
biais optimal de � est donn�e par b� =

�
X
>
X

��1
X
>
y:

Preuve. Admis (r�egression lin�eaire g�en�eralis�ee).

Exercice. Calculer la matrice de pr�ecision 
 d'un processus AR(1),

u0 = 0 ; ut = �ut�1 + �t ; t = 1; :::; n;

avec j�j < 1.

4.4 Mod�eles GARCH

Des s�eries temporelles h�et�erosc�edastiques conditionnellement au pass�e ont �et�e introduites pour mod�eliser
l'�evolution de cours de la bourse en �nance. Dans ces mod�eles, on s'int�eresse essentiellement �a la volatilit�e
�t, qui d�esigne la variance au temps t conditionnellement au pass�e.

D�e�nition 4.5. Un processus (Xt)t2Z est auto-r�egressif conditionnellement h�et�erosc�edastique d'ordre p,
not�e ARCH(p), s'il admet une repr�esentation de la forme�

Xt = �t�t
�2t = �0 + �1X

2
t�1 + :::+ �pX

2
t�p

; t 2 Z;

o�u (�t)t2Z est un bruit blanc de variance 1 ind�ependant du pass�e Xt�1; Xt�2; ::: et �0; :::; �p sont des
coe�cients positifs.

Le nom provient du fait que la variance de Xt conditionnellement au pass�e Xt�1; Xt�2; ::: d�epend du
temps, alors que la variance non conditionnelle var(Xt) est constante lorsqu'elle existe.
Exercice. Calculer le processus des innovations de (X2

t )t2Z o�u (Xt)t2Z suit un ARCH(p). Sous quelles
conditions (X2

t )t2Z est-il stationnaire?

D�e�nition 4.6. Un processus (Xt)t2Z est auto-r�egressif conditionnellement h�et�erosc�edastique g�en�eralis�e
d'ordre (p; q), not�e GARCH(p; q), s'il admet une repr�esentation de la forme�

Xt = �t�t
�2t = �0 + �1X

2
t�1 + :::+ �pX

2
t�p + �1�

2
t�1 + :::+ �q�

2
t�q

; t 2 Z;

o�u (�t)t2Z est un bruit blanc de variance 1 non-corr�el�e au pass�e Xt�1; Xt�2; ::: et �0; :::; �p; �1; :::; �q sont
des coe�cients positifs.

S'il est stationnaire, un processus GARCH(p; q) est un bruit blanc.

Proposition 4.7. Un processus GARCH(p; q) stationnaire (Xt)t2Z est centr�e, d'auto-covariance (h) =
0 pour h � 1 et de variance

(0) =
�0

1� �1 � :::� �p � �1 � :::� �q
:
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Preuve. Comme �t est ind�ependant du pass�e Xt�1; Xt�2; :::, E(Xt) = E(�t)E(�t) = 0 pour tout t 2 Z.
De même, pour tout h � 1,

(h) = E(XtXt�h) = E(�tXt�h�t) = E(�tXt�h)E(�t) = 0:

En notant �t = X2
t � �2t = �2t (�

2
t � 1),

X2
t = �t + �2t = �0 +

pX
i=1

�iX
2
t�i +

qX
j=1

�j�
2
t�j + �t

= �0 +

pX
i=1

�iX
2
t�i +

qX
j=1

�jX
2
t�j �

qX
j=1

�j�t�j + �t

Soit m = E(X2
t ) qui est constante par stationnarit�e, on a donc par passage �a l'esp�erance

m = �0 +

� pX
i=1

�i +

qX
j=1

�j

�
m;

ce qui permet de conclure.

Exercice. Montrer qu'un processus GARCH(p; q) (Xt)t2Z stationnaire avec (�t)t2Z un bruit blanc
Gaussien est tel que (X2

t )t2Z est un processus ARMA.

5 Inf�erence

D'un point de vue th�eorique, l'inf�erence dans des mod�eles de s�eries temporelles est plus technique que
dans les mod�eles d'�echantillonage iid. La consistance des estimateurs classiques (estimateurs empiriques
pour la moyenne, la variance et la fonction d'auto-covariance et estimateurs du maximum de vraisem-
blance Gaussienne pour les coe�cients d'un ARMA par exemple) d�epend de la vitesse de d�ecroissance de
la fonction d'auto-covariance. Pour les ARMA, la fonction d'auto-covariance d�ecrô�t exponentiellement
vite et on peut montrer que ces estimateurs sont consistants.

Certains tests traitent de la structure de d�ependance, comme les tests de blancheur (tester si un processus
est un bruit blanc) et des tests de stationnarit�e. Il est �egalement possible de tester la nullit�e de l'auto-
covariance empirique en un lag donn�e (pour d�eterminer l'ordre d'un MA par exemple) ou l'auto-corr�elation
partielle (pour d�eterminer l'ordre d'un AR). On peut aussi construire des tests de signi�cativit�e sur les
coe�cients d'un SARMA.

5.1 Estimation des param�etres

On suppose qu'on observe la r�ealisation d'une trajectoire X = (X1; ::; Xn)
> issue d'un processus lin�eaire

Gaussien de repr�esentation canonique

Xt = m+
X
k�0

 k�t�k ; t 2 Z
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o�u m 2 R, ( k)k�0 est une suite r�eelle sommable et (�t)t2Z est un bruit blanc Gaussien de variance �2.
Comme d'habitude, on note  sa fonction d'auto-covariance, d�e�nie sur Z.

Proposition 5.1. Si
P

k2Z  k 6= 0 et
P

h�0 h(h) <1, l'estimateur bm = n�1
Pn

i=1Xi v�eri�e

p
n
� bm�m

� loi����!
n!1

N (0; �2);

o�u �2 = �2
�P

k�0  k
�2
.

Preuve. Puisqu'on suppose la normalit�e du processus, il su�t de remarquer que

bm � N
�
0;
1

n

n�1X
h=0

(n� h)(h)
�

et le reste de la preuve est simple. Le r�esultat reste valable dans pour un processus non Gaussien mais la
preuve est admise dans ce cas.

L'auto-covariance empirique �a l'ordre h, dont on rappelle l'expression

b(h) = 1

n

nX
i=h+1

(Xi � bm)(Xi�h � bm) ; 0 � h � n

est une transformation quadratique du vecteur X. On peut donc d�eterminer ses moments dans le cas
Gaussien.

Exercice. D�eterminer la matrice Sh telle que b(h) = n�1X>ShX. Calculer le biais de l'estimateur b(h).
Un long calcul (que l'on s'�epargnera) permet de calculer la variance th�eorique de b(h) en fonction de
m; (0); :::; (n � h). On peut montrer �egalement que b est asymptotiquement Gaussien, ce qui permet
au �nal de construire des intervalles de con�ance asymptotiques. Si le processus n'est pas Gaussiens, il
est aussi possible de construire des intervalles de con�ances sur (h) en estimant les moments jusqu'�a
l'ordre 4, sous des conditions plus fortes de stationnarit�e et d'int�egrabilit�e du processus.

Estimer enti�erement la loi d'un processus lin�eaire est impossible dans le cas g�en�eral du fait qu'il y a
un nombre potentiellement ini�ni de param�etres �a estimer: �2;m;  0;  1; ::::. On peut en revanche s'en
sortir si une suppose une structure ARMA et donc qu'on se place dans un vrai mod�ele param�etrique. On
suppose donc maintenant que (Xt)t2Z est un processus ARMA(p; q) de repr�esentation canonique

�(B)(Xt �m) = �(B)�t ; t 2 Z;

o�u m 2 R, (�t)t2Z est un bruit blanc Gaussien de variance �2. On note � = (�1; :::; �p) et � = (�1; :::; �q)
les coe�cients des polynômes � et �.

Exercice. Montrer que
p
n(bm�m) converge en loi vers une loi normale non d�eg�en�er�ee dans le mod�ele

ARMA Gaussien qui admet une repr�esentation canonique. Exprimer la variance asymptotique �2 en
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fonction de �2;�;�.

Comme pr�ec�edemment, X est un vecteur Gaussien d'esp�erance m = (m; :::;m)> 2 Rn et de matrice de
covariance

� = �n(�; �; �
2) =

�
(i� j)

�
i;j=1;:::;n

:

Une forme explicite de � en fonction des param�etres s'obtient �a partir de la repr�esentation en MA(1)

Xt = m+�(B)�1�(B)�t = m+
X
k�0

 k�t�k ; t 2 Z;

par la formule (h) = (�h) = �2
P

k�h  k k�h; h � 0. La vraisemblance du mod�ele est donn�ee par

V (m;�; �; �2; X) =
1p

(2�)n det(�)
exp

�
� 1

2
(X �m)>��1(X �m)

�
:

L'expression compliqu�ee de � en fonction des param�etres �; �; �2 �a laquelle se rajoute les conditions sur
�;� pour que l'�ecriture soit canonique, rend di�cile le calcul des estimateurs du maximum de vraisem-
blance (il n'existe pas de forme explicite simple dans le cas g�en�eral). On a donc recours en g�en�eral �a des
m�ethodes num�eriques pour les calculer.

On retiendra que les estimateurs des param�etres d'un mod�ele ARMA sont asymptotiquement Gaussiens
et que l'on peut estimer la variance asymptotique. Cela su�t �a construire des intervalles de con�ances
de niveau de con�ance asymptotique donn�e, et donc de tester leurs signi�cativit�es. D�eterminer les ordres
p; q rel�eve de la s�election de mod�ele. Il existe des crit�eres pour comparer les di��erents mod�eles comme le
crit�ere AIC, qui dans un mod�ele ARMA(p; q) Gaussien vaut

AIC = 2(p+ q + 2)� 2 ln
�
V (m;�; �; �2; X)

�
= (X �m)>��1(X �m)� ln

�
det(�)

�
+ 2(p+ q) + cste:

Pour comparer des mod�eles embô�t�es, le crit�ere AIC revient �a tester la signi�cativit�e des param�etres en
plus du mod�ele le plus grand. Pour ajuster un mod�ele SARMA, l'approche est la même (un processus
SARMA est un cas particulier de processus ARMA) avec une structure particuli�ere impos�ee sur les
polynômes �;�. En�n, les mod�eles SARIMA non-stationnaires n'ont pas de param�etres suppl�ementaires
�a estimer, seulement les ordres d;D des di��erenciations. Ces ordres sont d�etermin�es �a l'aide de tests de
stationnarit�e. Si les r�esultats des tests concluent �a la non-stationnarit�e du mod�ele, on peut appliquer des
�ltres de di��erenciation I �B ou I �Bs pour tenter de rendre le processus stationnaire.

5.2 Tests de stationnarit�e

Il existe plusieurs tests de stationnarit�e sur des s�eries temporelles qui ne consid�erent pas les mêmes hy-
poth�eses nulle et alternative.

Le test de Dickey-Fuller est bas�e sur le coe�cient � dans l'ajustement par un AR(1)Xt = a+�Xt�1+�t; t 2
Z. On peut le voir comme un test de Student de l'hypoth�ese H0 : � = 1 contre H1 : � < 1 dans la
r�egression (avec corr�elations) de (X2; :::; Xn) par (X1; :::; Xn�1). Si la s�erie montre une tendance a�ne
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en temps, une version di��erente consiste �a tester la nullit�e simultan�ee des coe�cients b; � associ�es �a Xt�1

et t dans la r�egression lin�eaire
Xt = a+ bt+ �Xt�1 + �t ; t 2 Z:

Le test de Dickey-Fuller augment�e (ADF) est bas�e sur l'�ecriture AR(p) du processus recentr�e Xt =
�1Xt�1 + :::+ �pXt�p + �t; t 2 Z. En posant Yt = �Xt = Xt �Xt�1, le jeu d'�ecriture

Yt = (�1 � 1)Xt�1 + :::+ �pXt�p + �t

= (�1 � 1)Xt�1 + :::+ (�p�1 + �p)Xt�p+1 + �pYt�p + �t

= (�1 � 1)Xt�1 + :::+ (�p�2 + �p�1 + �p)Xt�p+2 + (�p�1 + �p)Yt�p+1 + �pYt�p + �t
...

= (�1 + :::+ �p � 1)Xt�1 + (�2 + :::+ �p)Yt�2 + (�3 + :::+ �p)Yt�3 + :::+ �pYt�p + �t

montre que ��(1) = �1 + ::: + �p � 1 est le coe�cient associ�e �a Xt�1 de la r�egression lin�eaire de �Xt

par Xt�1;�Xt�1; :::;�Xt�p+1. Le test de Dickey-Fuller augment�e est un test de Student sur la la nullit�e
de ce coe�cient, on teste donc en r�ealit�e si le polynôme � a pour racine 1, une condition su�sante mais
pas n�ecessaire pour la non-stationnarit�e. Il existe aussi une version avec tendance a�ne du temps. Les
tests de Dickey-Fuller et Dickey-Fuller augment�es sont en quelque sorte des tests de non-stationnarit�e:
l'hypoth�ese nulle implique la non-stationnarit�e du processus.

Le test de Kwiatkowski, Phillips, Schmidt et Shin (KPSS) est un test de stationnarit�e, cette fois. Il cherche
�a mod�eliser le processus observ�e comme la somme d'une marche al�eatoire et d'un processus stationnaire

Xt = �t + �t o�u �t = �t�1 + �t ; t 2 Z

avec (�t)t2Z un bruit blanc de variance �2 et (�t)t2Z un processus stationnaire. Le test KPSS s'�ecrit alors
comme un test sur la variance �2 avec pour hypoth�ese nulle H0 : �

2 = 0, contre l'alternative H1 : �
2 > 0.

Le processus n'est stationnaire que si H0 est vraie, une marche al�eatoire n'�etant pas stationnaire.

Les tests ADF et KPSS sont compl�ementaires dans le sens o�u ils testent des hypoth�eses contraires. Pour
tester la stationnarit�e, on combine en g�en�eral les r�esultats des deux tests.

5.3 Tests de blancheur

Les tests de blancheurs consistent �a tester si un processus est un bruit blanc. Ils sont utilis�es sur les r�esidus
(d'une r�egression ou d'une mod�elisation SARIMA par exemple) pour valider le mod�ele. Grossi�erement,
on peut donc tester si un mod�ele est un SARIMA avec un ordre (p; d; q; P;D;Q) et une p�eriode s donn�es
en testant si les r�esidus issus de la mod�elisation sont un bruit blanc, en faisant attention �a d'�eventuels
probl�emes de sur-ajustement.
Il existe plusieurs tests de blancheur:

� Le test de Durbin-Watson est construit �a partir de la statistique

DW :=

Pn

i=2(Xi �Xi�1)
2Pn

i=1X
2
i

:
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Il permet de d�etecter une corr�elation non-nulle �a l'ordre 1 seulement, soit l'hypoth�ese nulle H0 :
(1) = 0. celle-ci est rejet�ee si DW est su�samment �eloign�e de 2, sa valeur th�eorique moyenne si
les Xi sont iid.

� Le test de Box-Pierce utilise la statistique

BPh := n

hX
i=1

b�(i)2
o�u h est un lag donn�e, choisi par le statisticien. Il permet de tester l'hypoth�ese de non-corr�elation
jusqu'�a l'ordre h, soit H0 : (1) = ::: = (h) = 0. Si les Xi sont ind�ependants, BPh converge en loi
vers un �2 �a h degr�es de libert�e. Le test est donc asymptotique et sa r�egion de rejet est calcul�ee �a
partir du quantile de du �2(h).

� Le test de Ljung-Box est une correction du test de Box-Pierce qui est meilleur en terme de niveau
et puissance que le test de Box-Pierce, sur toutes les tailles d'�echantillons (il faut donc l'utiliser de
pr�ef�erence). La statistique de test utilis�ee est

LBh := n(n� 2)

hX
i=1

b�(i)
n� i

:

Comme pour le test de Box-Pierce, le test est asymptotique et la statistique est compar�ee au
quantile du �2(h).

On remarque que la validit�e th�eorique de ces tests sous l'hypoth�ese nulle n�ecessitent que les Xi soient iid
et pas seulement non-corr�el�es.

Dans les mod�eles ARMAX, le test de Breusch-Godfrey permet de tester la blancheur des r�esidus du mod�ele
de r�egression (ou plus exactement la non-corr�elation jusqu'�a l'ordre h). Soit un mod�ele de r�egression

yi = �1x1;i + :::+ �kxk;i + ui ; i = 1; :::; n

o�u u = (u1; :::; un) est le vecteur des bruits. On note bu = (bu1; :::; bun) le vecteur des r�esidus de la r�egression
par moindres carr�es ordinaires dans ce mod�ele. Le test de Breusch-Godfrey est construit �a partir du R2

du mod�ele de r�egression des r�esidus bui sur les xj;i et les r�esidus aux temps pr�ec�edents

bui = �1x1;i + :::+ �kxk;i + �1bui�1 + :::+ �hbui�h + �i ; i = h+ 1; :::; n:

Soit u la fonction d'auto-corr�elation du processus (ut)t2Z. Sous H0 : u(1) = ::: = u(h) = 0, on a

(n� h)R2 loi����!
n!1

�2(h):

5.4 Ajustement d'un mod�ele SARIMA

Pour r�esumer, l'ajustement en pratique d'un mod�ele sur une s�erie observ�ee se fait de la mani�ere suivante:

1. Repr�esenter la s�erie graphiquement pour d�etecter des tendances et ph�enom�enes saisonniers. En
pr�esence d'une composante saisonni�ere, le plus simple est de d�eterminer la p�eriode s par le contexte
ou �a d�efaut, �a partir de la repr�esentation graphique.
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2. Tester la stationnarit�e en e�ectuant les tests de Dickey-Fuller (ou Dickey-Fuller augment�e) et KPSS.

3. Si on retient l'hypoth�ese de non-stationnarit�e, appliquer des �ltres de la forme I � B ou I � Bs

pour tenter de rendre la s�erie stationnaire. On peut aussi appliquer un transformation (point par
point) de type Yt = f(Xt) pour rendre la s�erie stationnaire si par exemple elle montre une variance
non constante.

4. Une fois la s�erie stationnaris�ee, repr�esenter les ACF et PACF empiriques pour d�etecter des com-
portements particulier sur les covariances. Privil�egier une mod�elisation AR(p) si b�(h) est proche
de z�ero pour h > p ou MA(q) si b�(h) est proche de z�ero pour h > q. Si aucun de ces ph�enom�enes
n'est visible, mais que les corr�elations et corr�elations partielles d�ecroissent rapidement, ajuster un
mod�ele ARMA(p; q). Les ordres p; q peuvent être estim�es par la m�ethode du coin.

5. Une fois le mod�ele pos�e, estimer les coe�cients (par exemple par maximum de vraisemblance sous
la normalit�e du processus). V�eri�er la signi�cativit�e des coe�cients estim�es �a l'aide des intervalles
de con�ance.

6. Tester la blancheur des r�esidus par un ou plusieurs tests de types Ljung-Box, Durbin-Watson,
Breush-Godfrey, etc...

7. Si plusieurs mod�eles sont retenus, on peut les comparer par un crit�ere de vraisemblance penalis�ee
de type AIC ou BIC.

6 Pr�evision

On s'int�eresse maintenant au probl�eme de pr�edire les valeurs futures de la s�eries �a partir des donn�ees
pass�ees. Le meilleur pr�edicteur de Xt+h en fonction de Xt; Xt�1; ::: (sous entendu celui qui minimise
l'erreur quadratique) est une certaine fonction fh(Xt; Xt�1; :::) = E(Xt+hjXt; Xt�1; :::) du pass�e au temps
t. Rechercher le meilleur pr�edicteur parmi toutes les fonctions mesurables possibles est impossible en
pratique, on se restreindra donc �a des pr�edicteurs lin�eaires.

6.1 Meilleur pr�edicteur lin�eaire

Par d�e�nition, le meilleur pr�edicteur lin�eaire de Xt+h en fonction du pass�e au temps t, Xt; Xt�1; ::: est
donn�e par bXt+h = �Ht

(Xt+h):

Dans le cas o�u le processus (Xt)t2Z est Gaussien, bXt+h est l'esp�erance conditionnelle E(Xt+hjXt; Xt�1; :::),
il n'y a donc pas de perte �a se restreindre �a une pr�evision lin�eaire.

Proposition 6.1. Soit un processus linaire de repr�esentation causale et inversible

Xt = m+
X
k�0

 k�t�k = m+
X
k�1

�k(Xt�k �m) + �t ; t 2 Z;

o�u (�t)t2Z est un bruit blanc de variance �2. Le meilleur pr�edicteur lin�eaire de Xt+h est donn�e parbXt+1 = m+
P

k�1 �k(Xt+1�k �m) si h = 1 et

bXt+h = m+

h�1X
k=1

�k( bXt+h�k �m) +

1X
k=h

�k(Xt+h�k �m) ; h � 2:
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L'erreur quadratique de pr�ediction vaut �2h := E
�
Xt+h � bXt+h

�2
= �2

Ph�1
k=0  

2
k.

Preuve. Par lin�earit�e,

bXt+h = �Ht
(Xt+h) = m+

X
k�1

�k�Ht
(Xt+h�k �m);

o�u �Ht
(Xt+h�k �m) = Xt+h�k �m si h � k. En utilisant que �t; �t�1; ::: 2 Ht et �t+1; �t+2; ::: 2 H?t ,

Xt+h � bXt+h = m+
X
k�0

 k�t+h�k �m�
X
k�0

 k�Ht
(�t+h�k) =

h�1X
k=0

 k�t+h�k;

ce qui permet de conclure.

On voit clairement que l'erreur quadratique de pr�ediction �2h est croissante en h, ce qui traduit qu'il est
plus di�cile de pr�edire �a un horizon h plus lointain. Si le processus (Xt)t2Z est Gaussien, les pr�edicteursbXt+h le sont �egalement par lin�earit�e. On peut donc d�eduire un intervalle de pr�ediction de niveau de
con�ance 1� �: � bXt+h � q1��

2
�h; bXt+h + q1��

2
�h
�

o�u q: est le quantile de la loi normale centr�e r�eduite.

Le meilleur pr�edicteur lin�eaire bXt+h n'est pas connu en pratique, mais les coe�cients  k et �k peuvent
être estim�es en ajustant un mod�ele de ARMA par exemple. Par ailleurs, le pass�e lointain n'est pas ob-
serv�e puisque les observations X1; :::; Xn poss�edent un instant initial. Lorsqu'on dispose de su�samment
de donn�ees, ce n'est pas un probl�eme insurmontable car les coe�cients de la repr�esentation AR(1) ou
MA(1) d'un processus ARMA (sans racine unitaire) d�ecroissent exponentiellement vite. Les observa-
tions du pass�e lointain deviennent donc assez vite n�egligeables par rapport au pass�e imm�ediat.

En pratique, une fois le mod�ele ajust�e et les param�etres m;�2;  k; �k estim�es, on construit les pr�edicteurs
par

eXn+1 = bm+

nX
k=1

b�k(Xn+1�k � bm)

et

eXn+h = bm+

h�1X
k=1

b�k( eXn+h�k � bm) +
X
k�h

b�k(Xn+h�k � bm) ; h � 2;

en posant Xi = 0 pout i � 0. On obtient le même r�esultat si on travaille sur les donn�ees recentr�ees
pour s'abstraire de la constante. La variance de l'erreur de pr�ediction peut être estim�ee �egalement, ce
qui permet de construire des intervalles de con�ance du type� eXt+h � q1��

2
b�h; eXt+h + q1��

2
b�h�

qui sont asymptotiquement exacts si le mod�ele est Gaussien et bien sp�eci��e. On peut même aller plus
loin et a�ner les bornes des intervalles en tenant compte de l'erreur d'estimation des coe�cients et de

35



la normalit�e jointe asymptotiquement des estimateurs (l'�equivalent de ce qui se fait en r�egression pour la
pr�evision).

Pour ajuster un mod�ele ARIMA avec un degr�e de di��erentiation d � 1 (et donc un processus non
stationnaire), il su�t d'ajuster le mod�ele sur le processus di��erenci�e Yt = (I�B)dXt; t 2 Z. On construit
ensuite les pr�edicteurs de Xt �a partir des eYt obtenus. Pour d = 1,

eXn+1 = Xn + eYn+1 et eXn+h = eXn+h�1 + eYn+h ; h � 2:

On peut g�en�eraliser aux ordres sup�erieurs d � 2 (exercice). Le même principe s'applique pour des
SARIMA avec les op�erateurs (I �Bs)D.

Exercice. Construire un intervalle de pr�evision �a l'horizon h � 1 pour un processus AR(1) Gaussien
centr�e Xt = �Xt�1+ �t; t 2 Z, puis pour un processus MA(1) Gaussien centr�e Xt = ��t�1+ �t; t 2 Z avec
�1 < �; � < 1.

6.2 Lissage exponentiel

Le lissage exponentiel est une technique dite d�eterministe de pr�evision qui consite �a lisser la s�erie en ap-
pliquant un �ltre lin�eaire F =

P
k�1  kB

k. Les coe�cients  k ont une forme particuli�ere et d�ecroissent
exponentiellement vite, pour privil�egier le pass�e imm�ediat dans la pr�evision. On cherche alors �a ajuster
la s�erie brute X1; :::; Xn �a la s�erie liss�ee, de mani�ere �a calibrer le �ltre le plus adapt�e �a la pr�evision. On
mentionne quatre formes de lissages exponentiels, adapt�es �a des comportements di��erents aux niveaux de
la tendance et saisonalit�e de la s�erie observ�ee. Ces m�ethodes ont l'avantage d'être simple �a impl�ementer,
rapide en temps de calcul et ne n�ecessitent pas de mod�elisation.

Le lissage exponentiel simple d'une s�erie temporelle X1; :::; Xn est la s�erie mt; t = 0; :::; n initialis�ee en
m0 2 R et d�e�nie par la relation de r�ecurrence

mt = �Xt + (1� �)mt�1 ; t = 1; :::; n

o�u � 2]0; 1[ est le facteur de lissage. Les param�etres m0; � peuvent être calibr�es sur les donn�ees, par les
moindres carr�es par exemple. Le lissage exponentiel simple est adapt�e aux s�eries qui ne montrent pas de
tendance ni de composante saisonni�ere. La pr�evision �a l'horizon h � 1 est donn�ee par

bXn+h = bXn+1 = mn ; h � 1:

Elle ne d�epend pas de h, on pr�edit donc la s�erie future comme constante. Si on note bXt = mt�1 la s�erie

ajust�ee au temps t �a partir des donn�ees jusqu'au temps t � 1 et b�t = Xt � bXt l'erreur de mod�elisation,
on a bXt+1 = �Xt + (1� �) bXt = Xt + (�� 1)b�t:
Proposition 6.2. La pr�evision bXn+1 par lissage exponentiel simple est le meilleur pr�edicteur lin�eaire
dans le mod�ele ARIMA(0; 1; 1) centr�e Xt = Xt�1 + (� � 1)�t�1 + �t; t 2 Z calcul�e sur les donn�ees
(m0; X1; :::; Xn).
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Preuve. Exercice.

En it�erant la formule de r�ecurrence:

bXt+1 = �Xt + (1� �) bXt

= �Xt + �(1� �)Xt�1 + (1� �)2 bXt�1

...

= �Xt + �(1� �)Xt�1 + :::+ �(1� �)t�1X1 + �(1� �)tm0:

on remarque que le lissage exponentiel simple revient �a appliquer un �ltre lin�eaire avec des coe�cients
�a d�ecroissance g�eom�etrique. Une valeur de � proche de 1 accorde un poids plus importante au pass�e
imm�ediat et rend vite n�egligeable le pass�e plus lointain. Au contraire, le choix de la valeur initiale m0 a
d'autant plus d'impact sur le lissage que � est proche de z�ero.

Le lissage exponentiel double est construit �a partir des s�eries

mt = �Xt + (1� �)mt�1

`t = �(mt �mt�1) + (1� �)`t�1 ; t = 1; :::; n;

initialis�ees en m0; `0 2 R, avec � 2]0; 1[ le facteur de lissage. Ici aussi, les param�etres �;m0; `0 peuvent
être calibr�es sur les donn�ees de mani�ere �a maximiser l'ajustement. Ce type de lissage est adapt�e �a des
processus non-stationnaires que l'on peut approcher localement par une droite. La pr�evision �a l'horizon
h est alors donn�ee par bXn+h = mt +

�
h� 1 +

1

�

�
`n ; h � 1:

Celle-ci crô�t lin�eairement avec h, on pr�edit donc les valeurs futures de la s�erie par une droite. En notantbXt = mt�1+ `t�1=� la s�erie ajust�ee au temps t �a partir des donn�ees jusqu'au temps t� 1 et b�t = Xt� bXt

l'erreur de mod�elisation, on peut r�e�ecrire

bXt+1 = 2Xt �Xt�1 + 2(�� 1)b�t + (1� �)2b�t�1:
Proposition 6.3. La pr�evision bXn+1 par lissage exponentiel double est le meilleur pr�edicteur lin�eaire
dans le mod�ele ARIMA(0; 2; 2) centr�e Xt = 2Xt�1�Xt�2+(1��)2�t�2+2(1��)�t�1+ �t; t 2 Z calcul�e
sur les donn�ees (m0 + `0=�;X1; :::; Xn).

Preuve. Exercice.

Une variance du lissage exponentiel double est le lissage de Holt d�e�ni par les s�eries

mt = �Xt + (1� �)(mt�1 + `t�1)

`t = �(mt �mt�1) + (1� �)`t�1;

initialis�ee en m0; `0 2 R, avec �; � 2]0; 1[ des facteurs de lissage. Il est plus exible que le lissage exponen-
tiel double de par l'ajout d'un second facteur de lissage � et donc d'un degr�e de libert�e suppl�ementaire.
La s�erie ajust�ee est bXt = mt�1 + `t�1, et la pr�evision �a l'horizon h est donn�ee par

bXn+h = mn + h`n ; h � 1;
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qui est a�ne en h comme pour le lissage exponentiel double. Par un raisonnement similaire, on montre
que la pr�evision bXn+1 correspond au meilleur pr�edicteur lin�eaire dans le mod�ele ARIMA(0; 2; 2) centr�e
Xt = 2Xt�1�Xt�2+(1��)�t�2+(�+���2)�t�1+�t; t 2 Z, calcul�e sur les donn�ees (m0+`0; X1; :::; Xn).

Le lissage de Holt-Winters est un type de lissage exponentiel plus g�en�eral adapt�e aux s�eries qui ont un
comportement saisonnier. Soient �; �;  2]0; 1[ des facteurs de lissage, on d�e�nit les s�eries

mt = �(Xt � st�r) + (1� �)(mt�1 + `t�11)

`t = �(mt �mt�1) + (1� �)`t�1

st = (Xt �mt) + (1� )st�r

initialis�ees en m0; `0 et s0; ::::; sr�1 (avec r la p�eriode de la s�erie). La s�erie ajust�ee est alors d�e�nie parbXt = mt�1 + `t�1 + st�1, et la pr�evision �a l'horizon h,

bXn+h = cn + h`n + sn+h�r ; h � 1:

La pr�evision comporte une composante a�ne en h et une composante saisonni�ere sn+h�r. Par un cal-
cul compliqu�e, on peut montrer que la pr�evision de Holt-Winters correspond au meilleur pr�edicteur
lin�eaire dans un mod�ele SARIMAr(0; 1; r + 1; 0; 1; 0) avec des coe�cients particuliers qui d�ependent de
�; �; ;m0; `0; s0; :::; sr�1.
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