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1 Modéle d’échantillonage

Soit (£2,.A,P) un espace probabilisé et X un sous-ensemble de R. On observe une réalisation (1, ..., %,) €
X™ d’un vecteur aléatoire (X, ..., X;,). On suppose les composantes X, ..., X,, indépendantes et de méme
loi @ inconnue. On dira que le vecteur (Xi,...,X,) est un échantillon de variables indépendantes et
identiquement distribuées, abrégé en iid.

Remarque 1.1. On distingue ’échantillon (X1, ..., X,) qui est aléatoire, et les données (x1,...,x,) =
(X1 (w), ..., Xy (w)) qui sont la réalisation d’un événement w. Lors d’une étude statistique, on observe
seulement l'image de w par les fonctions X1, ..., X,,.

Contrairement aux statistiques descriptives qui consistent essentiellement a résumer 'information con-
tenue dans des données a ’aide d’indicateurs (moyenne, médiane, variance etc...) ou de représentations
graphiques (diagrammes, boxplots, histogrammes etc...), la statistique inférentielle cherche & fournir un
modéle probabiliste qui explique les données observées. Les observations sont donc traitées comme des
réalisations de variables aléatoires de loi inconnue, dont on cherche & retrouver certaines caractéristiques
(ex: espérance, probabilité d’un événement, densité etc...).

La statistique inférentielle permet de répondre & différentes questions:
1. Le choix d’un modéle permettant de décrire le phénoméne aléatoire
2. L’estimation de la loi des observations
3. La construction d’intervalles de confiances
4. La vérification d’hypothéses par des tests

Plus le modéle est précis, plus il sera facile d’évaluer la loi des observations. Par exemple, si on dispose
d’un échantillon X7, ..., X,, issu d’une loi normale N (m, c?), il suffit d’estimer la moyenne et la variance
des observations pour connaitre la loi. En revanche, on prend le risque de considérer un modéle qui n’est
pas exact. Si les observations ne sont pas Gaussiennes, on ne retrouvera jamais leur loi en se limitant &
un modéle Gaussien.

Définition 1.2. Un modéle M est un ensemble de lois possibles pour les observations. Le modéle est
paramétrique s’il est indexé par un ensemble de dimension finie: M = {jg,0 € ©}, © C R%. Dans le cas
contraire, le modéle est non-paramétrique.

Les familles de lois usuelles sont des exemples de modeéles paramétriques (ex: modeéle Gaussien M =
{N(m,0?%),m € R,0% > 0}, modeéle de Poisson M = {P(\), A > 0}, modeéle exponentiel {E(N),\ > 0}
etc...). Les modéles non-paramétriques sont moins spécifiques et sont utilisés dans les situations ou on
dispose de peu d’information sur la loi 4 des observations. Par exemple, p est une loi continue (densité),
1 admet un moment d’ordre deux, p est une loi symétrique par rapport & zéro ou encore p est une loi de
probabilité (aucune information) sont des exemples de modélisation non-paramétriques.

Lorsqu’on choisit un modéle paramétrique, on prend le risque que la vraie loi des données n’appartienne
pas au modéle. Un modéle non-paramétrique permet, donc une évaluation parfois moins précise mais plus
robuste de cette loi.

Définition 1.3. Une statistique T, = T,,(X1, ..., Xp) est une fonction (mesurable) connue de I’échantillon.
Une statistique 7T;, est une variable aléatoire dont on observe une réalisation t,, = T),(21, ..., Tp)-

Définition 1.4. Un paramétre 6 € © est une quantité inconnue qui dépend de la loi des observations.



Formellement, un parameétre est 'image de p par une fonctionnelle connue 6(.) (par exemple, I’espérance
ou la médiane sous la loi ). L’ensemble de définition du paramétre 6, noté © est donc 'image du modéle
M par la fonctionnelle §(.): © = 6(M). Pour simplifier les notations, la dépendance en p est souvent
omise et # désigne simplement une valeur de ’ensemble ©, ou méme la valeur associée & la vraie loi
0 =0(u).

Une statistique utilisée pour estimer un paramétre 0 est appelée estimateur et souvent notée én Un
estimateur 6, d’un paramétre 6 est dit consistant s’il converge en probabilité vers 6 quand la taille de
I’échantillon n tend vers l'infini, et ce quelque soit la vraie loi des observations. Si la convergence est
presque siire, alors 0,, est dit fortement consistant.

S’il existe une suite réelles (an)neny qui tend vers linfini telle que la suite a, (6, — 0) est bornée en

probabilité, alors on dit que 6,, est a,-consistant. La vitesse de convergence d’un estimateur 0,, est une
suite (a,)nen qui vérifie

an(0, —0) = 0,(1) et a,(B, —0) # 0,(1).

Remarque 1.5. Si un estimateur én est tel que a, (én —0) converge en loi vers une limite non dégénérée
(penser notamment auw TCL avec la moyenne empirique qui converge vers l’espérance pour a, = \/n),
alors 0,, est a,-consistant. La réciproque n’est évidemment pas vraie, une suite bornée en probabilité ne
converge pas forcément en loi.

Le biais d’un estimateur 6,, de 0 est la quantité b(én) = E(én) — 0 qui n’est définie que si I’espérance de
T est définie, c’est-a-dire si E|6,,| < co. Si le biais est nul, on dira que T" est un estimateur sans biais.

Remarque 1.6. Il ne faut pas oublier que l’espérance E(én) est calculée sous la loi i des observations,
qui est inconnue. Il est en fait sous-entendu que l'estimateur T de 6 est sans biais si

Ve M, Eu(0,) = 0(u).

Cette propriété ne dépend pas de la vraie valeur de p et peut donc étre connue par le statisticien en
pratique.

L’erreur quadratique moyenne (EQM) d’un estimateur 6,, de 6 est la quantité
EQM(6,,) = E(6,, — 0)? € [0, +].
On dit que 6,, converge dans L2 si son EQM tend vers zéro (pour tout p € M).
Lemme 1.7 (Décomposition biais-variance). Pour tout estimateur 0, qui admet un moment d’ordre 2,
EQM(6,,) = b(0,,)% + var(8,,).

La formule de décomposition biais-variance permet de montrer immédiatement qu’un estimateur converge
dans IL2 si et seulement si son biais et sa variance tendent simultanément vers zéro. Comme la convergence
dans L2 implique la convergence en probabilité, un estimateur qui converge en moyenne quadratique est
consistant.

2 Inférence dans un modéle paramétrique

2.1 Meéthode des moments
On rappelle que les moments d’une variable aléatoire réelle X sont donnés par

m, :=E(X?), p=1,2,...



Le moment d’ordre p n’est défini que si la quantité E(|X|p) est finie. On peut bien str généraliser cette
définition & des moments p non-entiers.

Proposition 2.1. Si X admet un moment d’ordre p > 0, alors X admet également un moment d’ordre
q pour tout q € [0, pl.

Preuve. Soit ¢ € [0, p[, la fonction ¢ : z +— 2P/9 est, convexe sur [0, +-o00[ puisque p/q > 1. Par I'inégalité

de Jensen,
p/q

E(XP) =E((1X19)"") > (B(X7))

d’ou le résultat. O

Les moments sont faciles & estimer & partir d’'un échantillon iid X4, ..., X,,. En effet, par la loi forte des
grands nombres, on sait que si m,, existe alors

n
N 1
My, 1= — E X?
n <
=1

converge presque stirement vers m, quand n — co. Si de plus, X; admet un moment d’ordre 2p, alors le
TCL est également valable et on a

~ loi 2
\/ﬁ(mp — mp) m N(O, Moy — mp).
Remarque 2.2. L’estimateur m, correspond av moment d’ordre p d’une variable aléatoire de fonction
de répartition F,, (la fonction de répartition empirique). On Uappelle le moment empirique d’ordre p.

Supposons maintenant que la loi des observations appartienne a un modeéle paramétrique M = {py , 0 €
©} pour lequel chacun des paramétres 6 = (61, ..., 0;) s’exprime en fonction des moments m,,. Les estima-
teurs des moments m, permettent donc d’estimer naturellement les paramétres du modéle par "injection”,
c’est-a-dire en remplagant les moments théoriques m,, par leurs versions empiriques m, dans l’expression
de 0 = O(ml, mo, )

Exemples

1. Soit X7, ..., X, iid dans le modéle Gaussien N(6,0%). Comme @ est le moment d’ordre 1: m; =
E(X;), un estimateur des moments de 6 est

~ 1 <
erﬁlzﬁlel
i=

2

De plus, on remarque que 02> = my — m2. On déduit un estimateur de o2 par la méthode des

moments:
1 n 1 n 2
52 =My — M} == Xf—(§ in> .
n 4 n 4
i=1 i=1

par la loi forte des grands nombres (et continuité de la fonction (z,y) — = — y? pour le second).

2. Soit un échantillon iid Xi,..., X,, de loi de Poisson de paramétre A > 0 inconnu. On sait que
I’espérance de la loi de Poisson est égale au paramétre, on peut donc construire un estimateur de A
par



Poussons le vice plus loin en remarquant que A est également la variance dans le modéle de Poisson:
A =my — m?. On déduit un second estimateur de \:

_ 1 n 1 n 2
A=my—mi==-) X?— (=) X;|.
2 — M7=~ Z - Z ;
i=1 =1
Ces deux estimateurs sont consistants.

3. On rappelle que l'espérance et la variance d’une variable aléatoire X de loi gamma I'(a,b) sont
données par
E(X) = 2 et var(X) = 4
b b2’
Soit X1, ..., Xy, iid de loi gamma I'(a,b) avec a,b > 0. Pour estimer les paramétres a, b inconnus du
modele, on les exprime en fonction des moments en résolvant un systéme a (ici) deux équations
2
m
a=—2>— 5
Lo =y, M
b © mg —m?

On déduit des estimateurs @, b par la méthode des moments en remplacant les moments théoriques
m1, my par les versions empiriques (on remarquera que mo — M7 est la variance empirique et donc
strictement positive presque sirement & partir de n > 2).

Comme on a pu le constater dans les exemples, il n’y a pas qu’une fagon de construire des estimateurs par
la méthode des moments, puisque ’expression d’un paramétre 6 en fonction de moments n’est en général
pas unique. En pratique, on choisira généralement l’expression issue des premiers moments par simplicité,
mais aussi parce que les moments empiriques d’ordre petit ont une variance plus faible. Pour estimer &
paramétres qui ne sont pas liés, il faut au minimum &k moments et résoudre un systéme d’équations.

Proposition 2.3. On suppose lezistence du moment d’ordre k. Soit un paramétre 6 = g(mq,...,mg)
avec g : RF — R une fonction continue. L’estimateur par la méthode des moments

0:=g(my,..,mMg)
converge presque strement vers § = g(my,...,mg).

Preuve. Par la LFGN, m; converge presque srement vers m; pour tout j = 1,...,k. Comme une
intersection finie d’événements de probabilité 1 est de probabilité 1, le vecteur (my,...,mg) converge
lui-aussi presque stirement. Par continuité de g (la continuité au point (my, ..., my) suffit), 0 P9 O

Remarque 2.4. Alors que les moments empiriques sont bien des estimateurs sans biais des moments
théoriques, rien n’indique que [’estimateur des moments 0 = g (my,...,My) reste sans biais dés que la
fonction g n’est pas linéaire. C’est le cas par exemple de la variance empirique

1n 1n 2
~2 & =2 2
=mg—m] =— X7 - |- X,

qui n’est pas sans biais (mais l'est asymptotiquement).

Sous des conditions de régularité supplémentaires sur g, on peut étudier plus en détail le comportement
asymptotique d’un estimateur de la forme 6 := g (M1, ..., Mg). On utilise pour cela la A-méthode qui est
basé sur un développement limité de g au point (mq,...,mg). Par souci de simplicité, on se limitera ici
aucas k=1.



Proposition 2.5 (A-méthode). On suppose l’existence du moment d’ordre 2 et on note 0> = mg —m? la
variance. Soit @ = g(m1) pour une fonction g : R — R de classe C' dans un voisinage de my. L’estimateur
6 := g(my) vérifie

\/ﬁ(g— 9) SN N(0,¢'(my)%0?).

n—oo

Preuve. Par le TCL, \/n(M; — my) converge en loi vers une A'(0,02). On applique la formule de Taylor-
Lagrange & l'ordre 1, N
0 =g(M1) =0+ (M1 —m1)g'($n),

pour &, compris entre my et m; (on admettra que &, est mesurable et donc bien une variable aléatoire).
On a donc R

V(0 = 0) = V(i — m1)g' (&)
Comme m; est consistant, ¢'(&,) N ¢'(m1) par continuité de ¢’ en m;. On conclut par le lemme de
Slutsky. O

2.2 Maximum de vraisemblance

Dans un probléme d’estimation paramétrique, une notion trés utilisée est le maximum de vraisemblance.
L’idée est de choisir comme estimateur la valeur du paramétre qui rend la plus probable I’observation de
I’échantillon x4, ..., z,.

Un modéle paramétrique {up : 0 € O} est dit identifié si application 6 — py est injective sur ©.
Autrement dit, un modéle est identifié si chaque valeur du paramétre est associée & une unique loi du
modéle.

Définition 2.6. Soit M = {ug,0 € O} un modéle paramétrique identifié et X = (X1, ..., X,,) le vecteur
des observations.

1. Si pour tout 0 € O, g est une loi discréte, la vraisemblance du modéle est la fonction
0= V(0,X) =] re({X:}), 0 €®.
i=1

2. Si pour tout 0 € ©, g est une loi continue de densité fy, la vraisemblance du modéle est la fonction
n
01— V(0,X)=]]fo(Xi), 6 €O.
i=1

Un estimateur du maximum de vraisemblance est une variable aléatoire qui maximise 8 — V' (6, X).

Exemples

1. Modéle binomial: on observe le résultat de n lancés de dés X = (X1, ..., X,,) € {0,1}". Les X; sont
des réalisations indépendantes d’une variable de Bernoulli de paramétre py inconnu. La probabilité
d’observer ’échantillon est de

n
TIP3 (1 =po)' = = p5 (1 = po)" %,
=1



o S =" X;. La vraie valeur py étant inconnue, on peut écrire cette probabilité comme une
fonction de p:
V(p,X)=p(1—p)"~*

qui est la probabilité d’observer I’échantillon X = (Xj,..., X,,) si les observations suivent la loi
de Bernoulli de paramétre p (qui n’est autre que la vraisemblance du modéle). L’estimateur du
maximum de vraisemblance est la valeur p qui maximise la probabilité V (p, X),

p=a ax V(p, X).
p = arg max, (p, X)

On note v(p, X) = log V(p, X) la log-vraisemblance, maximiser V' (., X) revient & maximiser v(., X).
La fonction p — v(p, X) est strictement concave sur [0, 1], le maximiseur est donc 'unique solution
de la condition du premier ordre

0 S n-—-S8 S
—_— AX = — — = A:—.
59 V(@ X) Ay Skl iy

Dans ce modéle Destimateur du maximum de vraisemblance est donc défini comme la variable
aléatoire p = = S0 X
p= n j=1 <%t

2. Modele de Poisson: la vraisemblance pour un modeéle de Poisson M = {P(X), A > 0} est donnée
par
)\S

H?:l X

Maximiser V(A, X) revient & maximiser A — log(A)S — n\. Le maximiseur est

VN X)=e ™

\ = X,

S|

=1

3. Loi uniforme: on considére le modéle M = {U/(0,0),0 > 0}, qui sont des lois de densités

folw) = { 1/6 six€]0,6)

0  sinon.
La vraisemblance du modéle est donnée par

07 si max{Xy,..,X,} <0
V9, X) = { 0 sinon.

La fonction 6 — 6~ ™ est décroissante sur [0, +oo], on déduit donc que la vraisemblance est maximale
pour 0 = max{X;y,..., X, }.

4. Loi normale: ...
Le maximum de vraisemblance est stable par transformation des observations et du paramétre.

Proposition 2.7. Soit un modéle paramétrique M = {1y : 6 € O} et 0 un estimateur du mazimum de
vraisemblance de 0.

i) Soit g : X — Y un C* diffeomorphisme, 0 est un estimateur du mazimum de vraisemblance pour
les observations Y; = g(X;).



it) Soit g : © — H une fonction injective, 7 = g(é) est un estimateur du mazimum de vraisemblance
de n = g(0).

Preuve. Supposons pour simplifier que X; est de densité fy avec X, C R. La densité de Y; est alors
donnée par hg = foog~'/|g' og~!| par la formule du changement de variable. On montre alors facilement
que

- 1
V(97Y) = h9(Yl) = niV(G’X%

E [Tizy l9'(X3)]
ce qui implique 7). La preuve se généralise facilement & des espaces X,) quelconques. Pour ii), la
vraisemblance de I’échantillon en fonction de 7 est donnée par

ne Vg™ (n),X), ne H.
11 suffit de remarquer que

V(g™ (7),X)=V(0,X) = sup V(6, X) = 21615‘/(9‘1(77),)(),

par l'injectivité de g. O

Une transformation du paramétre peut rendre un modéle paramétrique non identifié si la transformation
g n’est pas injective. C’est évidemment & éviter, mais dans ce cas, on peut définir la vraisemblance par

n— sup V(6,X).
0:9(0)=n
Sous des conditions (raisonnables mais techniques) de régularité sur le modéle, on peut montrer I’estimateur
du maximum de vraisemblance existe, est unique et consistant. On donne les étapes du raisonnement
(on suppose la loi des observations continue mais le raisonnement marche aussi dans le cas discret) . Soit
Lo(x) = log(fo(x)), la log-vraisemblance s’écrit

v(0,X) = Z%(Xi)-

Par ailleurs, on note 6 la vraie valeur du paramétre et g(6) = [ £o(x) fo, (x)dz.

e Condition 1: La famille de fonctions {{y, 0 € O} vérifie la loi des grands nombres uniformément en
60 (c’est une classe de Glivenko-Cantelli sous fp,) au sens ou:

ps
— 0.
n—o0o

sup L > te(Xi) — g(0)

0co M =

Pour garantir la consistance de éMV, on a maintenant besoin que le modéle soit fortement identifié dans
le sens ot £y ne peut pas se rapprocher arbitrairement de ¢y, sans que 8 — 6.

o Condition 2: Soit X de densité fy,, pour toute suite (6x)ren dans O,

Lo (X) 25 £y, (X) = 6, —— b,.
k—o0 k—o00

Cette condition est indispensable si on veut pouvoir retrouver 6, a partir des ¢y(X;), 0 € ©. Par 'inégalité
de Jensen, elle implique en particulier que la seule facon de maximiser la fonction g est de converger vers
6 = 6y. En combinant les conditions 1 et 2, v(., X) converge uniformément (presque stirement) vers une
fonction g maximale seulement en 0y, ce qui entraine la convergence presque stire de éJVIV vers 0.

Pour obtenir le comportement asymptotique a l'ordre 1 de éMv, on écrit le développement de Taylor-
Lagrange de la dérivée de la log-vraisemblance.



e Condition 3: 0+ (4 est de classe C? pour (presque) tout z.

En posant sp(z) = 9€g(z)/00 et hy(x) = 0%(e(x)/06?%, on a

n

% Z SéJVIV Z 590 HMV - 90) ! Z hé(Xl)
i=1

i=1

avec 6 compris entre 6y et 07y. Sous réserve que la condition du premier ordre Z?Zl Sury
vérifiée, on trouve

(X;) = 0 soit

1
>< n—.
%21:1 hé(Xi)

On peut alors conclure & condition que % S, hg(X;) converge bien vers la limite attendue.

\/ﬁ(éMv —bp) = —§ Z 56, (X

o Condition 4:{hg,0 € O} est une classe de Glivenko-Cantelli sous fy,.

Soit Z(6y) = — [ hg,(x) fa, (x)dz, on montre sous des conditions de dérivabilité sous le signe intégral:

n—0o0

72590 2 N (0,Z(60)) et Zh ) =22y —T(6y).
On conclut par le lemme de Slutsky:

Vi (Bary — Bp) —2s N(O,I(eo)—l).

n—0o0

3 Estimation non-paramétrique

On se place maintenant dans le cadre non-paramétrique, ou peu (voire aucune) information sur la loi des
observations n’est disponible. On définit donc implicitement comme modéle M ’ensemble des lois sur R.
3.1 Fonction de répartition
On rappelle que la fonction de répartition associée & une loi i est donnée par

F(z)=p(] —00,2]) =P(X <z), z €R.

La fonction de répartition caractérise la loi, c’est-a-dire que deux lois p et v sont égales si, et seulement
si, leurs fonctions de répartition sont égales. On rappelle qu’une fonction de répartition est une fonction
croissante et telle que lim,_, o, F(z) = 0 et lim, 4 F(z) = 1. De plus, F' est continue & droite et
limitée & gauche (cadlag) avec

Vo € R, hrn Fly)=F(z) et lim F(y)=F(z7)=PX < x).

y*ﬂL’ Yy—x—

On a donc en particulier P(X = z) = F(x)—F(z~). Par ailleurs, lorsque & admet une densité f continue,
la fonction de répartition vaut

$)=/f f(y)dy, € R.

Dans ce cas F est de classe C* de dérivée F' = f par le théoréme fondamental de I’analyse.



Pour estimer la fonction de répartition en un point z, on utilise la proportion des observations inférieures
awx,

1 n
Fo(w) = — > I{X; <a}, z€R,
=1

ol 1 est la fonction indicatrice. La fonction F;, est appelée fonction de répartition empirique.
Proposition 3.1. Pour tout w € Q, Uestimation F,, : R — [0,1] est une fonction de répartition.

Preuve. Soit w € Q, on pose (x1,....,2,) = (X1(w),...,zn(w)). La fonction de répartition empirique
associée est

(Fo(2))(w) = %Z]l{xl <z}, z€R.
i=1

Montrons qu’elle vérifie les propriétés d’une fonction de répartition. Pour tout z > max{xi,...,z,},
F,(z) = 1. De méme, pour tout = < min{zy,...,z,}, F(z) = 0. On a donc clairement
IEIPOO F,(z)=0 et zgl}rloo F,.(z) =1.

Pour tout i, la fonction z — 1{x; < 2} est croissante, continue sur R\ {z;} et cadlag en z;. On déduit
que F,, est croissante et cadlag comme somme finie de fonctions croissantes cadlag. On a précisemment

en r;,
s < s
lim Fn(x) = M — Fn(xz)
et F,, admet une limite a gauche
lim F(z) = 2% <@k gy #T T = n) -

Remarque 3.2. L’ensemble {j : x; = x;} admet au moins un élément: x;. La fonction de répartition
empirique F,, n’est donc jamais continue en x; puisque la limite & gauche est strictement inférieure a la
limite a droite.

Lorsque tous les x; sont différents (ce qui arrive presque strement lorsqu’ils sont de loi continue), la
fonction de répartition empirique F,, obtenue pour une réalisation w est la fonction de répartition de la
loi uniforme discréte sur {z1,...,x, }, parfois appelée loi empirique. On approche donc en quelque sorte
la loi des observations par une loi discréte sur ’ensemble des réalisations. En particulier, F,(z) ne peut
prendre que n + 1 valeurs différentes: 0, 1, 2 o=l 1.

EIE R )
Proposition 3.3. Pour tout x € R, F,(z) est un estimateur sans biais de F(x) qui converge presque
starement vers F(x) quand n — oc.

Preuwve. Soit Y; = 1{X; < z}, les variables aléatoires Y7, ...,Y,, sont indépendantes de loi de Bernoulli
B(F(z)). On a donc en particulier, E(Y;) = F(z) et var(Y;) = F(z)(1 — F(z)) < co. On déduit

1 n
E(Fu(x) =E(5 YY) =E(V)) = F(a).
i=1
Par la loi forte des grands nombres, F),(z) converge presque stirement vers F(z). O
La loi forte des grands nombres permet d’établir facilement la convergence presque stire de la fonction de
répartition empirique vers la vraie fonction de répartition en tout point. Le théoréme de Glivenko-Cantelli

donne un résultat plus fort, & savoir, la convergence uniforme presque stire de la fonction de répartition
empirique.
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Théoréme 3.4 (Glivenko-Cantelli). Soit X1, .., X,, un échantillon iid de fonction de répartition continue
F. La fonction de répartition empirique F,, converge presque strement uniformément vers F quand
n — 00!

sup|F, (z) — F(z)] 22 0.

Pour la preuve, on aura besoin du lemme suivant.

Lemme 3.5. Si X est une variable aléatoire réelle de fonction de répartition F, alors pour tout x € R,
1{X <z} 2 1{F(X) < F(x)}.
En particulier, si F est continue, alors U := F(X) est de loi uniforme sur 0, 1].

Preuve du lemme. Comme F est croissante, on sait que
{F(X)<F(z)} ={X <z} U{F(X) < F(z),z < X}.
Soit u = sup{y : F(y) < F(z)}, on distingue deux cas. Si F(u) = F(x) alors
P(F(X)<F(z),z < X)=P(F(X) < F(z),r < X <u) < F(u) — F(z) =0.
Sinon, soit u,, une suite croissante qui tend vers u et telle que F(u,) = F(x) pour tout n € N. On a

P(F(X)< F(z),z < X) = li_>m P(F(X) < F(z),z < X < up)
< I — =
< nl;néo F(u,)— F(z) =0,
ou la premiére égalité découle de 'axiome des probabilité lim,,_,. P(U}_; Ax) = P(UpZ, A,). On déduit
1{X <z} E1{F(X) < F(x)}. Si F est continue, du fait que lim,_, o F(z) = 0 et lim,_,o F(z) = 1,
il existe, pour tout u €]0,1[, un (ou plusieurs) x € R tel que F(z) = wu. Par conséquent, I’égalité
P(F(X) < u) = u est vérifiée pour tout u €]0, 1], ce qui prouve que F(X) est de loi uniforme sur |0,1[. O

La preuve du théoréme de Glivenko-Cantelli utilise également le théoréme suivant, da a Polya (parfois
appelé théoréme de Dini) que 'on admettra.

Théoréme 3.6. Une suite F,, de fonctions croissantes définies sur un compact [a,b] C R qui converge
simplement vers une fonction F continue sur [a,b], converge uniformément vers F.

Preuve du théoréeme de Glivenko-Cantelli. D’aprés le lemme 3.5, on a

ps
= sup

z€R

sup | Fy,(x) — F'(x)| = sup
rER rzER

%Z]I{XZ- <a}—F(x)
i=1

LS 1R (X)) < F@)) - F)|.
i=1

n -

Par hypothése, on sait que F(z) peut prendre toutes les valeurs de 'intervalle |0, 1[. En posant u = F'(x)
et U; = F(X;) qui suit une loi uniforme sur [0, 1], on a donc

sup |F, () — F(z)| & sup
z€R u€[0,1]

b

1 n
— . < —
" E 1{U;, <u} —u

i=1

les valeurs en v = 0 et u = 1 étant trivialement 0. Il suffit de montrer le résultat pour un échantillon
Ui, ..., U, de variables aléatoires uniformes sur [0,1]. On suppose donc sans perte de généralité que

F,(u) = %zn:ll{Ui <wu} et F(u)=u, uelol].
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Soit ¢ € QNJ0,1[, on sait par la proposition 3.3 que P(F,(q) — ¢q) = 1. Comme une union dénom-
brable d’ensembles de probabilité nulle est de probabilité nulle, on déduit que I’événement Qg := {Vq €
QnJ0,1[, F,(¢) — F(q)} est de probabilité 1. Soit u €]0, 1] et (ux)ren et (vg)ren deux suites rationnelles
adjacentes de limite u telles que uy < u < v, Vk € N. La croissance de F;, entraine

Vk e N, F,(ug) < Fp(u) < Fp(vg).
En faisant tendre n vers l'infini, on déduit que sur €,

F(ug) <lim inf F,(u) <lim sup F,(u) < F(uvg).
n—0o0 n—00
Comme le résultat est vrai pour tout k, il reste vrai en faisant tendre k vers l'infini. On sait de plus
que F,(0) = 0 et F,,(1) = 1 presque stirement. On obtient y = {Vu € [0, 1], F,,(u) — u}. Finalement,
d’aprés le théoréme 3.6, F,, converge uniformément vers F sur . O

Remarque 3.7. Le théoréme de Glivenko-Cantelli reste vrai lorsque F n’est pas continue mais la preuve
précédente n’est plus valable dans ce cas.

On peut montrer que la loi de K,, := \/n sup,cp |Fn(z) — F(x)| ne dépend pas de F' lorsque celle-ci est
continue. Cette loi dépend de n mais converge vers la loi de Kolmogorov quand n — oo. Ce résultat
qui est une conséquence du théoréme de Donsker, est notamment utile pour la construction du test de
Kolmogorov-Smirnov.

3.2 Quantiles

Définition 3.8. Soit « €]0,1], on appelle quantile d’ordre o d’une variable aléatoire X, tout réel qq
vérifiant
PX<q)>a e PX>qg)>1—a.

Si X admet une densité f, alors on sait que ]0,1[C F(R), ce qui implique qu’il existe pour tout a €]0, 1],
un quantile g, tel que
PX<gy)=a e PX>g,)=1-0.

Si de plus F est bijective, le quantile d’ordre a est unique pour tout « €]0, 1].

Remarque 3.9. La médiane est le quantile d’ordre 0.5. Les premier et troisiéme quartiles sont les
quantiles d’ordre 0.25 et 0.75 respectivement.

Définition 3.10. La fonction quantile F~ est linverse généralisée de F définie par
F~(u) =inf{x e R: F(z) > u}, u €]0,1].

La fonction quantile F'~ est toujours définie, méme lorsque F' n’est pas continue ou est constante sur un
intervalle. Le graphe de F'~ est le symétrique par rapport & la premiére bissectrice du graphe de F' pour
lequel une partie constante devient un point de discontinuité.

Proposition 3.11. F~(«a) est le plus petit quantile d’ordre «. Si de plus, F est bijective d’un intervalle
Ja,b[ (avec a,b € RU {—o0,+00}) dans |0, 1], la fonction quantile est la fonction réciproque F~* de F.

Lemme 3.12. Soit U une variable aléatoire de loi uniforme sur]0,1[, F~(U) est une variable aléatoire
de fonction de répartition F.

12



Preuve. Soit (x,,)nen une suite décroissante de {x € R: F(z) > u} qui converge vers sa borne inférieure
F~(u). Par construction, F(x,) > u et par la continuité & droite de F,

FoF (u)= lim F(z,) > u.

n—0o0

Ainsi, pour tout z € R,
P(F~(U) <a) <P(FoF~(U) < F(x)) <P(U < F(x)) = F().

Soit v > wu, le fait que F est croissante entraine {z € R: F(z) > v} C {z € R: F(z) > u} et
F-(v)=inf{z eR: F(z) >v} >inf{z e R: F(x) > u} = F~ (u),

F~ est donc croissante. Comme F~ o F(z) = inf{y € R: F(y) > F(z)} < z, on conclut
F(z)=P(U < F(z)) <P(F (U)< F oF(x)) <P(F(U) < z). O

Remarque 3.13. Contrairement au lemme 3.5, ce résultat ne nécessite pas d’hypothése de continuité et
est valable pour toute fonction de répartition F .

Pour 'estimation des quantiles & partir d’un échantillon iid X, ..., X,,, on définit la fonction de quantile
empirique
F, (u) =inf{x e R: F,(z) > u}.
C’est la fonction de quantile associée a la fonction de répartition empirique.
Définition 3.14. Le quantile empirique d’ordre « est la variable aléatoire §,, = F, ().

Le quantile empirique d’ordre o peut se définir également & partir des statistiques d’ordre de I’échantillon
X1,y Xnpe

Définition 3.15. Les statistiques d’ordre X1y, ..., X(n) sont les valeurs ordonnées dans l’ordre croissant
de l’échantillon X4, ..., X,.

Les statistiques d’ordre X () pour k = 1,...,n sont des variables aléatoires qui vérifient par construction
X1y £ X(2) < ... < X(y,). Dans la suite, on notera n,, le plus petit entier supérieur ou égal & na.

Proposition 3.16. Pour tout o €]0,1[, o = X(n.,)-

Preuve. F, est constante par morceaux et vérifie Fy,(z) = 0 si < X1y, Fp(z) = 1si 1 > X, et

Fn(x) = , T € [X(k)vX(k+1)[ , k=1,...,n—1,

S|

avec potentiellement [X ), X(p11)[= 0 si X4y = X(x41)- On a en particulier F,,(X(,,.)) > na/n > a et
Vo < X(n,), Fu(z) < (ng —1)/n < . Ainsi,

F (o) =inf{z e R: F,(x) > a} = X(na)- -

Le quantile empirique est un quantile de l’ensemble {z1,...,z,}. Par exemple, la médiane empirique
£, (0.5) vaut X(2 1) lorsque n est pair et X (ng1y lorsque n est impair.

Remarque 3.17. Le quantile empirique ¢, = F,; () converge presque sirement vers ¢, = F~(a) quand
n — 00. La preuve (admise) est une conséquence du théoréeme de Glivenko-Cantelli.
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Théoréme 3.18. Supposons X1, ..., X,, iid de densité f, la k-ieme statistique d’ordre X 1) a pour densité

n!

fo (@) = mF(iﬂ)k_l(l - F(m))n_kf(gc),

pour tout x point de continuité de f.

Preuve. Soit h > 0, on a pour tout z € R

IP’(x<X(k)gaﬁ—&—h):P(#{i:Xigx}gk:—l, #{i:Xigx—i—h}zk:)

= ZP(#{i:Xin}zj, #{i:m<Xi§x+h}:€>
—k—

Jj=0¢ J
k—1 n—j n N ] ' -,
= ( ) ( EJ)F(x)J(F(x—i-h) —F(z)) (1-F(z)"7".

=0 0=k N

On déduit
. 1 n! k—1 n—k
= - < = _
Sy () }IL1_>mO A Pz < Xy <x+h) (k—l)!(n—k)!F(w) (1-F(x)" " f(=),

les termes pour ¢ > 2 étant négligeables quand h — 0. O

Le quantile empirique ¢, = X(,.) = F),; () est un estimateur du quantile g, = '~ () qui est consistant
si F' est bijective sur un voisinage de ¢,. Dans ce cas, on a méme la convergence en loi de la statistique
renormalisée \/n(G, — qo) vers une loi normale, comme énoncé dans la proposition suivante que I’on

admettra.

Proposition 3.19. Si F est de classe C! dans un voisinage de q,, et F'(qo) = f(qo) > 0, alors

Vilda — 4a) nljoo N (O’ aﬁq())?) '

4 Intervalles de confiance

Jusqu’a présent, nous avons vu des méthodes d’estimation qui ont pour objectif, étnat donné un parameétre
inconnu, de proposer une valeur en fonction des observations. Plutot que de se limiter & une valeur, un
point de vue différent consiste & proposer un ensemble de valeurs probables.

Définition 4.1. On appelle intervalle de confiance pour 6 de niveau 1 — « € [0,1], un intervalle aléatoire
I, = I,(X) fonction des observations, tel que

P(I,560)=1—-a.

Idéalement, 1'égalité P(I, > 0) = 1 — « doit étre vraie sous toutes les lois p du modéle. Cette condition
est d’autant plus difficile & vérifier que le modéle est grand.

Le statisticien choisit & I’avance la valeur de « € [0, 1] qui correspond & la marge d’erreur qu’il s’autorise
pour donner un encadrement du paramétre. Plus la marge d’erreur est faible, plus I'intervalle est grand.

Plus généralement, tout sous-ensemble R, = R,(X) C O tel que P(R, > §) = 1 — « est appelée région

de confiance de niveau 1 — . Il n’existe pas vraiment de méthode générale pour construire un intervalle
(ou une région) de confiance.
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Définition 4.2. Une fonction g : R" x © — R est pivotale si la loi de g(X,0) ne dépend pas de la loi
des observations (ne dépend pas de 6 dans un modéle paramétrique M = {py : 0 € O}).

Exhiber une fonction pivotale suffit & construire une région de confiance.

Proposition 4.3. Si g est pivotale, alors pour tout ensemble G, C R tel que P(g(X, 0) € Ga) =1—aq,
la région
R,(X):={0€0O:9(X,0) € G,}

est une région de confiance de niveau 1 — a.

Preuve. 11 suffit de remarquer que P(6 € Ry (X)) =P(g9(X,0) € Go) =1 —a. O

Remarque 4.4. On peut construire un ensemble G, vérifiant IP’(g(X, 0) € GQ) = 1 — « précisément
parce que g est pivotale est donc que la loi de g(X,0) est connue et ne dépend pas de 6.

Prenons un exemple simple: soit X7, ..., X,, iid dans le modéle exponentiel M = {£() : 0 > 0}. On sait
que 6X; ~ £(1). En sommant sur tout I’échantillon, on obtient une loi I'(n, 1). La fonction

i=1

est donc pivotale puisque la loi de g(X, 6) ne dépend pas de 6 (et donc de la loi des observations). Soit
q. le quantile de la loi T'(n, 1), on sait que pour tout ¢ €]0, «f,

n
P(éh < GZXi < q1—a+t> =1l-oa
)

On déduit Pintervalle de confiance I, = [q:/ > 1y Xi,q1—a+t/ Y 1y Xi)- En faisant varier ¢, on peut
alors chercher un intervalle de confiance de longueur minimale, pour obtenir un encadrement le plus
précis possible de 6 au niveau « fixé.

4.1 Le modéle Gaussien

On suppose ici que les observations sont iid de loi normale A'(m,o?). On veut construire un intervalle de

confiance sur la moyenne m et/ou la variance o2.

1. Moyenne avec variance connue. On suppose que les observations X7, ..., X,, sont distribuées suivant
une loi normale de variance o2 connue et de moyenne m inconnue. Dans ce modéle on sait que

o)
m= — P m, —|.
nizl n

La loi de ’estimateur est connue en fonction de m. En particulier, on peut se ramener & une variable
aléatoire normale centrée réduite par

m-—m

g(va):\/ﬁ NN(Ovl)

La fonction g(m,X) = y/n(m — m)/o est donc pivotale puisque sa loi ne dépend pas de m. On
insiste sur le fait que ’on n’observe pas une réalisation de g(m, X) puisque c’est une fonction du
parameétre inconnu m. La symétrie de la densité Gaussienne nous permet d’écrire

P(—q1-g¢ <g(mX)<q-2)=1-a,
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ol q;—g est le quantile d’ordre 1 — & de la loi normale centrée réduite. On cherche maintenant a

isoler m dans I’expression de g(m, X) de maniére a en obtenir un encadrement. On écrit

P<—Q17%§\/ﬁm_

m qi—2 O qi—2 O

< ,g) :]P’<r?1—72<m<fn+ : )zl—a.

= ql > \/ﬁ = —= \/ﬁ
On remarque que les bornes de lintervalles sont fonctions des observations et donc connues. On
obtient ainsi un intervalle de confiance pour m avec une marge d’erreur de « qui correspond a la
probabilité que la vraie valeur du paramétre ne soit pas dans l'intervalle.

2. Moyenne avec variance inconnue. Ici, on ne peut pas utiliser la statistique précédente car elle
dépend de 2. On remplace donc la variance par 'estimateur sans biais de 62 donné par

n

1
2 2\2
52 — E:Xi_m )

n—li_l( )

On utilise alors les propriétés suivantes, que I’on admettra
o (n—1)6%/0? suit une loi du Khi-2 a n — 1 degrés de liberté, notée x?(n — 1)
e 62 et m sont indépendantes.

On déduit que la fonction

m—m /n(fm—m)/oc i N(0,1) ..
m,X)=+vn = - = indépendantes
g(m, X) = Vn /o VD1 t

est pivotale. Sa loi est appelée loi de Student & n — 1 degrés de liberté et notée 7 (n — 1). On peut
alors construire un intervalle de confiance de la méme facon que pour le cas 0 connu remplacant
les quantiles de la loi normale standard par ceux de la loi de Student & n — 1 degrés de liberté.

3. Variance avec moyenne connue. On sait (X; —m) /o est de loi N(0,1). Si m est connu, la fonction

1 n
00", X) = 5 3%

x%(n). Soit ku ., le quantile d’ordre « de la loi du Khi deux a n degrés de
)>kan)=1—ca. Ona

Zin(Xizm)? i Kimm?\
kl—%,n k%," .

est donc pivotale, de loi
liberté, qui vérifie P(x2(n

P(k’%,n < g(027X) < /ﬁ,%’n) =1—-a+ P(

4. Variance avec moyenne inconnue. On a vu que 62 vérifie que (n— 1) 2/6? ~ x?(n—1). On obtient
donc un intervalle de confiance en utilisant les quantiles de la loi x?(n — 1) (et non x?(n) comme
dans ’exemple précédent).

4.2 Intervalles de confiance asymptotiques

Dans beaucoup de modéles, il est difficile d’exhiber une fonction pivotale. On se contente alors de fonction
asymptotiquement pivotale, c’est & dire dont la loi quand n — oo ne dépend plus de la loi des observations.
Dans un modéle paramétrique M = {py : 0 € O}, on construit facilement une fonction asymptotiquement
pivotale & partir d’un estimateur asymptotiquement Gaussien de #. On note g, le quantile d’ordre « de

la loi NV(0,1).
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Proposition 4.5. Soit 0 un paramétre et 0 un estimateur asymptotiquement Gaussien de 0 avec

V(6 —0) —2— N(0,02),

n— oo

avec 02 < 0o. Si 6% est un estimateur consistant de o2, alors pour tout a €]0, 1], pour tout t €]0, o

A G A G
L=[0+a-%= . 0+ a an—r]
o Qt \/ﬁ 9 ql a4+t \/ﬁ
est un intervalle de confiance pour 6 de niveau 1 — a asymptotiquement.

Prewve. Par le lemme de Stutsky, S = /n(0 — 0) /& 1% A7(0,1) quand n — co. On déduit

00
Va 6]07 1[ ’ Vi E]0,0é[ ’ IP)(9 S Ia) = P(qt S % S q1—a+t) ? l—«

n— oo

par continuité de la fonction de répartition de la loi normale. O

Dans un modele paramétrique paramétré par ¢, la variance asymptotique o? est fonction de 6. Si cette
fonction est continue, un estimateur consistant est donné par 62 = ¢(#)2. Par la proposition précédente,
(en prenant t = «/2 par exemple), on obtient l'intervalle de confiance

I, = {é—%ga\(;;) ) é+Q1‘;a(\/?],

de niveau a asymptotiquement. Une autre région de confiance asymptotique, en général plus précise car

n’utilisant pas Papproximation de () par o(f), est donnée par

a(0)

Cette région de confiance n’est pas forcément un intervalle si o(.) n’est pas monotone.

Ra:{Qiﬂh—% <vn Slh—%}

Exemples

1. Soit § = E(X) dans le modéle non-paramétrique des lois qui admettent un moment d’ordre deux
fini. Soit § = 23" | X;, on sait par le TCL que \/n(6 — 6) converge en loi vers une N'(0,0?) ot
0% = var(X). Soit 62 la variance empirique, on construit un intervalle de confiance asymptotique
de 6: ) )

~ g N a

A PR

q1-g Jn +q1-g o

2. On cherche un intervalle de confiance sur le paramétre p d’'un modeéle de Bernoulli. On sait que
V/n(p — p) est asymptotiquement Gaussien de moyenne 0 et variance p(1 — p). On a donc par le
lemme de Slutsky,

|

Vn—E2—E o, A0, 1).
p(l—p) n=ee
On obtient l'intervalle de confiance asymptotique de niveau «:

VLT ., VIOD)
\/ﬁ y P (J1—5 \/ﬁ .

[ﬁ— q-3

On obtient une région de confiance différente (mais toujours de niveau a asymptotiquement) en

considérant la statistique v/n(p — p)/+/p(1 — p) (exercice).

3. Modeéle de Poisson. Si les observations suivent une loi de Poisson de paramétre A, alors moyenne et
variance sont égales et \/n(A — A) converge en loi vers une A'(0,A), pour A =1 3" | X;.
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5 Tests

En statistique, choisir un modéle revient a fixer des conditions sur la loi des observations. Lorsque 1’on
souhaite vérifier si ces conditions sont raisonnables, on peut utiliser un test statistique. Formellement,
un test est une variable aléatoire construite & partir des observations qui prend la valeur 1 si on rejette
I’hypothése, ou 0 si on ne rejette pas ’hypothése. La décision de rejeter ou non '’hypothése est toujours
sensible & I’aléa des observations, ce qui nous oblige a fixer & 'avance une marge d’erreur « qui correspond
a la probabilité de rejeter ’hypothése alors qu’elle est vraie. Pour tester une hypothése Hg, on construit
une variable aléatoire dont la loi est connue si Hy est vraie. Si la valeur observée de cette variable est
"aberrante" par rapport a sa loi sous Hg, on décidera de rejeter 'hypothése.

5.1 Définitions générales

On observe un échantillon iid X = Xy,..., X,, de loi p dont on veut tester une ou plusieurs propriétés
(par exemple, tester si p est une loi normale, 1 est centrée etc...). De maniére générale, on s’intéresse
A tester une hypothése de la forme Hy : p € My pour Mg un certain sous-ensemble du modéle initial
M. L’hypothése H est appelée hypothése nulle. L’ensemble des possibilités si Hg n’est pas vérifiée est
Ihypothése alternative, notée H;. On a donc Hy : p € My = M\ M.

Définition 5.1. Un test de niveau o d’une hypothése Hy est une statistique ®o(X) qui suit une loi de
Bernoulli de paramétre a sous l’hypothése H.

1l est indispensable que la variable aléatoire ®, soit une fonction connue des observations, c’est-a-dire
que l'on peut observer une réalisation de ®,. C’est précisément la valeur observée de &, qui va nous
permettre de juger de la crédibilité de ’hypothése Hy. Pour une valeur observée ®,(X) = 1, on rejette
Ho au niveau «. Sinon, on ne rejette pas Hg.

Définition 5.2. La région critique R, est l’ensemble des réalisations qui conduisent a rejeter Hy au
niveau o. On a donc la relation
o, =1{X € R,}.

En pratique, les régions critiques R,,« €]0,1[ forment une famille de sous-ensembles croissants de R™
(ou plus généralement X" I’espace des observations) au sens oil

Yo/ > a: Ry D R,.

Autrement dit, rejeter ’hypothése Hy au niveau « implique de la rejeter également pour tous les
niveaux supérieurs. On dispose donc d’un continuum de tests @, « €]0,1[ qui donnent des événements
{®o =1}, @ €]0, 1] croissants.

Dans beaucoup de cas, la région critique peut s’exprimer simplement & partir d’une statistique T =
T(X) € R, appelée statistique de test, sous la forme

Ry, ={x € X" :T(z) > sa},
ol s, est un seuil adapté. Dans ce cas, on rejette Hg si T dépasse le seuil s,.
Un test est dit exact si la probabilité de rejeter Hy lorsqu’elle est vraie (I'erreur de premiére espéce)

est égale au niveau choisi «. Si cette condition est trop difficile (ou impossible ) & vérifier, on peut se
contenter d’un test asymptotiquement exact, dont ’erreur de premiére espéce tend vers o quand n — oo.

Définition 5.3. On appelle p-value du test le plus petit niveau o pour lequel on rejette Hy au vu de la
réalisation de O :
p-value = inf{a > 0: ,(X) =1}.
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On rejettera donc 'hypothése H si la p-value est supérieure au niveau du test. L’écart entre la p-value
et a quantifie la marge avec laquelle on accepte Hy dans le cas ou elle est plus grande que « et la marge
avec laquelle on rejette Hy dans le cas contraire.

Proposition 5.4. Pour un test exact, la p-value est une variable aléatoire de loi uniforme sur [0,1] sous

Ho.

Preuve. On suppose que Hg est vraie. Soit u €]0, 1],

P(p-value < u) = P(inf{a >0:3,(X)=1} < u) = IP’( U {2a(x) = 1}).

0<a<lu

Comme les événements {®,(X) = 1},a € [0,1] sont croissants et de probabilité «, on déduit que
P(p-value < u) = limgy—y, @ = w. O

Exemple On veut tester ’hypothése m = mg dans le modéle Gaussien ou les observations X, ..., X,
sont de loi N'(m,1). On sait que, si Hg est vraie

T =+/n (M —mg) ~ N(0,1).

Supposons dans un premier temps que m peut prendre toutes les valeurs réelles, I’hypothése alternative
peut donc s’écrire Hy : m # mg. Une valeur “raisonnable” de T' (cad conforme & I’hypothése Hg) sera
proche de zéro, le cas contraire conduira & penser que m # mg. Une procédure naturelle de test consiste
donc a rejeter Hg si |T'| est trop grand. Le seuil est ensuite calculé en fonction du niveau fixé, de maniére
A avoir une probabilité de rejeter a tort égale & a. On construit donc le test bilatéral:

N q1—2 . [0 -1
o> 0s) -t < 252

On rejette plus facilement #H lorsque le niveau « est élevé. En faisant décroitre a, le seuil a partir duquel
on ne rejette plus 'hypothése nulle nous donne la p-value du test. On obtient facilement ici

p-value = 2(1 — F(|T))),

ou F est la fonction de répartition d’une A(0,1). Supposons maintenant que m ne peut pas prendre de
valeur inférieure & mg. L’hypothése alternative s’écrit alors H; : m > mg. Les valeurs de T' conformes &
I’hypothése nulle sont les valeurs petites. En particulier une valeur négative de T nous conduira & penser
que m = mg puisque m < mg n’est pas possible. On décide donc de rejeter Hg si T est grand. Le seuil
donnant un niveau de « est q;_., qui correspond au test unilatéral:

o, = ]l{T > qlfa}.
La p-value vaut ici 1 — F(T).

Définition 5.5. La puissance du test, notée 1 — ((.), est la probabilité de rejeter Ho sous une loi v
vérifiant l’hypothése alternative

1-B) =E,(Pa(Xy,...., Xpn)) , v € My.
La puissance est une fonction de la loi v, définie sur I’ensemble M;. La quantité S(v) est la probabilité

de ne pas rejeter Hy si 'échantillon X, ..., X,, est issu de la loi v. On dira qu’un test est consistant si la
puissance tend vers 1 quand n — oo, pour tout v € Mj.

Il y a deux types d’erreurs possibles lors d’un test statistique:
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e Rejeter Hy alors qu’elle est vraie constitue l'erreur de premiére espéce, de probabilité égale au
niveau « du test. Elle est fixée & I’avance par le statisticien.

e Ne pas rejeter Ho lorsque ’échantillon est issu d’une loi v € M, constitue l'erreur de deuxiéme
espéce, de probabilité 8(v). Un test sera d’autant meilleur (plus puissant) que 'erreur de deuxiéme
espéce est, faible, & un niveau « fixé, pour les différentes valeur de v € M;y. La construction d’un
test puissant dépend donc fortement de I’hypothése alternative H1.

5.2 Tests sur un paramétre de position
5.2.1 Test du signe

Le test sur la médiane, ou test du signe, est un des plus vieux tests non-paramétriques existant. Il permet
de tester si la médiane de X, med(X) = F~(1/2), est égale & une certaine valeur mg. Comme la médiane
n’est pas forcément unique, ’hypothése nulle que 'on considére ici est

Ho - F(mo) = 1/2,

ce qui revient & tester, dans le cas ot F' est continue, si mg est un quantile d’ordre 1/2 de X. On utilise
pour ce test la statistique

M, =Y 1{X; >mo} = Y I{X; <mg} = #{i: X; > mo} — #{i : X; <mg}.
1=1 =1

Comme pour le test sur la moyenne, on peut utiliser un test bilatéral ou unilatéral. Soit ¢, le quantile
d’ordre a €]0, 1] de la loi normale centrée réduite, on construit les tests

Do = U{|My| > Vngi_s} pour tester Ho contre Hj: F(mg) #1/2
¢, =1{M,, > V/nq1—o} pour tester Ho contre Hj: F(mg) < 1/2
®, = 1{M, < vVnq.} pour tester Ho contre Hp: F(mg) > 1/2

Théoréme 5.6. Si F' est continue en mq, ces trois tests sont de niveau « asymptotiquement et sont
consistants.

Preuve. Comme F est continue en mg, P(X; = mg) = 0 et M,, = 2> | 1{X; > mo} — n presque
stirement. Or, par le théoréme central limite,

1 - loi
\/ﬁ(ﬁ 211{)(2- >mo} — P(X > mo)) s N(0,1/4).
Sous Ho, P(X > mg) = 1/2 et M, /\/n converge vers une loi normale standard. Sous I’hypothése

alternative, il est facile de voir en distingant les cas, que M, /+/n diverge et que le test est consistant. [

Remarque 5.7. La statistique Y., 1{X; > mo} suit une loi binomiale B(n,0.5) sous Ho, on peut donc
utiliser les quantiles de la loi binomiale pour construire un test plus précis pour des petites valeurs de n.

5.2.2 Test de Student sur la moyenne

On s’intéresse ici & tester une hypothése de la forme Hg : E(X) = mg ot mg est un réel connu. Le modéle
considéré est ’ensemble des lois non constantes qui admettent un moment d’ordre deux

M={v:0<var,(X) < oo}.
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L’ensemble des lois vérifiant I’hypothése nulle est My = {v : E,(X) = mg, 0 < var,(X) < oo} et
Ihypothése alternative est simplement H; : E(X) # mg, 0 < var(X) < oo.

On définit la moyenne empirique X,, et écart-type empirique & par

i=1 i=1

Le test non-paramétrique sur la moyenne est basé sur le théoréme central limite, et plus précisément, sur
le comportement de la statistique

— mo

X, —
Spi=vn ———,
g

appelée statistique de Student. Si Hy est vraie, S, converge vers une loi normale standard quand n tend
vers l'infini. Soit g, le quantile d’ordre « €]0, 1] de la loi normale standard, le test est défini par

(ba(le 7Xn) =1 {|Sn| > (J17%} .

On choisit donc de rejeter Hg : E(X) = mg si la statistique |S,| prend une valeur trop grande pour une
loi normale standard.

Remarque 5.8. Le nom de la statistique provient du fait que S, suit, sous Ho, une loi de Student a
n — 1 degrés de liberté dans le cas ou les données X; sont Gaussiennes.

Théoréme 5.9. Le test ®, = 1{|S,| > q1—g } est asymptotiquement de niveau o,
Yv € My, lim E, (®,) = a.
n—oo
De plus, Vv € My, lim E,(®,) =1 (le test est consistant).
n—oo

Preuve. On sait que 62 converge en probabilité (et méme presque stirement) vers o2 = var(X) > 0. Par
le théoréme central limite, on sait que

X,
Y, :=+vn

D’aprés le théoréme de Slutsky, on a donc

- E(X) lot

o n—00

N(0,1).

Y, x 2 2 Ar(0,1).
o

n—oo

Sous Ho, E(X) = mg et S, = Y, x £ converge donc en loi vers une N(0,1). Comme la fonction

de répartition de la loi normale est continue, la convergence en loi implique la convergence simple des
fonctions de répartition et

Tim P(|Sa] > ai-g) = P(IN(0,1)] > a1-g) = .

Sous H1, posons m; = E(X) # mg. On a

X, — X, — -
S = vn &moz\/ﬁ &m1+\/ﬁm1Amof~vN(0’1)+\/ﬁ

o n—00 o

m; — Mo

et il est clair que P(]S,| > q1-g) — 1. O

Le test de 'hypothése Ho : E(X) = mg contre H; : E(X) # mg est un test bilatéral. Si on sait a ’avance
que D’espérance est forcément supérieure ou égale & mg (resp. inférieure ou égale), il est plus efficace
d’utiliser un test unilatéral avec comme alternative H; : E(X) > mg (resp. H1 : E(X) < mg). Le test
unilatéral est alors défini par ®, = 1{S, > q1-o} (resp. P4 = 1{S, < qa}).
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5.3 Tests d’adéquation

Un test d’adéquation est un test sur une valeur particuliére de la loi des observations. Etant donné une
loi po connue, on veut tester si I’échantillon X1, ..., X, est issu de cette loi.

5.3.1 Test du x?

Le test d’adéquation du x? est utilisé & lorigine pour tester si un échantillon est issu d’une loi dis-

N

créte pg. L’hypothése nulle s’écrit donc Hy : u = pg, pour po est une loi discréte connue a support
fini {¢1,...,tx}. On se place dans le modéle non-paramétrique, ’hypothése alternative est Hj : u # po.
En notant m; = po({t;}) et p; = P(X = t;) pour j = 1,..., k, hypothése nulle peut s’écrire de fagon
équivalente Ho : p; = m;, j =1,...,k. On remarque également que I’hypothése alternative peut s’écrire
Hi: 3.77 Pj 7& Tj-

On estime naturellement les probabilités inconnues p; par les fréquences d’apparition des valeurs t; dans
I’échantillon

N ‘
pj:ﬁz]l{XZ:tj}’ j:].,,k‘
i=1
On définit alors la statistique de test
k(s — )2 ko p2
Qumny B ()
= =

Proposition 5.10. Sous Ho : 1 = po, Q. converge en loi vers un x?(k —1) quand n — oo. Par ailleurs,
Q@ tend vers l'infini en probabilité sous Hy : p # .

Preuve. On pose p = (P1,....,px) , ® = (71,...,7x) | et
1{X; =t}

Y, = : ,i=1,..,n.
{X; =t}

Par le théoréme central limite vectoriel, /n(p — ) = /n = 3" (Y — ) L N(0,3) ot
n—oo

w1 (1 — 1) —T1 Ty . — T Tk
—T Ty ma(l —me) ... — Moy,
Y=var(Y) =
— T T — Mo T coo (1 — )

Soit D = Diag(y/7), la matrice diagonale de diagonale /7 = (\/71, ..., /7). On déduit du résultat
précédent que
§:= VDL (p—7) =2 N(O,T),

ou ' =D7'¥D! = I*\/TT\/?TT (I désigne I'identité de R¥). On remarque dans un premier temps que §
est orthogonal & /7. Soit {vi,...,vx_1} une collection de vecteurs orthonormés de R¥, orthogonaux a /7
et V.= (vi,..,vg_1) € REx(k=1) " Comme la norme Euclidienne est invariante par changement de base
othonormée, on déduit

Qn = l4lI* = (@"vm)* + IV al* = IV gl
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En remarquant que VTV = I ('identité de R*~!), on déduit

Vig=yn VD' (p—n) ZT> N(0,1),

d’otu le résultat @, LN x2(k — 1). Par ailleurs, on voit facilement que Q,, AN 400 sous H;. O
n—oo n—oo
Ce résultat permet de construire le test d’adéquation du x? qui s’écrit
q)oz = ]]-{Qn > q1—o¢}a

oll q1_, désigne le quantile d’ordre 1 — « de la loi du x?(k — 1). Par la continuité de la fonction de
répartition d’un y?, on déduit facilement de la proposition précédente que le test est asymptotiquement
de niveau « et qu’il est consistant.

L’idée du test d’adéquation du x? peut se généraliser & tout type de loi. Supposons maintenant que
les observations sont distribuées suivant une loi p quelconque sur R et que 'on veut tester une valeur
particuliére Ho : g = po- On procéde de la fagon suivante:

e On choisit une partition {4;};=1, . % de R telle que 7; := po(A;) > 0 pour tout j =1,.., k.

e On calcule les proportions d’observations pour chaque ensemble A;,
1 n

b=~ _Z;ﬂ{Xi €A}, j=1,..,k
1=

e D’aprés la proposition 5.10, on sait que

(pj — 7))

T

Qn:n

k N
Jj=

1
suit asymptotiquement un x?(k — 1) si u(A;) = 7; pour tout j = 1,.., k.

Remarque 5.11. Le test &, = 1{Q, > qi—o} est donc asymptotiquement de niveau o pour tester
Uhypothése Ho : = po- En revanche, il n’est plus consistant puisqu’on peut construire une loi p1 # Lo
telle que p1(A;) = m; pour tout j = 1,..,k. La puissance du test sous p1 convergera donc vers 1 — a,
ce qui n'est pas satisfaisant. Une solution a ce probléeme est d’augmenter le nombre de classes k = k,
de la partition avec n, suffisamment lentement pour pouvoir approcher la loi de la statistique Q.,, par un

X (kn).-
5.3.2 Test de Kolmogorov-Smirnov

Comme le test d’adéquation du x?, le test de Kolmogorov-Smirnov permet de tester une valaur particuliére
de la loi via I’hypothése nulle Hg : 4 = po. En revanche, il n’est valable que pour des lois yy continues.
L’idée du test repose sur le théoréme suivant.

Théoréme 5.12 (Donsker). Soit X1, ..., X,, un échantillon iid de fonction de répartition F continue et
F,, la fonction de répartition empirique. Alors,

n—oo

K, = v/n sup|F,(z) — F(z)] LN K,
z€ER

ot K est une variable aléatoire de loi de Kolmogorov de fonction de répartition

Fr(z)=1-2) (1) "exp(-2j°2°), ,z > 0.
j=1
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La fonction de répartition de la loi de Kolmogorov est continue est strictement croissante sur |0, 4+o0[, il
existe donc un unique ¢;_,, tel que Fx(q1—) = 1 — «, ce qui permet de construire un test asymptotique-
ment de niveau o par &, = 1{K,, > g1—4}. On peut montrer également que ce test est consistant pour
toute fonction de répartition Fy # F.
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