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1 Introduction

1.1 Echantillonnage

On dispose de donn�ees x = (x1; :::; xn) r�eelles (xi 2 R; 8i) ou vectorielles (xi 2 R
k;8i) issues

d'une exp�erience (mesures d'une quantit�e physique, sondage, etc...). Dans le cadre de l'inf�erence
statistique, on va supposer que les donn�ees x sont la r�ealisation d'une variable al�eatoire de loi
inconnue que l'on cherche �a connâ�tre. Pour rendre la tâche possible (que peut-on apprendre sur
une variable al�eatoire �a partir d'une seule r�ealisation?), le mod�ele d'�echantillonnage fait l'hypoth�ese
suppl�ementaire que les xi sont des r�ealisations de variables al�eatoires ind�ependantes et de même
loi �. On se placera toujours dans ce cadre sauf mention contraire. On dira que le vecteur
X = (X1; :::; Xn) est un �echantillon de variables ind�ependantes et identiquement distribu�ees (iid).

Remarque 1.1. On distingue l'�echantillon (X1; :::; Xn) qui est al�eatoire et les donn�ees (x1; :::; xn) =
(X1(!); :::; Xn(!)) qui sont une r�ealisation de l'�echantillon. Lors d'une �etude statistique, on ob-
serve seulement l'image de ! par les fonctions X1; :::; Xn.

Contrairement aux statistiques descriptives qui consistent essentiellement �a r�esumer l'information
contenue dans des donn�ees �a l'aide d'indicateurs (moyenne, m�ediane, variance etc...) ou de repr�esen-
tations graphiques (diagrammes, boxplots, histogrammes etc...), la statistique inf�erentielle cherche
�a fournir un mod�ele probabiliste qui explique les donn�ees observ�ees. Les observations sont donc
trait�ees comme des r�ealisations de variables al�eatoires de loi inconnue, dont on cherche �a retrouver
certaines caract�eristiques (ex: esp�erance, probabilit�e d'un �ev�enement, densit�e etc...).

La statistique inf�erentielle permet de r�epondre �a di��erentes questions:

1. Le choix d'un mod�ele permettant de d�ecrire le ph�enom�ene al�eatoire

2. L'estimation de la loi des observations ou de param�etres de cette loi

3. La construction d'intervalles de con�ances

4. La v�eri�cation d'hypoth�eses par des tests

Plus le mod�ele est pr�ecis, plus il sera facile d'�evaluer la loi des observations. Par exemple, si on
dispose d'un �echantillon X1; :::; Xn issu d'une loi normale N (m;�2), il su�t d'estimer la moyenne
et la variance des observations pour connâ�tre la loi. En revanche, on prend le risque de consid�erer
un mod�ele qui n'est pas exact. Si les observations ne sont pas Gaussiennes, on ne retrouvera jamais
leur loi en se limitant �a un mod�ele Gaussien.

D�e�nition 1.2. Un mod�ele M est un ensemble de lois possibles pour les observations. Le mod�ele
est param�etrique s'il est index�e par un ensemble de dimension �nie: M = f��; � 2 �g; � � R

d.
Dans le cas contraire, le mod�ele est non-param�etrique.

Les familles de lois usuelles sont des exemples de mod�eles param�etriques (ex: mod�ele Gaussien
M = fN (m;�2);m 2 R; �2 > 0g, mod�ele de Poisson M = fP(�); � > 0g, mod�ele exponentiel
fE(�); � > 0g etc...). Les mod�eles non-param�etriques sont moins sp�eci�ques et sont utilis�es dans
les situations o�u on dispose de peu d'information sur la loi � des observations. Par exemple, �
est une loi continue (densit�e), � admet un moment d'ordre deux, � est une loi sym�etrique par
rapport �a z�ero ou encore � est une loi de probabilit�e (aucune information) sont des exemples de
mod�elisation non-param�etriques.
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En choisissant un mod�ele param�etrique, on prend le risque que la vraie loi des donn�ees n'appartienne
pas au mod�ele. Un mod�ele non-param�etrique permet donc une �evaluation parfois moins pr�ecise
mais plus robuste de cette loi.

1.2 Param�etres et estimateurs

D�e�nition 1.3. Une statistique T = T (X1; :::; Xn) est une fonction (mesurable) connue des ob-
servations.

Une statistique T est une variable al�eatoire dont on observe une r�ealisation t = T (x1; :::; xn).

D�e�nition 1.4. Un param�etre � 2 � est une quantit�e inconnue qui d�epend de la loi des observa-
tions.

Formellement, un param�etre est l'image de � par une fonctionnelle connue �(:) (par exemple,
l'esp�erance ou la m�ediane sous la loi �). L'ensemble de d�e�nition du param�etre �, not�e � est
donc l'image du mod�ele M par la fonctionnelle �(:): � = �(M). Pour simpli�er les notations, la
d�ependance en � est souvent omise et � d�esigne simplement une valeur de l'ensemble �, ou même
la valeur associ�ee �a la vraie loi � = �(�).

Une statistique utilis�ee pour estimer un param�etre � est appel�ee estimateur et souvent not�ee �̂n.
Un estimateur �̂n d'un param�etre � est dit consistant s'il converge en probabilit�e vers � quand
la taille de l'�echantillon n tend vers l'in�ni, et ce quelque soit la vraie loi des observations. Si la
convergence est presque sûre, alors �̂n est dit fortement consistant.

S'il existe une suite r�eelles (an)n2N qui tend vers l'in�ni telle que la suite an(�̂n � �) est born�ee en
probabilit�e, alors on dit que l'estimateur �̂n converge vers � �a la vitesse an ou encore que �̂n est
an-consistant. La vitesse de convergence d'un estimateur �̂n est une suite (an)n2N qui v�eri�e

an
�
�̂n � �

�
= Op(1) et an

�
�̂n � �

� 6= op(1):

Remarque 1.5. Si un estimateur �̂n est tel que an
�
�̂n � �

�
converge en loi vers une limite non

d�eg�en�er�ee (penser notamment au TCL avec la moyenne empirique qui converge vers l'esp�erance

pour an =
p
n), alors �̂n est an-consistant. La r�eciproque n'est �evidemment pas vraie, une suite

born�ee en probabilit�e ne converge pas forc�ement en loi.

1.3 Statistiques empiriques

Une id�ee standard de l'inf�erence statistique est de remplacer la loi th�eorique � (loi des Xi) inconnue
par la mesure empirique

�n :=
1

n

nX
i=1

�Xi
;

o�u � est la masse de Dirac. C'est la loi uniforme sur l'�echantillon lorsque celui-ci ne contient
aucune valeur r�ep�et�ee, sinon le poids associ�e �a une observation r�ep�et�ee k fois est k=n. La plupart
des quantit�es relatives �a la loi � (param�etre) peuvent être estim�ees par leurs analogues empiriques,
par exemple:
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� La moyenne empirique m̂ = 1
n

Pn
i=1Xi est un estimateur de l'esp�erance m = E�(X) (quand

elle existe). Il est sans biais et converge �a vitesse
p
n par le TCL si � admet un moment

d'ordre deux.

� La variance empirique �̂2 = 1
n

Pn
i=1(Xi � m̂)2 est un estimateur consistant de la variance

�2 = var�(X) lorsque celle-ci est �nie.

� La fonction de r�epartition empirique (dans le cas de Xi r�eels) F̂ : t 7!= 1
n

Pn
i=1 1fXi � tg

qui converge presque sûrement uniform�ement vers la fonction de r�epartition F : t 7! P(X � t)
par le th�eor�eme de Glivenko-Cantelli.

Ces exemples sont fond�es sur la même id�ee qui est de remplacer une quantit�e fonction de la loi
th�eorique � par la même fonction appliqu�ee �a �n. Par exemple, on v�eri�e bien que m̂ =

R
xd�n(x),

F̂ (t) =
R t
�1 d�n(s), etc...

Cette approche naturelle est tr�es utilis�ee en pratique mais a ses limites. Par exemple, si � admet
une densit�e f (par rapport �a la mesure de Lebesgue), l'approche empirique ne permet pas de
l'estimer puisque �n n'a pas de densit�e.

Proposition 1.6. Si les Xi sont iid de loi normale N (m;�2), les statistiques empiriques m̂ et �̂2

sont ind�ependantes.

La preuve est admise (pour le moment).

Proposition 1.7. Soit � un param�etre de la forme � =
R
g(t)d�(t) o�u g est une fonction connue.

Alors, la statistique empirique

�̂ =

Z
g(s)d�n(s) =

1

n

nX
i=1

g(Xi)

est un estimateur sans biais fortement consistant de �.

Preuve. Cons�equence directe de la loi forte des grands nombres. �

Exercice. Exprimer (si possible) les statistiques m̂, �̂2 et F̂ (t) sous la forme
R
g(s)d�n(s).

1.4 Statistiques d'ordre

Dans cette partie, on suppose les Xi �a valeurs dans R.

D�e�nition 1.8. Les statistiques d'ordre X(1); :::; X(n) sont les valeurs ordonn�ees dans l'ordre crois-
sant de l'�echantillon X1; :::; Xn.

Les statistiques d'ordre X(k) pour k = 1; :::; n sont des variables al�eatoires qui v�eri�ent par con-
struction X(1) � X(2) � ::: � X(n) p.s.

Th�eor�eme 1.9. Si X1; :::; Xn sont iid de densit�e f et fonction de r�epartition F , alors la k-i�eme
statistique d'ordre X(k) a pour densit�e

f(k)(x) =
n!

(k � 1)!(n� k)!
F (x)k�1

�
1� F (x)

�n�k
f(x);

pour tout x point de continuit�e de f .
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Preuve. Soit h > 0, on a pour tout x 2 R

P(x < X(k) � x+ h) = P

�
#fi : Xi � xg � k � 1; #fi : Xi � x+ hg � k

�

=

k�1X
j=0

n�jX
`=k�j

P

�
#fi : Xi � xg = j; #fi : x < Xi � x+ hg = `

�

=

k�1X
j=0

n�jX
`=k�j

�
n

j

��
n�j
`

�
F (x)j

�
F (x+ h)� F (x)

�`�
1� F (x)

�n�j�`
:

On d�eduit

f(k)(x) = lim
h!0

1

h
P(x < X(k) � x+ h) =

n!

(k�1)!(n�k)!F (x)
k�1�1� F (x)

�n�k
f(x);

les termes pour ` � 2 �etant n�egligeables quand h! 0.

Exercice. Montrer que si les Xi sont iid de densit�e commune f strictement positive sur R, alors
pour tout � 2]0; 1[, Xdn�e converge vers le quantile d'ordre � quand n ! 1, o�u dxe est le plus
petit entier sup�erieur ou �egal �a x.

Exercice. Proposer un estimateur consistant du param�etre de position � dans le mod�ele de Cauchy
avec Xi de densit�e f� donn�ee par

f�(x) =
1

�

1

1 + (� � x)2
; x 2 R:

2 Mod�eles param�etriques

2.1 Vraisemblance

Un mod�ele d�esigne une famille de lois associ�ee aux observations X. Si cette famille est index�ee par
un param�etre � 2 � de dimension �nie o�u � est un sous-ensemble de Rp, alors le mod�ele est dit
param�etrique.

D�e�nition 2.1. Un mod�ele param�etrique M = f�� : � 2 � � R
pg est dit:

� identi��e si l'application � 7! �� est injective sur �. Autrement dit, un mod�ele est identi��e si
chaque valeur du param�etre est associ�ee �a une unique loi du mod�ele.

� domin�e si toutes les lois �� du mod�ele sont absolument continues par rapport �a une même
mesure de r�ef�erence �.

Dans le cas g�en�eral �� d�esigne la loi de X sous � (donc une loi sur Rn). Dans le contexte
d'�echantillonnage avec lesXi iid, la loi du vecteurX est enti�erement caract�eris�ee par la loi marginale
des Xi. Dans ce cas, �� fait r�ef�erence �a la loi marginale pour simpli�er les notations.

D�e�nition 2.2 (g�en�erale). Soit M un mod�ele param�etrique M = f�� : � 2 �g identi��e et domin�e
par une mesure �. On note p� = d��=d� la densit�e de �� par rapport �. La vraisemblance du
mod�ele est la fonction al�eatoire

� 7! p�(X) ; � 2 �:
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Dans le cadre d'�echantillonnage avec les Xi iid et de loi continue ou �a support d�enombrable, la
vraisemblance peut se d�e�nir plus simplement.

D�e�nition 2.3 (simple). Soit un mod�ele d'�echantillonnage avec M = f��; � 2 �g un mod�ele
param�etrique identi��e et X = (X1; :::; Xn) le vecteur des observations. On note f�:

1. la densit�e de �� par rapport �a la mesure de comptage dans le cas d'observations Xi discr�etes,
f�(x) = P�(Xi = x),

2. la densit�e de �� par rapport �a la mesure de Lebesgue dans le cas de variables Xi continues.

La vraisemblance du mod�ele est la fonction

� 7! V (�;X) =

nY
i=1

f�(Xi); � 2 �:

Comme son nom l'indique, V (�;X) donne la vraisemblance de � �etant donn�e X. En pratique on
observe la r�ealisation V (�; x) qui mesure la "probabilit�e"d'observer x si la vraie valeur du param�etre
est � (c'est rigoureusement la probabilit�e dans le cas discret avec � la mesure de comptage et cette
notion est g�en�eralis�ee �a des densit�es par rapport �a une mesure de r�ef�erence quelconque).

On s'int�eressera souvent �a la log-vraisemblance

v(�;X) := log
�
V (�;X)

�
=

nX
i=1

log
�
f�(Xi)

�
; � 2 �

dont on �etudiera les propri�et�es asymptotiques par la suite.

Il n'est utile de connâ�tre la vraisemblance qu'�a constante (positive) multiplicative pr�es (remplacer
la mesure de r�ef�erence � par 2� revient �a modi�er la vraisemblance d'un facteur 2 sans en changer
l'interpr�etation qu'on en fait). On peut le voir en regardant l'impact d'une transformation des
variables sur la vraisemblance. Soit g un C1-di�eomorphisme qu'on applique aux donn�ees par
Yi := g(Xi). Dans le cas d'un mod�ele domin�e par la mesure de Lebesgue, la vraisemblance du
vecteur Y = (Y1; :::; Yn) est alors donn�ee par

~V (�; Y ) =

nY
i=1

1

jg0 � g�1(Yi)jf� � g
�1(Yi) =

1

jQn
i=1 g

0(Xi)jV (�;X):

Vues comme des fonctions de �, les vraisemblances de Y et X sont proportionnelles. Or, la trans-
formation des donn�ees n'a pas induit de perte d'information puisque g est bijective.

Une reparam�etrisation du mod�ele n'impacte pas la vraisemblance lorsque celle-ci est bijective.
Soit  : � ! 	 une bijection, le mod�ele M = f�� : � 2 �g param�etr�e par  =  (�) s'�ecrit
M = f� �1( ) :  2 	g et la vraisemblance V (:; X) = V ( �1(:); X) (penser par exemple au
mod�ele Gaussien de moyenne connue qui peut être param�etr�e par la variance ou l'�ecart-type). En
revanche, une transformation du param�etre peut rendre un mod�ele param�etrique non identi��e si
celle-ci n'est pas injective. C'est �evidemment �a �eviter, mais dans ce cas, il est possible de d�e�nir
la vraisemblance par

V ( ;X) = sup
�: (�)=�

V (�;X):
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2.2 Familles exponentielles

D�e�nition 2.4. Un mod�ele param�etrique de vraisemblance V (:; X) est une famille exponentielle
s'il existe des fonctions G : Rn ! R+, H : �! R+, T : Rn ! R

q et � : �! R
q telle que

V (�;X) = G(X)H(�) exp
�hT (X); �(�)i�:

On remarque que cette �ecriture n'est pas unique.

Dans une famille exponentielle, la statistique T (x) = (T1(X); :::; Tq(X)) est appel�ee statistique
naturelle et �(�) = (�1(�); :::; �q(�)) le param�etre naturel associ�e. Ce sont les termes les plus im-
portants dans l'�ecriture d'une famille exponentielle car ils r�esument en un sens toute l'information
n�ecessaire �a l'inf�erence, comme nous le verrons par la suite. La taille q des vecteurs T (X) et �(�)
est la dimension du mod�ele qui est le plus souvent �egale �a la dimension p du mod�ele de d�epart o�u
� � R

p.

La statistique G(X) a en revanche peu d'int�erêt, elle peut être trait�ee comme une constante puisque
la vraisemblance est une fonction de �. En�n, le terme H(�) peut être vu comme une constante
de normalisation qui a aussi peu d'int�erêt en pratique.

Dans le mod�ele d'�echantillonnage iid, la d�ecomposition se fait sur la densit�e marginale f� (par
rapport �a la mesure de r�ef�erence �):

f�(x) = g(x)h(�) exp
�ht(x); �(�)i�;

On peut alors identi�er G(X) =
Qn
i=1 g(Xi), H(�) = h(�)n et T (X) =

Pn
i=1 t(Xi), le param�etre

naturel �(�) est le même dans les deux cas.

D�e�nition 2.5. Une famille exponentielle est dite:

� canonique si � est le param�etre naturel (la fonction �(:) est l'identit�e),

� standard si T (X) =
Pn
i=1Xi 2 Rk est la statistique naturelle.

Toute famille exponentielle peut être rendue canonique en reparam�etrant le mod�ele par � = �(�), on
parle alors de repr�esentation canonique. On peut de plus se ramener au cas G(X) = 1 en modi�ant
la mesure de r�ef�erence � par G�, ce qui ne change pas fondamentalement la vraisemblance. On
peut alors �ecrire

f�(x) = ~h(�) exp
�hT (x); �i � �(�)

�
;

o�u �(�) = ln
� R

exp(hT (x); �i)g(x)d�(x)�.
Exercice 1. Montrer que les mod�eles suivants sont des familles exponentielles:

1. Mod�ele Gaussien M = fN (m;�2) : m 2 R; �2 > 0g.
2. Mod�ele de Poisson M = fP(�) : � > 0g.
3. Mod�eles binomiaux M = fB(n; p) : p 2]0; 1[g avec n �x�e.

Exercice 2. Montrer qu'un mod�ele param�etrique de densit�e f� dont le support d�epend de � ne
peut pas être une famille exponentielle.
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2.3 Vecteurs Gaussiens

Sous sa forme vectorielle, la limite est une g�en�eralisation vectorielle de la loi normale, appel�ee
vecteur Gaussien. Par convention, on consid�erera une constante comme une variable al�eatoire
Gaussienne de variance nulle.

D�e�nition 2.6. Soit m 2 R
k et � 2 R

k�k une matrice symm�etrique semi d�e�nie-positive. Un
vecteur al�eatoire X de Rk est un vecteur Gaussien de moyenne m et de variance � si pour tout
vecteur a 2 Rk, a>X � N (a>m; a>�a). On le note X � N (m;�).

On v�eri�e facilement que la matrice � est bien la matrice de covariance de X. En e�et,

- Pour a = ei le i-�eme vecteur de la base canonique, a>X = Xi � N (mi;�ii) =) var(Xi) =
�ii.

- Pour a = ei + ej , on obtient Xi + Xj � N (mi + mj ;�ii + �jj + 2�ij) d'o�u on d�eduit
cov(Xi; Xj) = �ij .

Une propri�et�e fondamentale de la famille des vecteurs Gaussiens est qu'elle est stable par transfor-
mation a�ne.

Proposition 2.7. Soit X � N (m;�) un vecteur Gaussien de Rk. Pour A 2 R
p�ket b 2 R

p,
Y = AX + b est un vecteur Gaussien de Rp de loi Y � N (Am+ b; A�A>).

Preuve. Soit a 2 Rp, on a a>Y = a>(AX + b) = (A>a)>X + a>b. Comme X � N (m;�), on sait
que (A>a)>X � N �(A>a)>m; (A>a)>�(A>a)�. Comme a>b est une constante, on d�eduit

(A>a)>X + a>b = AY + b � N �a>(Am+ b); a>(A�A>)a
�
:

Ceci est valable pour tout a 2 Rp, d'o�u le r�esultat.

Il existe d'autres d�e�nitions �equivalentes d'un vecteur Gaussien.

Proposition 2.8. Un vecteur al�eatoire X est un vecteur Gaussien de moyenne m 2 R
k et de

variance � 2 Rk�k si, et seulement si:

1. X a pour fonction caract�eristique

'X(t) = E
�
eit

>X� = exp
�
it>m� t>�t

2

�
; t 2 Rk:

2. Si � est inversible, X a pour densit�e

fX(x) =
1

(2�)k=2
p
det(�)

exp
�
� 1

2
(x�m)>��1(x�m)

�
; x 2 Rk:

Id�ee de preuve. Soit X qui v�eri�e la d�e�nition 2.6, on remarque que

'X(t) = 't>X(1) = exp
�
i t>m� t>�t

2

�
;

o�u le terme de droite est une simple �evaluation de la fonction caract�eristique d'une variable al�eatoire
Gaussienne r�eelle N (t>m; t>�t).
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Remarque 2.9. Lorsque la matrice � n'est pas inversible, X \vit" dans le sous-espace a�ne
A = fmg � Im(�) � R

k, dans le sens o�u P(X 2 A) = 1. Dans ce cas, X n'admet pas de densit�e
sur Rk par rapport �a la mesure de Lebesgue.

Proposition 2.10. Soit X � N (m;�) et Y1 = A1X + b1, Y2 = A2X + b2 deux transformations
a�nes de X �a valeurs dans Rp1 et Rp2 respectivement. Les �enonc�es suivants sont �equivalents:

i) Y1 et Y2 sont ind�ependants

ii) Y1 et Y2 sont non-corr�el�es: E(Y1Y
>
2 )� E(Y1)E(Y

>
2 ) = 0 2 Rp1�p2

iii) A1�A
>
2 = 0 2 Rp1�p2

En particulier, les coordonn�ees d'un vecteur Gaussien sont ind�ependantes si et seulement si elles
sont non-corr�el�ees.

Preuve. Clairement i) =) ii). De plus, E(Y1Y
>
2 )�E(Y1)E(Y >2 ) = A1�A

>
2 d'o�u ii) =) iii). En�n,

Y := (Y >1 ; Y
>
2 )> est un vecteur Gaussien par la proposition 2.7. Pour t = (t1; t2)

> 2 R
p1+p2 , sa

fonction caract�eristique est donn�ee par

'Y (t) = exp
�
i (t>1 b1 + t>2 b2)�

t>1 A1�A
>
1 t1 + t>2 A1�A

>
1 t1 + 2t>1 A1�A

>
2 t2

2

�
:

On a donc 'Y (t) = 'Y1(t1)'Y2(t2) si et seulement si A1�A
>
2 = 0.

Th�eor�eme 2.11 (Th�eor�eme central limite). Soient X1; :::; Xn; ::: des variables al�eatoires de Rk

iid de carr�e int�egrable telles que E(Xi) = m 2 R
k et var(Xi) = � 2 R

k�k, l'estimateur Xn =
1
n

Pn
i=1Xi v�eri�e p

n(Xn �m)
loi����!

n!1
N (0;�):

Une preuve simple du th�eor�eme central limite utilise le th�eor�eme de L�evy, en d�eveloppant �a l'ordre
2 la fonction caract�eristique au voisinage de z�ero.

Preuve. On pose Zi = Xi �m. On a E(Zi) = 0, E(ZiZ
>
i ) = � et

'Z(t) = E(eiht;Z1i) = 1� t>�t
2

+ o(ktk2):

En �ecrivant
p
n(Xn �m) = 1p

n

Pn
i=1 Zi, on d�eduit

'pn(Xn�m)(t) = E
�
eiht;

p
n(Xn�m)i� = nY

i=1

E
�
e
i 1p

n
ht;Zii� = �'Z� tp

n

��n
=

�
1� t>�t

2n
+o
�ktk2

n

��n
:

Pour tout t 2 Rk, la fonction caract�eristique de pn(Xn�m) au point t converge donc vers e�
1

2
t>�t,

la fonction caract�eristique d'une loi normale N (0;�). On conclut par le th�eor�eme de L�evy.

9



3 Information et exhaustivit�e

3.1 Information de Fisher

L'information de Fisher d'un mod�ele param�etrique M = f�� : � 2 �g permet de mesurer la
quantit�e d'information du mod�ele via sa vraisemblance. C'est une notion locale qui vise �a �evaluer
le pouvoir de discrimination du mod�ele entre deux valeurs proche du param�etre �. Elle n�ecessite
des conditions du r�egularit�e sur le mod�ele, notamment de d�erivabilit�e de la log-vraisemblance par
rapport �a �.

L'information de Fisher est construite �a partir de la vraisemblance, elle adh�ere donc au postulat que
toute l'information des donn�ees dans un mod�ele param�etrique est contenue dans sa vraisemblance
(parfois appel�e principe de vraisemblance).

D�e�nition 3.1. Soit M = f�� : � 2 � � R
pg un mod�ele param�etrique domin�e et v(�;X) sa

log-vraisemblance. On suppose que v(:; x) est di��erentiable pour �-presque tout x. On appelle score
du mod�ele au point � le gradient (par rapport �a �) de la log-vraisemblance S�(X) = rv(�;X), qui
est �a valeurs dans Rp.

On peut montrer que le score est identique quelque soit la mesure dominante � choisie (autrement
dit deux vraisemblances proportionnelles ont le même score), il s'agit donc d'une notion intrins�eque
au mod�ele.

Proposition 3.2. Sous des conditions de d�erivabilit�e sous le signe int�egral de la vraisemblance:

8� 2 �;

Z
rV (�; x)d�(x) = r

Z
V (�; x)d�(x);

le score est d'esp�erance nulle sous �: E�(S�(X)) = 0.

Preuve. Il su�t d'�ecrire

E�(S�(X)) =

Z rV (�; x)
V (�; x)

V (�; x)d�(x) =

Z
rV (�; x)d�(x) = r

Z
V (�; x)d�(x):

On conclut en remarquant que
R
V (�; x)d�(x) = 1 pour tout �. �

Pour pouvoir d�eriver sous le signe int�egral en �, il su�t ici que les d�eriv�ees partielles de la vraisem-
blance soient domin�ees par une fonction h int�egrable dans un voisinage V de �. En notant @�i
l'op�erateur de d�eriv�ee partielle par rapport �a �i,

8� 2 V ;
��@�iV (�; x)�� � h(x) avec

Z
h(x)d�(x) <1:

Ces hypoth�eses techniques de d�erivabilit�e contribuent �a la r�egularit�e du mod�ele. Pr�ecis�ement, un
mod�ele est dit r�egulier si le score existe, � est un sous-ensemble ouvert de Rp et si pour toute
fonction h ��-int�egrable pour tout � 2 �,

1. @�i

Z
h(x)V (�; x)d�(x) =

Z
h(x) @�iV (�; x)d�(x) ; i = 1; :::; p

2. @�i@�j

Z
h(x)V (�; x)d�(x) =

Z
h(x) @�i@�jV (�; x)d�(x) ; i; j = 1; :::; p:
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On remarque que
R
h(x)V (�; x)d�(x) = E�(h(X)).

D�e�nition 3.3. Soit M = f�� : � 2 � � R
pg un mod�ele param�etrique de fonction de score S�(X)

que l'on suppose de carr�e int�egrable sous �� pour tout � 2 �. L'information de Fisher I est la
fonction qui �a � associe

I(�) := var�
�
S�(X)

�
:

L'information de Fisher est donc une matrice semi d�e�nie-positive de taille p � p, o�u p est la
dimension du param�etre �.

Proposition 3.4. Dans M = f�� : � 2 � � R
pg un mod�ele r�egulier et H�(X) la matrice

Hessienne de v(�;X) par rapport �a �,

I(�) = �E�
�
H�(X)

�
:

Preuve. Par la proposition 3.2, S�(X) est sans biais sous �� d'o�u

I(�)ij = var�
�
S�(X)

�
ij
= E�

�
@�iv(�;X)@�jv(�;X)

�
=

Z
@�iV (�; x) @�jV (�; x)

V (�; x)
d�(x):

D'autre part,

H�(X)ij = @�i@�jv(�;X) = @�i
@�jV (�;X)

V (�;X)
=
@�i@�jV (�;X)

V (�;X)
� @�iV (�;X) @�jV (�;X)

V (�;X)2
:

En int�egrant contre �� = V (�; :)�,

E�

�
H�(X)ij

�
=

Z
@�i@�jV (�; x)d�(x)�

Z
@�iV (�; x) @�jV (�; x)

V (�; x)
d�(x):

Comme le mod�ele est r�egulier,
R
@�i@�jV (�; x)d�(x) = @�i@�j

R
V (�; x)d�(x) = 0. �

En pratique, l'information de Fisher peut donc se calculer de deux fa�cons di��erentes dans un
mod�ele r�egulier.

Proposition 3.5. Soit X1; :::; Xn un �echantillon iid dans un mod�ele param�etrique r�egulier et Ik(�)
l'information de Fisher pour les k premi�eres observations. Alors

Ik(�) = kI1(�):
Preuve. Exercice. �

3.2 Conditionnement et Exhaustivit�e

Si on postule que l'information contenue dans la vraisemblance ne d�epend pas de la mesure de
r�ef�erence �, deux vraisemblances proportionnelles (vues comme des fonctions de �) contiennent
la même information. En particulier, appliquer une transformation aux donn�ees par Y = g(X)
n'induit pas de perte d'information sur � si la vraisemblance de Y est proportionnelle �a celle de X.
La notion d'exhaustivit�e, d�e�nie �a partir des lois conditionnelles (que l'on d�e�nira dans les cas
discret et continu uniquement) est bas�ee sur ce principe.
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Notation. Si � est la mesure de comptage, fX(x) = P(X = x) d�esigne la densit�e par rapport �a �
d'une variable X �a valeurs dans un espace d�enombrable X . Pour toute fonction h fX -int�egrable,
on utilise la notation

E(h(X)) =

Z
h(x)fX(x)d�(x) =

X
x2X

h(x)P(X = x):

D�e�nition 3.6. Soit (X;Y ) un couple de variables al�eatoires de densit�es marginales fX , fY par
rapport �a �X ; �Y respectivement et de densit�e jointe fX;Y par rapport �a �X 
 �Y . La loi condition-
nelle de Y sachant X a pour densit�e par rapport �a �Y

fY jX : y 7! fX;Y (X; y)

fX(X)
:

La loi conditionnelle de Y sachant X est une loi al�eatoire puisque fonction X. Dans le cas discret,
elle s'obtient �a partir de la formule de Bayes en consid�erant la probabilit�e conditionnelle

(x; y) 7! P(Y = yjX = x) =
P(Y = y;X = x)

P(X = x)

appliqu�ee en x = X.

Exercice. Calculer la loi conditionnelle de Y sachant X dans les cas suivants:

1. Y et Z sont ind�ependantes, de loi de Poisson de param�etre 1 et X = Y + Z.

2. (X;Y ) est un vecteur Gaussien centr�e tel que var(X) = var(Y ) = 1 et cov(X;Y ) = �1=2.
3. Z est de loi exponentielle de param�etre 1, X = bZc (la partie enti�ere de Z) et Y = Z �X.

On d�e�nit maintenant l'esp�erance conditionnelle de Y sachant X que l'on note E(Y jX). C'est une
variable al�eatoire qui peut s'�ecrire comme une fonction mesurable de X. Il existe trois caract�eri-
sations importantes.

i) Si la loi conditionnelle de Y sachant X admet un moment d'ordre 1 presque-sûrement, alors
l'esp�erance conditionnelle de Y sachant X est d�e�nie comme l'esp�erance sous la loi condi-
tionnelle, typiquement

E(Y jX) =

Z
yfY jX(y)d�Y (y):

ii) Si Y est int�egrable, alors E(Y jX) est l'unique (p.s.) variable al�eatoire fonction de X qui
v�eri�e pour toute fonction h telle que Ejh(X)Y j <1,

E
�
h(X)Y

�
= E

�
h(X)E(Y jX)

�
:

iii) Si Y est de carr�e int�egrable, alors E(Y jX) = ��(X) o�u �� minimise � 7! E(Y ��(X)
�2

parmi
les fonctions mesurables de X.

Proposition 3.7. L'esp�erance conditionnelle v�eri�e, sous r�eserve d'existence:

� E
�
E(Y jX)

�
= E(Y ).
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� Pour tout � 2 R, E(Y +�ZjX) = E(Y jX)+�E(ZjX) (lin�earit�e de l'esp�erance conditionnelle).

� Pour toute fonction g telle que EjY g(X)j <1, E(Y g(X)jX) = g(X)E(Y jX).

� X et Y sont ind�ependantes si et seulement si E(h(Y )jX) = E(h(Y )) pour toute fonction h
telle que Ejh(Y )j <1.

� Y est presque sûrement une fonction de X si et seulement si E(Y jX)
ps
= Y .

Preuve. Exercice.

On n'a d�e�ni la notion de loi conditionnelle que dans les cas continus et discret mais celle-ci peut
être d�e�nie dans le cas g�en�eral en utilisant l'esp�erance conditionnelle. Il su�t de poser pour tout
ensemble mesurable A,

P(Y 2 AjX) = E
�
1fY 2 Ag��X�:

D�e�nition 3.8. Soit M = f�� : � 2 � � R
pg un mod�ele param�etrique, une statistique S(X) est

exhaustive si la loi de X sachant S(X) ne d�epend pas de �.

Dans le cas discret, la loi conditionnelle est obtenue par la formule de Bayes

P�(X = xjS(X) = s) =
P�(X = x; S(X) = s)

P�(S(X) = s)
=
P�(X = x)1fS(x) = sg

P�(S(X) = s)
:

La statistique S(X) est donc exhaustive si pour tout x tel que S(x) = s, P�(X = x) est propor-
tionnel �a P�(S(X) = s) (vue comme des fonction de �, c'est-�a-dire que le ratio ne d�epend pas de �).
Dans le cas g�en�eral, calculer la loi conditionnelle de X sachant S(X) est plus di�cile. Par exemple,
pour des variables continues, la d�e�nition pr�ec�edente de s'applique pas car (X;S(X)) n'admet pas
de densit�e par rapport �a la mesure de Lebesgue sur X�S(X ). Mais, l'argument de proportionnalit�e
reste valable: si VS(�; S(X)) est la vraisemblance de S(X), la statistique S(X) est exhaustive si
V (�;X)=VS(�; S(X)) ne d�epend pas de �. Autrement dit, que ce soit dans le cas continu ou discret,
S(X) est une statistique exhaustive si la vraisemblance de S(X) est proportionnelle �a celle de X
et donc si le changement de variable Y = S(X) n'induit pas de perte d'information.

Exercice. Montrer que les statistiques suivantes sont exhaustives:

1. Le nombre de succ�es dans un mod�ele d'�echantillonnage de Bernoulli.

2. La moyenne empirique dans le mod�ele d'�echantillonnage de Poisson.

3. La moyenne empirique dans le mod�ele d'�echantillonnage Gaussien avec variance connue.

Th�eor�eme 3.9. Une statistique S(X) est exhaustive si et seulement si il existe des fonctions h et
g telles que

V (�;X) = h(X)g(�; S(X)):

Autrement dit, une statistique est exhaustive si la vraisemblance peut s'�ecrire comme une fonction
de celle-ci et de �, �a une constante multiplicative pr�es. Ce r�esultat, que l'on admettra, est appel�e
crit�ere de factorisation ou crit�ere de Fisher-Neyman. Cela implique en particulier que toute trans-
formation bijective (mesurable) de X est une statistique exhaustive.

Exercice. Montrer que dans un mod�ele d'�echantillonnage iid, le vecteur des statistiques d'ordre
(X(1); :::; X(n)) est une statistique exhaustive.
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Corollaire 3.10. Dans une famille exponentielle, la statistique naturelle est exhaustive.

Preuve. Imm�ediat. �

L'int�erêt d'une statistique exhaustive r�eside dans son potentiel de r�eduction de donn�ees. Par
exemple, dans un mod�ele d'�echantillonnage de Bernoulli X1; :::; Xn iid de loi B(p), on sait que
toute l'information sur p est contenue dans le nombre de succ�es (autrement dit S(X) =

Pn
i=1Xi

est exhaustive). On peut donc passer de n variables de Bernoulli �a une variable binomiale sans
perte d'information. La minimalit�e d'une statistique exhaustive est une notion d'optimalit�e de
cette r�eduction de donn�ees.

D�e�nition 3.11. Une statistique exhaustive S(X) est minimale si pour toute statistique exhaustive
S0(X), il existe une fonction � telle que S(X) = �(S0(X)) ��-presque-sûrement pour tout �.

Une statistique exhaustive est donc minimale s'il n'existe pas de transformation  (S(X)) non-
r�eversible qui pr�eserve l'exhaustivit�e. Une telle statistique n'est bien sûr pas unique, toute trans-
formation bijective de celle-ci est �egalement exhaustive minimale.

Th�eor�eme 3.12. Soit S une fonction mesurable de l'�echantillon, si on a l'�equivalence

S(x) = S(y) () V (�; x)

V (�; y)
ne d�epend pas de �; (�)

alors S(X) est une statistique exhaustive minimale pour �.

Preuve. Supposons (�). Pour tout s dans l'image de S(:), soit xs tel que S(xs) = s. On a

V (�;X) =
V (�;X)

V (�; xS(X))
� V (�; xS(X));

o�u V (�;X)=V (�; xS(X)) ne d�epend pas de � et V (�; xS(X)) est fonction de � et S(X). Par le crit�ere
de factorisation, S(X) est donc exhaustive. Soit S0(X) une statistique exhaustive et h0; g0 tels que

V (�; x) = h0(x)g0(�; S0(x)):

Pour tous x; y tels que S0(x) = S0(y), on a

V (�; x)

V (�; y)
=
h0(x)g0(�; S0(x))
h0(y)g0(�; S0(y))

=
h0(x)
h0(y)

qui ne d�epend donc pas de �. On d�eduit par (�) que S(x) = S(y) et donc que S peut s'�ecrire
comme une fonction de S0. �

Exercice. Calculer le rapport V (m;�2; X)=V (m;�2; Y ) dans le mod�ele Gaussien N (m;�2) avecm
et �2 inconnus, et d�eduire que la statistique S(X) =

�Pn
i=1Xi;

Pn
i=1X

2
i

�
est exhaustive minimale.

Exercice. Soient des Xi iid de densit�e f�(x) = (ln(2)x)�11fx 2]�; 2�[g, montrer que la statistique
S(X) = (X(1); X(n)) est exhaustive minimale.

Dans ce dernier exemple, on remarque que la dimension d'une statistique exhaustive minimale ne
co��ncide pas toujours avec celle du param�etre.
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D�e�nition 3.13. Dans un mod�ele param�etrique, une statistique S(X) est compl�ete si pour toute
fonction � int�egrable

8� 2 � ; E�
�
�(S(X)

�
= 0 =) 8� 2 � ; P�

�
�(S(X)) = 0

�
= 1:

Intuitivement, une statistique S(X) est compl�ete si toute transformation non-constante de S(X)
conserve de l'information sur �.

Exercice. Dans le mod�ele d'�echantillonnage de Bernoulli, montrer que S(X) =
Pn
i=1Xi est

compl�ete.

Proposition 3.14. Dans une famille exponentielle f�(x) = g(x)h(�) exp(hT (x); �(�)i), si �(�) �
R
p est d'int�erieur non-vide, alors la statistique naturelle T (X) est compl�ete.

Preuve. Admise.

D�e�nition 3.15. Une statistique est libre si sa loi est constante sous toutes les lois du mod�ele.

Une statistique libre est en quelque sorte l'oppos�e d'une statistique exhaustive dans le sens o�u elle
n'apporte aucune information sur le param�etre du mod�ele.

Exercice. Trouver une statistique libre (non triviale) dans les mod�eles suivants:

1. Le mod�ele Gaussien sur la moyenne M = fN (�; 1) : � 2 Rg.
2. Le mod�ele uniforme sur [0; �]; � > 0.

Th�eor�eme 3.16 (Basu). Dans un mod�ele param�etriqueM = f�� : � 2 �g, si S(X) est une statis-
tique exhaustive compl�ete et S0(X) une statistique libre, alors S(X) et S0(X) sont ind�ependantes
sous �� pour tout � 2 �.

Preuve. Pour toute fonction h telle que E(h(S0)) existe, soit �h telle que

E�

�
h(S0)jS�� E�

�
h(S0)

�
= �h(S):

On v�eri�e bien que cette fonction ne d�epend pas de � du fait que S est exhaustive et S0 est libre.
On a

E�

�
�h(S)

�
= E�

�
E�(h(S

0)jS)� E�(h(S
0))
�
= E�(h(S

0))� E�(h(S
0)) = 0:

La statistique S �etant compl�ete, on d�eduit que �h(S) = 0 ��-presque sûrement pour tout �, et
donc que E�

�
h(S0)jS� = E�

�
h(S0)

�
. Comme le r�esultat est vrai pour toute fonction h, on conclut

que S0 et S sont ind�ependantes pour tout �.

Exercice. Montrer que les moyenne et variance empririques sont ind�ependantes dans le mod�ele
Gaussien (indication: se placer dans le mod�ele Gaussien avec variance connue M = fN (�; �2) :
� 2 Rg).

3.3 E�cacit�e

Le biais d'un estimateur  ̂ d'un param�etre  =  (�) est la quantit�e b�( ̂) = E�( ̂)� qui n'existe

que si l'esp�erance de  ̂ est d�e�nie, c'est-�a-dire si E�j ̂j <1. Si le biais est nul pour tout �, on dira
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que  ̂ est un estimateur sans biais.

L'erreur quadratique moyenne (EQM) d'un estimateur  ̂ de  est la quantit�e

EQM�( ̂) = E�( ̂ �  )2 2 [0;+1]:

On dit que  ̂ converge dans L2 si son EQM tend vers z�ero (pour tout �� 2M).

Lemme 3.17 (D�ecomposition biais-variance). Pour tout estimateur  ̂ de carr�e int�egrable,

EQM�( ̂) = b�( ̂)
2 + var�( ̂):

La formule de d�ecomposition biais-variance permet de montrer imm�ediatement qu'un estimateur
converge dans L2 si et seulement si son biais et sa variance tendent simultan�ement vers z�ero.
Comme la convergence dans L2 implique la convergence en probabilit�e, un estimateur qui converge
en moyenne quadratique est consistant.

Dans un mod�ele, la question du meilleur estimateur au sens de l'EQM n'a (en g�en�eral) pas de sens
puisque la qualit�e d'un estimateur d�epend de la vraie valeur du param�etre. Par exemple, si � = R,
l'estimateur �̂ = 3 est le meilleur possible si 3 est la vraie valeur du param�etre (son EQM vaut

0) mais pas pour d'autres valeurs. Il n'existe pas d'estimateur optimal �̂ qui minimiserait l'EQM
pour toute valeur de �. Les choses sont di��erentes si on se limite aux estimateurs sans biais.

Th�eor�eme 3.18 (In�egalit�e de Cramer-Rao). Soit M = f�� : � 2 � � Rg un mod�ele r�egulier

d'information de Fisher I(�) et �̂ = �̂(X) un estimateur sans biais de � de carr�e int�egrable pour
tout �. Alors

EQM�(�̂) = var�(�̂) � I(�)�1:
Preuve. Comme �̂ est sans biais, on a

� = E�(�̂) =

Z
�̂(x)V (�; x)d�(x) ; 8� 2 �:

La r�egularit�e du mod�ele entrâ�ne en d�erivant par rapport �a �,

1 =

Z
�̂(x)rV (�; x)d�(x) =

Z �
�̂(x)� �

�rV (�; x)d�(x) = Z �
�̂(x)� �

�
S�(x)V (�; x)d�(x)

avec S�(:) = rV (�; :)=V (�; :) et o�u on a utilis�e que
R rV (�; x)d�(x) = 0. Par l'in�egalit�e de

Cauchy-Schwarz,

1 �
Z �

�̂(x)� �
�2
V (�; x)d�(x) :

Z
S�(x)

2V (�; x)d�(x) = var�
�
�̂
�I(�);

d'o�u le r�esultat.

Le r�esultat reste valable en dimension sup�erieure: si � � R
p, alors tout estimateur sans biais �̂ de

� v�eri�e
var�

�
�̂
� � I(�)�1
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o�u l'in�egalit�e entre matrices A � B signi�e que A�B est semi d�e�nie positive. Ici, on a donc pour
tout a 2 Rp,

var�
�
a>�

�
= a> var�

�
�̂
�
a � a>I(�)�1a:

Pour le montrer, il faut adapter la preuve �a une combinaison lin�eaire quelconque a>� avec a 2 Rp.
Ce r�esultat se g�en�eralise �egalement �a tout param�etre  =  (�).

Corollaire 3.19. Si  : � ! R
q est une fonction di��erentiable, alors tout estimateur sans biais

 ̂ de  =  (�) v�eri�e

var�
�
 ̂
� � r (�)>I(�)�1r (�):

La preuve est identique. Le membre de droite est appel�e borne de Cramer-Rao du param�etre  (�).

D�e�nition 3.20. Dans un mod�ele r�egulier, un estimateur sans biais  ̂ d'un param�etre  est dit
e�cace si sa variance est �egale �a la borne de Cramer-Rao.

Exercice. Soit un mod�ele exponentiel r�egulier canonique avec V (�;X) = exp(T (X)� � �(�)) la
vraisemblance par rapport �a � et � 2 R.

1. Justi�er que �(�) = ln
� R

exp(T (x)�)d�(x)
�
et donc que � est deux fois d�erivable.

2. Calculer E�(T (X)) et var�(T (X)) et fonction de � (et de ses d�eriv�ees).

3. Calculer l'information de Fisher du mod�ele puis la borne de Cramer-Rao du param�etre � 0(�).
Conclure.

Il n'existe qu'une famille restreinte de param�etres que l'on peut estimer e�cacement.

Proposition 3.21. Dans un mod�ele r�egulier avec � � R
p, si  ̂ =  ̂(X) est un estimateur e�cace

d'un param�etre r�eel  =  (�) 2 R, alors il existe une fonction g telle que

 ̂(X)�  (�)
ps
= g(�)r (�)>I(�)�1S�(X):

Preuve. Reprenons le raisonnement de la preuve de l'in�egalit�e de Cramer-Rao,

r (�) =
Z �

 ̂(x)�  (�)
�
S�(x)V (�; x)d�(x):

Par l'in�egalit�e de Cauchy-Schwarz, on a pour tout a 2 Rp,
�
a>r (�)�2 � Z �

 ̂(x)�  (�)
�2
V (�; x)d�(x) :

Z �
a>S�(x)

�2
V (�; x)d�(x);

avec �egalit�e si et seulement si  ̂(:) �  (�) est proportionnel �a a>S�. Pour obtenir l'in�egalit�e de
Cramer-Rao, il faut appliquer la majoration pr�ec�edente �a

a =
I(�)�1r (�)pr (�)>I(�)�1r (�) :

On d�eduit que  ̂(X) est e�cace ssi  ̂(:)� (�) est proportionnel �a r (�)>I(�)�1S�(:) ��-presque
partout.
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En dimension 1, � � R, ce r�esultat nous dit que si un estimateur sans biais  ̂(X) est e�cace, alors
c'est une transformation a�ne du score S�(X). A transformation a�ne pr�es, il n'existe donc au
plus qu'un seul param�etre pour lequel on peut construire un estimateur e�cace.

Quand il n'existe pas d'estimateur e�cace, on peut parfois montrer l'existence d'un estimateur
sans biais de variance �nie uniform�ement minimale (minimale pour tout �) parmi les estimateurs
sans biais. On dira que c'est un estimateur sans biais optimal.

Proposition 3.22. Un estimateur  ̂ de  est sans biais optimal si et seulement si il est de variance
�nie et pour toute statistique T = T (X) telle que E�(T ) = 0 et var�(T ) <1 pour tout �,

cov�( ̂; T ) = E�( ̂T ) = 0:

Preuve. Soit  ̂ un estimateur sans biais optimal et T une statistique centr�ee de variance �nie pour
tout �, alors  ̂ + �T est un estimateur sans biais de  pour tout � 2 R et on a

var�( ̂ + �T ) = var�( ̂) + �2 var�(T ) + 2� cov�( ̂; T ) � var�( ̂):

Autrement dit �2 var�(T ) + 2� cov�( ̂; T ) � 0 pour tout � 2 R ce qui implique cov�( ̂; T ) = 0.

R�eciproquement, soit  ̂ un estimateur sans biais de  de variance �nie. Pour tout estimateur sans
biais ~ de variance �nie, T =  ̂ � ~ v�eri�e E�(T ) = 0 et var�(T ) <1. On a

var�( ~ ) = var�( ̂ � T ) = var�( ̂)� 2 cov�( ̂; T ) + var�(T ):

On conclut que var�( ̂) � var�( ~ ) d�es que cov�( ̂; T ) = 0.

Corollaire 3.23. Un estimateur sans biais optimal est unique presque sûrement pour tout �.

Preuve. Soient  ̂; ~ deux estimateurs sans biais de  de variance uniform�ement minimale. On a

0 = var�( ~ )� var�( ̂) = �2 cov�( ̂;  ̂ � ~ ) + var�( ̂ � ~ ):

Or cov�( ̂;  ̂ � ~ ) = 0 par la proposition pr�ec�edente, d'o�u var�( ̂ � ~ ) = 0 pour tout �.

Ces r�esultats ne sont informatifs que sous r�eserve d'existence d'au moins un estimateur sans biais
de variance uniform�ement minimale. Cette condition n'est v�eri��ee que pour une famille assez re-
streinte de param�etre  =  (�). En fait, même l'existence d'estimateur sans biais est loin d'être
garantie.

Exercice. Montrer qu'il n'existe pas d'estimateur sans biais de  (p) = 1=p dans le mod�ele
d'�echantillonage iid de Bernoulli B(p); p 2]0; 1[.
Th�eor�eme 3.24 (Rao-Blackwell). Soit  ̂ un estimateur sans biais de variance �nie d'un param�etre

r�eel  et S = S(X) une statistique exhaustive. Alors, l'estimateur  ̂S = E�

�
 ̂jS� est un estimateur

sans biais de variance inf�erieure ou �egale �a celle de  ̂.

L'exhaustivit�e de S est n�ecessaire pour que  ̂S soit bien un estimateur et donc ne d�epende pas de �.
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Preuve. On v�eri�e facilement que  ̂S est bien un estimateur sans biais du fait que

E�

�
 ̂S
�
= E�

�
E�

�
 ̂jS�� = E�

�
 ̂
�
=  :

De plus,

var�
�
 ̂
�
= E�

�
 ̂ �  ̂S +  ̂S �  

�2
= E�

�
 ̂ �  ̂S

�2
+ E�

�
 ̂S �  

�2
+ 2E�

�
( ̂ �  ̂S)( ̂S �  )

�
:

Comme  ̂S� est une fonction de S et  ̂S = E�( ̂jS), on d�eduit E�
�
 ̂( ̂S� )

�
= E�

�
 ̂S( ̂S� )

�
et donc

var�
�
 ̂
�
= var�

�
 ̂S
�
+ E�

�
 ̂ �  ̂S

�2 � var�
�
 ̂S
�
: �

Le th�eor�eme de Rao-Blackwell permet d'am�eliorer un estimateur sans biais si l'on connâ�t une
statistique exhaustive mais ne garantit pas que celui-ci soit optimal. Par exemple, on sait que
S(X) = X est trivialement une statistique exhaustive mais que pour tout estimateur sans biais  ̂,

la "Rao-Blackwellisation" E( ̂jS) =  ̂ ne modi�e pas l'estimateur. En revanche, l'optimalit�e est
garantie si la statistique exhaustive S est compl�ete.

Th�eor�eme 3.25 (Lehmann-Sche��e). Soit  ̂ un estimateur sans biais de  2 R de variance �nie et

S = S(X) une statistique exhaustive compl�ete, alors  ̂S = E�( ̂jS) est l'unique (presque sûrement)
estimateur sans biais optimal.

Preuve. Soit ~ un autre estimateur sans biais de  de variance �nie et ~ S = E( ~ jS). On sait que

 ̂S et ~ S sont des estimateurs sans biais de  et donc que E�
�
 ̂S� ~ S

�
= 0. Comme S est compl�ete,

cela implique que  ̂S = ~ S presque sûrement pour tout �, en particulier var�( ̂S) = var�( ~ S). Par

le th�eor�eme de Rao-Blackwell, ~ ne peut donc pas avoir une variance inf�erieure �a celle de  ̂S .

Si l'on connâ�t une statistique exhaustive compl�ete S dans le mod�ele, un estimateur sans biais est
donc optimal si et seulement si il peut s'�ecrire comme une fonction de S presque sûrement.

Exercice. Soient X = (X1; :::; Xn) iid de loi de Bernoulli B(p); p 2]0; 1[.
1. Sachant que S(X) =

Pn
i=1Xi est exhaustive compl�ete, montrer que p̂ = 1

n

Pn
i=1Xi est

l'estimateur sans biais optimal de p.

2. Montrer que X1 est un estimateur sans biais de p. En d�eduire E(X1jS).

4 Estimation ponctuelle

4.1 M�ethode des moments

Les moments d'une variable al�eatoire r�eelle X sont donn�es par

mp := E(Xp) ; p = 1; 2; :::

Le moment d'ordre p n'est d�e�ni que si la quantit�e E
�jXjp� est �nie. On peut bien sûr g�en�eraliser

cette d�e�nition �a des moments p non-entiers.

Proposition 4.1. Si X admet un moment d'ordre p > 0, alors X admet �egalement un moment
d'ordre q pour tout q 2 [0; p[.
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Preuve. Soit q 2 [0; p[, la fonction � : x 7! xp=q est convexe sur [0;+1[ puisque p=q > 1. Par
l'in�egalit�e de Jensen,

E
�jXjp� = E

��jXjq�p=q� � �E�jXjq��p=q
d'o�u le r�esultat.

Les moments sont faciles �a estimer �a partir d'un �echantillon iid X1; :::; Xn. En e�et, par la loi forte
des grands nombres, on sait que si mp existe alors

bmp :=
1

n

nX
i=1

Xp
i

converge presque sûrement vers mp quand n ! 1. Si de plus, X1 admet un moment d'ordre 2p,
alors le TCL est �egalement valable et on a

p
n
� bmp �mp

� loi����!
n!1

N �0;m2p �m2
p

�
:

Remarque 4.2. L'estimateur bmp correspond au moment d'ordre p d'une variable al�eatoire de
fonction de r�epartition Fn (la fonction de r�epartition empirique). On l'appelle le moment empirique
d'ordre p.

Supposons maintenant que la loi des observations appartienne �a un mod�ele param�etrique M =
f�� ; � 2 �g pour lequel chacun des param�etres � = (�1; :::; �k) s'exprime en fonction des moments
mp. Les estimateurs des moments bmp permettent donc d'estimer naturellement les param�etres du
mod�ele par "injection", c'est-�a-dire en rempla�cant les moments th�eoriques mp par leurs versions
empiriques bmp dans l'expression de � = �(m1;m2; :::).

Exemples.

1. Soit X1; :::; Xn iid dans le mod�ele Gaussien N (�; �2). Comme � est le moment d'ordre 1:
m1 = E(Xi), un estimateur des moments de � est

b� = bm1 =
1

n

nX
i=1

Xi:

De plus, on remarque que �2 = m2�m2
1. On d�eduit un estimateur de �2 par la m�ethode des

moments:

b�2 = bm2 � bm2
1 =

1

n

nX
i=1

X2
i �

�
1

n

nX
i=1

Xi

�2

:

par la loi forte des grands nombres (et continuit�e de la fonction (x; y) 7! x � y2 pour le
second).

2. Soit un �echantillon iid X1; :::; Xn de loi de Poisson de param�etre � > 0 inconnu. On sait que
l'esp�erance de la loi de Poisson est �egale au param�etre, on peut donc construire un estimateur
de � par

�̂ = bm1 =
1

n

nX
i=1

Xi:
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Poussons le vice plus loin en remarquant que � est �egalement la variance dans le mod�ele de
Poisson: � = m2 �m2

1. On d�eduit un second estimateur de �:

e� = bm2 � bm2
1 =

1

n

nX
i=1

X2
i �

�
1

n

nX
i=1

Xi

�2

:

Ces deux estimateurs sont consistants.

3. On rappelle que l'esp�erance et la variance d'une variable al�eatoire X de loi gamma �(a; b)
sont donn�ees par

E(X) =
a

b
et var(X) =

a

b2
:

Soit X1; :::; Xn iid de loi gamma �(a; b) avec a; b > 0. Pour estimer les param�etres a; b
inconnus du mod�ele, on les exprime en fonction des moments en r�esolvant un syst�eme �a (ici)
deux �equations 8<

:
m1 =

a

b
m2 �m2

1 =
a

b2

()

8><
>:

a =
m2

1

m2 �m2
1

b =
m1

m2 �m2
1

On d�eduit des estimateurs ba;bb par la m�ethode des moments en rempla�cant les moments
th�eoriques m1;m2 par les versions empiriques (on remarquera que bm2 � bm2

1 est la variance
empirique et donc strictement positive presque sûrement �a partir de n � 2).

Comme on a pu le constater dans les exemples, il n'y a pas qu'une fa�con de construire des estima-
teurs par la m�ethode des moments, puisque l'expression d'un param�etre � en fonction de moments
n'est en g�en�eral pas unique. En pratique, on choisira g�en�eralement l'expression issue des premiers
moments par simplicit�e, mais aussi parce que les moments empiriques d'ordre petit ont une vari-
ance plus faible. Pour estimer k param�etres qui ne sont pas li�es, il faut au minimum k moments
et r�esoudre un syst�eme d'�equations.

Proposition 4.3. On suppose l'existence du moment d'ordre k. Soit un param�etre � = g(m1; :::;mk)
avec g : Rk ! R une fonction continue. L'estimateur par la m�ethode des moments

b� := g (bm1; :::; bmk)

converge presque sûrement vers � = g(m1; :::;mk).

Preuve. Par la LFGN, m̂j converge presque sûrement vers mj pour tout j = 1; :::; k. Comme
une intersection �nie d'�ev�enements de probabilit�e 1 est de probabilit�e 1, le vecteur (m1; :::;mk)
converge lui-aussi presque sûrement. Par continuit�e de g (la continuit�e au point (m1; :::;mk) su�t),b� ps�! �.

Remarque 4.4. Alors que les moments empiriques sont bien des estimateurs sans biais des mo-
ments th�eoriques, rien n'indique que l'estimateur des moments b� = g (m̂1; :::; m̂k) reste sans biais
d�es que la fonction g n'est pas lin�eaire. C'est le cas par exemple de la variance empirique

b�2 = bm2 � bm2
1 =

1

n

nX
i=1

X2
i �

�
1

n

nX
i=1

Xi

�2

;

qui n'est pas sans biais (mais l'est asymptotiquement).
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Sous des conditions de r�egularit�e suppl�ementaires sur g, on peut �etudier plus en d�etail le com-
portement asymptotique d'un estimateur de la forme b� := g (bm1; :::; bmk). On utilise pour cela la
�-m�ethode qui est bas�e sur un d�eveloppement limit�e de g au point (m1; :::;mk).

Proposition 4.5 (�-m�ethode). Soit (Xn)n2N une suite de vecteurs al�eatoires de Rk qui converge
en probabilit�e vers le vecteur constant m = (m1; :::;mk)

> et (an)n2N une suite positive qui tend
vers +1 tels que

an(Xn �m)
loi����!

n!1
Y:

Si g(:) = (g1(:); ::::; gl(:)) : R
k ! R

l est une fonction de classe C1 dans un voisinage V de m, alors

an(g(Xn)� g(m))
loi����!

n!1
rg(m)>Y;

o�u rg(m) 2 Rl�k est la matrice des d�eriv�ees partielles
�
@mj

gi(m)
�
i=1;:::;l;j=1;:::;k

.

Preuve. On applique la formule de Taylor-Lagrange �a l'ordre 1, si Xn(!) 2 V:

g(Xn(!)) = g(m) +rg(m)>(Xn(!)�m) + o
�kXn(!)�mk�:

On obtient

an
�
g(Xn(!))� g(m)

�
= rg(m)>an(Xn(!)�m) + o

�
ankXn(!)�mk�:

Or limn!1 P(Xn 2 V) = 1 par la convergence en probabilit�e de Xn vers m, ce qui permet de
conclure. �

Dans le cas qui nous int�eresse, la �-m�ethode permet de montrer la normalit�e asymptotique de tout
estimateur de la forme b� := g (bm1; :::; bmk) pour g une fonction r�eguli�ere.

Corollaire 4.6. On suppose que Xi admet un moment d'ordre 2k. Soit � = g(m1; :::;mk) o�u g est

de classe C1 dans un voisinage de m = (m1; :::;mk)
>, l'estimateur des moments b� := g (bm1; :::; bmk)

v�eri�e p
n
�b� � �

� loi����!
n!1

N (0;rg(m)>�rg(m)
�
;

o�u �ij = mi+j �mimj pour i; j = 1; :::; k.

4.2 Maximum de vraisemblance

On appelle estimateur du maximum de vraisemblance toute variable al�eatoire qui maximise � 7!
V (�;X). En g�en�eral, rien ne garantit l'unicit�e ni même l'existence du maximum de vraisemblance.

Exemples

1. Mod�ele binomial: on observe le r�esultat de n lanc�es de d�es X = (X1; :::; Xn) 2 f0; 1gn. Les
Xi sont des r�ealisations ind�ependantes d'une variable de Bernoulli de param�etre p0 inconnu.
La probabilit�e d'observer l'�echantillon est de

nY
i=1

pXi

0 (1� p0)
1�Xi = pS0 (1� p0)

n�S ;
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o�u S =
Pn
i=1Xi. La vraie valeur p0 �etant inconnue, on peut �ecrire cette probabilit�e comme

une fonction de p:
V (p;X) = pS(1� p)n�S

qui est la probabilit�e d'observer l'�echantillonX = (X1; :::; Xn) si les observations suivent la loi
de Bernoulli de param�etre p (qui n'est autre que la vraisemblance du mod�ele). L'estimateur
du maximum de vraisemblance est la valeur p̂ qui maximise la probabilit�e V (p;X),

p̂ = arg max
p2[0;1]

V (p;X):

On note v(p;X) = log V (p;X) la log-vraisemblance, maximiser V (:; X) revient �a maximiser
v(:; X). La fonction p 7! v(p;X) est strictement concave sur [0; 1], le maximiseur est donc
l'unique solution de la condition du premier ordre

@

@�
v(p̂; X) =

S

p̂
� n� S

1� p̂
= 0() p̂ =

S

n
:

Dans ce mod�ele l'estimateur du maximum de vraisemblance est donc d�e�ni comme la variable
al�eatoire p̂ = 1

n

Pn
i=1Xi.

2. Mod�ele de Poisson: la vraisemblance pour un mod�ele de Poisson M = fP(�); � > 0g est
donn�ee par

V (�;X) = e�n�
�SQn
i=1Xi!

:

Maximiser V (�;X) revient �a maximiser � 7! log(�)S � n�. Le maximiseur est

�̂ =
1

n

nX
i=1

Xi:

3. Loi uniforme: on consid�ere le mod�ele M = fU(0; �); � > 0g, qui sont des lois de densit�es

f�(x) =

�
1=� si x 2 [0; �]
0 sinon.

La vraisemblance du mod�ele est donn�ee par

V (�;X) =

�
��n si maxfX1; :::; Xng � �
0 sinon.

La fonction � 7! ��n est d�ecroissante sur [0;+1[, on d�eduit donc que la vraisemblance est

maximale pour �̂ = maxfX1; :::; Xng.
4. Loi normale: ...

Le maximum de vraisemblance est stable par transformation des observations et du param�etre.

Proposition 4.7. Soit un mod�ele param�etrique M de vraisemblance V (�;X); � 2 � domin�e par

� la mesure de Lebesgue ou de comptage et �̂ un estimateur du maximum de vraisemblance de �.

i) Soit g : X ! Y un C1 di�eomorphisme, �̂ est un estimateur du maximum de vraisemblance
pour les observations Y = g(X).
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ii) Soit  : �! 	 une fonction injective,  ̂ =  (�̂) est un estimateur du maximum de vraisem-
blance de  =  (�).

Preuve. Si � est la mesure de Lebesgue, la densit�e de Y sous �� est donn�ee par

VY (�; y) =
1

Jg � g�1(y)V (�; g
�1(y)) ; y 2 Y;

o�u Jg(:) est le Jacobien de g. Evalu�ee en y = Y , on trouve

VY (�; Y ) =
1

Jg � g�1(Y )V (�; g
�1(Y )) =

1

Jg(X)
V (�;X):

De même, si � est la mesure de comptage, alors VY (�; Y ) = V (�;X). Dans les deux cas, max-
imiser VY (:; Y ) revient �a maximiser V (:; X). Pour ii), il su�t de remarquer que V (�;X) =
V ( �1( (�)); X) o�u V ( �1(:); X), d�e�nie sur 	, est la vraisemblance du mod�ele param�etr�e par
 . Comme  est injective, on a bien

V ( �1( ̂); X) = V (�̂; X) = sup
�2�

V (�;X) = sup
 2	

V ( �1( ); X): �

Dans le cas ii), si  n'est pas injective, le r�esultat reste vrai en d�e�nissant la vraisemblance du
mod�ele param�etr�e par  par

V ( ;X) = sup
�: (�)=�

V (�;X):

Dans le cas iid, sous des conditions (raisonnables mais techniques) de r�egularit�e, on peut montrer
que l'estimateur du maximum de vraisemblance existe et est unique et consistant. On note f� la
densit�e de X1 sous � par rapport �a � et `� = ln(f�), la log-vraisemblance s'�ecrit donc

v(�;X) =

nX
i=1

`�(Xi) ; � 2 �:

On suppose `�0 int�egrable sous �� pour tout �; �
0 2 � et on note

8�; �0 2 � ; ��(�
0) := E�(`�0(X1)) =

Z
`�0(x)f�(x)d�(x):

Sous ��, la log-vraisemblance renormalis�ee �̂ := v(:; X)=n est un estimateur sans biais de �� qui
converge simplement presque sûrement par la loi forte des grands nombres

8�0 2 � ; �̂(�0) =
1

n

nX
i=1

`�0(Xi)
���p.s.�����!
n!1

��(�
0):

Lemme 4.8. La fonction �� atteint son maximum en �.

Preuve. Pour tout �0 2 �, on a par l'ing�elit�e de Jensen appliqu�ee au logarithme (concave):

��(�
0) =

Z
ln(f�)f�d� +

Z
ln

�
f�0

f�

�
f�d� �

Z
ln(f�)f�d� + ln

�Z
f�0

f�
f�d�

�
= ��(�): �

Par passage �a la limite, on s'attend donc �a ce qu'un maximiseur de �̂ (et donc de la vraisemblance)
converge vers � si celui-ci est l'unique maximiseur de �. Une condition n�ecessaire, que l'on supposera
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par la suite, est donc que le mod�ele soit fortement identi�able au sens o�u pour toute suite (�k)k2N
de �,

lim
k!1

��(�k) = ��(�) =) lim
k!1

�k = �;

ce qui peut s'�ecrire de mani�ere �equivalente

f�k
��p.p.����!
k!1

f� =) lim
k!1

�k = �:

Cette condition d�epend essentiellement de la param�etrisation du mod�ele et est v�eri�able en pratique
si on impose qu'elle soit vraie pour tout �.

Th�eor�eme 4.9. Soit �̂ un estimateur du maximum de vraisemblance de �. Si la famille de fonctions
f`�0 ; �0 2 �g v�eri�e la loi des grands nombres uniforme sous �� (c'est une classe de Glivenko-
Cantelli sous ��):

8� 2 � ; k�̂ � ��k1 = sup
�02�

���̂(�0)� ��(�
0)
�� ���p.s.�����!

n!1
0;

alors �̂ converge presque sûrement vers �.

Preuve. Soit �̂ un estimateur du maximum de vraisemblance, on a par l'in�egalit�e triangulaire

j��(�̂)� ��(�)j � j��(�̂)� �̂(�̂)j+ j�̂(�̂)� ��(�)j � 2k�̂ � ��k1 �!
n!1

0:

Par la condition d'identi�abilit�e forte, �̂ converge donc vers �, ��-p.s.

On montre maintenant la normalit�e asymptotique de l'estimateur du maximum de vraisemblance.
On supposera en plus que le mod�ele est r�egulier et on note s� = r`� et h� = r>r`� les fonctions
gradient et la matrice Hessienne de `� par rapport �a �.

Th�eor�eme 4.10. Sous les conditions du th�eor�eme pr�ec�edent, si I(�) = � R h�f�d� (l'information
de Fisher pour une observation) est inversible, alors

p
n
�
�̂ � �

� loi����!
n!1

N �0; I(�)�1�:
Preuve. Comme le mod�ele est r�egulier, un estimateur du maximum de vraisemblance v�eri�e les
conditions du premier ordre r�̂(�̂) = 0. Par un d�eveloppement de Taylor:

0 = r�̂(�̂) = 1

n

nX
i=1

s�̂(Xi) =
1

n

nX
i=1

s�(Xi) +

�
1

n

nX
i=1

h�(Xi)

�
(�̂ � �) + ok�̂ � �k:

Or 1
n

Pn
i=1 h�(Xi) converge presque sûrement vers �I(�) et est donc inversible avec probabilit�e 1

asymptiquement, auquel cas

p
n(�̂ � �) = �

�
1

n

nX
i=1

h�(Xi)

��1p
n

n

nX
i=1

s�(Xi) + o
�p
nk�̂ � �k�:

On remarque de plus que
p
n
n

Pn
i=1 s�(Xi)

loi�! N �0; I(�)� par le th�eor�eme central limit. On con-
clut par le lemme de Slutsky.
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Dans un mod�ele r�egulier, l'estimateur du maximum de vraisemblance de � est donc asymptotique-
ment Gaussien de variance l'inverse de l'information de Fisher. On dira alors qu'il est asympto-
tiquement e�cace puisque sa loi limite quand n ! 1 est d'esp�erance � (il est asymptotiquement
sans biais) et de variance la borne de Cramer-Rao. Ce r�esultat reste valable pour un estimateur
du maximum de vraisemblance d'un param�etre  =  (�) avec  di��erentiable. En e�et, dans ce

cas l'estimateur du maximum de vraisemblance  ̂ =  (�̂) v�eri�e par la �-m�ethode

p
n
�
 ̂ �  

� loi����!
n!1

N �0;r (�)>I(�)�1r (�)�;
o�u on reconnâ�t ici aussi comme variance la borne de Cramer-Rao du param�etre  . Attention, la
convergence en loi n'implique pas la convergence des moments.

5 Estimation par r�egion de con�ance

Jusqu'�a pr�esent, nous avons vu des m�ethodes d'estimation qui ont pour objectif, �etant donn�e un
param�etre inconnu  =  (�), de proposer une valeur en fonction des observations: un estimateur.
Plutôt que de se limiter �a une valeur, un point de vue di��erent consiste �a proposer un ensemble de
valeurs, associ�e �a une probabilit�e d'appartenance �x�ee �a l'avance.

On se placera dans un mod�ele param�etrique M = f�� : � 2 �g avec X le vecteur al�eatoires des
observations �a valeurs dans un espace X (typiquement X = R

n dans les cas d'observations iid
r�eelles). On consid�ere un param�etre  =  (�) et on note 	 =  (�) l'image de � par  (:).

5.1 D�e�nitions g�en�erales

D�e�nition 5.1. On appelle r�egion de con�ance d'un param�etre  un sous-ensemble al�eatoire
R = R(X) � 	 fonction des observations. Le niveau de con�ance 1�� 2 [0; 1] de R est donn�e par

1� � := inf
�2�

P�(R 3  ):

Si R(X) est un intervalle pour toute valeur possible de X, alors on parle d'intervalle de con�ance.

L'id�ee d'une r�egion de con�ance est de fournir, �etant donn�ee une marge d'erreur � �x�ee �a l'avance,
un ensemble de valeurs possibles pour le param�etre  qui contiennent la vraie valeur avec probabilit�e
sup�erieure ou �egale �a 1�� (et donc avec une probabilit�e d'erreur inf�erieure ou �egale �a �). Comme
cette probabilit�e d�epend de la vraie valeur de � qui est inconnue, � est d�e�nie comme la probabilit�e
d'erreur dans le pire cas possible: � = sup�2� P�(R 63  ). Dans certaines situations id�eales, la
probabilit�e d'appartenance �a la r�egion de con�ance ne d�epend pas de � auquel cas le niveau de
con�ance 1� � est atteint pour tout �. On dira que le niveau de con�ance est exactement �egal �a
1� � dans ce cas.

D�e�nition 5.2. Une fonction g : X �	! R est pivotale si la loi de g(X; ) ne d�epend pas de �.

Toute fonction pivotale permet de construire une r�egion de con�ance.

Proposition 5.3. Si g est pivotale, alors pour tout ensemble G� � R tel que P�
�
g(X; ) 2 G�

�
=

1� �, la r�egion
R�(X) := f 2 	 : g(X; ) 2 G�g

est une r�egion de con�ance de niveau exactement �egal �a 1� �.
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Preuve. Il su�t de remarquer que P�
�
 2 R�(X)

�
= P�

�
g(X; ) 2 G�

�
= 1� �. �

On peut construire un ensemble G� v�eri�ant P�
�
g(X; ) 2 G�

�
= 1 � � pr�ecis�ement parce que g

est pivotale et donc que la loi de g(X; ) est connue (ne d�epend pas de �).

Lorsqu'on ne sait pas construire de fonction pivotale, on peut se contenter d'une fonction asymp-
totiquement pivotale gn(X; ) qui converge en loi sous �� pour tout � 2 � et dont la loi limite ne
d�epend pas de �. Cela permet de construire une r�egion de con�ance asymptotique.

Exemples.

1. Mod�ele d'�echantillonage iid exponentiel de param�etre � > 0: g(�;X) =
Pn
i=1Xi est pivotale

de loi �(1; n).

2. On cherche un intervalle de con�ance sur le param�etre p d'un mod�ele de Bernoulli. On sait
que

p
n(p̂�p) est asymptotiquement Gaussien de moyenne 0 et variance p(1�p). On a donc

par le lemme de Slutsky,
p
n

p̂� pp
p̂(1� p̂)

loi����!
n!1

N (0; 1):

On obtient l'intervalle de con�ance asymptotique de niveau �:h
p̂� q1��

2

p
p̂(1� p̂)p

n
; p̂+ q1��

2

p
p̂(1� p̂)p

n

i
:

On obtient une r�egion de con�ance di��erente (mais toujours de niveau � asymptotiquement)
en consid�erant la statistique

p
n(p̂� p)=

p
p(1� p) (exercice).

3. Mod�ele de Poisson de param�etre �:
p
n(�̂ � �)=

p
� est asymptotiquement pivotale de loi

limite N (0; 1), pour �̂ = 1
n

Pn
i=1Xi.

5.2 Le mod�ele Gaussien

On suppose ici que les observations sont iid de loi normale N (m;�2). On veut construire un
intervalle de con�ance sur la moyenne m et/ou la variance �2.

1. Moyenne avec variance connue. On suppose que les observations X1; :::; Xn sont distribu�ees
suivant une loi normale de variance �2 connue et de moyenne m inconnue. Dans ce mod�ele
on sait que

m̂ =
1

n

nX
i=1

Xi � N
�
m;

�2

n

�
:

La loi de l'estimateur est connue en fonction de m. En particulier, on peut se ramener �a une
variable al�eatoire normale centr�ee r�eduite par

g(X;m) =
p
n
m̂�m

�
� N (0; 1):

La fonction g(X;m) =
p
n(m̂�m)=� est donc pivotale puisque sa loi ne d�epend pas dem. On

insiste sur le fait que l'on n'observe pas une r�ealisation de g(X;m) puisque c'est une fonction
du param�etre inconnu m. La sym�etrie de la densit�e Gaussienne nous permet d'�ecrire

P(�q1��
2
� g(m;X) � q1��

2
) = 1� �;

27



o�u q1��
2
est le quantile d'ordre 1� �

2 de la loi normale centr�ee r�eduite. On cherche maintenant
�a isoler m dans l'expression de g(X;m) de mani�ere �a en obtenir un encadrement. On �ecrit

P

�
� q1��

2
� p

n
m̂�m

�
� q1��

2

�
= P

�
m̂� q1��

2
�p

n
� m � m̂+

q1��
2
�p

n

�
= 1� �:

On remarque que les bornes de l'intervalles sont fonctions des observations et donc con-
nues. On obtient ainsi un intervalle de con�ance pour m avec une marge d'erreur de � qui
correspond �a la probabilit�e que la vraie valeur du param�etre ne soit pas dans l'intervalle.

2. Moyenne avec variance inconnue. Ici, on ne peut pas utiliser la statistique pr�ec�edente car
elle d�epend de �2. On remplace donc la variance par l'estimateur sans biais

�̂2 =
1

n� 1

nX
i=1

(Xi � m̂)2:

On utilise alors les propri�et�es suivantes

� (n� 1)�̂2=�2 suit une loi du Khi-2 �a n� 1 degr�es de libert�e, not�ee �2(n� 1)

� �̂2 et m̂ sont ind�ependantes (cons�equence du th�eor�eme de Basu).

On d�eduit que la fonction

g(X;m) =
p
n
m̂�m

�̂
=

p
n(m̂�m)=�

�̂=�

loi
=

N (0; 1)p
�2(n� 1)=(n� 1)

 �

 �

��� ind�ependantes
est pivotale. Sa loi est appel�ee loi de Student �a n� 1 degr�es de libert�e et not�ee T (n� 1). On
peut alors construire un intervalle de con�ance de la même fa�con que pour le cas �2 connu
rempla�cant les quantiles de la loi normale standard par ceux de la loi de Student �a n � 1
degr�es de libert�e.

3. Variance avec moyenne connue. On sait (Xi �m)=� est de loi N (0; 1). Si m est connu, la
fonction

g(X;�2) =
1

�2

nX
i=1

(Xi �m)2

est donc pivotale, de loi �2(n). Soit k�;n le quantile d'ordre � de la loi du Khi deux �a n
degr�es de libert�e, qui v�eri�e P(�2(n) � k�;n) = 1� �. On a

P(k�
2
;n � g(X;�2) � k1��

2
;n) = P

�Pn
i=1(Xi �m)2

k1��
2
;n

� �2 �
Pn
i=1(Xi �m)2

k�
2
;n

�
= 1� �:

4. Variance avec moyenne inconnue. On a vu que �̂2 v�eri�e que (n� 1)�̂2=�2 � �2(n� 1). On
obtient donc un intervalle de con�ance en utilisant les quantiles de la loi �2(n � 1) (et non
�2(n) comme dans l'exemple pr�ec�edent).
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6 Tests param�etriques

En statistique, choisir un mod�ele revient �a �xer des conditions sur la loi des observations. Lorsque
l'on souhaite v�eri�er si ces conditions sont raisonnables, on peut utiliser un test statistique. Formelle-
ment, un test est une variable al�eatoire construite �a partir des observations qui prend la valeur
1 si on rejette l'hypoth�ese, ou 0 si on ne rejette pas l'hypoth�ese. La d�ecision de rejeter ou non
l'hypoth�ese est toujours sensible �a l'al�ea des observations, ce qui nous oblige �a �xer �a l'avance
une marge d'erreur � qui correspond �a la probabilit�e de rejeter l'hypoth�ese alors qu'elle est vraie.
Pour tester une hypoth�ese H0, on construit une variable al�eatoire dont la loi est connue si H0 est
vraie. Si la valeur observ�ee de cette variable est peu vraisemblable par rapport �a sa loi sous H0,
on d�ecidera de rejeter l'hypoth�ese.

6.1 D�e�nitions g�en�erales

On se place dans le cadre d'un mod�ele param�etrique M = f�� : � 2 �g. Faire un test sur la loi
dont sont issues les observations X revient �a tester un ensemble de valeurs du param�etre � (on ne
remet pas en doute que la vraie loi appartient au mod�ele). L'hypoth�ese que l'on veut tester, appel�ee
hypoth�ese nulle, s'�ecrit donc H0 : � 2 �0 o�u �0 est un sous-ensemble connu de �. L'hypoth�ese
compl�ementaire H1 : � 2 �1 := � n �0 est appel�ee hypoth�ese alternative. Il peut arriver de
consid�erer des alternatives di��erentes avec �1 6= � n�0 mais on aura toujours �0 \�1 = ;.
D�e�nition 6.1. Un test d'une hypoth�ese H0 : � 2 �0 contre une alternative H1 : � 2 �1 est une
statistique � = �(X) de loi de Bernoulli qui vaut 1 si on rejette H0 et 0 sinon. Le niveau � du
test est la probabilit�e (maximale) de rejeter H0 alors qu'elle est vraie

� = sup
�2�0

P�(� = 1):

Si la probabilit�e de rejeter H0 est contante pour tout � 2 �, on dit que le test est de niveau
exactement �egal �a �. Le niveau � repr�esente la marge d'erreur autoris�ee si on d�ecide de rejeter
H0, auquel cas on dira qu'on rejette H0 au risque �. Il est en g�en�eral �x�e �a l'avance et le test �
est construit de mani�ere �a être de niveau �.

D�e�nition 6.2. Soit � un test, la r�egion critique R (ou r�egion de rejet) est l'ensemble des r�eali-
sations possibles qui conduisent �a rejeter H0: R = fx 2 X : �(x) = 1g. On a donc

� = 1fX 2 Rg:
Similairement, la r�egion d'acceptation A est le compl�ementaire: A = X nR.
Certains niveaux � peuvent être impossibles �a atteindre exactement. Par exemple si X ne peut
prendre qu'un nombre �ni de valeurs, l'ensemble P(X ) des parties de X est �ni et il est donc
impossible de trouver un ensemble R tel que P�(X 2 R) = � pour tout � 2 (0; 1). On peut alors
choisir de se contenter du niveau atteignable le plus proche ou construire un test dit randomis�e.
Pour un test randomis�e param�etrique, l'espace X est partitionn�e en trois sous-ensembles R;B;A
avec:

� R la r�egion critique qui v�eri�e P�(X 2 R) < � pour tout � 2 �0.

� B une zone interm�ediaire pour laquelle si X 2 B, on rejette H0 avec une certaine probabilit�e

 calcul�ee de mani�ere �a ce que sup�2�fP�(X 2 R) + 
P�(X 2 B)g = �. Conditionnellement
au fait que X 2 B, la d�ecision de rejeter H0 se fait ind�ependamment de X.
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� A la r�egion d'acceptation A = X n (R [B).
Cette approche permet d'obtenir un niveau � arti�ciellement (en ajoutant de l'al�ee d�es que X 2 B)
même lorsque ce niveau impossible �a atteindre pour un test fonction de X uniquement.

En pratique, on dispose souvent d'une collection croissante de r�egions critiques R�; � 2]0; 1[ pour
chaque niveau, qui est croissante au sens o�u

8�0 > � : R�0 � R�:

Autrement dit, rejeter l'hypoth�ese H0 au niveau � implique de la rejeter �egalement pour tous
les niveaux sup�erieurs. On dispose donc d'un continuum de tests ��; � 2]0; 1[ qui donnent des
�ev�enements f�� = 1g; � 2]0; 1[ croissants. C'est typiquement le cas quant la r�egion critique peut
s'exprimer �a partir d'une statistique de test T = T (X) 2 R sous la forme

R� = fx 2 X : T (x) > s�g
o�u s� est un seuil adapt�e.

D�e�nition 6.3. On appelle p-value du test le plus petit niveau � pour lequel on rejette H0 au vu
de la r�ealisation de ��:

p-value = inff� > 0 : ��(X) = 1g:
On rejettera donc l'hypoth�ese H0 si la p-value est sup�erieure au niveau du test. L'�ecart entre la
p-value et � quanti�e la marge avec laquelle on accepte H0 dans le cas o�u elle est plus grande que
� et la marge avec laquelle on rejette H0 dans le cas contraire.

Proposition 6.4. Pour un test exact, la p-value est une variable al�eatoire de loi uniforme sur
[0; 1] sous H0.

Preuve. On suppose que H0 est vraie. Soit u 2]0; 1[,

P(p-value � u) = P

�
inff� > 0 : ��(X) = 1g � u

�
= P

� [
0<��u

f��(X) = 1g
�
:

Comme les �ev�enements f��(X) = 1g; � 2 [0; 1] sont croissants et de probabilit�e �, on d�eduit que
P(p-value � u) = lim�!u � = u. �

Exemple. Dans un mod�ele Gaussien iid N (�; 1); � 2 R, on veut tester si les observations sont
centr�ees, �a savoir H0 : � = 0. L'hypoth�ese alternative est H1 : � 6= 0. On peut estimer le param�etre
� par �̂ = 1

n

Pn
i=1Xi. Si H0 est vraie, on sait que T :=

p
n�̂ suit une loi normale standard.

On peut raisonner en disant que l'hypoth�ese H0 n'est cr�edible que si
p
n�̂ est "aussi proche de z�ero

que ce qu'on peut attendre d'une r�ealisation de loi normale standard", on d�ecide donc de rejeter
H0 si la valeur observ�ee de T est sup�erieure en valeur absolue �a un certain seuil k (il existe bien
sûr d'autres tests possibles). Ce seuil est d�etermin�e par le niveau � qui correspond �a la probabilit�e
d'erreur tol�er�ee (probabilit�e de rejeter H0 alors qu'elle est vraie, typiquement � = 0:05). Etant
donn�e �, on choisit donc le seuil de mani�ere �a ce que la probabilit�e de rejeter H0 alors qu'elle est
vraie soit �egale �a �:

P0(jT j � k) = P(jN (0; 1)j � k) = � () k = q1��
2
;
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o�u q: d�esigne le quantile de la loi normale standard. La conclusion du test est donc de rejeter H0 au
risque � de se tromper si jT j > q1��

2
et de ne pas rejeter sinon. La p-value du test correspond �a la

probabilit�e obtenue en rempla�cant le seuil s par la valeur obtenue jT j (grossi�erement, la probabilit�e
d'obtenir ce qu'on a observ�e sous H0)

p-value = P(jN (0; 1)j � jT j) = 2(1� F (jT j))

o�u F est la fonction de r�epartition de la N (0; 1). On peut v�eri�er que si H0 est vraie et donc que
T � N (0; 1), la p-value est bien de loi uniforme sur [0; 1].

D�e�nition 6.5. Soit �� un test de niveau � de l'hypoth�ese H0 : � 2 �0 contre H1 : � 2 �1. La
puissance du test, not�ee 1� �(:), est la fonction qui �a � 2 �1 associe la probabilit�e de rejeter H0:

1� �(�) = P�

�
�� = 1

�
; � 2 �1:

La quantit�e �(�) est la probabilit�e de ne pas rejeter H0 si X est issu de la loi ��. On dira qu'un
test est consistant si la puissance 1� �(�) tend vers 1 quand n!1, pour tout � 2 �1.

Il y a deux types d'erreurs possibles lors d'un test statistique:

� Rejeter H0 alors qu'elle est vraie constitue l'erreur de premi�ere esp�ece, de probabilit�e in-
f�erieure ou �egale au niveau � par construction. Elle est �x�ee �a l'avance par le statisticien.

� Ne pas rejeter H0 sous l'alternative � 2 �1 constitue l'erreur de deuxi�eme esp�ece, de prob-
abilit�e �(�). Un test sera d'autant meilleur (plus puissant) que l'erreur de deuxi�eme esp�ece
est faible, �a un niveau � �x�e, pour les di��erentes valeur de � 2 �1. La puissance d'un test
d�epend donc fortement de l'hypoth�ese alternative H1.

Exercice. Soit � un test de niveau � et fonction puissance 1� �(:).

1. Soit S = S(X) une statistique, montrer que la loi conditionnelle de � sachant S est une loi
de Bernoulli de param�etre E�(�jS).

2. R�eciproquement, si S est exhaustive, montrer que toute variable al�eatoire de Bernoulli dont
la loi conditionnelle sachant S est de param�etre E�(�jS) est un test de niveau � et puissance
1� �(:) (pr�eciser en quoi l'exhaustivit�e est n�ecessaire).

3. Commenter.

D�e�nition 6.6. Un test de niveau � de l'hypoth�ese H0 : � 2 �0 contre H1 : � 2 �1 est dit
uniform�ement plus puissant (UPP) parmi les tests de niveau � si sa puissance 1��(�) est sup�erieure
ou �egale �a celle de n'importe quel autre test de niveau �, pour tout � 2 �1.

Il n'existe pas toujours de test UPP car la relation d'ordre sur les fonctions puissance n'est pas
totale (sauf si �1 est un singleton).

Exemple. Reprenons l'exemple Gaussien iid sur la moyenne � pour tester H0 : � = 0 contre
H1 : � 6= 0 avec T =

Pn
i=1Xi=

p
n. Le test bilat�eral �� = 1fjT j � q1��

2
g a pour puissance

1� �(�) = P�(jT j � q1��
2
) = P�(T � q1��

2
) + P�(T � q�

2
) ; � 6= 0:
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ou encore, pour F est la fonction de r�epartition de la loi normale standard,

1� �(�) = F (q1��
2
� �) + F (q�

2
� �) ; � 6= 0:

On peut montrer que ce test n'est pas UPP. Par exemple le test unilat�eral �+
� = 1fT � q1��g est

bien de niveau � et a pour puissance

1� �+(�) = F (q1�� � �) ; � 6= 0;

On voit que 1 � �+(�) > 1 � �(�) pour tout � > 0, le test �+
� est donc plus puissant pour ces

valeurs. En revanche, �+
� est tr�es peu puissant pour � < 0 o�u 1 � �+(�) < � (on rejette moins

facilement H1 pour ces valeurs de � que sous H0). De même, le test unilat�eral �
�
� = 1fT � q�g,

lui aussi de niveau �, a des propri�et�es sym�etriques, il est plus puissant pour des valeurs n�egatives
de � et tr�es peu puissant pour � > 0. Aucun de ces trois tests n'est donc UPP.
La situation est di��erente si on consid�ere H0 : � = 0 contre H1 : � > 0, ce qui revient �a se placer
dans le mod�ele fN (�; 1) : � � 0g. Ici, le test unilat�eral �+

� est le plus puissant des trois pour tout
� > 0. Ce test est même UPP, ce qui est plus di�cile �a montrer.

D�e�nition 6.7. Un test de niveau � de l'hypoth�ese H0 : � 2 �0 contre H1 : � 2 �1 est dit sans
biais si 1� �(�) � � pour tout � 2 �1.

Autrement dit, un test est sans biais si on a plus de chances de rejeter l'hypoth�ese alternative H1

lorsqu'elle est fausse que lorsqu'elle est vraie. C'est �evidemment une propri�et�e souhaitable mais
qui peut être di�cile �a obtenir. Dans l'exemple Gaussien pr�ec�edent, pour tester H0 : � = 0 contre
H1 : � 6= 0, seul le test �� est sans biais parmi les trois tests consid�er�es.

Exercice. Montrer qu'un test UPP est sans biais.

D�e�nition 6.8. Un test de niveau � de l'hypoth�ese H0 : � 2 �0 contre H1 : � 2 �1 est dit
uniform�ement plus puissant sans biais (UPPSB) s'il est sans biais et uniform�ement plus puissant
parmi les tests sans biais de niveau �.

6.2 Test du rapport de vraisemblance

Pour tester l'hypoth�ese H0 : � 2 �0 contre H1 : � 2 �1, on peut naturellement comparer les
vraisemblances et rejeter H0 s'il existe une valeur de � dans �1 pour laquelle la vraisemblance est
"signi�cativement" plus grande que sur �0.

D�e�nition 6.9. Pour H0 : � 2 �0 contre H1 : � 2 �1, la statistique

� = �(X) =
sup�2�0

V (�;X)

sup�2�1
V (�;X)

;

est appel�ee statistique du rapport de vraisemblance. On rejette H0 si � est inf�erieur �a un seuil k�
calcul�e en fonction du niveau � du test.

On peut d�e�nir de mani�ere �equivalente la statistique

� 0 =
sup�2�0

V (�;X)

sup�2� V (�;X)
:
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pour le test du rapport de vraisemblance.

Exercice. Montrer que si des tests �� = 1f� < k�g et �0� = 1f� 0 < s0�g bas�es respectivement
sur les statistiques du rapport de vraisemblances � et � 0 sont de niveau �, alors les seuils k�; s0� et
les r�egions de rejet correspondantes sont �egales.

Proposition 6.10. Pour toute statistique exhaustive S, le test du rapport de vraisemblance peut
s'�ecrire comme une fonction de S.

Preuve. C'est une cons�equence imm�ediate du crit�ere de factorisation de Fisher-Neyman.

Exercice. Dans le mod�ele iid Gaussien N (�; 1); � 2 R, exprimer la r�egion de rejet du test du
rapport de vraisemblance de l'hypoth�ese H0 : � = 0 contre H1 : � 6= 0 en fonction de la statistique
exhaustive S(X) = 1

n

Pn
i=1Xi.

On s'int�eresse maintenant �a la situation o�u on veut tester une valeur particuli�ere du param�etre. Le
r�esultat fondamental suivant donne le test le plus puissant si l'hyptoth�ese alternative est �egalement
r�eduite �a un singleton.

Th�eor�eme 6.11 (Lemme de Neyman-Pearson). Pour tester H0 : � = �0 contre H1 : � = �1, le
test du rapport de vraisemblance

� := 1f� < k�g = 1
�
V (�0; X) < k�V (�1; X)

	
est le test le plus puissant parmi les tests de niveau inf�erieur ou �egal �a � = P�0(� < k�).

Preuve. Soit R = fx 2 X : �(x) < k�g la r�egion de rejet du test. La puissance du test, ici
r�eduite �a une valeur car �1 est un singleton, est donn�ee par 1 � � = P�1(X 2 R) = P�1(� < k�).
Soit R0 la r�egion de rejet d'un test di��erent �0 de niveau P�0(X 2 R0) � � et de puissance
1� �0 = P�1(X 2 R0). On a

1� � = P�1(X 2 R) = P�1(X 2 R \R0) + P�1(X 2 R nR0);
avec

P�1(X 2 R nR0) =
Z
RnR0

V (�1; x)d�(x) �
Z
RnR0

1

k�
V (�0; x)d�(x) =

1

k�
P�0(X 2 R nR0):

Or P�0(X 2 R n R0) = P�0(X 2 R) � P�0(X 2 R0) + P�0(X 2 R0 n R). Comme �0 est de niveau
inf�erieur ou �egal �a �, on d�eduit que P�0(X 2 R nR0) � P�0(X 2 R0 nR). De plus,

P�0(X 2 R0 nR) =
Z
R0nR

V (�0; x)d�(x) �
Z
R0nR

k�V (�1; x)d�(x) = k�P�1(X 2 R0 nR):

En combinant les in�egalit�es pr�ec�edentes, on trouve

P�1(X 2 R nR0) � P�1(X 2 R0 nR)
et donc que 1� � � 1� �0.

Corollaire 6.12. Soit �1 � � et �0 2 � n �1, s'il existe une statistique r�eelle S = S(X) telle
que V (�0; X)=V (�;X) = h�(S) o�u h�(:) est une fonction strictement croissante pour tout � 2 �1,
alors le test du rapport de vraisemblance est UPP parmi les tests de niveau inf�erieur ou �egal pour
tester H0 : � = �0 contre H1 : � 2 �1.
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Preuve. Ici,

�(X) =
V (�0; X)

sup�2�1
V (�;X)

= inf
�2�1

h�(S):

On a donc comme r�egion de rejet

R =
n

inf
�2�1

h�(S) < k�

o
=

\
�2�1

fh�(S) < k�g =
\
�2�1

fS < h�1� (k�)g =
n
S < inf

�2�1

h�1� (k�)
o
:

Le seuil s� = inf�2�1
h�1� (k�) ne d�epend pas de � 2 �1, le test est donc identique au test de

H0 : � = �0 contre H1 : � = �1 pour tout �1 2 �1. Or, ce test est le plus puissant par le lemme de
Neyman-Pearson.

Si � est un param�etre r�eel, les conditions du corollaire sont v�eri��ees pour �1 = f� : � > �0g si le
rapport V (�;X)=V (�0; X) est une fonction strictement croissante de S pour tout � < �0. Dans ce
cas, le test du rapport de vraisemblance est UPP pour tester H0 : � � �0 contre H1 : � > �0. Si de
plus le mod�ele est une famille exponentielle avec V (�;X) = G(X)H(�) exp

�
T (X)�(�)

�
, alors

V (�;X)

V (�0; X)
=

H(�)

H(�0)
exp

�
T (X)(�(�)� �(�0))

�
et le test du rapport de vraisemblance pour H0 : � � �0 contre H1 : � > �0 est donc UPP si �(:)
est strictement monotone (avec S = T si �(:) est croissante et S = �T si elle est d�ecroissante).

Exercice. Trouver une d�ecomposition de la forme V (�0; X)=V (�;X) = h�(S) avec h�(:) croissante
pour tout � > �0 dans les mod�eles suivants:

� Mod�ele Gaussien N (�; 1).

� Mod�ele de Cauchy centr�e en �.

� Mod�ele binomial B(k; �) avec k �x�e.

� Mod�ele de Poisson P(�).

Th�eor�eme 6.13 (Th�eor�eme de Wilks). Dans un mod�ele d'�echantillonage param�etrique iid r�egulier
avec � � R

p, sous les conditions qui garantissent la normalit�e et e�cacit�e asymptotique de
l'estimateur du maximum de vraisemblance �̂, la statistique du rapport de vraisemblance � pour
H0 : � = �0 contre H1 : � 6= �0 v�eri�e sous H0:

�2 ln(�) loi����!
n!1

�2(p):

Preuve. Par continuit�e de la vraisemblance � et � 0 sont �egales ici et on a

�2 ln(�) = �2 ln
�
V (�0; X)

V (�̂; X)

�
= �2�v(�0; X)� v(�̂; X)

�
= �2

nX
i=1

(`�0(Xi)� `�̂(Xi));

o�u `�(:) = ln f�(:), le logarithme de la densit�e par rapport �a la mesure dominante �. Par un
d�eveloppement limit�e �a l'ordre 2,

�2 ln(�) = 2
�
�̂ � �0

�> nX
i=1

s�0(Xi) +
�
�̂ � �0

�>� nX
i=1

h�0(Xi)

��
�̂ � �0

�
+ o

�k�̂ � �0k2
�
:
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SousH0, on sait que
p
n
�
�̂��0

�
converge en loi vers une loiN (0; I(�0)�1) tandis que 1

n

Pn
i=1 h�0(Xi)

converge presque sûrement vers I(�0) par la LFGN. On d�eduit que

�2 ln(�) = kpnI(�0)�1=2
�
�̂ � �0

�k2 + oP (1);

o�u
p
nI(�0)�1=2

�
�̂ � �0

�
converge en loi vers un vecteur Gaussien standard de Rp.

Le th�eor�eme de Wilks permet de construire un test asymptotiquement de niveau � directement
pour H0 : � = �0 �a partir de la statistique du rapport de vraisemblance. Le seuil est alors un
quantile de la loi du Khi-2 correspondante et ne d�epend donc que de la dimension du mod�ele.

Le th�eor�eme de Wilks peut s'appliquer plus g�en�eralement �a des hypoth�eses de la forme H0 : � 2 �0

contre H1 : � =2 �0. Dans ce cas, si p0 < p d�esigne la dimension de �0, on a sous les mêmes
conditions de r�egularit�e

�2 ln(�) loi����!
n!1

�2(p� p0):

Le test d'ind�ependance sur des couples (Xi; Yi) de variables al�eatoires iid discr�etes �a support �ni
en est un cas particulier (exercice).
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