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INTRODUCTION

Ce mémoire est divisé en quatre chapitres indépendants.

Le premier chapitre traite de I’étude mathématique et de la simulation de quelques problemes
intervenant en milieu poreux.
Un premier travail concerne I’étude du probleme de Cauchy pour les solutions faibles de trois
problemes modélisant des écoulements diphasiques et compressibles. D’abord, les deux fluides ont le
méme coefficient de compressibilité et les termes quadratiques en vitesse sont négligés. La difficulté
de ce probleme réside dans la dégénérescence du terme dissipatif dans I’équation en saturation. Méme
si ce type de dégénérescence est bien connu pour des écoulements incompressibles, la compressibilité
complique considérablement 'analyse. Ainsi, selon le type de dégénérescence, la notion de solution
faible est spécifiée. Ensuite, le deuxieéme probleéme concerne un écoulement eau/gaz ou la phase gaz est
compressible alors que la phase eau est incompressible. Outre la dégénérescence du terme dissipatif
en saturation, le terme d’évolution est également dégénéré. De plus il n’y a pas d’équation spécifique
pour la pression ; le systeme de conservation de la masse est traité sous sa forme initiale sans aucune
hypothese simplificatrice sur la vitesse. Enfin le dernier probleme traite de I’existence des solutions
locales en temps en dimension un d’espace pour un probleme de deux phases compressibles avec des
lois d’états différentes et sans simplification.
Le deuxieme travail traite du transport des radionucleides dans le sol. Cette étude a été initiée dans
le cadre du GDR MOMAS proposé par TANDRA concernant 1’étude de certaines conséquences d’'une
fuite des déchets radioactifs dans un site de stockage. D’abord, I'existence de solutions faibles pour
un probleme de Cauchy modélisant 1’écoulement des éléments radioactifs dans le sol, incluant les
effets de transport, diffusion-réaction, adsorption, et désintégration, a été établie. La difficulté de ce
systeme provient du terme d’évolution non linéaire. Ensuite, un schéma numérique adapté au terme
d’évolution non linéaire est proposé.
Dans le troisieme travail, on propose pour un modele diphasique incompressible et sans terme dissipatif
une méthode de raffinement et déraffinement adaptative sur des maillages composites en dimension
deux. Le schéma proposé assure la conservation des flux et permet le suivi du front eau/huile.
Dans le quatrieme travail, un algorithme pour la simulation numérique des écoulements triphasiques
par une méthode de différences finies est proposé. Le modele inclut deux phases incompressibles
(eau/huile) et une phase compressible (gaz). On distingue dans le systéme une partie hyperbolique
et une partie dissipative. La construction et 1’étude des propriétés de la matrice de Roe associée a
I’opérateur hyperbolique sont détaillées ainsi que la mise en place d’un schéma anti-diffusive de type
Harten.

Le deuxieéme chapitre est consacré d’une part & la simulation numérique directe (DNS) des équations
de Navier-Stokes pour la cavité entrainée et ensuite, en couplant ces équations a I’équation de 1’énergie,
la cavité différentiellement chauffée est également simulée. Un nouveau schéma de type Murmann
d’ordre trois en espace est proposé pour 'approximation des termes non linéaires. L’efficacité et
la robustesse du schéma sont prouvées en réalisant des Benchmark pour les nombres de Reynolds
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Re = 1000, 5000, 10000 pour la cavité entrainée et pour des nombres de Rayleigh allant de Ra = 10°
4 3 x 1077 en passant par I’étude détaillée pour le fameux nombre de Rayleigh 3.4 x 107°. La premiere
bifurcation de Hopf et le comportement des solutions autour des nombres critiques sont également
considérés.

Le troisieme chapitre traite trois problemes dont le point commun est de considerer des données
dans L'. Dans le premier travail, on s’intéresse a des problemes unilatéraux elliptiques dont le terme
non linéaire a une croissance au plus quadratique par rapport aux gradients. De plus, le second
membre est pris dans L!'. L’espace non réflexif L' conduit & considérer I’espace WP pour p < 2,
au lieu de l'espace d’énergie naturel H' pour des données réguliéres, ainsi le cas d’une croissance
quadratique par rapport aux gradients nécessite une analyse plus complexe que celle de croissance
sous quadratique. On utilise de fagon forte que l'opérateur linéaire est d’ordre deux pour traiter
le cas quadratique. Dans le deuxieme travail, on considere une équation parabolique contenant des
termes non linéaires ayant une croissance sous quadratique par rapport aux gradients et des termes
d’advection dont le champs d’advection est & divergence non nulle. Cette derniére hypothése complique
I'analyse et nécessite un nouveau résultat de compacité dans le cadre des problemes & données L!.
Dans le cas linéaire 'existence et l'unicité des solutions entropiques sont prouvées. Le troixieme
travail traite une équation intégro-différentielle de type Fokker-Planck en dimension un d’espace avec
une donnée initiale dans L'. C’est une équation non linéaire dont la non linéarité est non locale. Un
nouveau résultat de compacité relative a la dimension un d’espace permet d’établir I'existence des
solutions faibles pour ce probleme.

Le dernier chapitre est consacré a I’étude de quelques probléemes intervenant en dynamique des
populations. Le premier modele traite du Virus de 'Tmmunodéficience Féline (VIF) qui est un lentivirus
induisant une immunosuppression létale chez le chat domestique. Le mode de transmission du VIF le
plus probable est la morsure, infligée lors de combats. La population totale des chats est subdivisée
en trois classes : les sensibles, les exposés et les infectés. La dynamique de ’épedimie est donnée par
un systeme fortement non linéaire en considérant que la diffusion de chaque classe est anisotropique,
en incluant le phénomene de transport des individus et en décrivant le mécanisme de transmission
du virus. Il est naturel pour ce type de probleme de considerer que les données représentant les
densités soient positives et dans L'. L’existence des solutions faibles pour les systemes anisotropiques
et contenant des termes d’advections est établie. Ensuite, I'unicité des solutions entropiques pour ce
type de systeme est prouvée. Le deuxieme modele concerne la transmission du Virus de la Leucémie
Féline (VLF). La population totale est structurée en trois classes sanitaires : les sensibles, les infectés
et les immunisés. Ce modele dans sa structure est proche du modele précédent et se traite de fagon
analogue. Enfin, le dernier modele concerne l'intéraction entre m-proies et n-prédateurs. Le systeme
d’équations obtenues est un systeme de type réaction-diffusion-transport. Les proies sont supposées
suivre une loi généralisant la loi logistique en abscence des prédateurs, tandis que les prédateurs sont
supposés se nourir des proies selon des fonctionnelles de type Holling II. Une structure hiéarchique de
type “food pyramid condition” modélise la compétition entre prédateurs. En considérant des conditions
initiales et des données non réguliere (dans L'), I'existence des solutions faibles est établie.



CHAPITRE 1

MILIEUX POREUX

1.1. Deux fluides compressibles et immiscibles [A9], [A16], [R]

On décrit un systeéme parabolique non linéaire modélisant le déplacement de deux fluides
compressibles et immiscibles dans un milieu poreux. En dimension 3, I’étude du probleme
de Cauchy pour les solutions faibles de deux modeles diphasiques a été réalisée. Le premier
modele traite de deux phases compressibles ayant le méme coefficient de compressibilité et
en négligeant les termes quadratiques en vitesse, le deuxiéme traite d’une phase compressible
et d'une phase incompressible (écoulement eau/gaz). Le point commun, du point de vue
mathématique, de ces deux travaux est I'aspect diffusif dégénéré de ces équations. Dans le
premier travail, on s’efforcera de gérer le probleme de la dégénérescence de la diffusion, qui,
associée a la compressibilité des deux phases, pose probleme. Dans le deuxiéme, un terme
d’évolution est dégénéré et pose la difficulté majeure de ce travail. En effet, la dégénérescence
d’un terme dissipatif, posera moins de difficultés du fait de 'incompressibilité d’une des deux
phases. Ensuite, dans un cadre général, en considérant deux fluides ayant des coefficients
de compressibilité différents et sans aucune hypotheése simplificatrise, on établit I'existence
et l'unicité des solutions locales en temps pour le systeme non dégénéré en dimension un
d’espace. On donne également le comportement asymptotique des solutions lorsque les facteurs
de compressibilité tendent vers zéro.

On s’intéresse au déplacement des fluides dans un gisement pétrolier constitué d’un seul
type de roche caractérisé par la porosié, le tenseur des perméamibilités intrinseques, les pres-
sions capillaires et les perméabilités relatives. Le fluide est constitué de deux phases compres-
sibles, immiscibles et sans interaction chimique entre elles. Ici, la méthode de récupération
secondaire du pétrole est modélisée. Elle consiste a injecter un fluide dans des puits d’injection
(l'ean) afin de déplacer les hydrocarbures vers les puits de production.

Les équations décrivant les déplacements de deux fluides immiscibles sont données par la
conservation de la masse de chaque phase,

d(x)0c(pisi)(t, ) + div(p; Vi) (t, x) + pisig(t,x) = pisy f(t,x) i=1,2, (1.1)

ol ¢ est la porosité du milieu, p; et s; sont la densité et la saturation respectivement du
fluide 1.
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La vitesse de chaque phase V; est donnée par la loi de Darcy :

ki (SZ' (t, .%'))

i

Vi(t,x) = —K(x) Vpi(t,z), i=1,2, (1.2)

ou K est le tenseur de perméabilité du milieu poreux, k; la perméabilité relative de la phase i,
w; la viscosité (constante) et p; la pression de la phase i. Les effets de la gravité sont négligés.
Les fonctions f et g sont respectivement les termes d’injection et production. Par ailleurs, les
saturations des fluides injectés sont connus et sont notées s; dans 1'équation (1.1).

Par définition de la saturation, on a

s1(t,x) + so(t,x) = 1. (1.3)
On définit s = s1 et s9 = 1 — 5. La pression capillaire ne dépend que de la saturation,

p12(s(t,z)) = p1(t,z) — pa(t, x) (1.4)

et est une fonction monotone croissante de la saturation, ( dZ;Q (s) > 0, pour tout s € [0,1]).
Afin de récupérer I’hydrocarbure, de ’eau est injectée dans un réservoir. On modélise alors les
déplacements de fluide dans ce réservoir en connaissant les valeurs des saturations injectées,
s} = 1 et s5 = 0 correspondant a la phase injectée. Les inconnues se résument donc a
la saturation et a la pression d’une seule phase. On introduit alors les quantités suivantes
fonction de la saturation s,

M;(s) = ki(s)/ i la mobilité de la phase i,

M(s) = Mq(s) + Ms(s) la mobilité totale,
v(s) = Mi(s)/M(s) la fraction des flux de la phase i,
a(s) = My(s)May(s)pio(s)/M(s) le terme capillaire.

La vitesse totale du fluide est notée V.= Vi + Vy. Il est alors classique ([23], [A12]) de

considérer une pression globale p = ps + p telle que Z—i’(s) = V(s)%(s). Ainsi,
V(t,x) = —K(x)M(s) (Vpa(t,x) + v(s)Vpia(s)) = —K(z)M(s)Vp(t, x).

L’hypothese essentielle, classiquement formulée, est de considérer la densité du fluide comme
une fonction de la pression globale :

pi(pi) = pi(p)-

En effet, selon Chavent et al. ([23], chapitre 3) la densité varie peu selon la pression capillaire.

A cette étape, les trois modeles que nous considérons different selon la compressibilié des
fluides considérés. Le premier modeéle traite d’un fluide injecté compressible, de méme coeffi-
cient de compressibilité que le fluide présent dans le réservoir. Le second modele traite d’un
fluide incompressible injecté, de I'eau typiquement, dans un reservoir contenant un fluide
compressible, du gaz. Le troixiéme modele concerne deux fluides compressibles avec des coef-
ficients de compressibilité différents.
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1.1.1. Mélange de deux fluides de méme compressibilité [A9]. — Les deux fluides
sont considérés compressibles et vérifient la méme loi,
dpi
dp
En exprimant la vitesse de chaque phase en fonction de la pression globale et de la pression

(p) = vpi(p), v>0. (1.5)

capillaire, la conservation des masses se résume alors a

GOs + ypsop + div(v(s)V) + yv(s)V - Vp — div(Ka(s)Vs) (1.6)
—vKa(s)Vs - Vp+sg = f,
—¢0s +79(1 — 5)0p + div((1 = v(s))V) + (1 = v(s))V - Vp (1.7)

+ div(Ka(s)Vs) + 7Ka(s)Vs - Vp+ (1 — s)g = 0.
En sommant ces deux équations, on obtient une équation d’évolution pour la pression
vpOp + divV +~4V -Vp = f —g. (1.8)

En milieux poreux, les vitesses sont faibles et les termes quadratiques en vitesse sont alors
souvent négligés [29]. Cette hypothese est faite ici et les équations (1.8) et (1.6) se simplifient

de la sorte,
vpOsp + divV = f — g. (1.9)
dOs + ypsop + div(v(s)V) — div(Ka(s)Vs) — 7Ka(s)Vs - Vp = f — sg. (1.10)
V =-KM(s)Vp. (1.11)

Le réservoir est noté 2 et ’on suppose qu’aucun flux ne traverse le bord 92 du réservoir. Le
modele mathématique se résume alors a la formulation suivante. Soit T' > 0 fixé et soit {2 un
borné de R3, on pose Qr = (0,T) x , X7 = (0,T) x 9. Le couple (s,p) est solution du
systeme,

YpOsp +divV = f — g dans Q7
¢Os — sdiv(V) 4+ div(v(s)V)

—div(Ka(s)Vs) —7Ka(s)Vs-Vp= (1 —s)g  dans Qr
V=-KM(s)Vp dans Qr (1.12)
V.n=0, Ka(s)Vs-n=0  sur Xr
p(0,2) = po(z), s(0,z)=so(x)  dans ,

ol n représente la normale unitaire sortante a 0€2. Un tel modele pour des fluides immiscibles
compressibles n’a pas été étudié auparavant, a notre connaissance. Le cas limite v = 0,
correspondant & I'incompressibilité des fluides est déja traité dans [23], [44], [30] et ne pose
pas autant de difficultés que pour ce systéme, dont les fortes nonlinéarités sont techniquement
difficiles a controler par le terme de dissipation dégénérée. De plus, le fait que I’équation en
pression soit a dissipation non constante et dépendante de la saturation, la régularité de la
pression est limitée par celle de la saturation. Le recours & une pression réguliére pour estimer
la saturation dans un espace peu régulier n’est donc pas permis.

Les modeles mathématiques traitant des fluides miscibles compressibles [3], [4], [5], [32]
[33], [34] n’ont pas les problemes de dégénérescence sur le terme dissipatif. En particulier,
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notre modele est proche de celui de [4], mais leur modeéle possede une viscosité de fluide
constante (ce qui induit une pression plus réguliere) et les termes dissipatifs ne dégénérent
pas.

Les hypotheses que nous formulons sont les suivantes,

(H1) 3¢ > 0,41 > 0 tels que ¢ < ¢ < ¢1.

(H2) Jkg > 0,kse > 0 tels que (K(z)&,€) > kolé|?, pour tout € € RN, pp. z € Q,

1K (oo (@yvxn < koo

(H3) M € C°([0,1]), Img > 0 tel que M(s) > mg pour tout s € [0, 1].

(H4) v € €%(]0,1]), »(0) = 0, (1) = 1 et 3C > 0; v(s) < Cs.

(H5) (f,9) € (L3(Qr))%, gt ) = 0 pp. (t,2) € Qr

(H6) (po,s0) € (L*(2))%, 0 < sp(t,x) <1 p.p. z €Q
Les hypotheses (H1)-(H6) sont classiques en milieu poreux. La difficulté majeure concernant
le systeme (1.12) est la possible dégénérescence du coefficient de dissipation «. Dans le
cas incompressible méme si la dissipation est dégénérée, une formulation faible classique est
toujours possible ; tandis que dans le cas compressible, nous obtenons des solutions en un sens
afaibli par rapport a la formulation classique et dépendante de la nature des dégénérescences.
Les trois hypotheses suivantes correspondent & des situations physiques distinctes, mais sont
toutes plausibles,

(H7a) «a € CY([0,1]), a(s) > 0 pour 0 < s < 1, a(0) > 0, a(1) = 0,
il existe ap >0, 0 <719 <2, 51 < 1, m1 et My > 0 tels que
a(s) > ap pour tout s € [0, s1],
mi(l—s)? < a(s) < Mi(1—s)™, pour tout s € [sy, 1].

De plus limg_.q 1;1‘9) =0.

(H7b) « € C([0,1]), a(s) > 0 pour 0 < s < 1, a(0) =0, a(1) > 0.
De plus, il existe r; > 0 et m1, M7 > 0 tels que
myrys™ T < a(s) < Myris™ 1 pour tout 0 < s < 1.

(H7c) «a € CH([0,1]), a(s) > 0 pour 0 < s < 1, a(0) = 0, a(1) = 0,
il existe 11 > 0, 7o > 0, s1 < 1, mq et M7 > 0 tel que,
myris™ ! < a/(s) < Myrys™ 7L, pour tout s € [0, s1].
—roMi(1 —5)"271 < a/(s) < —ramq(1 — 5)"27, pour tout s € [sq,1].
=
On établit alors, selon que 'on suppose (H7a), (H7b) ou (H7c) trois résultats d’existence.
Le premier étant obtenu en un sens classique, les suivants en un sens plus faible.
On définit la fonction L € C2[0,1) par

2
L(s) = pour 0 < s < 51,

L'(s) =

et lim,_,q

| VN

— N

v(s) —s) 1L/ (s), Vs € [s1,1).
Notons qu’il existe ¢y, co > 0 tel que,

ciln(l —s) < L(s) < ceIn(1 —s), Vsel0,1).
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Définition 1.1. — Sous les hypothéses (H1)-(H6), (H7a) et pour des données initiales s
satisfaisant L(sq) € LY(Q), le couple (p,s) est dit solution faible classique de (1.12) si p €
L2(0,T; HY(Q)) N L>®(0,T; L2(Q)), V € (L2(Q7))N, ¢op € L*(0,T; (H*(R))), 0 < s(t,z) <
1, p.p. (t,x) € (0,T) x Q, L(s) € L>=(0,T; L*(Q)), Vs € (L*(Qr))",

v < pOp,p > + K(x)M(s)Vp.V dxdt = / (f — g)v dxdt, (1.13)
QT T

- ¢sOyx dxdt — / o(x)so(x)x(0,z) dx + V - V(sx)dzdt
Q

Qr Qr
- / v(s)V - Vxdzdt + Ka(s)Vs - Vx dzdt
T Qr
- K(z)a(s)Vs - Vpx dzdt = / (1 — s)gx dzdt, (1.14)
QT T

pour tout ¢ € L*(0,T; HY(Q)), x € C1([0,T) x Q) avec supp x C [0,T) x Q.

Théoréme 1.1. — Sous les hypothéses (H1)-(H7a), si sg vérifie In(1—sg) € LY(Q), il ewiste
une solution faible classique au systéme dégénéré (1.12) au sens de la définition 1.1.

Afin de définir une notion de solution faible adaptée a I'hypothese (H7b), on introduit,

S
8(s) =51, hs) = [ By,
0
onr >1letr=rysiry>1(r est défini en (H7b)) et r <7y +2sir; < 1. Pour § > 0, on
définit

m@:flﬂfM$afm@@.

Définition 1.2. — Soit § > Try + 6 — r, sous les hypothéses (H1)-(HG), (H7b), le couple
(p,s) est dit solution faible dégénérée de (1.12) si

p € L*(0,T: H'(Q)) N L¥(0,T; L*(%)),

Ve (L(Qn)Y, ¢ € L*(0,T;(H'(Q)),

0<s(t,z) <1, p.p.(t,x) € (0,T) x Q,

ho(s) € L0, T; H(9)), a3 ()8 (5)Vs € (13(@Qr))",

v < ¢p, v >+ [ K(z)M(s)Vp.Vi ddt = / (f — 9)¢ dudt, (1.15)
QT T
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pour tout ¢ € L?(0,T; HY(Q)), on définit
Flsup) = | oho(s)ancdsdt — [ ofa)ha(soa))x(0, 2)dz
Qr Q

+ V -V (sBy(s)x) dedt — / v(s)V - V(By(s)x) dzdt

Qr Qr (1.16)
+/ a(s)KVs - V(B(s)x) dedt — 7/ K(z)a(s)Vs - VpBy(s)x dxdt
T Qr
- [ = ot e
et F' satisfait
F(s,p,x) <0Yx € CH[0,T) x Q), supp x C [0,T) x Q et x >0 (1.17)

de plus,
Ve>0,3Q° C Qr,mes(Q°) < e, tel que,

= _ (1.18)
F(s,p,x) =0,¥x €CL[0,T) x Q), supp x C ([O,T) X Q)\Qe.

Théoréme 1.2. — Sous les hypothéses (H1)-(H6), (H7b), il existe une solution faible
dégénérée au probléme dégénéré (1.12) au sens de la définition 1.2.

Enfin, lorsque ’hypotheése (H7c) est satisfaite, on introduit les notations suivantes en vue
d’une nouvelle définition de solution. Soit jg » la fonction continue définie par

‘ Bo(s) pour 0 < s < s
]9,)\(8) = 11—\ LA ’ (119)
Bo(s1)(1 —s1) "2 (1 —s)2 pour s1 < s.
ol ' > max(2,rz) (r2 est défini en (H7c)). On définit aussi Jp » par
Joa(s) = / Jo(y)dy. (1.20)
0
De plus, J = Jo,0, j = jo,0- Les fonctions p et G vérifient
wu(s) = B(s) pour 0 < s < sy, (1.21)
W est continue et
1 (s) = (v(s) —s)Lu(s), Vs > s1. (1.22)
De plus,
G(s) = /0 p(y)dy. (1.23)

Définition 1.3. — Soit 0 > Tri +6 —r, A > Tra +6 — %’ Sous les hypothéses (H1)-(H6),
(H7c) et pour des données initiales s satisfaisant G(so) € LY(Q), le couple (p,s) est une
solution faible dégénérée de (1.12) si

p € L*(0,T; H'(Q)) N L>®(0,T; L*(Q)), V€ (L*(Qr)",
pOp € L*(0,T; (H (Q))), 0<s(t,z) <1, pp. (t,z) € (0,T) x Q,
G(s) €L=(0,T5 LM (Q)); % (s)u'2 (s)Vs € LX(Qr), J(s) € L*(0,T5 H(Q),
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pour tout ¥ € L?(0,T; H'(Q)),

v < pOp,p > + K(x)M(s)Vp.V dxdt = / (f — g)¢ dxdt, (1.24)
Qr T

pour tout € > 0, il existe Q° C Qr, mes(Q°) < ¢, tel que, pour tout x € C1([0,T) x Q) avec
supp x C ([0,T) x Q)\Q*,

[ bTa(s)Ox dedt - /Q 6() To.x(50())x (0, )l

Qr
[V Tsinalen0dudt — [ o6V V(o)) dade
QT T
+ Ka(s)Vs - V(jo(s)x) dedt — K(z)a(s)Vs - Vpiga(s)x ddt
Qr Qr
= / (1 — s)gjo.r(s)x dzdt, (1.25)
T

Théoréme 1.3. — Sous les hypothéses (H1)-(H6), (H7c), et pour des données intiales
vérifiant G(so) € LY(Q), pour tout v > 0, il existe une solution faible dégénérée au probléme
1.12) au sens de la définition 1.5.

Idée de démonstration : La preuve du théoréme 1.1 se fait en plusieurs étapes. On
approche le systéeme (1.12) par un probléeme non dégénéré pour lequel l'existence s’obtient
par une technique proche de celle développée dans [4]. Ensuite, pour obtenir des résultats
de compacité afin de passer a la limite sur le parametre de diffusion non dégénéré, des es-
timations uniformes par rapport a ce parametre s’imposent. Une estimation fondamentale
permet d’obtenir une estimation de dissipation non dégénéré alors méme que la dissipation
dégénere. Ceci est obtenu a ’aide d’une fonction test qui dégénere vers l'infini au point de
saturation s = 1, point ou la dissipation dégénere. Cette fonction test obligera a choisir des
données initales particuliéres (voir théoréeme 1.1). Cette fonction test particuliere permet des
simplifications algébriques remarquables et annihile des termes qui, pris séparement, ne sont
pas controlables lors des estimations d’énergie. Il s’agit de prendre comme fonction test dans
la formulation (1.14) (ot un terme de dissipation non dégénéré est ajouté), x = £(s)

k(s)=s for 0 <s <sy,

K (s) = (v(s) — ) k(s), Vs € [s1,1). (1.26)

1 au voisinage de s = 1, mais choisir (1 —s)~!

Il est & noter que k se comporte comme (1 — )~
comme fonction test ne permet pas d’obtenir les simplifications algébriques et des termes
restent incontrolables.

Le théoreme 1.2 traite d’'une dégénéréscence au point s = 0. La méme technique ne peut
pas étre appliquée. En revanche, une estimation de dissipation dégénérée suffit & obtenir de
la compacité sur une fonction dégénérée (en zéro) de la saturation. Le but n’est pas alors
d’obtenir une solution de I’équation, mais une solution de ’équation en saturation (1.12)
multipliée par une fonction dégénérée (en zéro) de la saturation. Dans une telle formulation,

les termes linéaires deviennent non-linéaires et posent des difficultés de passage a la limite.
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Pour cette raison, nous obtenons le théoreme d’existence sur ()7 privé d’un sous-ensemble
aussi petit que 'on veut.

Enfin, le théoreme 1.3 traite d’une dégénéréscence au point s = 0 et au point s = 1
simultanément. Les techniques développées dans les deux précédents théoréemes peuvent alors
étre appliquées.

1.1.2. Mélange eau gaz [A16]. — Le modele qui décrit I'injection d’un fluide incompres-
sible dans un réservoir d’hydrocarbure compressible s’obtient a partir des équations (1.1)—
(1.2). A Taide de la pression globale p definie précédement et en supposant que la densité du
gaz présent dans le gisement est fonction de cette pression, on obtient un modéle qui tient
compte de 'incompressibilité du fluide injecté,

601 (p(p)s) — div (Kp(p) M (5)Vp) — div (Kp(p)a(s)Vs) + p(p)sfp =0, (1.27)
¢Ors + div (KMy(s)Vp) — div (Ka(s)Vs) +sfp = fp — f;- (1.28)

La premiere équation est la conservation de la masse du gaz, La deuxiéme est la conservation
de la masse du fluide incompressible -’'eau en général-, dont la densité, constante, a été
simplifiée. On note aussi f; := f le débit d’injection et f, := g celui de la production. La loi
d’état condidérée n’est pas une fonction exponentielle par rapport a la pression comme (1.41)
mais une fonction croissante par rapport a la pression et est bornée (voir (H6)).

Le réservoir est toujours noté 2, un ensemble borné de RY. On pose, Qr = (0,T) x Q,
Yr = (0,T) x 09. Au systéme (1.27)-(1.28), on ajoute les conditionss aux limites suivantes,
o0 =T, UTy, ou I, designe la frontiere d’injection d’eau et T'; son complémentaire.

s(t,z) =0, p(t,x) =0sur Iy,
(1.29)
KVp -n=Ka(s)Vs-n=0surI;.

Cela signifie que la pression est imposée dans une zone d’injection du bord du réservoir.
On complete le probleme par les conditions intiales suivantes
s(0,z) = so(x), avec 0 < sp(z) <1 ( )
1.30
(sp(0))(0,2) = up(x) € L*()
Les hypotheses portant sur les mobilités, la porosité du milieu, le tenseur de perméabilité et
autres grandeurs physiques, sont similaires a celles de la section précédante,

(H1) il existe deux constantes ¢g et ¢1 dans W1H°(Q)) telles que 0 < ¢g < ¢(z) < ¢1 p.p.
x €.

(H2) Le tenseur K appartient & (W1°°(Q))V*¥_ De plus, il existe deux constantes strictement
positives kg et koo telles que

1K [ peqaprn < oo et (K(@)E,) > ol (for alle € RN, pp. € ).

(H3) Les fonctions M; et My appartiennent & C°([0,1];R™) et M7(0) = 0. De plus, il existe
une constante strictement positive my telle que, pour tout s € [0, 1],

Ml(s) + MQ(S) > my.
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(H4) La fonction o € C°([0,1]; RT) satisfait a(s) > 0 pour 0 < s < 1, et a(0) = 0.
On définit G(s) = f(f a(z)dz, on suppose que 3! est une fonction Holderienne d’ordre

0, avec 0 < 6 < 1, sur [0, 5(1)]. Cela signifie qu'il existe une constante positive non nulle
c telle que pour tout s1,s2 € [0,5(1)], on a |87 (s1) — B~ (s1)] < c|s1 — s2/’.

(H5) (fP7fI) € (L2(QT))27 fP(t7x)7 fl(t7x) > 0p.p. (t,x) € QT
(H6) La densité p est continue et C'(R) par morceaux, p est strictement croissante sur
]pma pM[>

p(p) = p(pm) = pm pour tout p < py,
p(p) = p(pm) = pm, pour tout p > pyy.

L’hypothese (H6) est une hypothése de troncature qui n’affecte pas le probleme deés lors que la
pression reste bornée ponctuellement. Dans le cas, fp = f7, le principe du maximum suivant
peut étre obtenu,

si 0 < ug — PminSo €t g — PmazSo < 0, alors

0 < (P(p) - pmin)s’ (p(p) - pmin)s < 0.

Théoréme 1.4. — Sous les hypothéses (H1)~(HG6), pour ug > 0 (défini par (1.30)) appar-
tenant a L?(2) et so vérifiant 0 < sg < 1 p.p. 2, il existe (s,p) solution de (1.27), (1.28)
vérifiant,

0<s(t,z) <1pp Qr, PB(s)€ L*0,T;HE (Q)), (1.31)
¢dys € L*(0,T; (Ht, (2))), (1.32)
p € L*(0,T; Ht (),  ¢d:(sp(p)) € L*(0,T; (Hr, (2))), (1.33)

tel que pour tout ¢, & € L?(0,T; H%w(Q)),

(90(p(p)s), ¢) + / p(p) M1 (s)KVp - Vo ddt

T

+ Kp(p)Vp(s) - Veodxdt + / p(p)sfppdrdt =0 (1.34)
Qr T

(s, &)+ | KVB(s) - VEdadt
Qr

- Ms(s)KVp - VEdxdt + / sfp& dadt = / (fp — fr)€dxdt. (1.35)

Qr T Qr

Les crochets (-,-) désignent les crochets de dualité entre L*(0,T; (Hllw(Q))’) et
L2(0,T; H} ().

Le point clef de ce théoreme d’existence est d’obtenir une estimation L? sur Vp. Pour cela,
on multiplie (1.27) par p et (1.28) par H(p) — p(p)p, ou H'(p) = p'(p)p et H(0) = 0 et on
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somme ces des estimations. Aprés intégration en espace, il reste

%/QQSSH@) d90+/ﬂ,o(p)M(s)Kvp.vpdx
:/(fp_ff)(H(P)—pp(p))dw—/H(p)Sfpdw- (1.36)
@ Q

Les hypotheses (H3) et (H6) ainsi que la borne de la fonction H assurent alors que p €
L?(0,T; Hf ().

L’aspect dégénéré en évolution sur la variable pression ne permet pas d’obtenir de compa-
cité en variable pression. Par contre, le terme d’évolution 0;(p(p)s) dans I’équation (1.27)
nous permet d’obtenir de la compacité en variable p(p)s. D’autres difficultés techniques ap-
paraissent alors, en particulier l'identification de la limite de la variable p(pp)sp ou (pp, sp)
est solution d’un probléme approché. Cette identification est rendue possible grace a la mo-
notonie de la fonction p, alors méme que I'on ne dispose que de la convergence faible dans la
variable pression et de la convergence forte sur la saturation dans L2.

Le choix du probléeme approché doit dans un premier temps assurer la positivité de la sa-
turation et ensuite pouvoir définir la pression dans un processus d’ajout de la dissipation
artificielle. Faire le choix d’une approximation de type perturbation singulier en pression, en
ajoutant par exemple un terme évolutif en pression, est trés difficile a gérer. En effet, une telle
régularisation fait perdre le principe du maximum sur la saturation. Cette régularisation dans
(1.28) complique dans 'équation (1.27) 'obtention de 'estimation d’énergie (1.36) obtenue
par combinaison non linéaire des équations. Ce type d’approximation est délaissé au profit
d’une semi-discrétisation en espace.

La preuve du théoreme 1.4 s’effectue en deux étapes, la premiere consiste a prouver ’existence
des solutions pour le probléme non-dégénéré en saturation, la fonction o (dégénérée en 0) est
remplacée par une fonction non dégénérée

ay(s) =a(s)+n, avecn >0,

L’existence des solutions du probleme non dégénéré est basée sur une méthode de semi-
discrétisation en temps ([2, 49]). Soit T' > 0, N € IN* et h = L. on définit la suite paramétrée
par h :

s9(2) = so(x) € [0,1], a.e. in N (1.37)
p(PY)sY () = ug(z) a.e. in Q, (1.38)
pour tout n 6 [0, N — 1], soit (s}, p(p})sy) () x L*(2) avec 0 < s} < 1, on désigne par

e L?
(fP)Zle = nH fp(T)dr et (fI)Zle = %fn(nﬂ f;(7)dr alors on définit, (s ”H, pZH) €
H} () x le(Q) solution de

plppH)spt!
I

p(ph) le(Kp( n+1)M( n+1)vpn+1)
— div(Kp(pp ey (s Vst + p(op s (fp)R T =0, (1.39)

¢
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h 4 div(KM,(s n+1)Vpn+1)
— div(Kay (sp T Vspth) + sp ()it = (fp)p ™ = (f)p . (1.40)

avec les conditions aux limites (1.29). L’existence des solutions pour ce systéme elliptique
est obtenue grace au théoréeme de Leray—Schauder et en utilisant deux régularisations en
pressions : la premiere consiste a projecter la pression sur les N premiers vecteurs propres de
Popérateur — div(KVp) uniquement dans I'équation (1.39) et la seconde consiste a ajouter de
la dissipation artificielle £ div(KVp) uniquement dans I’équation (1.40). Ensuite une version
discréte de 'inégalité (1.36) permet l'obtention des estimations uniformes sur les solutions
indépendantes de h et donc le passage a la limite quand h tend vers zéro. Enfin, on s’intéresse
au passage a la limite quand n tend vers zéro. Il est clair qu’il est inespéré de démontrer que
(Vs™), est uniformément borné dans L?(Qr), par contre on établit que les suites (3(s")),
(avee B(s) = 5 a( , (ns™), et (p"), sont uniformément bornées dans L*(0,T; Hf. (9)).
Ces estlmatlons sont essentlelles pour démontrer le théoreme 1.4.

1.1.3. Mélange de deux fluides de compressibilité différentes [R]. — Les densités
suivent une loi d’état exponentielle

dp;
%(p) = zipi(p), 2 > 0. (1.41)

Ainsi, la loi de conservation (1.1) pour chaque phase s’écrit

GO 8;i+08;2;0p+div(v; V) +v;2;V-Vp—div(aVs;)—az;Vs;-Vp+sg(t,x) = s7 f(t, ). (1.42)
Sans perte de généralité et afin de simplifier les notations, on considere k =¢ =1, f =g =0
et zo0 = v > 0, 21 = 27, ainsi la dépendance de la solution en fonction du parametre -~y

est exhibée. Soit T' > 0, fixé et © = (0,1). On considere alors le systéme non linéaire dans

QT:Q X (O,T)

vd(5)0p — Oy (M (8)0zp) — ¥B(5)|0ep|* — vu(5)0p50up = 0, (1.43)
Os + Yb(3)0hp — O ((8)0p5) + Yk (3)|0xp|? + ay(5)0z50:p = 0, (1.44)

d(s) = (1 +s), Bs) = M(s)(1 +v(s))
b(s) = 25 — (1 + $)w(s), K(s) = —M(s)(s)(1 - v(s)) (1.45)

afs) = M(s)r(s)(1 —v(9))B2(s),  ay(s) = ya(s)(v(s) — 1) — M(s) G (s).
Le systeme (1.43)-(1.44) est complété avec les conditions aux limites suivantes
{ p(t,0) =1, p(t,1) =0, (1.46)
s(t,0) =0,  a(s)dgs(t,1) =0,
et les conditions initiales
s(0,z) = so(x), p(0,z) = po(x). (1.47)
La fonction a(s) , qui apparait dans le terme de diffusion 0, (a(s)0,s), s’annule en général
pour s = 1 et s = 0, cette perte de coercivité est classique en milieu poreux. Ici, on s’intéresse
uniquement a l'existence des solutions du probleme non-dégénéré, ce probleme correspond
a un modele particulier des pressions capillaires, des modeles non-dégénérés ont été étudiés
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dans [31]. En dimension un d’espace, on note par 7 le rélévement de la pression m(t,z) =
p(t,z) — (1 — x) de telle sorte que 7 (¢,0) = 7w(t,1) = 0. On désigne par

Vo(Q) = {u € H(Q), u(0) = 0}
W = {u e L>((0,T); Hy(Q2)) N L*((0,T); H*(2)), deu € L*((0,T); L*(2))}
V ={ue L*®((0,7); Vo(Q)) N L2((0,T); H*(Q)), 0yu € L*((0,T); L*(Q))}.

Définition 1.4. — Soit (1o, s0) € H} () x V(). On dit que (m,s) est une solution forte
de (1.48)-(1.44) si (mw,s) appartient ¢ W x Vet satisfait les équations (1.43)-(1.44) presque
partout dans Q.

Théoréme 1.5. — Pour tout v > 0, il existe T €]0,T] tel que le systeme (1.43)-(1.44)
admet une unique solution forte dans QT::. De plus, la solution du systéme (1.43)-(1.44)
converge vers la solution du modéle incompressible (obtenue pour v = 0) quand ~y tend vers
Z€70.

La preuve est spécifique a la dimension un d’espace et utilise de fagon forte les injections
de Sobolev. La dépendence de la solution en fonction du coefficient de compressibilité est
également précisée, celle ci permet de donner la limite du probleme quand ce coefficient tend
vers zéro.

1.2. Transport des élément radionucleides dans le sol [A17], [A5]

L’activité humaine utilise la radioactivité dans différents domaines tels que la production
de I’électricité, la propulsion d’engins navals, 'armement ou en medecine. Autant de domaines
qui utilisent ’énergie nucléaire et produisent des déchets radioactifs. La désintégration des
éléments radioactifs produit d’autres éléments qui demeurent radiactifs et les éléments de
trés haute activité restent dangeureux pour de milliers d’années. Une option actuellement
envisagée pour leur stockage est ’enfouissement en site géologique profond. L’idée est de
stocker ces déchets radioactifs dans des containers qui seront enfouit en site trés imperméable
telle que l'argile, granite,... Plusieurs études traitent de la sécurité de tels stockages afin
de prévenir des éventuelles pollutions dues a une fuite des fats de stockage. Dans le cadre
du GDR MOMAS financé par 'TANDRA (Agence Nationale pour la gestion des Déchets
RAdioactifs), nous avons proposé une étude afin de prévoir certaines conséquences d’une fuite
dans un site de stockage de déchets radioactifs situé dans les profondeurs. La premiere phase,
décrite brievement dans cette section, consiste a modéliser, analyser mathématiquement et
numériquement le déplacement de radionucléides dans un milieu poreux saturé hétérogene.
La deuxieme phase du projet consiste a étudier certains phénomenes de dynamique des
populations provoqués par 'arrivée éventuelle de polluant radioactif pres de la surface du
sol, cette étape est étudiée par M. Langlais et F. Marpeau.

On considére un milieu poreux saturé en eau et pollué par des éléments radioactifs suite
a une fuite de leur site de stockage. Le probleme associe deux phénomenes : 1’écoulement,
gouverné par vitesse de filtration de Darcy, et le déplacement de plusieurs especes chimiques
dans I’écoulement. Le déplacement d’un substrat miscible de concentration c est décrit par une
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EDP incluant le transport et les effets de diffusion-dispersion. Des observations géologiques
montrent que le mouvement est souvent retardé par fixation des éléments radioactifs sur
la matrice poreuse, cet événement est connu comme le phénomene d’adsorption. On tient
également compte de deux mécanismes propres aux radionucléides la décroissance et la fi-
liation radioactives. La désintégration de certains noyaux radioactifs est le phénomene de
décroissance radioactive. Il est proportionnel a la durée de vie de chaque radionucléide. Méme
si un composant disparait par décroissance radioactive, il génére par filiation d’autres com-
posants.

Les équations décrivant le déplacement de m-radionuclides de concentration ¢ = (cy, .. ., cm)T

)

de pressure p et de vitesse de filtration V' s’écrivent
G (, cr(t,x)) + div (cx(t,2)V (t,2))
— div (Dk (:c, cx(t, z), V(t, CE))VCk(t, :U)) + MGy (:c, ek (t, x))
- ZAle,lGl (CE,Cl(t,CE)) — fr(t,z) =0dans Qp, k=1,...,m, (1.48)

I<k divV(t,z) =0 dans Qr, (1.49)
Vt,x) = —mK(aﬂ) <Vp(t,x) — p(c(t,x))ﬁ(w)) dans Qr, (1.50)
Gr(z,c) = d(x)c + (1 — ¢(2)) ps(2) Fi(z, c) (1.51)

désigne la masse totale de 1’élément k, ¢ la porosité, Fj représente la masse de 1’élement k
adsorbé par unité de masse de solide, ps la densité de la roche, Dy repésente le tenseur de
diffusion-dispersion, Ag le facteur de décroissance radioactive de I’élément ¢y, les coefficients
Ry, ; définissent les facteurs de filiation, Ry ; présente le rapport de masse molaire du l-eme
et k-eme élement si ¢ est obtenu par désintégration de ¢; ( ce coefficient est nul dans le cas
contraire), v la viscosité, K le tenseur de perméabilité intrinséque, g la gravité.

1.2.1. Analyse [A17]. — Au systeme (1.48)-(1.50), on considere les conditions aux limites
suivantes :

Dy(o,c,(t,0),V(t,0))Ve(t, o) - U(o)
+ (ex(t,0) — g(t,0)) (V(t,0) - #(0))” =0sur Sy, (1.52)
V(t,o) (o) =V(t,0) sur X (1.53)
La région ou V(t,0) < 0 représente une injection de fluide contaminé avec une concentration
gk, la région ou V(t,0) > 0 représente une zone de production (le flux total est le flux

convectif) et la région ou V(t,0) s’annule est une frontiere impérmeable.
L’incompressibilité du fluide entraine la condition de compatibilté suivante :

/V(t, o)do =0 for ae.te (0,T). (1.54)
r

Pour compléter le systéeme, on associe des conditions initiales positives et bornées

cx(0,.) = cko(.) € L(Q) , cko(x) >0 pp.zeQ, k=1,...,m. (1.55)
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On décrit les hypotheses classiques sur les données du probléme :
g € L(X7) , gx(t,0) >0 p.p.sur Xp, k=1,...,m, (1.56)
Ji € L}((0.1); L=(2)) N L2((0,T); (H'(©)')

(1.57)
fe(t,z) >0 pp.dans Qr , k=1,...,m.
La fonction d’adsorption Fj, satisfait
Fi(.,u) € L>(Q2) , pour tout u € Ry , (1.58)
Fi(z,0) =0, pp.ze€, (1.59)
u — Fy(z,u) continue et croissante sur Ry . (1.60)

Le facteur de décroissance radioactive A\ est positive. Les réactions nucléaires sont supposées
irréversibles, ainsi les radionuléides sont ordonnés tels que (Ry, )k, soit une matrice trianguaire

inférieure.
Pour tout k =1,...,m, il existe Dj, € R% et o € R tel que le tenseur Dy, vérifie pour tout
ueR, neRY et pp. z €9,
Dy,(.,u,n) est mesurable, Dy(z,.,.) € C°(R x Rd;Md(R)) , (1.61)
HDk(wauan)HM(i(R) < Dk ; V§ € Rd ) Dk(x7u777)§ : § > ak’S‘Q . (162)

Les fonctions p et p appartiennent a C(R'"; R ). Les données ¢, p,, K et g sont bornées et le
tenseur K est coercif.

Théoréme 1.6. — Il existe une solution faible (c,p) du systéeme (1.48)-(1.53) dans le sens
sutvant : Pour tout k =1,...,m,

ck € L*((0,T); H'(Q)) N L>®(Qr) , ck(t,x) >0 p.p. dans Qr ,
t— Gr(erlt,) € CO<[O,T]; (Hl(Q))’) :
t 0,Gr (et ) € LZ((O,T); (Hl(Q))’) :
Gi(er(0,.)) = Gi (s exol.) pp. dans Q
pe L2((0,T); H'(Q)/R) , V € L*((0.1); (E*()") |

/OT <5tGk(.,ck(t, ), e, .)>(

—i—/ Dy (z, cx(t,2),V(t,2))Veg(t,z) - Vo(t, z) dr dt

’ B -Vo(t,z) dz dt
HI(Q)) Q) dt /Tck(t,w)V(t,x) Vol(t,z)dx

+/z (Wpck(t,a)v+(t,a) —gk(t,J)V_(t,0)>7pgp(t,a) do dt

—i—)\k/ Gr(z, cx(t, z))p(t, z) dxdt—Z)\lRM/ Gi(z,a(t,z))p(t, ) dvdt

<k Qr

- fr(t,x)p(t,z)dxdt =0 pour tout p € LZ((O,T); Hl(Q)) ,
Qr
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1 -
/QT WK () (Vp(t= ) — p(c(t; w))g(m)) Vi (t,x) da dt

+ V(t,o)ry(t,o)dodt =0 pour tout i € L*((0,T); H'(Q)) ,
S

V(t,x) = — ! )K(az) <Vp(t,x) — p(c(t,x))ﬁ’(m)) p.p. dans Qr .

p(c(t, )
La preuve est basée sur une méthode de semi-discrétisation dans des espaces de Banach
(12, 49]). La méthode de semi-discrétisation en temps consiste & approcher 8,Gy,(z, ci(t, x))

G ) t h‘v -G ) t7 . ., , N
dans (1.48) par k($ okt JC)EL k(x il x)). Cette approche est particuliérement adaptée a

ce modele parce que la fonction Gy, est non linéaire et n’est pas dérivable par rapport a la
variable c. Par contre, elle est croissante par rapport a ¢ ceci permet alors de définir une
fonction B selon le fameux travail de H'W. Alt et S. Luckhaus (]2]) :

1
B(z,u) = / (G(z,u) — G(z, su))uds pour p.p. z € €2, pour tout u € R.
0

Dés que G(z,u) est croissante en u, B est positive. Dans [2], un argument de convexité montre
la propriété essentielle pour obtenir des estimations a priori sur les solutions approchées :
pour presque tout x € €2, et pour tout z1, z0 € R,

(G(z,21) — G(x,22)) 22 < B(w, 21) — B(w, 22) < (G(x,21) — G(z, 22)) 21 - (1.63)

Ensuite, un principe de maximum montre que les concentrations demeurent dans un borné de
R*, ici la structure triangulaire des termes de filiation jouent un role important pour établir
ce résultat. Enfin, un contrdle des translatés (en temps) montre que les solutions approchés
sont bornées dans un espace de Nikolskii afin d’établir un résultat de compacité et conclure.
Dans le cas d’un seul substrat (i.e. m = 1) on précise le comportement des solutions au cours
du temps quand la fonction d’adsorption F' est concave, plus précisement

Proposition 1.1. — Soit la fonction ¢ — F(x,c) concave, pour presque tout x € Q. On
suppose qu’il existe ty € [0,T) tel que g(t,0) = 0 pour presque tout (t,0) € [to,T] x I". Alors
pour presque tout (t,x) € Qr on a

to t
c(t,x) < ei)‘(tfto) (54-/ M ds ) +/ ef)\(tfs) f(sa ) ds
0 ¢ =@ to ¢ L~
1.2.2. Simulation numérique [A5]. — On propose ici de simuler le déplacement des

éléments radionulceides dans un milieu poreux hétérogene saturé. L’originalité de ce travail est
de proposer des schémas précis pour résoudre les équations de convection-diffusion-réaction
contenant des termes évolutifs non linéaires. Les tests numériques présentés montrent la
stabilité et la robustesse de ces schémas sur des cas tests académiques. Enfin, Le benchmark
COUPLEX 1(proposé par TANDRA) concernant la simulation d’un champs lointain de la
pollution d’un site, suite a une fuite d’un dispositif nucléaire, est réalisé et comparé avec
d’autres résultats dans la litérature.
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k.n

Algorithme. Soit ¢®™ une approximation de ck(tn, .) donnée, alors la pression (p"), et

la vitesse (V™), sont calculées en approchant les équations (1.49) et (1.50) par un schéma

kntl et calculée par une méthode de splitting.

classique en volumes finies. Ensuite ¢
Splitting pour (1.48). Une méthode de splitting est mise en place afin de développer
des schémas adaptés aux deux phénomenes présents : convection et diffusion-réaction. Plus

précisement nous utilisons la méthdode de splitting de Strang [79] :
At At
fr =8 (7,52 (At,81(7,ck’”))> : (1.64)

avec S1 et Sg sont respectivement les schémas approchant la partie transport et la partie
diffusion-réaction. Dans [58], il est démontré que dans le cas linéaire que l'erreur additionnelle
due a la méthode de Strang est d’ordre deux en temps. On utilise par extension cette méthode
méme si G¥ est non linéaire.

Schéma quasi d’ordre deux pour une équation hyperbolique non linéaire. En
utilisant la technique de Lax-Wendroff, on adapte ici la méthode utilisée dans [20] pour
I’équation non linéaire suivante

2G(z,c)+V  -Ve=0, (1.65)

avec G satisfaisant G(z,0) = 0, pour tout x et ¢ — G(z, ¢) est continue croissante et bijective.
Ainsi, par la formule de Taylor sur (¢,,t,+1) et en intégrant I’équation sur une maille générique
Q;,j de bord I'; j on a

/Q G(w,c(tn+1,x)) :/

G(z,c(tn, x)) — At/ V.-Ve
Qij

Qij

ij

2
—i—A—t/ H(:c,c)<u2 ug)VC-ﬁdO'—{— o(At?)
2 I UV v Qi

avec H(xz,c) = 1/9.G(x,c). Ensuite, les dérivées sont approchées comme dans [20] par un
schéma, aux différences finies décentré en se servant du fait que H est positive. Le schéma
résultant est d’ordre deux de type Lax-Wendroff. Afin de rendre ce schéma [*°-stable et positif,
on met en place la technique de limitation de flux selon [76, 80]. Ainsi le schéma limité est
quasi d’ordre deux positif et stable sous une certaine condition CFL.

On compare par la suite les limiteurs de flux classiques

limiteur de Roe : ¢(r) = max (0, min(®r, 1), min(®,7)) , where 1 <& < 2.

Pour ® = 1, ce limiteur est appellé Minmod. pour ® = 2, il correspond a celui de Superbee.

Le limiteur de van Leer s’écrit o(r) = % sir >0 et 0 sinon.

Approximation de D’équation de réaction-diffusion equation. On s’intéresse a
I’équation de réaction-diffusion suivante

3Gy (2, C*) — div(D(a:, V(:c))Vck) +AGy(z, &) = STNRGy(a,d) + f(t,2).
<k

Avec ¢* la concentration de l'espece s* dans 1’équation (1.48). Les especes sont classées de telle
sorte que les facteurs de filiation représentent une matrice triangulaire inférieure, Ainsi, cette
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FIGURE 1. Isovaleurs de la concentration et courbes suivant 'axe y = % aprés un tour.
Schéma proposé avec limiteur Minmod (gauche), limiteur Van Leer (centre) et limiteur Su-
perbee (droite).

structure est utilisée en commencant par résoudre les équations de £ = 1 a m. Un schéma
totalement implicite est alors proposé afin d’éviter une CFL tres restrictive. On propose le
schéma suivant

Gy, (:c, & (tngt, x)) — Gy, (:c, & (ty, x))
At

—div (Dk (z,V(x)) Ve (tpyt, :U))
k

+ )\Gk(x,ck(tn+1,x)) = Z)\lRlGl (m,cl(th,X)) +  f(tns1,),
=1

qu’on approche par un schéma classique aux volumes finies.

Résultats numériques. On présente plusieurs tests afin de mettre en évidence les différents
phénomenes.
e Convection linéaire. Soit I’équation

0C+V-VC =0 dans Q= (0,1) x (0,1)

et avec une vitesse circulaire centrée au point (%, %) La condition intiale C' = 1 dans le disque

(x —0.25)2 + (y — 0.5)2 < 0.0036, et C = 0 ailleurs. Selon la Figure 1, le schéma proposé avec
le limiteur de Superbee donne la meilleure approximation. nous utilisons alors ce schéma par
la suite.
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o Q

FIGURE 2. Convection avec une adsorption quadratique. Isovaleurs de la concentration a
t = 0 (gauche), a t = 0.2 (centre) et t = 0.4 (droite).

e Convection non linéaire. Soit I’équation avec adsorption non linéaire
1 1
8t<¢0+ (1- ¢)ps<50— Z(JZ)) +V-VC=0.

avec la condition initiale C' = 1 dans le disque (z —0.2)% + (y —0.2)? < 0.01, et C = 0 ailleurs;
¢ =0.5, ps =1et V= (1,0.7). On observe sur la figure 2 le phénomene de retardation du
a l'adsorption. La solution présente un choc en amont de la contamination et une détente en
aval. Ceci s’explique par le fait que la fonction d’adsorption est concave.
e Convection-diffusion-réaction. Ce test couple les différents phénomenes : convection, diffu-
sion et reaction, dans un milieu hétérogene. Le domaine est discontinu au niveau y = x, on
note ; la région supérieure de porosité 1 = 0.3 et par {25 la région inférieure de porosité
2 = 0.2. La vitesse est circulaire et de centre (1/2,1/2). On étudie le déplacement de deux
especes chimiques s! et s2. Le premier est radioactif et de facteur de décroissance radioactif
A = Ln2/15. Le second est stable (A% = 0) et il est généré par filiation de 1’élément s' avec
un taux de 90 pour cent. Le tenseur de diffusion-dispersion s’écrit

W
i |V|2
Il est considéré indépendant de k et ses valeurs valent d’fn = 0.00001, af = 0.00005, af =
0.00002 dans € et d¥, = 0.00001, af = 0.00001 et of = 0.00005 dans Qs.
L’adsorption pour s! est linéaire dans Q7 comme F!(x,c!) = 1—1001
dans Qy comme F'(z,c!) = & lfrlcl . L’espece s est supposé inadsorbé (F?(x,c?) = 0 dans
Q). La conditoin initiale pour s! est ¢! = 1 dans le disque (z — 0.2)% + (y — 0.5)2 < 0.01 et

¢! = 0 ailleurs. ¢? est supposée nulle initialement. L’espece s? est produite par destruction
2

Dy = dp I +|VI(af E(V) + af(I = E(V))) , (E(V))

, et de type Langmuir

de s! (Figure 3). L’espece s' perd sa masse au cours du temps tandis que s?> augmente sa
masse comme on 1’observe sur la figure 4. Les différents phénomeénes sont bien capturés. En
particulier, I'espece s? apres avoir été générée par filiation se déplace plus vite parce qu’elle

ne subit pas de décroissance comme I'espece s' (Figure 3)
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O

FIGURE 3. Isovaleurs de la concentration ¢' (haut) et ¢? (bas) aux temps ¢ = 2 (gauche),
t =5 (centre) et t = 14 (droite).

0013 0,006

FIGURE 4. Masse de s' (gauche) et s (droite) au cours du temps.

1.3. Maillage adaptatif et suivi des fronts [A15]

Un algorithme pour ’approximation des écoulements diphasiques incompressibles en milieu
poreux est étudié par une méthode de suivi de front sur des grilles composites.

Les équations modélisant le déplacement de deux fluides incompressibles et sans tenir
compte des termes capillaires et gravitationnels s’écrivent :

—div(KM(S)VP) =0 dans Qr, (1.66)
»0S + div(Vf(S5)) =0 dans Qr, (1.67)
V=-KMVP dans Q7. (1.68)

On rappelle S la saturation, P la pression et M (.S) la mobilité totale. A ce systéme on associe
les conditions aux limites : KM (S)VP.n = 0 sur L'y, P = Py, S = Sy, sur Iy, P = Poy
sur 'y , et la condition initiale S(x,y,0) = Sp(x,y) dans
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FIGURE 5. Maillage composite avec deux niveaux de rafinement consécutifs (gauche), en
ajoutant des mailles sur trois niveaux (droite)

Une méthode de splitting est utilisée afin d’approcher une équation elliptique et une
équation hyperbolique. C’est la méthode IMPES (implicite en presssion et explicite en sa-
turation) ([9], [35]). Pour plus de clarté, on s’intéresse a la discrétisation de deux problémes
typiques sur des grilles composites

e Probléme elliptique. Soit M (z,y) une fonction continue et positive sur §2, on cherche

P solution de
—div(M(z,y)VP) =0 dans Q (1.69)
associée aux conditions aux limites en pression.

e Probléeme hyperbolique. Soit V(z,y) un vecteur donné dans {2 satisfaisant divV = 0,
on cherche S solution de

S + div(V f(S)) = 0 dans 2 (1.70)
avec S(x,y,t) = Sip sur Ty, et S(x,y,0) = So(z,y) dans Q et f € C1[0,1] croissante.

1.3.1. Maillage composite. — La technique de rafinement consiste a subdiviser les mailles
dans la zone ou la solution représente un comportement raide c’est a dire la présence du front.
Le rafinement consiste a diviser une maille en quatre sous mailles. Néanmoins, un taux de
rafinement important entre deux mailles voisines détériorent la précision de la discrétisation.
Par contre si on considere une différence de niveaux de rafinement entre mailles voisines de
deux, ceci a pour conséquence d’augmenter aritificiellemnt la zone de rafinement. Ainsi, on
autorise peu de mailles d’avoir des mailles voisines de trois niveaux de différence (voir figure

5)

1.3.2. Discrétisation de I’équation elliptique sur une grille composite. — Soit C
une maille composite générique de volume de controle 2 et de bord I'c comme sur la figure
6. Par la formule de Stokes on a

/ div(MVP)dw = MVPndy = fl(C)=0 (1.71)
Qc Te

ou fl(C) est la somme des quatre flux correspondant aux quatre cotés :

fUC) = [le(C) + flu(C) + fln(C) + f1s(C), (1.72)
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avec f1;(C) le flux a travers le coté i de maille C' (i = s,w,e,n). Pour une fonction donnée
®, on note

®y : Valeur de & au milieu de la maille IV

®, : Valeur de & au milieu du coté n

Sur la figure 6, les mailles nord et west sont des mailles du méme niveau que la maille C,
ainsi les flux s’écrivent de facon classique

flo(C) ~ M, (Py — Po) et fl,(C) ~ —My,(Pc — Py).
Afin d’assurer la conservation du flux sur la face Est de la maille C, on impose
fle(C) - _flw(EN) - flw(ES)a

ou fl,(EN) (resp. fl,(ES)) désigne de flux & travers le coté west de la maille EN (resp. ES).
Ensuite, on introduit une pression auxilliaire P = %PC + %PN obtenue par interpolation
linéaire de telle sorte que

Po—Penh

flw(EN) ~ —M,, % 5 =

1 1 2
—M, —P, —Py—=P .
en (2 c+6 N 3 EN)

Pour approcher le flux fl,,(ES), deux pressions auxilliaires sont introduites par interpolation
linéaire Pp et P ainsi,

3h 2 9 9 9 3

P~ — Pgs h 4 1 1 2
flo(ES) = — Mo ~2 -5 2 = M, <—Pc + < Psw + ~Psp — —PEs)
4

De la méme facon, on a

fls(C) = —=flo(SW) — fl.(SE)
:_Msw(%PC"i_%PW_%PSW)_Mse(%PC‘i‘%PEN‘i‘%PES_%PSE)-

1.3.3. Discrétisation de 1’équation de transport. — Des schémas aux différences fi-
nies sont utilisés pour dicrétiser 1’équation hyperbolique (1.70) sur une grille composite. On
suppose que la vitesse est une donnée. Le schéma upwind est largement utilisé en ingénierie
pétroliere, il est basé sur le décentrage des mobilités de chaque phase selon sa propre vitesse
(voir Aziz et al. [9], Forsyth [35], Hermitte [52]). Ce schéma est d’ordre 1 et présente donc
un inconvénient bien connu : la diffusion numérique. Afin de limiter cette diffusion au voisi-
nage des chocs, une méthode de limitation de pente MUSCL sur un maillage composite est
implémentée.

Soit QF une grille composite et S¥ un vecteur de saturation sur cette grille & I'instant ¢. On
va décrire brievement le schéma MUSCL pour la maille représentée sur la figure 6.

e Schéma MUSCL. L’idée de base est de considérer des solutions approchées affines par
maille. Des méthodes de limitation ont été introduites par Van Leer dans une série de papier
([84], [83],...) ou il a développé le schéma MUSCL ("Monotonic Upstream—centered Scheme
for Conservations Laws’).

En 2D et sur des grilles composites, il est difficille de mettre en place la méthode MUSCL telle
est décrite sur un maillage uniforme. Ici, on décrit I'algorithme de limitation des gradients
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SW

FIGURE 6. Grille générique composite avec deux niveaux de rafinement pour ’équation
elliptique (gauche), pour l'equation hyperbolique (droite), (%) représente les points ou la
solution construite affine par morceaux ne créent pas d’extrema locaux par le schéma

MUSCL.

sur une grille composite. Soit {Sg}(; un vecteur donné sur une grille composite Qfl a linstant
t*. On considere la solution affine par morceaux :

Sk = sk + Qb OX,

ou Qlé est une approximation du gradient sur la cellule C' basée sur les données {S‘k/}v, ol
V' désigne un voisin de C'. Dans la situation de la figure 6, un choix naturel est de prendre

QL = (AL, BE) avec

Sk Sk k k k
Ak, — B — Sy Bk:SN_SS‘
¢ Ih )

Ensuite, Le gradient Q’é est limité par un coefficient ’yé avec 0 < ’yé < 1 de telle sorte que
les saturations aux interfaces ne créent pas d’extrema locaux par rapport aux saturations des
mailles voisines. Le schéma MUSCL dans la situation de la figure 6 s’écrit

S¢St IS+ 596BE) — F(SE+ 595B3)
S

At h

_f(Sk — 3k BE) — F(SE — 5aEBE)

+ v, h
F(SE+ ByEAE) — 1(SE + i ANy

T— CQCChWQWW (1.73)
+ L (Skx — BvinAbn) = F(SE = e AL + EBE)

2" 3h
oL FShs = bsAls) = J(S¢ = 106AE = 196BE) _

2 € 3p e

4

Méme si le schéma (1.73) demeure d’ordre un sur une grille composite, les résultats numériques
montrent que ce schéma diminue considérablement la diffusion numérique par rapport au
schéma UPWIND obtenu pour v = 0.
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1.3.4. Algorithme pour le probleme diphasique par maillage adaptative. — Soit
Qg une grille grossiere fixe, Qﬁl une grille composite au temps t*, (hy = H/2'71) est le pas de
dicrétisation au niveau [, et (P,fl, S,’fl) sont des vecteurs donnés sur cette grille. Le but est de

construire une nouvelle grille Qfllﬂ au temps t**1 et la solution correspondante (P,lle, S,lffl).

Pour passer I'information d'une grille composite a une autre, on note par I :, un opérateur
d’interpolation de la grille Q) a Q;l,.
Les grilles composites szl pour j = 1,...,1 sont contruites successivement selon ’algorithme

suivant
Q k+1

Gk =7 hi ok
St = Toy” Sh

—div(M (S} )VPH) =0

. (1.74)
Vit = —M(Sp VP
S - S
j j k+1 ok \ _
— Vi V(S =0.

L’avantage de cet algorithme est de pouvoir traiter des problemes complexes. La construc-
tion successive des grilles composites permet de localiser de facon tres précise le front.

e Récupération secondaire du pétrole. On considére un milieu poreux rectangulaire
et initialement saturé en huile. L’eau est injectée a une pression donnée par le haut du coté
ouest et une pression de production est imposée en bas du coté Est, le reste du bord est
considéré imperméable (voir Table 1.3.4). La grille grossiére est 10 x 5 mailles et le niveau de

Perméabilité ky = 1073m?2, k, = 107 3m?

Porosité ¢ = 0.206

Viscosités pw = 1.0 x 107 3pa.s; po = 4.0 x 1072 pa.s
Perméabilité relative kw = 8%k, = (1 —8)%

Pression d’injection 1500 kpa

Pression de production 1000 kpa
TABLE 1. Données

rafinement est 4. Sur les figures 7-9, la localisation des zones rafinés correspond a 1’évolution
du front. La performance de la méthode adaptative est illustrée dans le tableau 2.

Sur la figure 10, on note que l'interface eau-huile est mieux capturé par le schéma MUSCL
par rapport au schéma upwind.
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Temps Nombre de mailles Temps CPU
Composite Régulier Composite Régulier
20.0 359 80 x 40 0.93 28.00
30.0 434 80 x 40 1.74 29.12
50.0 545 80 x 40 2.46 30.55
70.0 584 80 x 40 2.52 31.43
100.0 674 80 x 40 4.21 31.77

TABLE 2. Comparaison CPU : maillage composite, maillage régulier

FIGURE 7. Contours de la saturation et maillage composite, t = 30 jours, nombre de cellules
=434

FIGURE 8. Contours de la saturation et maillage composite, t = 50 jours, nombre de cellules
= 545

FIGURE 9. Contours de la saturation et maillage composite, ¢ = 100 jours, nonbre de cellules
=674

FIGURE 10. Comparaison entre le schéma upwind (gauche) et le schéma MUSCL (droite)
sur une grille composite, t = 80 jours
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1.4. Ecoulement triphasique compressible [A12]

Ce travail a été réalisé suite & ma these [T] en généralisant 1’algorithme proposé, pour la
résolution des systemes modélisant des écoulements triphasiques compressibles, a la dimension
deux d’espace.

On s’intéresse a la simulation numérique de la méthode de récupération secondaire du pétrole
d’un gisement constitué d’un seul type de roche caractérisé par la porosié, le tenseur de
perméamibilité intrinseque, les pressions capillaires et les perméabilités relatives.

On désigne par = [0, L] x [0,]] le domaine d’étude du phénoméne, de frontiere I' =
.Ul UL, avec I, la frontiere d’injection de l’eau, I's la frontiere de récupération et I'; la
frontiere impérméable.

On note par w la phase eau, o la phase huile, g la phase gaz, s, la saturation de la phase
n, ¢ la porosité, K le tenseur de perméabilié intriséque, ky(sw, So) la perméabilité relative de
la phase, p, la pression de la phase, y, la viscosité de la phase, p, la masse volumique de la
phase, g le vecteur accélération de la pesanteur, pey, = pPew(Sw) la pression capillaire de 1’eau
par rapport a celle de I'huile et p.; = pey(s4) la pression capillaire du gaz par rapport a celle
de I’huile.

On suppose que les phases eau et huile sont incompressibles tandis que la phase gaz est
compressible suivant la loi d’état affine

by = A1+ colpg — ). (1.75)

Les équations modélisant le déplacement des écoulements triphasiques sont les lois de conser-
vation de la masse pour chaque phase :

POsyw + div(Vy) =0
$0tso + div(V,) =0 (1.76)
9 (pgsg) + div(pgVg) =0

On a de plus
Sw+ S0+ 55=1 (1.77)
La loi de Darcy traduit la conservation de la quantité de mouvement :
k
Vv, = —KM—"(Vpn —png),  n=w,o,g. (1.78)
n

Enfin, La courbure de la surface de contact entre deux fluides entraine une différence de
pression appelé pression capillaire. On définit alors deux pression capillaires

pcw(Sw) = Pw — Do pcg(sg) = Pg — Po (1'79)

On choisit sy, s, et py les trois variables indépendantes du probléme. On décrit d’abord
une fomulation mathématique permettant de mettre en évidence une partie hyperbolique et
une partie d’ordre deux dans le systéme (1.76).

Pour cela on introduit les notations suivantes : s = (Sy,5S,), M, = z—z la mobilité de la

phase n, M = M,, + M, + M, la mobilite totale, v, = % la fraction des flux de la phase,
Vi =V + Vi + Vg la vitesse totale. On exprime a présent la vitesse totale en fonction de
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Dgs Pew €t Peg, 1l vient

Vr = -KMVp, — KMv,Vpew + KM (1 —vg)Vpeg + KM (Vypw + Vopo + Vgpg)g  (1.80)
ainsi les vitesses des trois phases s’écrivent

Vo =1,V — KMVw[(l - Vw)Vpcw - ngch + (VO(PO - Pw) + Vg(pg - pw))g]
V, =1,V — KMVO[vaPcw - ngch + (Vw(pw - po) + Vg(pg - po))g] (1-81)
Vy=v,Vpr— KMVg[(l - Vg)vch — VwVPeg + (Vw(pw — pg) + vo(po — pg))g]

Enfin, le systeme (1.76) s’écrit de maniere équivalente

POtSyy + div(vy V) 4+ div(Goy (S, pg)g) + div(Dy,(s)Vs) =0
$0150 + div(v, V) + div(Go(s, pg)g) + div(Dy(s)Vs) =0 (1.82)
$01(pgsg) + div(pgrgVr) + div(pgGy(s, py)g) + div(pgDy(s)Vs) = 0

Le systeme (1.82) est composé de deux parties modélisant deux phénomenes différents. Le
premier correspond au transport sous I'action de I'injection des fluides & une pression donnée
ou & un débit donné et des termes gravitationnels, le deuxieéme correspond a la diffusion sous
leffet des termes capillaires. Afin de prendre en compte aussi précisement que possible ces
deux phénomenes, une méthode de pas fractionnaires est utilisée.

Algorithme proposé. On cherche a calculer U = (s, 50,pg) solution approchée du
systeme (1.82). La méthode de pas fractionnaire employée ici est une méthode a deux pas.
Dans un premier temps, on cherche U = (s, S0, pgsg4) solution approchée de la partie corres-
pondant au transport, puis on cherche W solution approchée de la partie correspondant a la
diffusion. Plus précisement, la méthode de pas fractionnaires s’écrit : ) )

Etape 1. Etant donné U" = (sj, sy, py), on cherche U™t: = (SZ+§,SZ+§,(pgSg)n+%)
solution approchée de :

»0 U+ V1.VF(U) + 9,G(U) = ¢0,U + V7. A(U)VU + B(U)9,U =0 (1.83)
ou
F(U) = (vu(s), vo(s), 0501 (s)) (1.84)
—MvyVo(po — puw) — MvyOghi + Mvy,Muygpy,
G(U) = kyylgl | —Mvovu(pw — po) — Mvofght + Mvovgp, (1.85)

—MvyBghpy + Mv02hy — Mvofghipo + Muodhs

avec A = OyF, B = 0y G, hi(s) = y’;—(s); ho(s) = Vgs—(;). Cette formulation est devenue
g
possible car les fonctions hi et hy sont C1. !

Le schéma anti-diffusivé de Harten [62] est mis en place pour approcher les solutions
de ce systeme hyperbolique. Ce schéma est une extension du schéma de Roe [76] & l'ordre
deux dans les zones régulieres. Le schéma de Harten utilise de fagon essentielle la matrice de
Roe. On montre tout d’abord des que les flux s’écrivent comme quotient de deux fonctions
polynomiales que I’on peut toujours construie une matrice de Roe, ce résulat généralise celui
de Vila ([85]-[86]). On montre ensuite que les valeurs propres de la matrice de Roe associées

a A(U) sont positives dans le cas de pérméabiltés quadratiques.
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Sg= 03 Sg= 0.7
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Production of
hydrocarbons
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FIGURE 11. Conditions initiales et conditions aux limites

Etape 2. Etant donné U"+%, on cherche U™t! solution approchée de

1
ntd Py — pZ;i neb1 (750 xrnl
®Sgi; At + g (divVT )y 1 |
y +5 41
. + pg;l(dw((l — pZJrl)(DZ} 2 4 DZ 2)vsn+1))ij —0
Sty — SZ’—'EE n+31 n+l (1.86)
gb”T” + VwijQ (dZ’UVJn_:Fl)Z] + (dZ’U(Dw 2vsn+1))ij —0
n+1 _t8n+% ) 1
gb 0ij = 045 + ngﬁ(divv%Jrl)ij + (diU(DZ+EVSn+1))ij _ 0
avec

V%—H _ —KM(S”+%)VPZ+1 + DT(Sn+%)VSn+1 + GT(anL%’ p;LJrl)g.
I est & noter que la premiere équation du systéme (1.86) est une équation non dégénérée en
pression et permet de calculer un champs de pression globale indépendamment des régions
ol 'une des phases est abscente. Cette équation est obtenue en tenant compte des équations
de l'eau et de I'huile. Ensuite la discrétisation en espace s’éffectuent via une méthode de
différences finies classique. Enfin, le systéme discrétisé est résolue par une méthode de Newton
couplée a la méthode de bi-gradient préconditionné.

1.4.1. Resultats numériques. — On présente deux comparaisons : la premiere entre les
écoulements compressibles et incompressibles sans pression capillaire et la seconde montre les
effects de la diffusion capillaire pour un écoulement compressible.
* Comparaison compressible—incompressible sans pression capillaire.
Les données sont
ky = 52, K = 0.01510~2m?, ¢ = 0.206,
pw = 1073 Pa.s, p, =4.1073 Pa.s, uy = 0.08 1073 Pa.s
pg = P91+ co(pg — 1)), avec cg = 0.5 atm™", p) =1 atm
avec les conditions initiales et les conditions aux limites comme sur la figure 11.

Sur les figures 12, 13, 14 les solutions sont calculées sur une grille 40 x 20 mailles et en

utilisant le schéma de Harten. La variation de la densité, dans le cas compressible a pour effet
de confiner les fronts des saturations. En effet, dans la région ou la phase eau est injectée la
pression est importante ainsi le gaz est compressé et ceci le rend moins mobile ce qui freine
le déplacement des autres phases.
L’algorithme proposé est non conservatif et afin de vérifier la conservation de la masse de
chaque phase, on calcule la masse au cours du temps. Sur la figure 16 la conservation de la
masse de chaque phase est comparée a zéro sauf pour la phase eau ot nous avons supprimé
la contribution du c6té de production afin d’indiquer le temps de percé de la phase eau.



30

CHAPITRE 1. MILIEUX POREUX

FIGURE 12. Eau & T=20 jours avec Az = Ay = 0.05. Compressible (gauche) et incompres-
sible (droite)

FIGURE 13. Gaz & T=20 jours avec Az = Ay = 0.05. Compressible (gauche) et incompres-
sible (droite)

Ay 4

FIGURE 14. Pression & T=20 jours avec Az = Ay = 0.05. Compressible (gauche) et in-
compressible (droite)

A

FIGURE 15. Gaz & T=60 jours avec Az = Ay = 0.05. Compressible (gauche) et incompres-
sible (droite)

* Influence des termes capillaires.
les données sont
ky=s2, K=210""m? ¢ =04,
pw = 1073 Pa.s, p, = 4.1073 Pa.s, u, = 0.08 1073 Pa.s,
pg = py(L+4 co(pg — p))), avec ¢ = 0.5 atm™", p) = 1 atm
Pew = Pewm (8w — 1), Peg = DegmSg, AVEC Pewm = 0.2 atm, peypg = 0.05 atm
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FIGURE 16. Conservation de la masse au cours du temps pour les trois phases. (... huile,
- - - gaz,— eau) écoulement compressible (gauche) et incompressible (droite). Le temps de
percé de ’eau est de 112 jours

—

FIGURE 17. Huile & T=10 jours avec Az = Ay = 0.05 pour un écoulement compressible
avec pressions capillaires (gauche) et sans effet capillaire (droite)

e

FIGURE 18. Gaz & T=10 jours avec Az = Ay = 0.05 pour un écoulement compressible
avec pressions capillaires (gauche) et sans effet capillaire (droite)

Les conditions initiales sont (s,,sy) = (0.6,0.4) dans la région x < 3 et (s,,54) = (0.4,0.6)
dans la région = < 3. Ensuite, l'eau est injectée dans la région (3 < y < 5) avec un débit
constant égale a 2 cm/jour. Le bord droit pour (0 <y < 2) est un bord de récupération a la
pression atmosphérique et le reste du bord est impérméable. Les Figures 17-19 montrent les
effects diffusifs dus aux pressions capillaires notament la dissipation du choc présent dans le
cas du transport. Sur la figure 20 la propriété de conservation pour chaque phase est montrée,
on remarque aussi que le temps de percé de la phase eau en tenant compte des effets capillaires
est nettement plus précoce par rapport a celui ou ces termes sont négligés.
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FIGURE 19. La vitesse totale & T=10 jours avec Az = Ay = 0.05 pour un écoulement
compressible avec pressions capillaires (gauche) et sans effet capillaire (droite)
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FIGURE 20. Conservation de la masse pour chaque phase avec pressions capillaires (gauche),

sans pression capillaire (droite)



CHAPITRE 2

LA CAVITE ENTRAINEE ET LA CAVITE CHAUFFEE

Dans ce chapitre, on présente des simulations numériques de la cavité entrainée et de la
cavité différentiellement chauffée en 2D.

2.1. Cavité entrainée [A7]

Le probleme de la cavité entrainée est un probleme classique en mécanique des fluides.
Son étude remonte aux travaux pionniers de Ghia et al. [47], Schreiber et al. [78] sur I’étude
des problemes stationnaires. Ces résultats ont été confirmés par de nombreux auteurs pour
Re = 1000. Néanmoins, on retrouve différents résultats concernant la premiere bifurcation
de Hopf et le comportement des solutions autour du Reynolds critique et pour des grands
nombres de Reynolds. En 1990, dans [21], il a été suggéré que la premiere bifurcation de Hopf
est située autour de Re = 7500. Depuis, différents travaux ont situé ce Reynolds critique
autour de Re = 8000 dans [36], [8] ou [77], tandis que d’autres travaux localisent ce nombre
autour de Re = 10000 ou méme Re = 30000 [42].

Le but de ce travail est d’apporter une réponse a cette question et de donner des résultats
précis (Benchmark) pour des Re <= 10000.

Equations de Navier-Stokes. Soit 2 = (0,1) x (0, 1) désignant la cavité et 7' > 0. Les
équations de Navier-Stokes régissant 1’évolution d’un fluide incompressible et traduisant la
conservation de la quantité de mouvement :

1
{atU—ﬁAU+(U-V)U+vp — 0 dans 0, T[xQ 1)

V.U = 0 dans]0,7T[xQ
avec les conditions aux limites
U(t,z,y) = (—1,0) sur |0,T[xT"y; U(t,x,y) = (0,0) sur |0, T[Ty,

et la condition initiale suivante U (0, z,y) = Up(z,y) dans Q.
Ici, U = (u,v) et p désignent respectivement la vitesse et la pression, I'; représente le bord
supérieur, I'g la réunion des trois bords restant et Uy la condition initiale.

Semi-discrétisation en temps. Le systeme d’équations (2.1) est discrétisé soit par le
schéma d’Euler d’ordre un en temps ou le schéma de Gear d’ordre deux en temps. Les termes
linéaires sont traités implicitement tandis que les termes de convection sont traités sous forme
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explicite. On note par U™ une approximation de U au temps t, = ndt avec n € IN et dt le
pas de temps. Plus précisément, le schéma d’Euler s’écrit

un 1 yrnt

— _ ___AU" noo_ _ Un—l i Un—l
ot RNV VP TR )T, (2.2)
v-Uur = 0,
et le schéma de Gear s’écrit

3U" 1 n n 2Un_1 n—1 n—1 Un_2 n—2 n—2

557 _EAU + Vp" = 57 -2(U VU ~ 251 + U V) u" e,
v-U* = 0 -

(2.3)

Discrétisation en espace. Le systeme d’équations (2.2) ou (2.3) est discrétisé en espace
par différences finies sur une grille uniforme Gj, de pas h = dx = dy dans chaque direction.
La pression est alors approchée au centre de chaque maille tandis que la vitesse est approchée
aux interfaces des mailles (figure 1).

Yij+d

Uil Di,j Uit l g

T
“L)—35

FIGURE 1. Maille générique et localisation des inconnues

Un schéma centré d’ordre deux en espace est utilisé pour approcher le terme a gauche des
n

équations (2.2) ou (2.3). Par exemple, la quantité 1;—75 — R—Au” + 0,p™ est approchée au point
e

générique (i — %, Jj) par

n n n n n n n
ut g u o —=2u o Hu s ut L —=2u n.o_.n
Zﬁ%v] 1 ( Z“"%y] 27%7.] 27%7] + 27%7]4’1 27%7] 17%7.771 _|_ p’l,j pi—l,j

5t  Re 512 by Sz

L’équation d’incompressibilté est approchée au point de la pression (i, j) par

vn

—u” V" no
vl —35

u 1 1 1 —
i+l i—1 ij+21
2 27 2
+

ox oy =0

Pour approcher les termes de convection on propose un nouveau schéma d’ordre trois en
espace basé sur le décentrage amont des dérivées troisieme. Par exemple, le terme convectif

unflaxunfl + ,Unflayunfl
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est approché au point (i — %,j) par

1 1 1
Uiy AigutTl STy Ay gut Tt T Agg jun ! siu™l. >0
3 L ox 6 L ox 61 ox i—1,j5
n— _ n— _ n— _
;g5 Ay jun! + Sug ;A jun? o Wig1j Aggqju” ! gi -t <0
31 ox 6 61‘1 6 ox L 1,5
G A n—1 50" A n—1 O A 1
i~3.+) Si-d+4 4 _idicd i-%5-3%  Ti-%5-3 Si-3.5-3 g vl >0
3 5y 6 5y 6 5y 1 Ui_%d»_%
U”_l n—1 51;"_1 A n—1 v"_l A n—1
i—dg-d Db -3 n i—dg+3 Sl 4l _imdgt+d Ti-3+3 gyl <0
3 oy 6 oy 6 oy i—%J-ﬁ-%
n—1_ 1/ n—1 n—1 n—1 _ 1/, n—1 n—1 : .
avec u; ;- = 2(uz+%,j +u -y ) et Vile1 = 2(vw+% +v) +%) sont obtenues par interpo
lation lindaires, A; ju 1 = (v —u" 7} Jet A, 1w t= @ —uL ).
! hJ ( Z+%7] 17%7]) 27§’J+§ ( 27%7]4’1 17%7])

Le systéme linéaire est résolu par une méthode multigrille utilisant une procédure de V-
cycle. L’opérateur de lissage est celui de Gauss-Seidel par maille.

2.1.1. Résultats de Benchmark.— Re=1000. Récemment, une étude tres précise de ce
cas a été réalisée par Botella et al. [19] en utilisant une méthode spéctrale avec collocation
de Chebyshev. On compare nos résultats a ceux de [19] et d’autre travaux. Sur la figure 2,
les isolignes en trait pleins sont considérées positives.

A

FIGURE 2. Solution stationnaire & Re = 1000 calculée sur une grille 1024 x 1024. De gauche
a droite : fonction courant, vortocité, pression.

Dans la table 1, on présente d’abord une premiere comparaison avec les résultats classique
de [47], [78] et [82] sur des grilles grossiéres ensuite aux résultats de [19] obtenus avec 160
polynémes de Chebyshev.

Re=5000. Pour ce nombre de Reynolds la solution est toujours stationnaire et il y a
quelque comparaison disponible en littérature. Par contre, on ne dispose pas de résultats des
benchmark précises comme dans le cas précédent, pour cela on considere la solution obtenue
sur une grille 2048 x 2048 comme solution de référence. Sur la figure 3, la solution exhibe un
troisieéme vortexe en haut a droite.

La comparaison avec les résultats de la littérature (table 2) est assez difficile parce que les

résultats sont souvent présentés sur une seule grille. Néanmoins nos résultats sont cohérents
avec ceux de [47], [70], [56] et [48].
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Schéma, Grille Vmax w X y
Présent 128%x128 0.11786 2.0508 0.46875 0.5625
Ghia [47] 128x128 0.117929 2.04968 0.4687 0.5625
Schreiber 78] 140x 140 0.11603 2.026 0.47143 0.56429
Vanka [82] 320320 0.1173 - 0.4562 0.5625
Présent 1024x1024 0.11892 2.0674 0.46875 0.56543
Botella [19] N = 160 0.1189366 2.067753 0.4692 0.5652
Schéma Grille Ymin w X y
Présent 128%x128 -1.7003x 1073 -1.1304 0.14063 0.10938
Ghia [47] 128%128 -1.75102x 103 -1.15465 0.14062 0.1094
Schreiber 78] 140x 140 -1.700x1073 -0.999 0.13571 0.10714
Vanka [82] 320x320 -1.74x1073 - 0.1375 0.1063
Présent 1024x1024 -1.7292x 1073 -1.1120 0.13672 0.11230
Botella [19] N = 160 -1.729717x1073 -1.109789 0.13602 0.1118

TABLE 1. Comparaison avec différents travaux sur le vortexe primaire et sur le vortexe

secondaire dans le coin en bas & gauche a Re = 1000.

S /

FIGURE 3. Solution stationnaire & Re = 5000 calculée sur une grille 2048 x 2048. De gauche

a droite : fonction courant, vortocité, pression.
Schéma Grille Vmaz w X y
Présent 256 x 256 0.12064 1.9125 0.48438 0.53516
Ghia [47] 256x 256 0.118966 1.86016 0.4883 0.5352
Huser [42] 80x80 stretched 0.1219 2.001 - -
Kim-Moin [55] 96x 96 stretched 0.112 1.812 - -
Goodrich [48] 256 x 256 0.118 - 0.48438 0.53516
Vanka [82] 160x 160 0.0920 - 0.4875 0.5313
Pan-Glowinski [70] 256 %256 0.121218 - 0.4844 0.5352
Kupperman [56] 128x128 0.12216 - - -
Present (référence) 2048x2048 0.12197 1.9327 0.48535 0.53516
Schéma, Grille Vmin w X y
Présent 256 x 256 -3.0348x 1073 -2.6330 0.19141 0.074219
Ghia [47] 256 x 256 -3.0835x1073 -2.66354 0.1914 0.07422
Goodrich [48] 256 %256 -3.13 x1073 - 0.1953 0.07422
Vanka [82] 160x 160 -5.49 x1073 - 0.15 0.0813
Present (référence) 20482048 -3.0706x 103 -2.7244 0.19434 0.073242

TABLE 2. Comparaison des différents travaux sur la on the primary voltée and on the lower

left secondary vortex at Re = 5000.
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2.1.2. Stabilité linéaire. — On veut savoir aussi précisément que possible quand une so-
lution stationnaire perd sa stabilité en faveur d’une solution périodique. Comme on s’intéresse
ici uniquement a la premiere bifurcation de Hopf, on propose alors de calculer le premier ex-
posant de Lyapunov du probleme linéarisé. Soit (V,¢) une petite perturbation ajoutée a la
solution stationnaire (Ug,pg) du systéme (2.1). La stabilité consiste a regarder le comporte-
ment asymptotique de la perturbation au cours du temps. Ce comportement est régie par la
valeur propre de plus petite partie réelle de I'opérateur linéarisé. Si la solution stationnaire
est stable alors la perturbation tend vers zéro quand ¢ vers 'infinie comme e/t ol pp est le
premier exposant de Lyapunov [7] :
. Logl||V (¢
p = lim Ht Ol

Soit (Ug, ps) une solution stationnaire, alors on résout le probléme linéarisé :

1
OV = AV + (Us - V)V + (V- V)Us +Vg=0 dans  Qx(0,T)

V-V=0 in  Qx(0,7T) (2.4)
V=W dans €
V=0 sur 09 x (0,7)

ou le terme non linéaire (V - V)V est négligé. Le probleme (2.4) est approché de la méme
maniere que le probléme (2.1). La seule difficulté est que la solution numérique V™ & l'instant
ndt devient tres petite pour n grand. Ainsi, la solution est normalisée a chaque itération en
considérant VJ* = V"/||[V"~1|| et alors 'exposant de Lyapunov est approché par
o _ Xis Log Vil
not

Jusqu’au Re = 8000, on obtient une solution stationnaire sur la grille 256 x 256 comme sur
les grilles plus fines. L’analyse de I'exposant de Lyapunov Table 3 montre que ces solutions
stationnaires sont stables. Par contre pour Re = 8050 et sur la grille 512 x 512 ou sur des
grilles plus fine la solution est périodique avec une fréquence f = 0.45 (voir figure 4). En
résumé, on conclut que pour la cavité entrainée en 2D le nombre de Reynolds critique est
8000 < R, < 8050 avec une tolérance de 1%.

Re 10 100 1000 5000 7800 8000
T 38 110 242 1386 2243 7442
1 -5.2 -0.56 -0.076 -0.013 -0.0082 -0.0026

TABLE 3. Evolution de I'exposant de Lyapunov en fonction du nombre de Reynolds.

2.1.3. Solutions périodiques. — A Re = 8100 et Re = 8200, les solutions calculées sur
une grille 512 x 512 avec le schéma de Gear en temps sont purement périodique avec une
fréquence f = 0.45 comme le montre la figure 4. Pour ces nombres de Re la convergence de
grille est assurée comme solution sur deux grilles consécutives 512 x 512 et 1024 x 1024. De
plus, cette fréquence est similaire a celle trouvée dans [36] pour Re = 8000, dans [8] pour
Re = 8018 et dans [70] pour Re = 8500.



38 CHAPITRE 2. LA CAVITE ENTRAINEE ET LA CAVITE CHAUFFEE

-0.17 - T T —047

—— Re =8100
---- Re=8200

i
-0.18 - q -0.18 1

-0

2 L L L y
160 170 180 190 200 960 970 980 990 1000

time & time

FIGURE 4. Signal de la composante horizontale de la vitesse au point (14/16,13/16) sur
une grille 1024 x 1024 pour Re = 8050 (gauche), et pour Re = 8100 et Re = 8200 (droite).
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FIGURE 5. Signal de la composante horizontale de la vitesse (gauche), le spectre correspon-
dant (milieu) et le portrait de phase au point (14/16,13/16) et pour Re = 10000.

Enfin, on s’'intéresse a la solution & Re = 10000. Des travaux pionniers [47], [78] et méme des
travaux plus récents [42], [77], [87] confirment la stabilité des solutions jusqu’a cette valeur.
Il est clair maintenant que la premiere bifurcation de Hopf se situent autour de Re = 8000.
Plusieurs simulations numériques sur des grilles consécutives et pour des différentes conditions
initiales montrent que la solution est essentiellement périodique. Les résultats sur les grilles
512 x 512 et 1024 x 1024 sont tres similaires et donnent la méme haute fréquence f = 0.61
(figure 5). Le signal de I’énergie cinétique est aussi périodique avec la méme fréquence oscillant
autour d’une valeur moyenne £ = 0.046. L’analyse de Fourrier et le portrait de phase montrent
une petite variation de 'amplitude ce qui ce traduit par la présence de basses fréquences
fo = 0.175 et f3 = 0.4375 (figure 5). Ces résultats sont similaires a ceux trouvés dans [8]
pour Re = 9765 et dans [71] pour Re = 10300. Une simulation sur une grille fine 2048 x 2048
confirme ces résultats.

2.2. Convection naturelle dans une cavité chauffée [A6]

Ce travail a été motivé lors de la section ’Computational predictability of natural convection
flows in enclosures’ lors de conférence 'First MIT Conference on Computational Fluid and
Solid Mechanics [25]. Le but est de faire un benchmark autour de la convection naturelle dans
une cavité chauffée de rapport 8. Le systéeme couple ’'équation de 1’énergie écrite en terme de
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température et les équations de Navier-Stokes :

P
8tU—\/R—ZAU+Vp:—U-VU+ey9 dans Q x (0,T)
V-U=0 dans Q x (0,7)
1
0 — —=A0=-U-V¥b dans Q x (0,7

v RaPr
avec Q = (0, L) x (0, H) (le rapport H/L = 8) et le bord 0 = T'j¢ tt UT i g0t U pottom UT op. On
rappelle que U = (u,v), p et 6 sont respectivement la vitesse, la pression et la température. Ici
ey est le vecteur unité dans la direction verticale. La cavité est remplie d’un fluide pour lequel

le nombre de Prandtl Pr égale a 0.71 pour l'air. Le nombre de Rayleigh est Ra = w

avec
g la gravité, § le coefficient de I'expansion thermique, AT est la différence de température
entre les murs chauds et froids, v la viscosité cinématique et « le coefficient de diffusion
thermique.
Le nombre de Rayleigh est le seul parametre de ce probléeme ainsi plusieurs régimes seront
captés du stationnaire au transitoire en augmentant ce nombre.
A ces équations, on associe les conditions initiales U = Uy et 8 = 6y dans (2 et les conditions
aux limites
U =0 sur 90 x (0,T)
0= % sur Tjepe x (0,7), 0 = —% sur T'yigne x (0,7T) (2.5)
0y0 = 0 sur Lporom U e x (0,7).

Approximations. Une méthode de splitting est utilisée. Soit 8 et (U™, p") donné, 7!

est solution de
grtl — gn 1

A" = —U™ . V" dans Q (2.6)
ot vV RaPr
avec 92‘:1 :él sur ey, gntl = —% sur I'vigne, 6y9"+1 = 0 sur Dpottom U L'top
et (U™, p"*!) est solution de
UnJrl _yn

Pr mn V23 n n n
5 \/%AU o vpttt = U VU™ +e,0" dans Q
V- U™ =0 dans Q (2.7)
U™t =0 sur 99.

La discrétisation en espace est celle de la section précédente. La résolution du systeme linéaire
(2.6) est obtenue par la méthode des gradients conjugués préconditionnés par la factorisation
incomplete de Cholesky, tandis que la résolution du systéme linéaire associé a (2.7) est
assurée comme précédemment par une méthode multigrille avec la méthode de Gauss-Seidel
par maille comme lisseur.

Stabilité linéaire et solutions stationnaires. Afin d’étudier la stabilité des solutions
stationnaire, on étudie le comprotement du premier exposant de Lyapunov

o LSV RO
t—s—+o00 t
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FIGURE 6. Température (gauche) et skewness (droite) au court du temps & Ra = 3.0 x 10°

avec (V, ¢, k) est une petite perturbation ajoutée a la solution stationnaire (Ug, pg,0s).

Sur la grille 5 (80 x 400 mailles) la solution stationnaire est stable jusqu’au Ra < 2.5 x 10°.
Pour Ra = 2.8 x 105 une solution stable et stationnaire a été trouvée sur la grille 6 (160 x 800
mailles) (Table 4).

Ra 10*3 104 10+° 2 x 10%° 2.5 x 10+° 2.8 x 101°
T 60 185 453 623 915 3107
i1 -0.38 -0.12 -0.050 -0.036 -0.025 -0.008

TABLE 4. Evolution de I'exposant de Lyapunov en fonction du nombre de Rayleigh

Solutions périodiques. Afin de mesurer I’ asymétrie (skweness) de la température [73],
on définit
€12 = 01 — 09 (2.8)
avec 1 = 0(x = 0.181, y = 7.370) et O = O(x = 0.819, y = 0.630). Ce paramétre doit étre
nul pour une solution asymétrique en température. Les nombres de Nusselt sont évalués sur
les murs latéraux :

H H
Nu(z =0,t) = %/ 0.0(0,y,t)dy, Nu(x = L,t) = %/ 0.0(L,y,t)dy
0 0

Ensuite, on s’intéresse également a 1’énergie cinétique ||U|| = 4/ ﬁ J4U - UdA et Ienstrophie

|w]l = /55 [, w2dA, olt A est Iaire du domaine.

A Ra = 3.0 x 10° une solution périodique et nonsymétrique €15 # 0 est capturée sur la grille 7
(320 x 1600 mailles) comme on le voit sur la figure 6 ce qui montre que la nombre de Rayleigh
critique est dans l'interval Ra = 2.8 x 10° et Ra = 3.0 x 10°.

Résulats & Ra = 3.4 x 10°. Une solution périodique et symetrique est établie sur trois
grilles consécutives : 40 x 200, 80 x 400 et 160 x 800 afin d’assurer la convergence de grilles.
Sur la grille 160 x 800 on a €15 = 1.159¢ — 7 et les nombres de Nusselt valent la méme valeur
—4.579, 'énergie vaut 2.395, ’enstrophie vaut 2.938 et enfin la période vaut 3.4071.

Résultats pour des grands nombres de Rayleigh. La solution demeure périodique
pour des nombres de Rayleigh entre 3.4 x 10° et 4.0x 10°. Par contre, la période diminue quand
le nombre de Rayleigh augmente. De plus, la solution & Ra = 4.0 x 10° est non symétrique
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FIGURE 7. Température (gauche) et skewness (droite) au court du temps pour différent
nombre de Rayleigh

FIGURE 8. Isovaleurs de la température au temps 1000. De gauche & droite Ra = 3.4 x 10°,
6.0 x 10°, 3.0 x 10°, 3.0 x 107

comme on le voit sur la figure 7. A Ra = 6.0 x 10° la solution n’est ni périodique ni symétrique
figure 7. Ces résultats montrent la robustesse du schéma implémenté a pouvoir capter une
palette de solutions ayant un comportement différent. Pour des grands nombres de Rayleigh,
notamment Ra = 3.0 x 10% et Ra = 3.0 x 107 les solutions sont plus complexes. En effet, des
activités tourbillonaires se dévellopent le long des parois verticales pour donner une solution
chaotique & Ra = 3.0 x 10° et une solution tourbillonnaire & Ra = 3.0 x 107 (figure 8). Pour
illustrer ces activités, sur la figure 9, ’évolution de I’enstrophie au cours du temps montrent
essentiellement que ’enstrophie croit en moyenne suivant le nombre de Rayleigh.
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FIGURE 9. Evolution de I'enstrophie au cours du temps pour différents nombres de Rayleigh



CHAPITRE 3

PROBLEMES A DONNEES L'

3.1. Un probleme d’obstacle [A13]

On s’intéresse au probleme d’obstacle pour des équations elliptiques avec terme non linéaire
A croissance quadratique par rapport aux gradients et pour des données L'. Le probleme est
de chercher des solutions positives pour le modele suivant

{ Au(z) + g(x,u, Vu) = f(z) dans Q, (3.1)
u=0 sur 05, )
oi1 ) est un ouvert borné de RY (N > 1), A est un opérateur du second ordre uniformément
elliptique avec des coefficients bornés et g : Q@ x R x RY — R une fonction de Carathéodory
et ayant une croissance au plus quadratique par rapport au gradient et satisfaisant la condi-
tion du signe (i.e. ug(z,u, &) > 0). L'exemple modele est de prendre g(u, Vu) = u|Vul?.
Dans [16], Boccardo et Murat établissent lexistence des solutions faibles dans le cas ou
f € H1(Q) et pour la non linéarité, une dépendance quadratique est supposée et satis-
fait la condition de signe, & savoir g(.,u, Vu)u > 0. Ils montrent que u € H}(Q), g € LY()
ug € L*(Q) telle que [, Vu-Vu dz+ [, g(u, Vu)v dv =< f,v > pour tout v € Hj(Q)NL>¥().
Dans [45], I'existence des solutions est obtenue dans le cas o f € L'(2) et la fonction g a
une croissance sous quadratique par rapport au gradient et satisfait la condition de signe (par
exemple g(u, Vu) = u|Vu|?,0 < 2). L’auteur montre que u € Vvol’p(Q)7 1<p<2,g€eLl(Q)
et ug € LY(Q). Del Vecchio [28] a obtenu également un résultat d’existence dans le cas ol
lopérateur d’ordre deux est remplacé par un opérateur fortement non linéaire satisfaisant les
hypotheses de Leray—Lions [61], [68].

Dans le cas olt g contient des termes d’ordre zéro : g(u,Vu) = agu + h(u)|Vu|?, avec
ap > 0, h continue et le second membre f € L*°(2), Boccardo-Murat-Puel [17] ont montré
lexistence des solutions bornées dans H}(€). Ils montrent le principe du maximum sui-

vant [[ul| g () < Hf”it%ﬂ). Dans [18] les auteurs prouvent ’existence des solutions pour des
problémes unilatéraux ; la donnée f est considérée bornée, g croit comme |VulP et A est un
opérateur de Leray-Lions contenant des termes d’ordre zéro. La présence du terme d’ordre zéro
(apu avec ag > 0) est essentielle. En effet, ce résultat peut étre faux si ap = 0 comme le montre
le contre exemple suivant dii & Kadzan et Kramer ([53], p. 637) : soit g(z,u, Vu) = —|Vul?,
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f€L>®Q) et f(x) > A1 p.p. dans © (A; est la premieére valeur propre du laplacien), alors le
probléme (3.1) n’a pas de solution dans H}(€2) N L ().

Ici, on s’intéresse a I'existence des solutions positives non bornées des équations elliptiques
pour des problemes unilatéraux. La fonction g(x,s,&) est supposée positive et ayant une
croissance quadratique ou sous-quadratique par rapport a £. Le probleme modele est

g(x,u, Vu) = |[u|?|Vul", ¢>0,0<7r <2,

On introduit maintenant les hypotheses dans un cadre général. Soit €2 un ouvert borné de
RN (N > 1), de frontiere I' = 9. Pour 4, € {1,2,..., N} les coefficients a;; € L*>(f2)

Ja > 0, Z aij(2)&€; > alé)?, p.p. x € Q. (3.2)
i,j=1
8 8 1p —1 / , .
lopérateur A = Z (aij (m)a—) WP () — WP (Q) est défini
2
ij= | 0% !
8u ov P
< Au,v >= le/ a;j(z Bacz dm avec p' = ﬁ
Soit ¢ : QxR xRN — R* une fonction de Carathéodory fonction et satisfaisant la
condition de croissance
l9(z, 5,8 < blz,s)[¢]", avec 0 <r <2 (3.3)
ou la fonction b vérifie
pour 0 < r < 2 sup b(x,s) = hy(z) € L%(Q), Vn >0 (3.4)
s|<n
pour r = 2, b(x,s) = b(]s|) avec b une fonction continue et croissante, (3.5)
et,
Ve e RY, g(x,0,€) =0 p.p. dans Q. (3.6)

On rappelle la définition de la fonction de troncature. Pour tout k¥ € R™, on définit Ty (z) =
min(k, (maz(z, —k)) pour z € R.

Théoréme 3.1. — Sous les hypothéses (3.2)-(5.6) et pour toute fonction f € L), il
existe une solution u satisfaisant

ue K ={ue Wol’p(Q), u >0 p.p. dans Q}, pour tout p € [1, m[, (3.7)
Ti(w)g(.,u, Vu) € L'(Q), g(.,u, Vu) € L*(), (3.8)

Ti(u) € HY(Q),VE > 0, (3.9)

< Au,v — Ty (u) > —i—/Qg(.,u, Vu)(v — Ti(u))dx > /Qf(v — Ty (u))dx, (3.10)

pour tout v € {v € D(Q),v > 0}.
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Dans le cas ou f € L?(f), on peut prendre p = 2 et Tj(u) = u.

Idée de la preuve. On définit un probleme approché. D’abord, la donnée L' est remplacée
par une donnée plus réguliere, pour cela soit (f€). une suite réguliere (en particulier dans
L?(£2)), telle que

f& — f dans LY() et || [l 1) < I1f 1l e)- (3.11)
Selon ([16], [28]), on définit
. _ 988
S e R

Ensuite, on tient compte de la contrainte de la positivité en considérant un probleme pénalisé :
{ Auf + g° (., uf, Vuf) — 1(uf)™ = f¢ dans D'(Q)

u® € HY(Q), f¢e L*(Q) (3.12)

avec (u®)” = —min(0, u®).

En utilisant le fait ¢°(.,u®, Vu®) est bornée, il est possible de montrer I’existence des solu-
tions H}(£2). Néanmoins, il semble difficile d’obtenir des estimations indépendantes de & due
au fait que u®¢°(z,u®, Vu®) n’a pas de signe. Afin d’éviter cela, on approche la fonction signe
par une fonction Lipschitzienne et croissante : Ss(z) = 2775 siz>d>0, %75 siz<—-0<0
et 0 sinon. On note

gg(ﬂz,s,g) = Ss5(s)g° (2, 5,€), (3.13)
de telle sorte que g5 satisfait la condition de signe, la condition de croissance. On a g5 €
L>®(Q)) pour tout € > 0, ainsi, il existe une solution u§ € H3(f2) du probleme suivant

{ Au§ + g5 (. u§, Vu§) — L(u§)™ = f¢ dans D'(Q)

ui € HY (), f°e€ L*(Q)

Estimations a priori. on établit les estimations uniformes (en 4, €) et les résultats de

(3.14)

convergence suivants :

uj bornée dans Wol’p(Q) uniformément en e et §, 1 <p < N/(N —1) (3.15)
g5(., u5, Vu$) bornée dans L'(2) uniformément en ¢ et § (3.16)
é(ug)_ bornée dans L'(€) uniformément en ¢ et 6. (3.17)
Ti(u$) bornée dans H{ (Q) uniformément en ¢ et §,Vk > 0. (3.18)
%/ﬂ VT, (u§)|*dz — 0 quand k — oo, uniformément en ¢ et 4. (3.19)
T (u$) g5 (., us, Vu§) bornée dans L' (Q) uniformément en € et 6, Vk > 0. (3.20)
uj est relativement compacte dans I/Vol’p(Q)7 1<p< N/(N-1) (3.21)

Passage a la limite. D’abord, pour ¢ fixé, on fait tendre £ vers zéro. En considérant
¢ = Tp(u5) — v dans (3.14) comme fonction test avec v € {v € D(Q),v > 0}, le passage
a la limite sur les termes linéaires se fait aisément via le lemme de Fatou et les résultats
de convergence précédents. Dans le cas d’une croissance sous quadratique des termes non
linéaires, on montre grace au Théoréme de Vitalli, comme dans [16], la convergence forte
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dans L'(Q2) de g§(.,u$, Vu§) vers gs(., us, Vugs). Dans le cas d’une croissance quadratique, la
démarche est completement différente, on va utiliser ici le fait que 'opérateur elliptique est
d’ordre deux, ainsi le passage a la limite se fera globalement sur cet opérateur et les termes
quadratique en méme temps. Cette approche est inspirée des travaux de Boccardo et al. [16]
dans le cadre des données régulieres. Comme les troncatures des solutions sont dans H&, on
considere des fonctions tests de la forme
i
7,05) - sexp(~ 2D gy )

avec ¢ € D(Q), ¢ < 0. Un premiere étape consiste a passer a la limite inférieure quand ¢ tend
vers zéro, ensuite la convergence (3.19) permet de passer a la limite quand & tend vers l'infini.
Le passage a la limite inférieure sur § est obtenue de facon semblable au passage a la limite
en €, puisque la solution us est positive et vérifie les estimations (3.15)—(3.21).

3.2. Equation parabolique avec des termes d’ordre un [A11]

On considere une équation parabolique contenant des termes d’ordre zéro et des termes
d’ordre un :
Ou —V - (A(t,z)Vu) + B(t,z,u,Vu) = f dans (0,T) x €,
uj—o = up dans €, (3.22)
u=0 sur (0,7) x 09,
avec B contenant d’une part des termes linéaires en u et Vu, et d’autre part un terme non
linéaire avec une dépendance sous quadratique par rapport au Vu, plus précisément

B(t,x,u,Vu) =b(t,x) - Vu+d(t,z)u + g(t,z,u, Vu). (3.23)
On suppose que A,b et d sont des fonctions bornées et la matrice A est a—coercive. Ici, on
s’intéresse a des champs d’advection a divergence non nulle :
V-be L™®Qr).

La fonction g : Q7 x R x RV — R est mesurable en ¢, x et satisfait la condition de signe et
la condition de croissance suivante

Ag(t @, A, §) >0, (3.24)

30<0<2 gtz A8 < h(A)(v(E z) +[£]7) (3.25)
pour tout A € R, ¢ € RV, p.p. dans Qr, avec v € L (Qr) et h est une fonction croissante sur
RT.

Les principales difficultés de ce travail proviennent du fait qu’on s’intéresse a des données
dans L' :
up € LY(Q), f € LYQ). (3.26)

Pour B = 0, l'existence des solutions pour de tels problemes avec des données non régulieres
(mesure ou L') a été établie dans [14], [13], [46], tandis que la question de 1'unicité, dans le
sens des solutions entropiques ou renormalisées a été considérée dans [72], [12]. L’existence
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et I'unicité des solutions renormalisées pour une équation parabolique linéaire contenant un
terme d’ordre un avec des coefficients a divergence nulle ont été établies dans [69]. Dans [27],
les auteurs considerent g non linéaire en supposant que g ne s’annule pas pour les grandes
valeurs de u, ceci se traduit par un effet régularisant sur ’équation.

On introduit la notion de solution faible pour 'équation (3.22).

Définition 3.1. — On dit que u est solution faible de (3.22), si u € L9(0,T; W, 9 () N
C%0,T; LY () telle que g(u, Vu) € LY(Q) et vérifie

/QuqS(T,x)dx—/Quogb((),x)dx—/Qu&ggb(t,x)dxdt

+ / AVu - Vodzdt + / (9(u, Vu) + b - Vu + du)pdzdt = / fodxdt, (3.27)
Q Q Q

pour tout T > 0, ¢ € C°(0, T} Wol’ql(Q)) NCY0,T; LY (Q)) et pour tout q tel que 1 < q < %—ﬁ

1 1 _
eta—i-?—l.

Théoréme 3.2. — Il existe une solution faible de ’équation (3.22) au sens de la définition
3.1.

On rappelle la définition de la fonction de troncature : Ti(z) = maz(—k,min(z,k)) et on
4
note Si(z) :/ Ty (T)dr.
0
On donne maintenant le principal résultat concernant 'unicité.

Définition 3.2. — Soit g = 0. On dit que u est une solution entropique de (3.22) si u €
CY0,T; LY (2)) vérifiant Ty.(u) € L*(0,T; HE () pour tout k > 0, Vu € LY(Q) et

T
/st(u — )(T)dz — /st(uo — (0, ))dz +/0 (00, TiC = ), g
+ / AVu - V(T (u — ))dzdt + / (du + bVu)Ti(u — ¥)dzdt < / fTi(u—)dxdt  (3.28)
Q Q Q

pour tout k > 0 ety € L?(0,T; HE (Q))NL®(Q)NCY(0,T; LY(Q)) avec 8pp € L*(0,T; H-1(Q)).

Théoréme 3.3. — Soit g = 0, alors il existe une unique solution entropique de I’équation

La stratégie que nous adoptons ici pour démontrer le théoreme 3.2 est inspirée de [14].
Néanmoins, de nouvelles difficultés ont été rencontrées dues a la présence des termes d’ad-
vection. On introduit un probléme approché ol ug, f et g sont remplacés par ug., f- et g-
régulieres et vérifient ug . — up dans L'(Q), f. — f dans L(Q) et g-(u, Vu) = %.
En consideérant T (u:) comme fonction test dans le probléme approché, on déduit I’estimation
L>(0,T), L*(Q))-uniforme suivante

sup |Jue(t) 1) < B- (3.29)
>0, t€(0,T)
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Soit
1 if z>n+1,
z—k if n<z<n+1,
Pn(2) =12 0 if —n<z<mn, (3.30)

z+k if —-n—-1<z<-—n,

-1 if z2<-—-n-1.
En considérant ¢, (u.) comme fonction test, on déduit le controle des gradients des solutions
sur les rondelettes B, :

/ |Vue|*dzdt < Co +Cl/ |V |dzdt. (3.31)
En

avec B, = {(t,z) € Q, n < |[u(t,z)| <n+1} et E, ={(t,z) € Q, |u(t,x)] >n+1}.

Dans [14], [46] I'inégalité (3.31) apparait avec C1 = 0. Ici, ce terme supplémentaire traduit
I'influence du terme d’ordre un b - Vu dans I'équation. Néanmoins, on exploite le fait que
I'intégrale dans le second membre de (3.31) est prise pour de grandes valeurs des solutions et
pour la norme L'. On établit le résultat de compacité suivant :

Pour tout 1 < ¢ < ¥&2 1l existe C' > 0, dépendant de 3, Cy, C1, |Q|, T, et ¢ tel que

1
[l

Convergence p.p. des gradients. Afin de passer a la limite sur les termes non linéaires,

(3.32)

1 <
L4(0,T3wy ()

on montre d’abord les estimations uniformes suivantes :

21;%) ng(ue,Vue)HLl(QT) <C, (3.33)
lim sup/ |ge (ue, Vue)|dzdt = 0. (3.34)
k=00 e>0 Jju.|>k

Ensuite, on établit que (Vuc). est une suite de Cauchy en mesure. Ainsi le passage a la
limite sur le terme g.(u., Vu.) devient aisé en utilisant le théoréme de Vitalli et parce que

la dépendance de g est sous quadratique par rapport aux gradients. Enfin, on montre que la
suite (ue)e est de Cauchy dans C°(0,T; L1(9)).

L’existence des solutions entropiques est assurée en considerant T (u. —1)) comme function
test dans le probleme approché. On aboutit a une inégalité due au fait que V7 (u.) converge
faiblement vers VTj(u) dans L*(Qr) et en se servant du lemme de Fatou. Pour montrer
I'unicité des solutions entropiques, on suit 1'idée de A. Prignet [72] en montrant que toute
solution entropique est égale a la solution faible obtenue par le procédé d’approximation
précedent.

3.3. Sur une équation de Fokker-Planck [A10]

Dans [43], Jager et Segel introduit une équation intégro-différentielle décrivant ’évolution
de certaines espéces biologiques. L’opérateur de collision de type Boltzmann modélise la dy-
namique d’interaction selon différents critéres physiques (Bellomo et al. in [6], [10] et en
supposant que les rencontres entre organismes induisent des petits changement sur 1’état des
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individus, I’équation de Fokker-Planck a été présentée dans [43] afin de modéliser I’évolution
de la densité des individus

Opu = 0y (M (u;t,z)u+ 0, (D(u;t,z)u)) dans (0,T) x (0,1) (3.35)
avec des conditions aux limites de type flux nul
M(u)u + 0z (D(u)u) =0 pour z € {0,1} (3.36)
et la condition initiale
up—o = up dans (0,1) (3.37)

L’équation (3.35) est non linéaire dés que les coefficients M et D dépendent de u comme suit

1 1
M(u;t,x):/o m(x,y)u(t,y)dy, D(u;t, ) :/0 d(z,y)u(t,y)dy. (3.38)

Les conditions aux limites (3.36) assurent la conservation de la densité totale

/O ' (t, 2)dr = /O () (3.39)

La premiere difficulté de ce probleme provient du fait que les non linéarités sont non locales.
Ensuite, la donnée initiale est considérée positive et dans L'. Cette hypothese est naturelle
en dynamique des populations sans imposer des conditions supplémentaires.

Le résultat principal est ’existence des solutions positives et préservation de la conservation
de la masse pour des données inititales positives et intégrables.
On note par © = (0,1) et Q; = (0,¢) x €. Par la suite, on désigne par v = u(t,x), M(u) =
M (u;t,x), D(u) = D(u;t, z) pour alléger les notations.

Théoréme 3.4. — Soit ug positive et dans L*(Q). Soient M (u) et D(u) définies par (3.38).
On suppose que

{ 0<d<d(z,y) <9, (3.40)

’ m(x,y) ‘ + ‘ Bzd(x,y) ‘S Cm,d-

Alors, il eziste une solution positive u € L1(0,T;W(Q)), 1 < q < 3, de (3.35)-(3.37),

vérifiant

/ot /Q udspdzds + /Q Ug(2) (0, z)da
— / (t,z)p(t, z)dx + /0 t /Q ((M(u) + 0:D(u))u + D(u)@xu> Dppdxds (3.41)

u
Q
avec ¢ € CO(0, T; WhH' (), 8,¢ € C°(0,T; LY (Q)). De plus , u satisfait (3.39).
Chaque terme dans la formulation précédente est bien définie lorsque les coefficients
N(u) :== M(u) + 9,D(u) et D(u) sont dans L*>(Q) ce qui est le cas dés que u appartient
L>(0,T; L*(2)). De plus, on montre la fonction U : ¢ — / u¢dzx est continue sur (0,7).

Q
On montre d’abord 'existence des solutions du probleme (3.35)-(3.37) , par une méthode de
point fixe, pour des données régulieres ug € L?(£2). Ensuite, on établit des estimations sur les
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solutions dépendants uniquemenent de la norme L' de la donnée initiale. On établit alors le
résultat suivant :

Lemme 3.1. — Soit (u:): une suite construite par régularisation. Alors

/ | Opu. |? dadt < Co + Cl/ g |*dzdt (3.42)

n T

Q

ot Cy, Cy dépendent de || ug HLI(
n+1}.

, et § et le sous ensemble By, = {(t,x) € Q, n < |u(t,z)| <

Méme si 'estimation (3.42) est valable en dimension supérieure, le résultat de compacité
suivant est relatif a la dimension un d’espace et permet essentiellement le passage a la limite
sur le probleme approché.

Lemme 3.2. — Soit u. € L*(0,T; HY(Q)) satisfaisant (3.42) et on suppose sup ||

te(0,T)
ue(t, ") 1@< k. Soit 1 < g < 3 et g < s. Alors, il existe une constant K dépendent de
K, Co, Cy tel que

/ | Oy0 |7 dzdt + / 0 2 dadt+ [ 0 1]y popein < K- (3.43)
T Qr



CHAPITRE 4

DYNAMIQUES DES POPULATIONS

4.1. Modeéle VIF (Virus d’Immunodéficience Féline) [A2]

Le VIF est un lentivirus conduisant au SIDA des chats, il se transmet par morsures au cours

des combats en particulier entre males. Il n’y a pas de transmission verticale : les femelles ne
transmettent pas le virus a leurs petits. Le déroulement clinique de Uinfection a VIF est tres
similaire a celui du VIH, avec une longue période asymptotique qui dure plusieurs années et
durant laquelle le chat peut se reproduire.
Nous reprenons le modele dans [57], un individu contaminé devient immédiatement infecté,
et peut transmettre le virus a un sensible puis & un exposé ensuite a un individu infecté
mais ne transmettant pas le virus. La population de chat est donc subdivisée en trois classes
sanitaires : les sensibles (u), les exposés (v) et les infectés (w). Les parametres démographiques
et épistémologiques sont notés b et m pour les taux de fertilité et de mortalité naturel, « le
taux de mortalité additionnelle due a l'infection et p est le taux de sortie du stade exposé. La
dynamique de I’épedimie (VIF) est gouvernée par un systeéme de réaction—diffusion—transport
anisotropique :

up — div(Aq (¢, z, Vu) + uKy) + (¢, z,u,v,w) =

—o(t,x,u,v,w) —m(t,z)u+ b(t,x)(u+v+w) + f(t,x),

vy — div(Ag(t, z, V) + vKa) + ro(t, z,u, v, w) =
(4.1)
o(t,x,u,v,w) — (m(t,z) + p(t, x))v + g,

wy — div(As(t, z, Vw) + wKs) + r3(t, z, u, v, w) =

—m(t,x)w + p(t,x)v — a(t,z)w + h(t, x);

\
avec des conditions aux limites de type mixtes
(A;(t,z, Vu;) + ui(t,2)K;(t,x)) - n(x) = 0, sur (0,7) x I'1, u; = u,v,w, pouri=1,2,3
(4.2)
u(t,z) =v(t,z) = w(t,x) = 0 sur (0,7) x 'y, (4.3)
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et des distributions initiales positives ou nulles dans 2
w(0,) = ug(x), v(0,2) = vo(x) et w(0,z) = wo(x). (4.4)

Ici © est un ouvert borné de RY (N > 1) de frontiere Lipschitzienne et T > 0, T'y et I'; sont
tels que ToUT = 9Q, ToNTy =0 et |Ty| > 0, n désigne le vecteur unitaire normal extérieur
a Q. Enfin on note Q7 = (0,7") x Q.
Le terme de diffusion A;, (i = 1,2,3) définit un opérateur strictement monotone coercif dans
Q7 x RV, il a pour composantes a;; pour [ = 1...N qui vérifient pour 7 =1,2,3; [ =1...N :

I existe p; > 1, ay(t, ,8) = Bi(t, )|§" 2, V6 € RY (4.5)
ol f;; est une fonction positive et bornée dans (7. On suppose qu’il existe une constante
positive réelle a;, telle que pour i = 1,2,3 et quel que soit £ € RV :

N
Ai(t,z,8) &> q Z &P p.p. (t,z) € Q. (4.6)

I=1
Ensuite, le vecteur de transport K; (pour i = 1,2,3) est borné dans Qp et vérifie
K; € (L®(Qr))Y et div (K;) € L®(Qr). (4.7)
Les fonctions positives a, b, m et p vérifient
a, b, m, pe L=(Qr). (4.8)
Nous supposons que les taux de mortalité dépendante sont sous la forme suivante :

ri(ty 2, w0, w) = k(b 7) wlu + v+ wP
ro(t, z,u, v, w) = ko(t, ) vju+ v+ wfPr=L (4.9)
ra(t, z,u, 0, w) = ka(t, @) wlu + v+ wPr

avec pg, 0 = u, v, w satisfait

> max (

1 4.10
z max (7)) > 1, (4.10)

et la fonction k;, i = 1,2, 3, définie sur Q) satisfait
k; € L*(Qr) et ki > ko > 0 p.p. (t,x) € Qr (4.11)

Enfin, on suppose que o est mesurable sur ()7, continue par rapport aux variables u, v, w et
vérifie 'hypothese de croissance

il existe deux fonctions bornées L, M : RY x (0, 00) — (0, c0),

et s, ¢/, s € Ry tels que
N (4.12)
1< —(P— t
_S<1YSHIE%3§V<Z_9 (p N+1>,pmpv,pw>a €

lo(t, z,u,v,w)| < L(t,x) (|u|5/ lv]® + |u|SN |w|®) + M (t,z), p.p. (t,x) € Qr

_ 1 N 1 cps Cle s
avec = = 7 2 11 o et la condition de positivité

1
P
o(t,z,0,v,w) =0 siv>0etw>0,
o(t,z,u,0,w) >0 siu>0etw>0, (4.13)
o(t,z,u,v,0) >0 siu>0etwv>0.
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L’opérateur de diffusion anisotrope A; pour i = 1,2, 3 est apparu dans le cas elliptique chez
Boccardo et al [15] et dans le cas parabolique chez Li Fengquan et Zhao Huixiu [65]. Dans
le cas logistique (py, = py = pw = 2), les résultats d’existence sont établis dans [38] avec des
données L™ et pour des opérateurs isotropes; voir aussi [39].

Sioc=0,r; =0pouri=1,2,3, sans terme advectif et avec des conditions aux limites de Di-
richlet, les résultats I’existence pour des problémes elliptiques et paraboliques correspondants
avec des données non régulieres sont établis dans [15], [65], [13], [14]). La question d’unicité
de ces solutions au sens entropique ou renormalisé est considérée dans [72], [12].

Notations. Pour 1 < p < 400 et [ = 1...N, on note

WIM)(Q) ={ue Wl’p(Q) | u=0 sur I'},
ou

WIPLQ) = {u | u € LP(Q) et o e LP(Q)}
et

W) = {u e WP Q)u=0 sur T}.
On définit la norme dans W, Ll (Q) par HUHWFLN(Q Haxl HLP(Q)

Résultat principal. Dans cette section nous donnons la définition d’une solution faible pour
les systemes paraboliques non-linéaires de type (4.1)—(4.4) & données L'.

Onnote—:—Z—

N
Définition 4.1. — Soit 1 < ¢q < b <_— N—+1> [ = 1...N. Une solution faible du
P

systeme (4.1)-(4.4), est un triplet (u,v,w) de fonctions positives ou nulles dans

N
(Lo, T Wt () () L (0,75 L () () C([0,T]; L' (%))

=1 O=u,v,w

tel que o, u,v,w) et r;(-, -, u,v,w), pouri=1,2,3, sont dans L*(Qr) et vérifient :

- / upy dedt — / (0, z)ug(z)dx +/ (Ai(t,z, Vu) + uKy(t,z)) - Vo dzdt
- Q

T

+ m(t, x)up dedt — / b(t,z)(u+ v+ w)p drdt
Qr T

+/ o(t,x,u,v,w)p dmdt—i—/ r1(t,x,u,v,w)p dedt = fo dxdt,
T T Qr

pour tout o € CH([0,T) x Q) ; ainsi que des formulations analogues associées auzx variables v
et w du systeme (4.1).

Théoréme 4.1. — Soit 2 — ﬁ <p < ’_)(N—A?Ll) (Il =1..N). On suppose que p < N + NLH
et sous les hypothéses (4.6)-(4.12), pour tout ug, vy, woy € L},_(Q), f, g, h€ L}F(QT) et sous
la condition suivante

K;(t,z) - n(x) >0 pp. xze€ly, t€(0,T), i=1,23,
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le systéme (4.1)—-(4.4) admet une solution faible positive ou nulle.

Idée de la preuve. La preuve est organisée en plusieurs étape. Afin d’assurer la positivité
des solutions, la premiere étape consiste a prolonger par continuité la fonction o dans les
variables u, v et w (p.p. dans Q7). La deuxiéme étape consiste a travailler avec des données
régulieres. Pour cela on approche les données ug, vg, wo et f ,g, h par des fonctions régulieres
positives telles que

| fe |l QT)<H flln (Qr)> f- — f dans LI(Q ), quand £ — 0; (4.14)
| woe 21 @) <Il w0 |1 (q)> foe — fo dans LY(), quand £ — 0; (4.15)

de méme pour g., h., et vo., wo.. Ensuite, afin de controler les termes d’ordre zéro, on
introduit un parametre A > 0 assez grand tel que A > [|b]|poc(q,) + [[div(Ky)|[Loe(Qp) +

At )\t

[div(Ka) |l zoo (@) + 1div(Ks)| £ (@) Ensuite, on pose u. = Mg, v = M, et w, = e

Positivité. La propriété du prolongement de la fonction ¢ ainsi que la structure triangulaire
des termes d’ordre zéro assurent la positivité des solutions en montrant d’abord que la suite

(ve)e est positive, puis (we): > 0 et enfin (u:). > 0.

Le point fondamental de ce travail est I'obtention du résultat de compacité suivant

N
Lemme 4.1. — Soit (u:): dans ﬂLpl(O,T;Wl’p“l(Q)) N L>(0,T; LY (Q)) satisfaisant : il
=1
existe 3 > 0 indépendante de €, tels que
sup / lus(t, z)|dz < 3, (4.16)
te(0,7)
/ |ue|Pt dzdt < g3, (4.17)
T
N
Oue DI
sup dxdt < (3, 4.18
¥>0 IZ; /B7 Oz (4.18)
avec By = {(t,x) € Qr,v < |us| <y +1}.
N N
Soitp < N + NiU alors pour tout 1 < q; < % <_— N——|-1>’ [ = 1...N, il existe une
constante positive ¢ dépendant seulement de Qr, N, p;, q, G, telle que
Oou,
+ ||uel| 17 <ec, 4.19
' Oox; L (Qr) leellzm@n) (4.19)

)

=1

ou q vérifie

»QII!—‘
Slr—*

Ce résultat est similaire a celui trouvé dans [65] dans le cas des conditions aux limites de
Dirichlet, Plus précisément dans le cas ot 'espace de Sobolev WPl () est remplacé par
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Wals’g’“l(Q) et I'hypothese (4.18) est remplacée par

OJue ’pl

Z/ b dzdt < f3;
+ |uel)”

dans ce cas (4.17) est vérifiée [81].
On montre ensuite que les suites (uc)e, (ve)e et (we). satisfont les estimations (4.16)—(4.18).
De plus a partir des estimations sur les termes non linéaires, on a

| rin(te, ve,we) 1 @py + I o(eMue, eve, eMwe) |11 < e (4.20)

on déduit la convergence forte dans L'(Qr) (quitte & extraire une sous suite) des suites
(ue)e, (v2)e et (we)- . La convergence forte dans L'(Q7) des termes non-linéaires o, r;, i =

2,3, est obtenue grace au théoreme de Vitali. Enfin, la convergence des termes de diffusion
anisotrope est obtenue en montrant que les suites (a;1(t,z, Vue)): ( resp. (ai2(t, z, Vue))e,
(a3(t,z, Vwe)):) convergent presque partout dans Qr et dans L'(Qr) vers ayi(t,x, Vu)
(resp. aj2(t, z, V), a;3(t, z, Vw)).

4.2. Solutions entropiques pour un modéle anisotropique [A3]

L’existence et 'unicité des solutions entropiques pour un systeme d’EDP non linéaire conte-
nant des termes généraux de diffusion anisotropiques et des termes de transport avec des condi-
tions aux limites de type flux nul sont établis. Ce probléme est un prototype des systeémes
non linéaires modélisant la propagation d’une épidémie (VIF) dans un habitat hétérogene.
Dans [A2], nous avons établit I'existence des solutions du probleme

Ou(t, ) — div(Aq(t, z, Vu(t,z)) + u(t, 2)Ki(t,x)) + ri(t, z,u,v) =
—o(t,x,u,v) +b(t,z)(u(t,x) + v(t,x)) — m(t,x)u(t,x) + f(t,z),
Owu(t,x) — div(Aa(t,z, Vo(t,z)) + v(t, x)Ka(t, z)) + ro(t, z,u,v) =

o(t,3,4,0) — (m(t, 2) + a(t, 2))v(t, 2) + g(t, 2);
(4.21)
dans Qr = (0,7 x €, avec les conditions aux limites de flux nuls sur (0,7) x 92

(A1t @, Vu(t, x)) + ult, 2)Ky (¢, 2)) - n(x) = 0,
(Aa(t, z, Vo(t, x)) + v(t, ©)Ka(t, 2)) - n(x) =0, (4.22)
K;(t,x) -n(z) >0 fori=1,2,

et avec des conditions initiales dans L'(Q)
u(0,x) = up(z) and v(0,z) = vo(x). (4.23)

C’est exactement le méme systeme que (4.1) pour w = 0.
On dira que le couple (u,v) est une solution entropique du systéme (4.21)-(4.23) si u
et v ont les méme régularités que dans la définition 4.1, T, (u) et T, (v) appartiennent a
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O, LPH(0, T; WhPrH(Q)), et vérifient

T
/QSy(u —o)(T,x)dx — /QSy(Uo(ﬂU) —(0,z))dx —i—/o /Q < Op, Ty (u — @) > dadt
T T
/ /(Al(t,m, Vu) +uKi(t,z)) - VIy(u — @) dedt +/ / r(t, z,u,v) Ty(u — @) dedt
0 Q 0 Q

+ ! o(t,z,u,v)Ty(u — ¢) dedt — ' b (u+v) Ty(u— p)dzdt
0 Q 0 Q
+ /OT/Qm u Ty (u— p)drdt < /OT/QfTV(u — @) dxdt, (4.24)

/ngy(v—w)(T,x)dx—/QSv(vo(x)—w(O,x))dﬂc—i-/OT/Q < O, T (v — ) > dadt
+/T/(A2(t,x,Vv) +vKy(t,x)) - VI (v — ¢)
+/OT/ J(t, uv)T,y(v—q,Z))dxdt—/ / o (t, 2, u, )T, (v — ) dardt

/ /m—i—a v Ty (v—1 dxdt</ /gT (v —1) dedt, (4.25)

pour tout v > 0 et p, ¢ € ﬂLpl 0,7; WhPrl(Q)) N L= (Q7) N C([0,T]; LY(Q)) tels que
=1

N
P
0, 0rp € Y L1 (0, T; (WHPH(Q))).
=1
Existence des solutions entropiques. On construit des solutions approchées de la méme

maniere que dans ([A2]). On montre que les suites

N
(T (ue))e et (Ty(ve))e sont uniformément bornées dans ﬂ LP(0,T; WhPel(Q)).  (4.26)
=1

Ensuite, en s’insiprant des travaux de [11], [72], on considere T’ (u. — ¢) et T, (v — 1)) comme
fonction test puis on passe a la limite sur €.

Unicité des solutions entropiques. On montre 'unicité dans le cas ou le terme d’inci-
dence o(t,z,u,v) et les termes r;(t, z, u,v) sont des fonctions Lipschtiziennes par rapport aux
densités u et v. La méthode utilisée a été introduite dans [11], [72]. Néanmoins de nouvelles
difficultés apparaissent rattachées aux influences des termes de transport et des termes non
linéaires. L’idée de la preuve est de démontrer que toute solution entropique est égale a la
limite des solutions obtenues par le procédé d’approximation. Plus précisément, soit (ug,ve)
une solution entropique définie par (4.24)-(4.25). Soit (uj,v1) la limite des approximants
(U1,e)e; (V1,)e. Alors (ug,D2) = (u1,v1) presque partout dans (0,7) x €.
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4.3. Modeéle VLF (Virus de la Leucémie Féline) [A1]

Le développement clinique de l'infection du VLF commence par une phase d’infection
transitoire qui se prolonge en moyenne de trois semaines a quatre mois, Hardy et al., [51].
Dans ce modele la population est structurée par états sanitaires en trois classes : les individus
sensibles u, les infectés v, c’est a dire ceux qui transmettent la maladie aux sensibles, et les
immunisés w. Les parametres démographiques et épidémiologiques sont notés b et m pour le
taux de fertilité et de mortalité naturelles, « étant le taux de mortalité additionnelle due a
I'infection. En présence du virus, la classe des sensibles est constituée d’individus n’ayant pas
la maladie mais qui sont capables de la développer, une proportion 7 devient continuellement
virémique, et une proportion (1 — 7) devient immunisée.

Soit o (u, v, w) la fonction d’incidence, i.e. le nombre de nouveaux infectés par unité de temps.
On considere que les contacts infectieux dépendent du comportement social des individus.

Le modele (VLF) avec structuration spatiale dans un ouvert € de RY s’écrit
up — div(A1Vu + uKy) 4+ ri(t, 2, u,v,w) =

b(t,z)(u +w) —m(t,x)u — o(t,z,u,v,w) + f(t,x),

vy — div(AaVo + vKa) + ro(t, z, u, v, w) =
(4.27)
WU(t7 T, u,v, U)) - (m(ta 1’) + Oé(t7 .%'))’U + g(t7 .%'),

wy — div(AsVw + wKs) + r3(t, x, u, v, w) =

(1 —=m)o(t,z,u,v,w) —m(t,x)w + h(t, z);

avec des conditions aux limites de type flux nul.
Typiquement le terme de mortalité ou d’auto-régulation r; est de la forme

ri(t, z,u,v,w) = ki(t, ) uilu + v+ wPr, avec u; = u, v, w,

alors que le terme d’incidence o(t,z,u,v,w) ayant dans les applications l'une des formes
suivantes :

o1(t,z) u v, action a masse
U v ) _
o(t,z,u,v,w) = o2(t, ) W’ H)lflange proportionnel
U+ v+ w U v
0-3(t’ x)

, v>0.
I+ (u+v4+w)” ut+v+w

A; vérifie ’hypothése de coercivité, K; et sa divergence sont bornés. Les conditions initiales
ug, Vg, wo et les données f, g, h sont positives et intégrales.

Définition 4.2. — Soit 1 < ¢ < %—ﬁ siN>2etl< ¢g< % si N = 1. Une solu-
tion faible du systéeme (4.27) est un triplet (u,v,w) de fonctions positives ou nulles dans
Lq(O’Ta WLQ(Q)) N Lp(OaTa LP(Q)) N C([O,T], Ll(Q)) tel que O-('a ',u’vaw) et Ti('a ',u’vaw)f
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pour i = 1,2,3 sont dans L*(Qr) et satisfont

—/ u @y daxdt — / ©(0, ) ug(x)dx +/ (A1Vu+uKy) - Vo dadt
T Q

T

—|—/ m(t,z) u ¢ dzdt —/ b(t,z) (u+w) ¢ dxdt
T T

/ o(t,z,u,v,w)p dacdt—l—/ ri(t, z,u,v,w) ¢ dedt = f o dxdt,
T T Qr

pour tout ¢ € CH([0,T[xQ) ; ainsi que des formulations analogues pour les variables v et w
du systéme (4.27).

Théoréme 4.2. — Pour tout f, g et h € L}F(QT) et ug, vg, wy € L#(Q), sous l'une des
conditions suivantes :

o Ki(t,z) n(x) =20 pp. (t,x) €y, i=1,2,3;
* p=>2
e N=1;

le systéme (4.27) admet une solution faible positive ou nulle.

La premiére condition est une condition standard (voir [66]), dans le contexte des systémes
réaction-diffusion. Ensuite, p = 2 est une condition naturelle pour le modele logistique qui se
trouve dans [37]-[26]. Les solutions sont plus réguliéres en dimension 1, et on utilise comme
dans [A10] un résultat de compacité relative a la dimension 1 pour conclure avec la troisieme
condition.

Le systéme (4.27) est trés proche de celui traité dans la section 4.1 pour des équations ho-
mogenes et par conséquent la méme démarche est utilisée pour établir ce théoreme.

4.4. Modéle m-proies et n-prédateurs [A4]

On s’intéresse a un systeme d’EDP non linéaire modélisant l'interaction entre m-proies et
n-prédateurs; u;(t,x) et v;(t,x), pour ¢ = 1,m et j = 1,n représentent respectivement les
tailles des populations de prédateurs et de proies & la position z et & 'instant ¢. Les différents
parametres démographiques, liés a la prédation, sont notés a; et r; pour les taux de mortalité
et de croissance des proies, e; lefficacité de conversion, 1/p; le temps de recherche dépensé par
un prédateur pour trouver sa proie et p;/q; le temps de manipulation des proies capturées. Ce
modele est semblable & ceux dans Alikakos [1] et Chow et al. [24]. On y reprend une hypothese
dans le rapport avec des modeles écologiques de type “food pyramid condition”, qui modélise
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la compétition entre n prédateurs. Le modele s’écrit pour 1 <j<netl1<i<m:
Ov; — div(Dy, (t, 2)Vv; + v, Ky,) = 1i(t, z)v;
— kit )98, )| 7 o = > ha(t s, ug,v) + filt, @), (4.28)
1<j<n
Opuj — div(Dy, (t, 7)Vu; +u;Ky,) = —a;(t, v)u;
+ Z ei(t,x)h; j(t, x,uj,v;) — Z Cr;(t, x, up, uy )

1<i<m j+1<k<n
+ Y (@) Cr(t m,uk, ug) + g5(t @) (4.29)
1<k<j—1

dans Qr = (0,7) x Q, et avec les conditions aux limites sur Xp = (0,7") x 9Q de type flux
nul :

{ (Dvi (t’ x)vi(t’ x) + vi(t’ 'I)Kvi (t’ x)) ’ 77($) =0, (4 30)
(Duj (ta x)uj (t7 .%') + Uy (t7 x)Kuj (tv 1‘)) : 77(1') =0,
et les conditions initiales positives ou nulles :

vi(2,0) = v)(z) >0, u;(z,0) = u?(:c) >0, e (4.31)
Iei, ¥(t,z) = Z v(t,x), est la population totale des proies, et h;;(t,z,u,v) =

1<I<m
14 qi;(t,z)v
entre la proie 7 le prédateur j. L’interaction entre le prédateur k et le prédateur j donnée par

u fait référence a la réponse fonctionnelle de type Holling II de prédation

Cr ;(t,x,u,v) = ¢t j(t,x)uv. On suppose que les données f;, g; sont positives ou nulles et les
conditions initiales v, u? sont dans L!.
Dans le systeme (4.28)—(4.29), toutes les fonctions sont positives ou nulles et bornées et on

suppose de plus

0<ro<ri(t,z) < rmaz,p-p. (t,x) € Qr (4.32)
0 < ko < ki(t,x) < kmaz, p-p- (t,2) € Qp, (4.33)
la matrice de diffusion D,, a = v;, u; est a-coercif
D, (t,2)¢ - & > al¢|® p.p. (t,2) € Qr, V¢ € RY, (4.34)
et le vecteur de diffusion satisfait
K, € (L%(Qr))Y et div K, € L®(Qr) (4.35)

On remarque que si g; ; = 0 et 0; = 2, le modele est celui de Lotka-Volterra ; dans ce cas le
terme h; ; a les mémes propriétés que Cy, ;.

Quand I'advection est ignorée et g; = 0, ce modele est semblable a ceux dans [1] et [24]
dans le rapport avec des modeles écologiques. L’hypothese de base de type “food pyramid
condition”, comme dans Alikakos [1],

Bi(t,w,ut,tin) = — > cpjta)up+ > dpj(tw)e (t x)ug;
jHi<k<n 1<k<j—1
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est : étant donnés n prédateurs vivants isolés dans une certaine région on peut les ranger dans
un ordre arithmétique et de telle facon que le prédateur j puisse se nourrir de n’importe quel
prédateur k (k < j — 1) et ne peut se nourrir du prédateur k (k > j + 1). Par conséquent,
la croissance de ’espece ¢ doit étre limitée par I’alimentation disponible, qui est 'ampleur de
I’espece j.

Définition 4.3. — On suppose que N > 2; soit 1 < ¢q < %—ﬁ Une solution faible du

probléme (4.28)-(4.31), est une fonction positive ou nulle ((u;)1<j<n,
(vi)i<i<m) tel que, pour 1 <j<mn,1<i<metl<k<j—louj+1<k<n:

uj € LI((0,T); Whi(Q)) n C([0,T]; L (),
v € LI((0,7); WhHa(Q)) N L7 ((0, T); L7 () N C([0, T]; L'()),
hi,j(" "uj’vi) € Ll(QT)’ Ck,j('a "uk,uj) € Ll(QT)’ kz(a ‘),190,'—1,0@, € Ll(QT)a

et satisfaisant

—/ v; Oppidxdt — /gpz(az 0)) (x )dx—}—/ (Dy, Vv, + v, Ky,) - Vipidadt
Qr

T
:/ / (ryv; — k9o v;)pidxdt — Z hi j(uj, vi)pidadt +/ fipidxdt,
T J0

QT 1<j<n
—/ ujati/}jdxdt—/wj(x,O)u?(x)dx—i—/ (Do, Vuj +u;Ky,) - Vipjdrdt
T Q T

= —/ ajuj¢jdacdt + Z eihi7j(uj,vi)¢jdacdt
Qr

QT 1<i<m
_ / S O, wy)ydadt + / S diCoj (g, ug)sdadt + / gi;dudt,
QT j11<k<n QT 1<k<j—1 Qr
pour tout ¢;, ¥; € CL[0,T) x Q).
Théoréme 4.3. — Soit ug, v) € LY (Q) et f;, gj € LY(Qr). Alors, sous l'une des conditions
sutvantes pour 1 <j<netl<i<m:
Ky, (t,r) -n(r) >0, Ky (t,2) -n(x) >0 p.p. (t,7) € X et 07 > 1, (4.36)
Ky, (t,r) -n(x) >0  pp. (t,x) €Xr et 0; > 2, (4.37)

le systéme admet une solution faible au sens de la définition 4.3.

La premiére condition (4.36) est une hypothese classique dans le contexte des systémes
de réaction-diffusion tandis que la deuxiéme condition est la condition naturelle dans le cas
logistique (0; = 2). La technique utilisée pour prouver ce théoréeme est celle dévéloppée
précedemment concernant les systémes de réaction-diffusion & données L' et en se servant de
la structure triangulaire des termes de compétition entre prédateurs.
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Une difficulté importante de ’analyse des écoulements compressibles en milieu poreux
réside souvent dans les dégénérescences des termes dissipatifs en saturation et des termes
d’évolutions. Le comportement de la pression capillaire quand une phase est abscente condi-
tionne le type de dégénérescence. Notre approche consiste & caractériser les solutions, selon
le type de dégénérescence, soit par une solution faible classique soit par une solution faible
dégénérée. Cette derniére approche permet de vérifier formellement ’équation de la saturation
, multipliée par une fonction également dégénérée, dans le domaine sauf sur un sous-ensemble
de mesure arbitrairement petite. Il est clair que c’est un premier pas vers la compréhension des
écoulements compressibles dégénérés et une multitude de questions demeurent pour I'instant
sans réponse. Néanmoins, la démarche utilisée pour traiter les écoulements eau/gaz évite la no-
tion des solutions faibles dégénérées et s’appuit sur des estimations d’énergie tenant compte du
couplage fortement non-linéaire du systéme. Ainsi, nous pouvons espérer obtenir des nouveaux
résultats pour des modeles diphasiques dans un cadre général. Il est également intéressant de
régarder la stabilité numérique du schéma proposé pour approcher les écoulements eau/gaz.
En effet, ’étude théorique a mis en évidence des instabilités potentielles lorsque certaines
perturbations sont introduites dans le systeme.

Les problemes académiques de la cavité entrainée et la cavité différentiellement chauffée
font toujours couler beaucoup d’encre. D’une part, il y a peu de résultats fiables sur la
détermination de la premiere bifurcation de Hopf. D’autre part, peu de méthodes permettent
de calculer des solutions correctes a grand nombre de Reynolds car cela nécessite a la fois une
méthode de calcul stable et une approximation précise des termes de convection. L’algorithme
proposé permet de capter de facon précise les solutions stationnaires, les solutions périodiques
et de donner le comportement qualitatif des solutions pour de grand nombre de Reynolds ou
nombre de Rayleigh. Afin de capter les solutions tourbillonnaires, il est nécessaire d’avoir des
solutions précises dans la couche limite et donc d’avoir un niveau de raffinement du maillage
tres élévé au voisinage des parois. Les algorithmes de décomposition de domaines de type
Schwartz, avec et sans recouvrement, ne sont pas adaptés aux équations de Navier-Stokes
parce qu’ils n’assurent pas la conservation du débit aux interfaces. Il serait alors intéressant
de considérer le maillage comme étant un maillage composite et de discrétiser I’'opérateur sur
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ce type de maillage afin d’assurer la condition d’incompressibilité. D’autre part, la méthode
multigrille peut étre généralisée sur des maillages composites.

Les données en dynamique des populations, & savoir les termes sources et les densités
initiales, sont naturellement des fonctions positives et dans L'. On s’est restreint & 1’étude
dans ce cadre, en s’intéressant a des modeles épidémiologiques tels que les modeles VIF,
VLF ou des modeles d’intéractions entre populations (proies-prédateurs). Il serait toute-
fois intéressant de construire des schémas numériques robustes et stables afin de simuler
les différents phénomenes. On s’intéresse actuellement & des problemes simplifiés modélisant
la propagation de I’épidémie de la grippe et & un modele simplifié de chimiotactisme d’un
point de vue théorique et numérique.
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