
ÉQUIPE ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES ET PHYSIQUE

MATHÉMATIQUE

RESPONSABLE : XUE PING WANG

1. Membres

1.1. Membres permanents (au 01/06/2006).

• Enseignants-Chercheurs (13)
BARBE Jacques, Prag
BOULKHEMAIR Abdeslam, Mâıtre de Conférences (HDR)
CHARBONNEL Anne-Marie, Mâıtre de Conférences (HDR)
DAUMER Franck, Mâıtre de Conférences
DEPAUW Nicolas, Mâıtre de Conférences
GRÉBERT Benôıt, Professeur
MORAME Abdereman, Mâıtre de Conférences (HDR)
NICOLEAU François, Mâıtre de Conférences (HDR)

PATUREL Éric, Mâıtre de Conférences
POPOV Georgi, Professeur
ROBERT Didier, Professeur
SAINT-RAYMOND Xavier, Professeur
WANG Xue Ping, Professeur

• Chercheurs CNRS (2)
NOVIKOV Roman, DR
VODEV Georgi, CR (HDR)

1.2. Membres non-permanents.

• Doctorants (5)
ABOUD Fatima
JIA Xiaoyao
JOLLIVET Alexandre
MOULIN Simon
SOURISSE Arnaud

1



2 RESPONSABLE : XUE PING WANG

• Chercheurs invités (ayant séjourné plus d’un mois à Nantes)
M. Belishev (Saint Petersburg, Russie), un mois en 2002, un mois en 2005
F. Cardoso (Recife, Brésil), un mois en 2002
D. Palagachev (Bari, Italie), un mois en 2002
A. Vasy (MIT, USA), un mois en 2002
M. Fontes (Lund, Suède), trois mois en 2003 (CRA du CNRS)
T. Suslina (St Petersburg, Russie), un mois en 2003
P. Topalov (Sofia, Bulgarie), un mois en 2003, un mois en 2005
V. Georgiev (Pise, Italie), un mois en 2004
Y.F. Wang (Pékin, Chine), un mois en 2005
E. Korotyaev (Berlin, Allemagne), un mois en 2005
A. Pono (Milan, Italie), un mois en 2005
R. Weder (Mexico, Mexique), un mois en 2005
A. Neftiev (Baku, Azerbaidjian), un mois en 2005
Z.F. Zhang (Pékin, Chine), trois mois en 2005 (CRA du CNRS)
C. Cuevas (Recife, Brésil), deux mois en 2006 (UN/CNRS)
V. Sharafutdinov (Novosibirsk, Russie), un mois en 2006.

2. Participation de l’équipe à des réseaux

• GDR Analyse des équations aux dérivées partielles, responsable : Nicolas Burq
(Orsay), membres : équipe EDP

• GDRE (Européen) Mathematics and Quantum Physics, responsable : M. Combes-
cure (Lyon), membres : A. M. Charbonnel, B. Grébert , A. Morame, F. Nicoleau,
E. Paturel, G. Popov, D. Robert, G. Vodev, X. P. Wang.

• Programme SPECT (Spectral Theory and Partial Differential Equations) de
l’European Scientific Foundation, responsable: A. Laptev, membre : D. Robert.

• Programme ECOS-Sud (projet C02E06), membre : E. Paturel.
• Réseau IHP Analysis and Quantum (HPRN-CT 2002-00277), membre : E. Pa-
turel.

• GDRE GREFI-MEFI, responsable : P. Picco (Marseille), membres : D. Robert,
X.P. Wang

3. Organisation de colloques et congrès

• Semiclassical Meeting, Conférence annuelle du GDRE de Monique Combescure,
Nantes, 9-11 janvier 2003.

• Complex Analysis and Inverse Problems (session), Institut Henri Poincaré, Paris,
15-19 décembre 2003.

• École de CIMPA-UNESCO : “Partial Differential Equations and Applications”,
17-29 juillet, 2004, Lanzhou, Chine.

• Journée EDP en l’honneur de Pierre Bolley, novembre 2004.
• Journée Nantes-Rennes Analyse des EDP et applications, janvier 2005.
• Colloque Analyse spectrale en physique mathématique, 22-24 mai 2006.
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4. Rapport d’activité (06.2002-05.2006)

L’équipe d’Analyse (plus précisément, Équations aux Dérivées Partielles et Physique
Mathématique) comprend actuellement douze enseignants-chercheurs (dont cinq PR et
sept MCF), un PRAG, un DR et un CR du CNRS, cinq doctorants. Pendant les trois
dernières années, il y a trois départs à la retraite : P. Bolley (10/2004), M. Gouleau
(01/2005) et A.-M. Charbonnel (09/2006) et un recrutement : Luc Hillairet (09/2006).
Durant les cinq dernières années, l’équipe d’Analyse a vu le nombre de ses membres per-
manents diminuer de trois. La répartition par âge des membres permanents de l’équipe
est la suivante :

AGE moins de 35 entre 36-45 entre 46-55 plus de 56
PR, DR 0 2 3 1

MCF, CR, PRAG 1 4 3 1
TOTAL (15) 1 6 6 2

Les travaux de l’équipe portent essentiellement sur l’étude des équations aux dérivées
partielles de la physique, notamment de la mécanique quantique (analyse semi-classique,
théorie spectrale, théorie de la diffusion, problèmes inverses), mais aussi en relation avec
la mécanique des fluides et la géométrie. D’autres travaux concernent des sujets fon-
damentaux en théorie des EDP comme les problèmes aux limites ou la théorie des
opérateurs intégraux de Fourier. Les recrutements de la période 1997-2002 ont contribué
à élargir et à renouveler les thèmes de l’équipe : chimie quantique, théorème de KAM en
dimension infinie, système dynamique et géométrie symplectique, l’équation de Dirac-
Fock et la méthode variationnelle. Le thème spectral de l’équipe s’est vu renforcé par le
recrutement d’un mâıtre de conférences en 2006. Certains thèmes de l’équipe d’Analyse
sont communs avec d’autres équipes du Laboratoire : avec l’équipe de Géométrie sur la
théorie spectrale dans des cadres géométriques, avec l’équipe de Topologie et Géométrie
algébrique sur la géométrie symplectique, et avec l’équipe de Mathématiques appliquées
sur les EDP non linéaires et les problèmes inverses. C’est ainsi qu’ont eu lieu les collab-
orations entre R. Novikov et J.-P. Guillement sur des méthodes numériques en diffusion
inverse, entre A.M. Charbonnel et C. Anné sur la formule de Bohr-Sommerfeld et l’indice
de Maslov, entre A. Boulkhemair et J. Nachaoui sur l’optimisation de forme, et le co-
encadrement par A. Morame et F. Jauberteau d’une thèse de doctorat sur l’analyse
numérique du spectre de champ magnétique.

Description des travaux de recherche

4.1. Analyse semi-classique.

4.1.1. État cohérent, fidélité quantique, systèmes classiquement chaotiques. Les travaux
actuels de D. Robert portent principalement sur les systèmes classiquement chaotiques
et leurs analogues quantiques. En collaboration avec M. Combescure ils ont appro-
fondi une approche utilisant les états cohérents pour résoudre, dans le régime semi-
classique, l’équation de Schrödinger dépendant du temps. Cette approche est voisine de la
transformation de Bargman et plus généralement de la transformation de Fourier-Bros-
Iagoniltzer dont la théorie a été élaborée par J. Sjöstrand. Cependant sa méthode semble
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plus explicite et plus directe. L’objectif de ses études est d’analyser les phénomènes pour
des temps très grands (à l’échelle ~) et de comprendre comment se manifeste du côté
quantique le chaos classique. Dans le travail [2] en collaboration avec A. Bouzouina, ills
ont étudié la propagation des observables dans le régime semi-classique pour des temps
de l’ordre de log(~−1) et établi des estimations précises des développements asympto-
tiques pour des grands temps dans des classes d’hamiltoniens analytiques ou Gevrey.
Dans [28] en collaboration avec S. De Bièvre, ils ont fait une étude fine de la propaga-
tion d’un état cohérent localisé sur un maximal local instable d’un potential pour une
équation de Schrödinger à un degré de liberté. L’un des points clé de ce travail est de
reprendre le travail précédent avec A. Bouzouina en le précisant grâce à l’existence de
formes normales. En collaboration avec M. Combescure, il a étudié dans [29] la théorie
de la réponse linéaire. Ils montrent que la susceptibilité dynamique pour des systèmes
de fermions en régime chaotique semi-classique s’exprime par une formule analogue à
la formule de Gutzwiller mais avec 2 variables temporelles (2003). Toujours en collab-
oration avec M. Combescure, il étudie actuellement les problèmes dépendant du temps
perturbés. La difficulté bien connue de ce type de problème est qu’il faut analyser si-
multanèment deux hamiltoniens H0 et Hδ (δ mesurant l’intensité de la perturbation).
Lorsqu’il n’y pas de propriété de commutation le problème est délicat. On étudie une
quantité introduite par les physiciens sous le nom de fidélité ou d’écho de Loschmidt.
Dans le régime semiclassique on peut espérer obtenir des résultats s’approchant des
prédictions que l’on peut lire dans les articles de physique sur les comportements à
temps grands. Ils ont obtenu des résultats partiels pour des états initiaux gaussiens. Le
cas d’autre type d’états (par exemple lagrangiens) semble beaucoup plus difficile.

4.1.2. Analyse haute fréquence de l’équation de Helmholtz. Les intérêts récents pour
l’équation de Helmholtz à haute fréquence ont pour origine la conception des installa-
tions laser ultra puissantes, comme Laser Méga Joules en France ou National Ignition
Facility aux USA. La longueur d’onde dans ce problème étant inférieure à un micron,
le comportement hautement oscillant de la solution rend un calcul numérique direct
instable et coûteux. On souhaite alors connâıtre mieux les propriétés asymptotiques de
la solution. Les travaux [61, 68, 91] de X.P. Wang concernent l’analyse haute fréquence
de l’équation de Helmholtz par la méthode de mesure semi-classique. Dans [61, 91], sous
certaine condition géométrique, il montre comment améliorer des outils développés en
analyse semi-classique, en particulier, les estimations microlocales dans la théorie de
la diffusion, pour démontrer l’existence et l’unicité de la mesure semi-classique pour
un terme source concentré près d’un point. Dans l’article [68] en collaboration avec P.
Zhang, ils étudient l’équation de Helmholtz avec un terme source ayant concentration-
oscillation sur un sous-espace. Ils démontrent pour l’indice de réfraction variable que sous
certaines conditions, la transformée de Wigner des observables quadratiques converge
vers l’unique mesure semi-classique satisfaisant à l’équation de Liouville avec la propriété
de radiation sortante à l’infini. Par rapport au cas d’indice constant étudié par Castella-
Perthame-Runborg(Comm. in P.D.E., 2002), plusieurs difficultés supplémentaires appa-
raissent dans les estimations uniformes de la solution, dans la détermination explicite
du terme source de l’équation de Liouville et dans la démonstration de la propriété de
radiation de la mesure limite.
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4.1.3. Thèmes semi-classiques divers. Dans sa thèse de doctorat intitulée Hamiltoniens
quantiques et symétries dirigée par D. Robert (voir aussi [53]), R. Cassanas étudie le
comportement semi-classique des hamiltoniens quantiques dont le symbole de Weyl est
invariant par un groupe de symétries. Pour un groupe fini, il donne une formule de
Gutzwiller pour l’hamiltonien réduit qui fait intervenir la symétrie d’orbites périodiques
classiques du niveau d’énergie étudié et l’interprète dans l’espace de phase réduit lorsque
le groupe agit librement. Pour un groupe de Lie compact, il obtient une asymptotique
de Weyl de la fonction de comptage des valeurs propres de l’hamiltonien réduit et une
formule de type Gutzwiller impliquant des orbites quasi-périodiques.

A. Charbonnel étudie, avec C. Anné, le spectre conjoint pour plusieurs opérateurs
qui commutent. Dans le régime semi-classique, elle a obtenu dans [35] la formule Bohr-
Sommerfeld qui donne une relation asymptotique entre les valeurs propres et les périodes
communes des trajectoires périodiques de plusieurs hamiltoniens classiques.

L’article [38] de B. Helffer, D. Robert et X. P. Wang concerne une question qui à-
priori n’est pas de nature semi-classique. Il s’agit de montrer qu’une classe de problèmes
dépendant quadratiquement d’un paramètre complexe, admet des solutions non triviales.
Les techniques semiclassiques leur ont permis de répondre positivement à cette question
en dimension paire. Le cas de la dimension impaire, plus grande que 1, est encore ouvert.

Dans [48],G. Popov et G. Vodev (avec F. Cardoso) fournissent une nouvelle démonstration
intéressante de l’estimation semi-classique de la résolvante de l’opérateur de Schrödinger
près d’un niveau d’énergie non captif. Cette preuve est basée sur un théorème de propaga-
tion de singularité de Melrose-Sjöstrand et s’applique à l’opérateur de Laplace-Beltrami
sur des variétés avec bord.

4.2. Analyse microlocale et applications. A. Boulkhemair s’intéresse à l’analyse
microlocale et ses applications aux EDP non-linéaires. Il établit dans [34] la continuité
L2 pour des opérateurs intégraux de Fourier à phases et amplitudes peu régulières,
opérateurs sensés quantifier des transformations canoniques peu régulières de type Sobolev
ou Hölder. Ce type de résultat est utile pour aborder l’étude des équations non linéaires
par les méthodes microlocales. Dans l’article [69] à parâıtre dans Commun. P.D.E., A.
Boulkhemair et A. Chakib établissent l’inégalité de Poincaré dans W 1,p(Ω) avec une con-
stante indépendante de Ω ∈ U , où U est une classe quelconque d’ouverts uniformément
bornés et uniformément lipschitziens dans Rn. Comme conséquence, ils obtiennent le
résultat suivant : La première valeur propre non nulle λ2(Ω) du problème standard vari-
ationnel de Neumann dans Ω pour le Laplacien est minorée par une constante positive
quand les domaines Ω varient dans U . Dans un travail récent [79] (avec A. Nachaoui et
A. Chakib), ils démontre la continuité par rapport au domaine de l’opérateur de trace
au bord dans le cas d’une famille d’ouverts du plan de classe C1 et pour la topologie na-
turelle C1, et a appliqué le résultat obtenu à l’étude de fonctionnelles coût apparaissant
en optimisation de forme.

Dans le cadre d’une algèbre nilpotente graduée de rang 3, M. Gouleau ([3]) obtient
des résultats algébriques et topologiques d’une transformation de Fourier introduite par
N.J. Wildberger sur un groupe de Lie nilpotent général. Il construit une paramétrix pour
une représentation unitaire irréductible d’un opérateur différentiel homogène invariant
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à gauche sur le groupe de Lie connexe et simplement connexe de l’algèbre de Lie. Sous
certaines hypothèses, il construit l’inverse exact de cette représentation et montre que
cet inverse est un opérateur pseudo-différentiel dont le symbole est dans une classe de
R. Beals.

Les recherches de X. Saint Raymond concernent des inégalités de G̊arding qui décrivent
des liens entre des inégalités sur les symboles et des inégalités sur les opérateurs. L’article
[13] est consacré aux inégalités de G̊arding et les étudie sur deux points : rôle de la
régularité des coefficients de l’opérateur, et localisation de l’hypothèse de positivité du
symbole. On s’y restreint principalement aux opérateurs différentiels, ce qui permet
d’utiliser des techniques élémentaires. Ces dernières consistent en des lemmes de fac-
torisation de polynômes à paramètres, combinés avec des quantifications adaptées des
symboles.

4.3. Analyse spectrale, décroissance d’énergie locale.

4.3.1. Supra-conductivité. A. Morame continue à étudier des problèmes mathématiques
de la supra-conductivité. Dans les articles [4, 37] en collaboration avec B. Helffer, il
étudie le niveau d’énergie fondamental de l’équation linéarisée de Ginsburg-Landau
dans un domaine borné et avec un champ magnétique constant. Ils établissent un
développement asymptotique précisé du niveau fondamental, en dimension 3 et par rap-
port à un paramètre de la physique de la supra-conductivité, qui fait apparâıtre l’effet
de la courbure de la frontière du domaine. On retrouve un équivalent en dimension 3 de
la conjecture Bernoff-Sternberg qu’ils avaient prouvée en dimension 2.

Dans [56] avec Françoise Truc, il démontre que, le domaine modèle du demi-espace
utilisé dans [37] admet seulement un nombre fini d’états discrets, qui croit en fonc-
tion de l’angle du champ magnétique avec la frontière. Ils donnent un comportement
asymptotique de ce nombre d’états discrets, en fonction de l’angle.

4.3.2. Résonances, estimation de la résolvante, estimation dispersive. G. Vodev tra-
vaille sur les estimations semiclassique et à haute énergie de la résolvante de l’opérateur
de Laplace-Beltrami sur des variétés riemanniennes de volume infini, sur le nombre de
résonances sur des variétés avec courbure négative à l’infini, et sur la décroissance de
l’énergie locale pour l’équation d’onde. Dans [14, 15], il obtient une estimation exponen-
tielle en énergie pour la résolvante de l’opérateur de Laplace-Beltrami sur des variétés
riemanniennes de volume infini. Ces résultats donnent naturellement des informations
sur la localisation des résonances et généralisent des résultats obtenus par N. Burq.

Dans [49, 60, 66], G. Vodev obtient en collaboration avec F. Cardoso et C. Cuevas
des estimations dispersives optimales pour les solutions de l’équation des ondes en di-
mension deux ou trois avec un potentiel à valeur réele qui n’est pas régulier. Dans [76]
il étend ces résultats au cas de dimension supérièure ou égale à quatre, en obtenant
des estimations dispersives avec perte des dérivées. Dans [59] il obtient des estimations
dispersives optimales pour les solutions de l’équation de Schrödinger en dimension trois,
tandis que dans [77], il démontre des estimations dispersives en dimension supérieure ou
égale à quatre avec perte des dérivées. Ces estimations dispersives peuvent être utilisées
pour démontrer des estimations de Strichartz globales.
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4.3.3. Analyse spectrale près de seuils. Les travaux [32, 50, 67, 78] de X.P. Wang por-
tent sur l’analyse spectrale près de seuils pour des problèmes provenant de la physique
et de la géométrie. Ses recherches [50, 78] sur l’analyse spectrale près d’un seuil sur des
variétés riemanniennes à bout conique sont motivées par un exposé intéressant de Gilles
Carron au Séminaire d’Analyse sur le saut en zéro de la fonction de décalage spectral
(J. Funct. Analysis, 2004). Il étudie les résonances au seuil zéro ([50]), l’asymptotique
de la résolvante au voisinage de zéro et le développement asymptotique en temps grands
du groupe unitaire de l’opérateur de Schrödinger sur des variétés à bout conique ([78]).
Différent de l’opérateur de Schrödinger euclidien sur Rn, la multiplicité de la résonance
d’énergie nulle sur les variétés à bout conique peut être arbitrairement grande. L’interaction
entre ces états résonnants est l’obstacle principal à clarifier la structure de la singu-
larité de la résolvante. L’article [67] est consacré à l’étude spectrale de l’opérateur de
Schrödinger matriciel à deux canaux, qui peut être considéré comme un modèle sim-
plifié du problème à N -corps. Dans le régime de perturbation, il donne une condition
nécessaire et suffisante (une règle d’or de Fermi généralisée) sur l’existence de valeurs
propres plongées entre les deux seuils. Pour les valeurs propres de l’opérateur non per-
turbé plongées à un des seuils, il obtient l’existence et la localisation de valeurs propres
ou de résonances de l’opérateur perturbé suivant des situations.

4.4. Équations en mécanique de fluide, analyse non-linéaire. En collaboration
avec T. L. Pham, P. Bolley étudie des modèles d’hydrodynamique linéaires. Dans
[18], ils s’intéressent à certaines solutions du problème aux limites dans un ouvert du
type Ω = Rd×] − h, 0[ et soumises à une condition de rayonnement sortant de type
Sommerfeld. Il s’agit d’un modèle du problème linéarisé du mouvement de la houle. Ils
donnent des résultats concernant l’existence, l’unicité, la régularité, le développement en
modes et le comportement asymptotique de la solution dans le cadre des espaces B∗ et B
de Agmon-Hörmander. Ces résultats étendent les travaux faits par de nombreux auteurs
(John, Beale, Lenoir,...) dans le cadre hilbertien basé sur l’espace de Sobolev H1

loc. Dans
[33], ils étudient un modèle du problème linéarisé de résistance de vagues (modèle de
Kelvin). Ils prouvent des résultats concernant l’existence, l’unicité et le comportement
asymptotique de la solution de cette équation dans le cadre des fonctions de Kelvin.

N. Depauw, motivé par les équations de l’hydrodynamique, étudie les champs de
vecteurs peu réguliers et le problème de Cauchy pour l’équation de transport associée.
Dans [19], il exhibe un contre-exemple à l’unicité de la solution pour ce problème linéaire
lorsque les coefficients sont à peine moins régulier qu’à variation bornée. Ce travail est
prolongé dans [20], et le cadre général pour traiter ce problème est exposé dans un
cours de 5 heures à l’école d’été de l’institut Fourier (Grenoble 1) en juillet 2005 [80]. Il
participe aux groupe de travail autour de l’électroradiologie animé par Yves Coudière,
en particulier pour la résolution de systèmes d’équations paraboliques semi-linéaires
où l’opérateur elliptique est non plus différentiel mais pseudodifférentiel. Il s’interesse
aussi aux application des inégalités de dispersions dans les équations ou systèmes hy-
perboliques semi et quasi linéaires, et à leur conséquences sur la minoration du temps
de vie de solutions régulières, éventuellement associées à des conditions nulles ou des
formes normales.
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4.5. KAM et systèmes dynamiques de dimension infinie. B. Grébert s’intéresse
également aux théorèmes de KAM et systèmes dynamiques de dimension infinie. Dans
[24], B. Gébert et T. Kappeler démontrent un théorème de type KAM pour des perturba-
tions de NLS au voisinage de solutions sans la restriction de la petitesse sur la donnée ini-
tiale. En collaboration avec D. Bambusi, il obtient un théorème intéressant sur la forme
normale de Birkhoff en dimension infinie [70], ce qui leur permet de démontrer l’existence
presque globale de la solution pour une classe générale de NLS multi-dimensionnelle [25].
Ensuite une collaboration avec J.-M. Delort et J. Szeftel [81] leur a permis d’étendre
ce résultat d’existence presque globale au cas de l’équation de Klein-Gordon sur des
variétés de Zoll et ceux peu importe la dimension. C’est le premier résultat de ce type
en dimension plus grande que deux.

L’article [41] de G. Popov est consacré à des perturbations dans la classe de Gevrey
d’un hamiltonian complètement integrable et non dégénérée. On démontre un théorème
KAM, et obtient des estimations et la forme normale de Birkhoff dans cette classe.

4.6. Problèmes inverses.

4.6.1. Diffusion inverse. F. Nicoleau s’intéresse à des problèmes de diffusion quantique
inverse pour l’opérateur de Schrödinger. Le problème de diffusion inverse près d’une
énergie fixée (i.e. avec les données de matrices de diffusion sur un petit intervalle) peut
se traiter à l’aide d’une méthode stationnaire grâce à un changement d’échelle et en util-
isant des paquets d’onde très soigneusement choisis. Il montre dans [39] que son approche
stationnaire permet de reconstruire facilement l’asymptotique complète du potentiel à
l’infini. Ces résultats sont à comparer avec ceux pour une énergie fixée obtenus par Joshi
- Sa Barreto utilisant des techniques sophistiquées d’opérateurs intégraux de Fourier et
de distributions legendriennes introduites par Melrose et Zworski. L’approche précédente
permet également de traiter un problème de diffusion inverse dans un régime semiclas-
sique [84]. Dans un premier temps, il montre que si deux potentiels cöıncident dans la
zone classiquement permise pour une énergie fixée non captive, les matrices de diffusion
à cette énergie sont égales en norme opérateur modulo O(h∞). Il s’ intéresse ensuite au
problème inverse : il montre que la connaissance de la matrice de diffusion dans un petit
intervalle d’énergie, aussi petit que l’on veut, modulo une erreur en norme opérateur
en O(h∞), permet de reconstruire l’asymptotique complète du potentiel à l’infini. Le
problème de diffusion inverse pour des opérateurs de Schrödinger de type Stark ([26]) a
été résolu dans le cas de potentiels à courte portée génériques, généralisant les résultats
de Weder. Enfin, il étudie dans [63] un problème de diffusion inverse pour des opérateurs
de Schrödinger avec potentiels répulsifs et dans [55] un problème de diffusion inverse
pour des champs électriques périodiques en temps en utilisant la méthode dépendant
du temps de Enss-Weder. Il s’intéresse actuellement au problème de diffusion inverse
lorsque la matrice de diffusion est connue dans un petit intervalle d’énergie.

Les travaux de R. Novikov portent sur les problèmes de la diffusion inverse pour de di-
verses équations aux dérivées partielles : l’équation de Newton de la mécanique classique,
l’équation de Schrödinger de la mécanique quantiqu), l’équation acoustique, l’équation
de conductivité électrique, l’équation de transport parallèle de la géométrie différentielle



EDP ET PHYSIQUE MATHÉMATIQUE 9

et de la tomographie d’émission et sur l’analyse numérique des problèmes inverses. Ses
travaux [7, 10, 11] sont consacrés aux études des transformations de Radon classique,
de Radon atténuée et de Radon non-Abélienne. Les résultats de [7] comprennent des
théorèmes d’unicité globale pour d ≥ 3, des nouveaux théorèmes d’unicité locale pour
d = 2, des preuves constructives, des contre-exemples à l’unicité globale pour d = 2 pour
le problème de la détermination d’un champ de jauge sur Rd (à des transformations de
jauge près) à partir de sa transformée de Radon non-Abelienne le long des droites ori-
entées. L’article [10] résout un problème ancien sur la caractérisation des transformées de
Radon atténuées en 2D. Dans l’article [11], il donne une démonstration complète et une
généralisation de la formule asymptotique de Gelfand-Graev (1962) pour la transforma-
tion de Radon inverse en dimension impaire. Les travaux [12, 40] (en collaboration avec
des collègues en mathématiques appliquées) sont consacrés aux méthodes numériques
pour la tomographie d’emission de simples photons. Dans ces travaux, ils développent
une approche basée sur la formule exacte obtenue dans [R.Novikov, Ark.Mat. 40, 145-
167 (2002)] pour la correction d’atténuation non-uniforme, d’une part, et des nouvelles
méthodes de filtrage de données contenant des bruits forts de Poisson, d’autre part. Ses
travaux [57, 58, 85] sont consacrés aux problèmes inverses pour l’équation de Schrödinger
à énergie fixée et aux tomographies acoustique et d’impédance électrique. Les résultats
principaux des ces travaux sont de nouveaux théorèmes mathématiques permettant des
réalisations numériques assez efficaces.

A. Jollivet (doctorant sous la direction de R. Novikov) étudie dans [83] la diffu-
sion inverse pour l’équation de Newton dans le cas relativiste (l’équation de Newton-
Einstein). En utilisant la transformation de rayon X, il montre que pour d ≥ 2 et aux
hautes énergies la première composante de l’opérateur de diffusion classique détermine
de manière unique la force F et que l’asymptotique aux hautes énergies pour la seconde
composante de l’opérateur de diffusion ne détermine pas de manière unique F .

Dans [52], A. Vasy et X.P. Wang démontrent que pour les problèmes à N -corps
avec N ≥ 3, la matrice de diffusion à énergie fixée détermine uniquement toutes les
interactions entre les particules dans la classe de fonctions de Schwartz, analytiques par
dilatation. Il est à noter que la même question (i.e., l’unicité de la diffusion inverse à
énergie fixe dans cette classe) reste ouverte pour les problèmes à deux-corps.

4.6.2. Problèmes spectraux inverses. G. Popov s’intéresse aux problèmes inverses spec-
traux. L’article [27] concerne un problème inverse spectral où il considère une classe de
billards dont le flot est complètement integrable et il démontre la rigidité spectrale du
problème du Robin pour cette classe de billards.

Les articles [5, 24] de B. Grébert (en collaboration avec T. Kappeler) sont consacrés
à NLS (l’équation de Schrödinger non-linéaire). Dans [5], ils étudient l’influence des
symétries naturelles de NLS sur le spectre des systèmes AKNS associés (via une paire
de Lax) et sur les variables actions-angles de NLS. Au passage ils démontrent que le
spectre d’un système AKNS est symétrique si et seulement si la suite des intervalles
d’instabilité est symétrique. Dans [36] une nouvelle méthode est développée pour obtenir
les asymptotiques des intervalles d’instabilités de l’opérateur de Schödinger sur [0,1] avec
conditions périodiques.
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4.7. Systèmes quantiques à plusieurs particules.

4.7.1. Limite thermodynamique et équation de Dirac-Fock. E. Paturel s’intéresse, parmi
les modèles de physique quantique, à ceux décrivant des cristaux constitués d’atomes
lourds, faisant intervenir l’opérateur de Dirac. Les travaux de Catto, Le Bris et Lions
donnent des résultats de passage à la limite thermodynamique dans les cas non rela-
tivistes (Thomas-Fermi, Hartree ou Hartree-Fock), et la collaboration [88] menée avec
Isabelle Catto (CNRS, Ceremade, Université Paris Dauphine) a pour but d’obtenir des
résultats similaires sur un nouveau système issu du modèle de Dirac-Fock. Un résultat
d’existence de solutions approchées est démontré, et le passage à la limite thermody-
namique est envisagé.

D’autre part, pour ces systèmes quantiques faisant intervenir (de façon non linéaire)
plusieurs particules, la notion de stabilité des solutions (au regard des équations d’évolution)
est délicate à définir et à démontrer. Dans le but de montrer ce type de résultat pour
des systèmes non relativistes (de type Hartree-Fock) à température non nulle, dont
les équilibres sont des états mixtes, une collaboration est menée avec Jean Dolbeault
(CNRS, Ceremade, Université Paris Dauphine), Michael Loss (Georgia Tech), Patricio
Felmer (Université du Chili, Santiago) et Gerhard Rein (Université de Bayreuth). De
tels résultats nécessitent de nouvelles inégalités de Lieb-Thirring, que nous appliquons
avec succès ([73]) aux modèles linéaires. L’application aux modèles non-linéaires ([87])
est en cours. Les applications de tels résultats pour la stabilité des solutions d’EDP non
linéaires, et leur dynamique à long terme sont en plein développement, et les méthodes
du calcul variationnel appliquées aux fonctionnelles d’entropies relatives permettent
d’espérer notamment des résultats de stabilité ou de retour à l’équilibre pour certaines
équations de diffusion non-linéaire. D’une manière plus générale, on cherche à appli-
quer des méthodes variationnelles à des problèmes où l’espace fonctionnel est un espace
d’opérateurs compacts.

Enfin, les méthodes variationnelles permettent de prouver l’existence de solutions cal-
culées numériquement par Stingelin pour le problème de Brézis-Nirenberg sur la sphère,
étudié en particulier par Bandle et Benguria : ces solutions, points critiques d’une fonc-
tionnelle présentant un défaut de compacité, n’ont pas d’équivalent dans le cas plat.

4.7.2. Théorie des champs quantiques. Dans les travaux [54, 71] en collaboration avec
L. Amour et J. C. Guillot, B. Grébert fournit une preuve mathématique de l’existence
de l’électron habillé dans un champ magnétique pour un modèle du type Pauli-Fierz
en électrodynamique quantique. Plus tard avec les mêmes collaborateurs [72], il montre
l’existence de l’atome mobile habillé sans aucune condition infrarouge. La nouveauté
est ici que, ne travaillant pas sous l’hypothèse d’un noyau fixe, il faut d’abord réduire
l’opérateur suivant le moment total. Des travaux sont en cours pour étendre ces résultats
au cas de certains modèles des interactions faibles.

4.7.3. Problèmes à N -corps. Les recherches de X.P. Wang sur ce thème concernent
les diffusions quantiques directe [17] et inverse [52], l’analyse spectrale près d’un seuil
[32] et l’effet Efimov à N -corps [51, 62]. En collaboration avec A. Vasy, il montre dans
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[17] comment définir la fonction de décalage spectral dans les problèmes à N -corps
où le potentiel total n’est plus décroissant sur l’espace de configuration, et obtient les
asymptotiques aux hautes énergies.

L’effet Efimov pour l’opérateur de Schrödinger à trois-corps est un des phénomènes les
plus marquants de la mécanique quantique. Pour les systèmes quantiques à N -corps avec
N ≥ 4, ce phénomène est inconnu jusqu’à présent, même dans la littérature physique.
En utilisant les résultats de [32] sur l’analyse spectrale près d’un seuil de l’opérateur de
Schrödinger à N-corps, en particulier, la contribution des états résonnants aux singu-
larités de la résolvante, il démontre dans [51] l’existence de l’effet Efimov à N -corps pour
N ≥ 4 sous condition qu’au moins deux des sous-hamiltoniens à deux-amas aient une
résonance au premier seuil de l’Hamiltonien total à N -corps. L’existence des résonances
aux seuils pour les systèmes de plusieurs particules n’est pas évidente même pour des
spécialistes sur ce sujet. Dans [62] en collaboration avec Y.F. Wang, ils montrent que
pour un système à N particules avec des potentiels de Yukawa, il existe des valeurs
critiques de paramètres pour lesquels chaque sous-hamiltonien à deux-amas admet une
résonance au premier seuil. Ainsi, les résultats de [51, 62] montrent que l’effet Efimov à
N -corps avec N ≥ 4 se produit effectivement pour cette classe de potentiels.

5. Thèses et HDR soutenues

• F. Nicoleau, HDR surUne étude de diffusion inverse pour l’équation de Schrödinger
avec champ électromagnétique, soutenue en décembre 2004, situation : MCF à
Nantes.

• J.-M. Barbaroux, HDR sur Modèles mathématiques de la chimie quantique atom-
ique et dynamique quantique et spectre multifractal, soutenue en juillet 2005,
situtaion : MCF à Toulon.

• R. Cassanas, thèse de doctorat sur Hamiltoniens quantiques et symétries, soutenue
mai 2005, situation : post-doc à Münich.

• F. Serrier, thèse de doctorat sur Problèmes spectraux inverses pour des opérateurs
AKNS et de Schrödinger singuliers sur [0, 1], soutenue juin 2005, situation :
post-doc à Zürich.

• C. Rivière, thèse de doctorat sur Résonances pour le problème de transmission
et d’élasticité linéaire, soutenue octobre 2005, situation : enseignant en second
degré.

• R. Janane, thèse de doctorat (co-dirigée par F. Jauberteau et A. Morame)
sur Etudes numériques du spectre d’un opérateur de Schrödinger avec champ
magnétique constant, soutenue en octobre 2005, situation : PRAG à IUT St
Nazaire.

• A. Sourisse, thèse de doctorat sur Propriétés spectrales de l’opérateur de Dirac
avec un champ magnétique intense, soutenue en juin 2006, situation : ATER à
Caen pour 2006-2007.
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6. Projets de recherche

• Etude de la géométrie symplectique non régulière en relation avec l’analyse mi-
crolocale avec régularité limitée. Etude de l ’inégalité de Fefferman-Phong. Op-
timisation de forme : continuité par rapport au domaine de l’opérateur de trace,
étude du problème de Bernoulli, inégalité de Poincaré uniforme (A. Boulkhe-
mair).

• Résolution de systèmes d’équations paraboliques semi-linéaires où l’opérateur el-
liptique est non plus différentiel mais pseudodifférentiel; application des inégalités
de dispersions dans les équations ou systèmes hyperboliques semi et quasi linéaires,
et à leur conséquences sur la minoration du temps de vie de solutions régulières,
éventuellement associées à des conditions nulles ou des formes normales (N. De-
pauw).

• L’étude théorique des problèmes de la diffusion inverse sera poursuivie dans
une grande diversité : diffusion inverse à énergie fixée, pour des équations en
physique mathématique, en tomographies acoustique et d’impédance électrique,
en géométrie intégrale (R. Novikov); reconstruction du potentiel dans le régime
semiclassique et unicité de la diffusion inverse dans de nouvelles classes de po-
tentiels pour les énergies dans un petit intervalle (F. Nicoleau).

• Il sera de même pour les problèmes inverses approchés de l’équation de Schrödinger
en dimension 3, la caractérisation des images par les transformations de Radon et
de rayon X et la création de nouveaux algorithmes pour la résolution numérique
en tomographies acoustique et d’émission de photons simples (R. Novikov).

• Sur le thème problèmes spectraux inverses, on étudiera des opérateurs singuliers
en dimension 1 (B. Grébert) et la transformation de Radon associée aux tores
invariants du billard, la rigidité spectrale dans le cas de billards de Liouville et
la rigidité spectrale pour le billard de Sinai (G. Popov).

• KAM pour des systèmes dynamiques de dimension finie ou infinie (B. Grébert, G.
Popov); Théorie des champs quantiques pour les électrons habillés en interaction
faible, Formes normales de Birkhoff et de Nekhoroshev et leurs applications aux
EDP non linéaires pour obtenir un résultat sur l’existence et la stablilité de la
solution pour des temps exponentiellement grands (B. Grébert).

• La limite thermodynamique sera étudiée pour de nouveaux systèmes linéaires ou
non-linéaires issus du modèle de Dirac-Fock pour les atomes lourds. Les appli-
cations de nouvelles inégalités de Lieb-Thierring et de Gagliardo-Nirenberg à la
stabilité des solutions d’EDP non linéaires, et leur dynamique à long terme sont
en plein développement, et les méthodes du calcul variationnel appliquées aux
fonctionnelles d’entropies relatives permettent d’espérer notamment des résultats
de stabilité ou de retour à l’équilibre pour certaines équations de diffusion non-
linéaire. D’une manière plus générale, on cherche à appliquer des méthodes vari-
ationnelles à des problèmes où l’espace fonctionnel est un espace d’opérateurs
compacts. (E. Paturel).

• Théorie des résonances pour l’opérateur de Laplace-Beltrami sur des variétés rie-
mannienes hyperboliques aux bouts de rang non-maximal (G. Popov, G. Vodev).
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• Le rapport entre la limite semiclassique et le comportement de la dynamique
en temps grands sera un sujet d’étude actif, en particulier le problème de prou-
ver l’équivalence entre ergodicité classique et ergodicité quantique ou encore la
compréhension de ce qui se passe au moment où l’approximation semiclassique
commence à diverger. Ces problèmes difficiles seront abordés à travers l’étude
de modèles (D. Robert).

• Etude des propriétés dispersives des solutions des équations des ondes et de
Schrödinger avec un potentiel, estimations de Strichartz globales pour des per-
turbations à longue portée du Laplacien euclidien (G. Vodev).

• L’analyse spectrale près de seuils sera poursuivie pour explorer des phénomènes
complexes tels que les résonances multi-amas d’énergie seuil et la dynamique
globale de l’équation de Dirac en relativité générale. L’analyse semi-classique sera
approfondie afin d’étudier des problèmes mathématiques liés à des installations
laser ultra-puissantes (X.P. Wang).
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Kappeler and J. Pöschel). IMRN 50 (2004),2703-2717.

[37] B. Helffer, A. Morame, Magnetic bottles for the Neumann problem: curvature effects

in the case of dimension 3 (general case). Ann. Sci. École Norm. Sup. (4) 37 (2004),
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manifolds, à parâıtre aux Ann. Inst. Fourier, Grenoble, 2006.
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préparation.

[91] X.P. Wang, Microlocal estimates of the Schrödinger equation in semi-classical limit.
Preprint, mars 2006, 53 pages.
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Henri Poincaré, Paris, December 15 th - 19th, 2003.
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– Séminaire à l’IRMAR, Journée Nantes-Rennes, janvier 2004.
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ques différents (premier sur des problèmes inverses et 2ème sur Scattering
theory).
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– Séminaire Tournant, Univ. Paris-Nord, novembre 2004.
– Univ. de Pernambuco, Recife, Brésil–decembre 2004-février 2005.

• X.P. Wang
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plaque. Résultats d’existence

• 20/12/2002 : Walter ASCHBACHER (CPT) : Entropy Production in the Two-
Sided XYh Chain

• 17/1/2003 : Bernard HELFFER (Paris 11) : Valeurs propres non linéaires et non
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