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Exercice 8 feuille 2
C’est en fait le théorème chinois des restes. On chercheP tel que{

P ≡ (X3 +X + 1)mod (X4 − 2X3 − 2X2 + 10X − 7)
P ≡ (2X2 − 3)mod (X4 − 2X3 − 3X2 + 13X − 10)

→On cherche tout d’abord le pgcd deA = X4−2X3−2X2+10X−7 et deB = X4−2X3−3X2+13X−10.
L’algorithme d’Euclide donne

A B X2 − 3X + 3 X − 1 1 0
1 X2 +X − 3 X − 2 X − 1

→ En ’’remontant’’ cet algorithme, on trouve
1 = A×

(
X3 −X2 − 5X + 7

)
+B ×

(
−X3 +X2 + 4X − 5

)

→ Comme dans la démonstration du théorème chinois des restes,le polynôme
P =

(
2X2 − 3

)
×A×

(
X3 −X2 − 5X + 7

)
+
(
X3 +X + 1

)
×B ×

(
−X3 +X2 + 4X − 5

)

convient.
Après calculs on trouve queP = −2X7 + 7X6 + 8X5 − 64X4 + 61X3 + 115X2 − 249X + 127.
→ C’est bien le polynôme de plus petit degré qui convient car les solutions sont moduloA ×B qui est un
polynôme de degré8.

Exercice 14 feuille 2
SoitD = P ∧Q ; alorsD diviseP, et commeP est irréductible, c’est queD est une unité dek[X], ou bien
queD est associé àP.
→ SiD est une unité dek[X], alorsD = 1 (le pgcd est unitaire), et par suiteP etQ sont premiers entre
eux.
→ Si D est associé àP, alorsD = λP où λ est l’inverse du coefficient dominant deP. Dans ce cas,P
diviseQ.

Exercice 16 feuille 2
1◦ ∀a ∈ A, (a5)3 = a15 = 1, donca5 est une racine cubique de l’unité.
Par suite tous lesa5 sont des racines deX2 + X + 1 = 0. En effet,a5 �= 1 car sinona ne serait pas une
racineprimitive quinzième de l’unité.
D’où (a5)2 + (a5) + 1 = 0 ∀a ∈ A, ie touta deA est racine deX10 +X5 + 1.
On en déduit queP | (X10 +X5 + 1).

2◦ j10 + j5 + 1 = j + j2 + 1 = 0, doncj, et j̄, sont racines deX10 +X5 + 1.
Par suiteX2 +X + 1 diviseX10 +X5 + 1.

3◦ La décomposition deX2 +X + 1 en produit de facteurs irréductibles deC[X] est
X2 +X + 1 = (X − j) (X − j̄) .
Or ni j, ni j̄ ne sont des racines deP, car nij, ni j̄ ne sont des racinesprimitives quinzièmes de l’unité.
Donc pgcd(P,X2 +X + 1) = 1.

4◦ Rappel : a|c, b|c eta ∧ b = 1, entraîne queab|c.
Ici, on a : P divise(X10 +X5 + 1) , (X2 +X + 1)divise(X10 +X5 + 1) , et
pgcd(P,X2 +X + 1) = 1, d’où

(X2 +X + 1)× P divise
(
X10 +X5 + 1

)
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De plus, le degré deP est le nombre de racines primitives quinzièmes de l’unité.
Il y en aφ(15) = φ(3)× φ(5) = (3− 1)× (5− 1) = 8.
Ainsi deg ((X2 +X + 1)× P ) = 10 = deg (X10 +X5 + 1) . De plusP étant unitaire,(X2+X +1)×P
est unitaire tout commeX10 +X5 + 1, ce qui permet d’en déduire que

X10 +X5 + 1 = (X2 +X + 1)× P

Le quotient de la division euclidienne deX10 +X5 + 1 par(X2 +X + 1) nous donne
P = X8 −X7 +X5 −X4 +X3 −X + 1

Exercice 17 feuille 2
1◦ X et1−X sont des facteurs irréductibles deR[X] premiers entre eux. On en déduit donc que
∀n ∈ N∗, Xn et (1−X)n sont premiers entre eux, d’où l’existence de deux polynômesP0 etQ0 deR[X]
tels queXnP0 + (1−X)

nQ0 = 1 d’après le théorème de Bezout.
L’ensemble des couples(P,Q) ∈ R[X]2 tels queXnP+(1−X)nQ = 1 (équation diophantienne) est donné
par

P = P0 − (1−X)
nB Q = Q0 +X

nB, B ∈ R[X].

2◦ Effectuons la division euclidienne deP0 par(1−X)n.
Il existe un unique couple(A0, R0) deR[X]2 tel queP0 = (1−X)nA0 +R0, avecdegR0 < n.
Parmi tous lesP de la formeP0− (1−X)nB, seulP0− (1−X)nA0 est de degré≤ n− 1 (pourB = A0).
On a alorsQ0+XnA0 de degré≤ n−1 puisquePn = P0−(1−X)nA0 etQn = Q0+XnA0 sont solutions
de(∗).
D’où l’existence et l’unicité d’un couple(Pn, Qn) de polynômes deR[X] de degrés≤ n − 1 qui soient
solution de(∗).

3◦ On aXnPn(X) + (1−X)
nQn(X) = 1. Effectuons le changement de variablex↔ 1− x.

On obtient(1− x)n Pn(1− x) + xnQn(1− x) = 1⇔ xnQn(1− x) + (1− x)
n
Pn(1− x) = 1.

On travaille dansR[X], ie on peut identifier un polynôme et sa fonction polynômiale.
On a donc trouvé deux polynômesS etT définis parS = Qn(1−X) etT = Pn(1−X), de degrés≤ n−1,
tels que

XnS + (1−X)nT = 1.
Or, par unicité d’un couple(Pn, Qn) de polynômes deR[X] de degrés≤ n − 1 qui soient solution de(∗),
on en déduit queS = Pn, et queT = Qn, ie queQn(1−X) = Pn(X), et quePn(1−X) = Qn(X).

4◦ En dérivant(∗), on trouvenXn−1P + XnP ′ − n(1 − X)n−1Q + (1 − X)nQ′ = 0 pour tousP etQ
solutions de(∗), donc en particulier pourPn etQn.
On a ainsiXn−1 [nPn +XP

′

n
] + (1−X)n−1 [−nQn + (1−X)Q

′

n
] = 0

⇔ Xn−1 [nPn +XP
′

n
] = (1−X)n−1 [nQn − (1−X)Q

′

n
] .

OrXn−1 et (1−X)n−1 sont premiers entre eux, d’où, par le théorème de Gauss, on endéduit queXn−1

divise(1−X)Q′
n
− nQn.
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