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Exercice 9 feuille 1
SoitE un espace vectoriel sur un corps commutatifk de caractéristique différente de2.
On considère deux projecteursp et q deL(E).
1◦ Montrons que

p+ q est un projecteur⇔ p ◦ q = q ◦ p = 0

On utilisera fréquemment le fait que sip est un projecteur alorsp ◦ p = p.

p+q est un projecteur si et seulement si(p+ q)2 = p+q ⇔ p2+p◦q+q◦p+q2 = p+q ⇔ p◦q+q◦p = 0.

C.N. Commep+ q est un projecteur, c’est que p ◦ q + q ◦ p = 0 (∗)
→ En composant à droite parp, on a p ◦ q ◦ p+ q ◦ p = 0.
→ En composant à gauche parp, on a p ◦ q + p ◦ q ◦ p = 0.
Ce qui prouve quep ◦ q = q ◦ p.
En remplaçant dans(∗), on a2p◦q = 0, et commek est de caractéristique différente de2, c’est quep◦q = 0.

C.S.Si p ◦ q = q ◦ p = 0, alorsp ◦ q + q ◦ p = 0, et d’après ce qui précède,p+ q est un projecteur.

2◦ a) Montrons que sip+ q est un projecteur, on aIm(p+ q) = Im p⊕ Im q

→ Soitv ∈ Im p ∩ Im q, alors∃a, b ∈ E tels quev = p(a) etv = q(b).
Alors p(v) = p(a) = v = p ◦ q(b) = 0 d’après le 1◦ ; d’où Im p ∩ Im q = {0}.
On a doncIm p+ Im q = Im p⊕ Im q.
→ Soitv ∈ Im (p+ q) , alors∃a ∈ E tel quev = (p+ q) (a) = p(a) + q(a) ∈ Im p+ Im q.
D’où Im(p+ q) ⊂ Im p⊕ Im q.
→ Réciproquement. Soitv ∈ Im p⊕ Im q ; ∃a, b ∈ E tels quev = p(a) + q(b).
Alors (p+q)(v) = p(a)+p◦q(b)+q◦p(a)+q(b) = p(a)+q(b) (carp◦q = q◦p = 0), d’où (p+q)(v) = v.
Ce qui prouve quev ∈ Im(p+ q), et par suite queIm p⊕ Im q ⊂ Im(p+ q).

b) Montrons que sip+ q est un projecteur, on aker(p+ q) = ker p ∩ ker q.
→ Soitu ∈ ker p ∩ ker q. (p+ q)(u) = p(u) + q(u) = 0 + 0 = 0, d’où ker p ∩ ker q ⊂ ker(p+ q).
→ Réciproquement. Soitu ∈ ker(p+ q). (p+ q)(u) = 0 = p(u) + q(u)⇒ p(u) = −q(u).
Or q ◦ p = 0, doncq ◦ p(u) = 0 = q (−q(u)) = −q2(u) = −q(u)⇒ q(u) = 0⇒ u ∈ ker q.
De même on ap(u) = −q(u) = 0⇒ u ∈ ker p.
D’où u ∈ ker p ∩ ker q, et par suite,ker(p+ q) ⊂ ker p ∩ ker q.

On a donc montré queker(p+ q) = ker p ∩ ker q.

Exercice 11 feuille 3

Soitf l’endomorphisme deR3 de matriceA =




−2 1 1
8 1 −5
4 3 −3



 .

1◦ Trouvons les droites deR3 stables parf.
SoitD = Ru une telle droite ; alorsf(u) est colinéaire àu, ie f(u) est un vecteur propre def.
Réciproquement, siu est vecteur propre def, il est clair que la droite engendrée paru est stable parf. On a

Pcar = −X(X + 2)2

On trouve queker f = V ect{(3, 1, 5)} et que ker(f + 2id) = V ect{(1,−1, 1)}.

Ainsi il n’y a que deux droites deR3 stables parf, ce sontker f = D1 etker(f + 2id) = D2.
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2◦ SoitP un plan deR3 stable parf ; montrons que soitP = ker (f 2 + 2f) , soitP = ker (f + 2id)2 .
Soit∆ telle queR3 = P ⊕∆, et soitβ une base adaptée à cette décomposition. La matrice def dans cette
base est triangulaire par blocs, de la forme


· · ·
· · ·
0 0 ·





D’où le polynôme caractéristiqueQ de la restrictionf |P def àP divisePcar et est de degré2.
Donc soitQ = (X + 2)2, soitQ = X(X + 2). Or, par le théorème de Cayley-Hamilton,Q(f |P ) = 0, ce
qui nous donne
∀u ∈ P, (f + 2id)2 (u) = 0, ou ∀u ∈ P, f ◦ (f + 2id) (u) = 0.
Donc soitP ⊂ ker (f + 2id)2 , soitP ⊂ ker (f2 + 2f)

→ ker (f + 2id)2 est le sev caractéristique pourλ = −2.
Il est de dimension> 1, et≤ 3− 1 (il faut ’’laisser la place’’ àF0).
D’où dimker (f + 2id)2 = 2 = dimP, et donc siP ⊂ ker (f + 2id)2 , alorsP = ker (f + 2id)2 .

→ X etX + 2 sont premiers entre eux ; par le théorème des noyaux, on a
ker (f ◦ (f + 2id)) = ker f ⊕ ker (f + 2id) , et par suite,
dimker (f 2 + 2f) = 2 ; comme précédemment, on aP = ker (f 2 + 2f) .

On a donc montré que s’il existe un plan stable parf, alors ce ne peut être queP1 = ker (f 2 + 2f) ou
P2 = ker (f + 2id)

2 .

On rappelle que si deux endomorphismes commutent, alors le noyau et l’image de l’un sont stables par
l’autre.

Puisquef commute avecf 2 + 2f et avec(f + 2id)2 , on a bien queP1 etP2 sont stables parf.
Il n’y a que deux plans deR3 stables parf ; ce sontP1 etP2.

Exercice 12 feuille 3
Soitn ∈ N∗. Trouvons toutes les matricesM deMn(Z/7Z) telles queM3 = In.
Z/7Z = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}. 13 = 1, 23 = 1, 33 = −1, 43 = 1, 53 = −1, et63 = −1.
Si M3 = In, alorsX3 − 1 est annulateur deM. Or dansZ/7Z on a

X3 − 1 = (X − 1)(X − 2)(X − 4).

On a un polynôme annulateur deM qui est scindé, donc siM est telle queM3 = In, alorsM est semblable
à une matrice diagonale, de coefficients diagonaux appartenant à{1, 2, 4}.
Réciproquement, siM est semblable à une matrice diagonale de coefficients diagonaux appartenant à
{1, 2, 4}, alors∃P ∈ GLn(Z/7Z) tq M = PDP−1. On aM3 = PD3P−1 = PIP−1 = I (13 = 1,
23 = 1 et43 = 1).

Ainsi, les matricesM deMn(Z/7Z) telles queM3 = In sont les matrices diagonalisables à valeurs propres
dans{1, 2, 4}.

Exercice 13 feuille 3
Soitu un endomorphisme nilpotent d’indicer d’un k espace vectorielE de dimension finien > 0.
1◦Montrons qu’il existe une base deE dans laquelleu est représenté par une matrice triangulaire supérieure
à diagonale nulle.
→ Xr est un polynôme annulateur deu, d’où Pmin | X

r, ie Pmin = Xq.
Ainsi, u a une seule valeur propreλ = 0 (on sait déjà ici quePcar = (−1)nXn puisque les valeurs propres
sont exactement les racines du polynôme minimal).
→ SoitN1 = ker u, N2 = ker u

2, ...,Nq = keru
q = E ( = le sous-espace caractéristique pourλ = 0).

On aN1 ⊂ N2 ⊂ ... ⊂ Nq.
→ Prenons une base adaptée à cette inclusion de noyaux.
Commeu permute avec tous lesuk, tous ces noyaux sont stables paru.
Dans cette base, on a donc une matrice de la forme
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




0 0
0 0 0
...

...
...

0 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

...
...

... 0 0
...

0 0 0 · · · 0
...

...
...

0 0 0 0 · · · 0 · · · 0






De plus, sieki ∈ keru
k, alorsu(eki ) ∈ keru

k−1, ce qui nous donne une matrice dont les blocs diagonaux
sont nuls, ie de la forme






0 0
0 0
0 0 0
0 0 0 0· · · 0

...
...

...
...

... 0· · · 0

0 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

...
...

...
...

... 0 0 0 0

0 0 0 · · · 0
...

... 0 0
0 0 0 0 · · · 0 0 0 0






D’où le résultat.
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