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Exercice 9 feuille1
Soit £ un espace vectoriel sur un corps commutatife caractéristique différente de
On considere deux projecteyretq de L(E).
1° Montrons que
p + g estun projectess pogq=qgop=0

On utilisera frequemment le fait que giest un projecteur alorg o p = p.

p-+q estun projecteur si et seulemen(sit q)° = p+q < p>+pog+qop+q*> = p+q < pog+qop =0,
C.N. Commep + ¢ est un projecteur, c’estque pog+qgop=0 (%)

— En composant a droite ppgrona pogop+gqop=0.

— En composant a gauche pgona pog+pogop=0.

Ce qui prouve que o g = q o p.

En remplacant dans), on a2pog = 0, et commek est de caractéristique différente2je’est quepog = 0.
C.S.Sipog=qop=0,alorspoq+qop =0, etdapres ce qui précede;+ ¢q est un projecteur.

2° a) Montrons que sp + g est un projecteur, onlan(p + ¢) = Imp ® Im g

— Soitv € Imp N Img, alorsda, b € E tels quev = p(a) etv = q(b).

Alorsp(v) = p(a) =v=poq(b) =0daprésle t; dolImpnImqg = {0}.

Onadondmp+ Img=Imp® Img.

— Soitv € Im (p+ ¢) , alors3a € E telquev = (p + q) (a) = p(a) + q(a) € Imp + Img.

Dot Im(p+¢q) C Imp @ Img.

— Réciproquement. Soit€ Imp @ Imq ; Ja,b € E tels quev = p(a) + q(b).

Alors (p+q)(v) = p(a)+poq(b)+qop(a)+q(b) = p(a)+q(b) (carpogq = gop = 0), d’oU (p+¢)(v) = v.
Ce qui prouve que € Im(p + q), et par suite quém p & Im g C Im(p + q).

b) Montrons que sp + ¢ est un projecteur, onleer(p + q) = ker p Nkerg.

— Soitu € kerpNkerq. (p+q)(u) =p(u) + q(u) =0+ 0 =0, dot kerpNkerq C ker(p+ q).
— Réciproquement. Soit € ker(p+¢q). (p+ ¢q)(u) =0 = p(u) + q(u) = p(u) = —q(u).
Orgop=0,doncgop(u) =0=q(—q(u) = —¢*(u) = —q(u) = q(u) =0 = u € kerq.

De méme on a(u) = —q(u) = 0 = u € kerp.

D’ou u € ker p Nker g, et par suiteker(p + q) C ker p N ker q.

On a donc montré quier(p + ¢q) = ker p Nkerg.

Exercice 11 feuille 3

-2 1 1
Soit f 'endomorphisme d&®? de matriced = 8 1 =5
4 3 -3

1° Trouvons les droites d&? stables pay.
Soit D = Ru une telle droite ; alorg (u) est colinéaire &, ie f(u) est un vecteur propre dé
Réciproguement, si est vecteur propre dg il est clair que la droite engendrée pagst stable paf. On a

P = —X(X +2)?

On trouve quéker f = Vect{(3,1,5)} etque ker(f+ 2id) = Vect{(1,—1,1)}.
Ainsi il n'y a que deux droites d&? stables payf, ce sontker f = D, etker(f + 2id) = D».



2° Soit P un plan deR? stable parf ; montrons que soiP = ker (f2 + 2f), soit P = ker (f + 2z‘al)2 .
Soit A telle queR? = P @ A, et soit3 une base adaptée a cette décomposition. La matri¢geddes cette
base est triangulaire par blocs, de la forme

0 0f-]
D’ou le polynéme caractéristiqu@ de la restrictionf |p de f & P divise P,,,. et est de degr.

Donc soit@Q = (X + 2)%, soit@Q = X (X + 2). Or, par le théoréme de Cayley-Hamiltap(f |») = 0, ce
qui nous donne

Yu € P, (f +2id)* (u) =0, ou Yue P, fol(f+2id)(u)=0.

Donc soitP C ker (f + 2id)?, soit P C ker (f2 + 2f)

— ker (f + 2id)* est le sev caractéristique pour= —2.

Il est de dimension- 1, et< 3 — 1 (il faut ’laisser la place” aFy).

D’ou dim ker (f 4 2id)* = 2 = dim P, et donc siP C ker (f + 2id)*, alorsP = ker (f + 2id)”.

— X et X + 2 sont premiers entre eux ; par le théoreme des noyaux, on a
ker (f o (f + 2id)) = ker f @ ker (f + 2id) , et par sulite,
dimker (f2 + 2f) = 2 ; comme précédemment, onPa= ker (f2 + 2f).

On a donc montré que s'il existe un plan stable paalors ce ne peut étre qug = ker (f% +2f) ou
Py = ker (f + 2id)”.

On rappelle que si deux endomorphismes commutent, alorgyl@unet I'image de I'un sont stables par
l'autre.

Puisquef commute aveg? + 2f et aved f + 2id)2 , 0N a bien que’; et P, sont stables paf.
Il n'y a que deux plans d&? stables palf ; ce sontP; et P,.

Exercice 12 feuille 3
Soitn € N*. Trouvons toutes les matricé¢ de M,,(Z/77Z) telles queM?3 = I,,.
7)77. =1{0,1,2,3,4,5,6}. 13=1,22=1,3=—-1,4=1,5%=—1,et6> = —1.
Si M? = I,,, alorsX® — 1 est annulateur d&/. Or dansZ/7Z on a

X3 —1=(X-1)(X-2)(X —4).
On a un polynéme annulateur dé qui est scindé, donc i/ est telle que\/? = I,,, alors M est semblable
a une matrice diagonale, de coefficients diagonaux appamtey{1,2,4}.
Réciproquement, si/ est semblable a une matrice diagonale de coefficients diagoappartenant a
{1,2,4}, alors3P € GL,(Z/7Z)tq M = PDP~'. OnaM?® = PD3P~!' = PIP7' =1 (13 = 1,
28 =1letd® =1).
Ainsi, les matrices\/ de M,,(Z/7Z) telles queM® = I,, sont les matrices diagonalisables a valeurs propres
dans{1,2,4}.

Exercice 13 feuille 3

Soitu un endomorphisme nilpotent d’'indieed’'un k espace vectorigb’ de dimension finiex > 0.
1°Montrons gu'il existe une base dedans laquelle est représenté par une matrice triangulaire supérieure
a diagonale nulle.

— X" est un polyndme annulateur ded’ou P, | X7, i€ Py, = X7

Ainsi, u a une seule valeur propre= 0 (on sait déja ici qué’.,. = (—1)".X" puisque les valeurs propres
sont exactement les racines du polyn6me minimal).

— Soit N, = keru, Ny = keru?, ..., N, = keru? = E ( = le sous-espace caractéristique pdus 0).
OnaN, C Ny C ... C Nq.

— Prenons une base adaptée a cette inclusion de noyaux.

Commeu permute avec tous leg’, tous ces noyaux sont stables par

Dans cette base, on a donc une matrice de la forme



g
0 0O
000 --- 0
: 0 0
000 -0 : : .
0 0 O 0O ---0 --- 0
De plus, sie? € keru*, alorsu(ef) € keru*~!, ce qui nous donne une matrice dont les blocs diagonaux

sont nuls, ie de la forme

00
00
0 0]0
0 0 0/0-- 0
0O-- 0
000 0
5 0 0|00
000 0 00
0 00 0 0 0 0[0]

D'ou le résultat.



