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RÉSUMÉ

Ce mémoire est une synthèse de mon stage de trois mois passé au LAREMA 3 sous la direc-
tion de monsieur Fabien Panloup 4. Je remercie également monsieur Nicolas Raymond 5 pour ses
conseils avisés et son aide précieuse durant toute cette année.
Le stage a porté sur l’étude en temps long d’équations différentielles stochastiques dont le terme
de drift dépend de la loi du processus à l’instant considéré.
Ce type de non-linéarité apparaît notamment dans les équations dites de McKean Vlasov mais
aussi dans d’autres problèmes tels que les dynamiques de type Fleming-Viot issues de l’étude des
dynamiques de population conditionnées à rester en vie (ou plus généralement à ne pas être ab-
sorbées ).
Ce stage a été plutôt orienté sur le premier type de non-linéarité dit de champ moyen qui est lar-
gement étudié dans la littérature mais qui a suscité un regain d’intérêt dans les dernières années
avec son utilisation en optimisation pour la science des données. On peut citer sur ce point de
récents articles 6 pour l’utilisation des systèmes de particules pour l’optimisation des paramètres
d’un réseau de neurones.
Dans un premier temps, l’objectif a été l’étude d’un article récent 7 proposant de nouvelles inéga-
lités fonctionnelles 8 pour ce type de système.
Dans un second temps, plusieurs pistes ont été explorées :

— D’une part, l’étude de telles inégalités sur des systèmes dynamiques de type auto-attractif 9.
— D’autre part, avec plus d’intérêt, l’étude de récents articles d’applications 10 orientés “opti-

misation”, afin d’envisager l’intérêt pratique de l’étude précise du comportement en temps
long de tels systèmes et de proposer de nouvelles bornes pour des schémas d’approxima-
tion issus de telles dynamiques.

D’après H.Balzac, le hasard est le plus grand romancier du monde et pour être fécond, il n’y a
qu’à l’étudier. Pour le coup, je suis d’accord avec lui ; ces trois mois de stage ont été une vraie
découverte de choses que j’ignorais telles que des dimensions analytiques des probabilités et
leurs interprétations , comment mener à bien un travail de recherche...
Pour finir, ce large spectre correspondant aux thématiques de recherche sur lesquelles je souhaite
travailler a conforté mon intérêt de continuer en thèse dans ce fascinant domaine.
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6. Voir les références bibliographiques [1], [2], [3] et [4] à la fin du document.
7. Voir référence bibliographique [5].
8. Poincaré et log-Sobolev.
9. Systèmes "compagnons" des équations de McKean-Vlasov avec moyennisation en temps et non en espace.

10. Mean-Field Langevin Dynamics. Voir les quatre premières références bibliographiques.
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Première partie

Problème de McKean-Vlasov?
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Chapitre 1

Mise en situation du problème

Pour plus de détails, consulter en bibliographie principalement les références citées et [97].

1.1 Introduction générale

Dans ce mémoire, nous considérons les équations différentielles stochastiques (EDS) de
McKean-Vlasov, qui sont des EDS dont les coefficients de dérive et de diffusion dépendent non
seulement de l’état du processus inconnu, mais également de sa loi de probabilité. Ces EDS,
également appelées EDS à champ moyen, ont d’abord été étudiées en physique statistique et
représentent en quelque sorte le comportement moyen d’un nombre infini de particules.

Récemment, ce type d’équations a suscité un regain d’intérêt dans le contexte de la théorie
des jeux à champ moyen. Cette théorie a été inventée par P.L. Lions et J.M. Lasry en 2006, pour
résoudre le problème de l’existence d’un équilibre de Nash approximatif pour les jeux différen-
tiels, avec un grand nombre de joueurs. Ces équations ont trouvé des applications dans divers
domaines tels que la théorie des jeux, la finance mathématique, les réseaux de communication et
la gestion des ressources pétrolières.

Plus exactement, nous allons considérer des équations non linéaires de McKean Vlasov avec
un potentiel interne V :Rd −→R ∈C 2 et un potentiel d’interaction entre deux particules W :Rd ×
Rd −→ R ∈ C 2 ( qu’on supposera la plupart du temps symétrique, c’est-à-dire W (x, y) = W (y, x))
tels que :

∂tνt =∆νt +∇· (νt∇V )+∇· (νt∇(W ∗νt )) =∇· (∇νt +νt∇V +νt∇(W ∗νt ))

ou de façon équivalente 1 :

∂tνt = div(νt∇(log(νt )+V +W ∗νt ))

avec (νt )t≥0 un flot de mesures de probabilité sur Rd tel que ν0 est donnée, ∇ le gradient, ∇· la
divergence, et :

W ∗ν(x) :=
∫
Rd

W (x, y)dν(y)

De plus, l’équation différentielle stochastique correspondante dite diffusion d’auto-interaction
est :

d X t =
p

2dBt −∇V (X t )d t −∇(W ∗νt )(X t )d t

avec PX t = νt . Ainsi, on voit bien que l’étude d’une telle équation nécessite des propriétés parti-
culières sur les deux potentiels V et W données plus bas et sous lesquelles toutes les affirmations
qui suivent sont valides.

1. Si le flot est pour chaque instant une distribution régulière, c’est-à-dire une densité de probabilité.
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CHAPITRE 1. MISE EN SITUATION DU PROBLÈME 1.2. SYSTÈME À CHAMP MOYEN

Notre objectif est triple :

1. Dans un premier temps, on s’intéresse à la convergence exponentielle vers l’équilibre pour
le flot solution de l’équation de McKean-Vlasov via un récent article sur les inégalités fonc-
tionnelles pour ce type de dynamique non linéaire en référence [5] dans la bibliographie.

2. Dans un second temps, on s’intéresse aux équations différentielles stochastiques de type
auto-attractif pour lesquelles on peut montrer sous des conditions adéquates que ses me-
sures invariantes coïncident avec celles de McKean-Vlasov via des articles en référence bi-
bliographiques [93] et [94] . On essaie aussi d’adapter les résultats de l’article récent en [5]
à ce type de dynamique.

3. Et pour finir, on établit des résultats de convergence de schémas d’Euler vers l’équilibre via
les articles cités en références bibliographiques.

Du fait de la non linéarité de la dynamique de McKean-Vlasov, on est conduit à considérer un
système de N ≥ 2 particules de type Langevin dont le lien avec le processus de McKean-Vlasov
tient dans la notion de propagation du chaos, c’est-à-dire si on fait tendre le nombre de particules
N vers l’infini, on peut espérer qu’une particule prise au hasard se comporte comme une solution
de l’équation de McKean-Vlasov. Le contenu de la suite de ce chapitre est essentiellement issu de
la référence [5] en bibliographie.

1.2 Système à champ moyen

On considère un système noté (?) dit de champ moyen de N ≥ 2 particules dans Rd défini par :
∀i ∈ {1, · · · , N }

d X N
i (t ) =p

2dBi (t )−∇V (X N
i (t ))d t − 1

N −1

∑
j 6=i

∇xW (X N
i (t ), X N

j (t ))d t

avec B1, · · · ,BN des mouvements browniens indépendants à valeurs dans Rd . Le générateur infini-
tésimal de ce système est donné par :

L N =
N∑

i=1
L N

i

L N
i défini par :∀ f ∈C ∞((Rd )N )

L N
i f (x1, · · · , xN ) =∆i f (x1, · · · , xN )−∇i V (xi )·∇i f (x1, · · · , xN )− 1

N −1

∑
j 6=i

∇xW (xi , x j )·∇i f (x1, · · · , xN )

avec ∆i et ∇i respectivement le laplacien et le gradient par rapport à xi , et x · y := 〈x, y〉 désigne le
produit scalaire euclidien standard sur Rd .
En tant que "diffusion gradient", sous des conditions adéquates sur les potentiels V et W décrites
plus bas, on peut montrer que le système ci-dessus admet une unique mesure de probabilité in-
variante µN absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue sur (Rd )N donnée par :

µN (d x1, · · · ,d xN ) = 1

ZN
e−HN (x1,··· ,xN )d x1 · · ·d xN

avec HN un hamiltonien défini par :

HN (x1, · · · , xN ) =
N∑

i=1
V (xi )+ 1

N −1

∑
1≤i< j≤N

W (xi , x j )

et ZN est une constante de normalisation, c’est-à-dire :

ZN =
∫
Rd N

e−HN d x1 · · ·d xN

On parle aussi de fonction de partition en mécanique statistique.
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CHAPITRE 1. MISE EN SITUATION DU PROBLÈME 1.2. SYSTÈME À CHAMP MOYEN

Remarques :

Sans interactions (W (x, y) = c ∈ R constante pour tout x, y ∈ Rd ), µN = ν
⊗

N (produit tensoriel d’une
mesure par elle-même N fois) et donc les particules sont indépendantes avec :

ν(d x) := 1

C
e−V (x)− c

2 d x, C =
∫
Rd

e−V (x)− c
2 d x

Évidemment, pour l’instant, on a fait que des affirmations sans preuve à l’appui. Avant de prouver ces

affirmations, on va établir quelques notations utiles pour la clarté de ce qui va suivre dans ce mémoire et

choisir les "bons" potentiels de confinement et d’interaction à associer au système de particules à champ

moyen.

Pour V un potentiel de confinement comme ci-dessus, U ∈ C 2((Rd )N ) un potentiel d’interac-
tion entre N particules et H(x1, · · · , xN ) =U (x1, · · · , xN )+∑

V (xi ) l’hamiltonien associé, on définit
la mesure :

µ(d x) = 1

Z
e−H(x)d x, Z :=

∫
Rd N

e−H(x)d x

Et on suppose toujours Z <+∞. On note par µi := µi (d xi |x î ) la distribution conditionnelle de xi

sachant x î := (x1, · · · , xi−1, xi+1, · · · , xN ) sous µ, c’est-à-dire la loi de la i−ème particule sachant les
N −1 autres. Elle est donnée par :

µi (d xi ) = 1

Zi
e−U (x)−V (xi )d xi , Zi := Zi (x î ) =

∫
Rd

e−U (x)−V (xi )d xi

Et on suppose toujours Zi <+∞.
On fait les hypothèses suivantes sur les potentiels qui assurent à la fois l’existence et l’unicité men-
tionnée plus haut ainsi que des propriétés de contraction/convergence à l’équilibre :

(H1) La hessienne de V est bornée inférieurement et il existe c1 et c2 deux constantes posi-
tives telles que :

∀x ∈Rd , 〈x,∇V (x)〉 ≥ c1||x||2 − c2

Cette hypothèse est une condition dite de Lyapunov.
(H2) La hessienne de W est bornée et :

∀λ> 0,
∫

e−[V (x)+V (y)+λW (x,y)]d xd y <+∞

(H3) La constante de Lipschitz cLi p,m associée à la distribution conditionnelle d’une parti-
cule est telle que :

cLi p,m := 1

4

∫ +∞

0
e

1
4

∫ s
0 b0(u)du sd s <+∞

avec b0(r ) le taux de drift d’une particule du système à la distance r > 0 et qui est défini par :

b0(r ) := sup
x,y,z∈Rd ,||x−y ||=r

〈 y −x

||x − y || ,∇V (x)−∇V (y)+∇xW (x, z)−∇xW (y, z)
〉

Remarques : Cette dernière hypothèse rappelle les travaux d’Eberle (sans potentiel d’inter-
action) de convergence vers l’équilibre en distance L1−Wasserstein. Ici, le potentiel d’in-
teraction est perçu comme une perturbation. On notera que (H3) est une hypothèse as-
sez fine qui est destinée à obtenir de bons taux de convergence pour des estimées semi-
quantitatives qu’on peut obtenir sous des hypothèses moins techniques, par exemple, de
forte convexité...
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CHAPITRE 1. MISE EN SITUATION DU PROBLÈME 1.2. SYSTÈME À CHAMP MOYEN

On note ∇2
xi ,x j

H , la quantité définie par :

∇2
xi ,x j

H := (∂2
xi k x j l

H)1≤k,l≤d , xi = (xi 1, · · · , xi d ) ∈Rd

On définit aussi
λ1,m := inf

N≥2

{
inf

1≤i≤N
λ1(µi )

}
avec λ1(µi ) la constante de Poincaré associée à µi définie plus bas dans le second chapitre de cette
partie. On introduit aussi des coefficients (cZ

i j ) dits de dépendance de Zegarlinski de µ j sur xi tels

que cZ
i j est la meilleure constante positive vérifiant :∣∣∣∣∣∣∇i

(√
Eµ j [ f 2]

)∣∣∣∣∣∣≤√
Eµ j [||∇i f ||2]+ cZ

i j ·
√
Eµ j [||∇ j f ||2]

pour toute fonction lisse strictement positive f : x := (x1, · · · , xN ) ∈ (Rd )N 7−→ f (x). En particulier,
cZ

i i = 0 et la matrice cZ := (cZ
i j )1≤i , j≤N est appelée matrice d’interdépendance de Zegarlinski. Ces

coefficients vont servir à établir une inégalité du type log-Sobolev pour µN la mesure invariante
de (?).
On rappelle aussi la définition de l’entropie relative qui est utilisée pour la convergence exponen-
tielle en temps long vers la mesure invariante du processus de McKean-Vlasov via notre système à
champ moyen (?). On voit plus bas la nécessité des entropies.

Soit µ ∈P (Rd ). On définit H[·|µ] : P (Rd ) −→ [0,+∞] telle que H[ν|µ] = Eν[log( dν
dµ )] = Entµ[ dν

dµ ]

si ν<< µ et +∞ sinon. Et on rappelle que dans le premier cas d’absolue continuité, dν
dµ est la

densité de Radon-Nikodym de ν par rapport à µ.

Définition 1.1 (Entropie relative)

On rappelle aussi que :(distance Lp−Wasserstein)

Wp (µ,ν) := inf
X∼µ,Y ∼ν

(E[||X −Y ||p ])
1
p

De plus, l’ensemble des mesures de probabilités sur un espace polonais qui admettent un p-
moment muni de cette métrique est aussi polonais 2. Dans ce mémoire, cet espace est noté
M

p
1 (Rd ). On définit aussi l’information de Fisher-Donsker-Varadhan de ν par rapport à µ par :

I[ν|µ] =
∫ ∣∣∣∣∣∣∇(√dν

dµ

)∣∣∣∣∣∣2
dµ

si ν<<µ et
√

dν
dµ ∈ H1

µ, et I[ν|µ] =+∞ sinon. H1
µ est le domaine de la forme de Dirichlet

Eµ : g 7−→
∫

||∇g ||2dµ.

Ici, la fonctionnelle qui joue le rôle de relative entropie pour notre système de particules en inter-
action associé à l’équation de McKean-Vlasov non linéaire est l’énergie libre E f : ν ∈ M1(Rd ) 7−→
E f [ν] telle que

E f [ν] = H[ν|α]+ 1

2

∫ ∫
W (x, y)ν(d x)ν(d y) := Entα[

dν

dα
]+ 1

2
Eν⊗ν[W ]

2. Voir référence [8] en bibliographie et annexes pour plus de détails.
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si H[ν|α] < +∞ et +∞ sinon, avec α(d x) := e−V (x)

C d x, et C := ∫
Rd e−V (x)d x < +∞ est le facteur de

normalisation associé. Ou plus précisément, l’entropie de champ moyen correspondante

HW [ν] := E f [ν]− inf
η∈M1(Rd )

E f [η].

On peut montrer que cette entropie est décroissante le long du flot solution de l’équation de
McKean-Vlasov et admet un unique argument minimum qui est la mesure invariante associée
à ce flot 3.
Pour ν telle que ν(d x) = f (x)d x,

∫ ||x||2ν(d x) <+∞ et ∇ f ∈ L1
loc (Rd ) au sens des distributions, on

définit :

IW [ν] := 1

4

∫ ∣∣∣∣∣∣∇ f (x)

f (x)
+∇V (x)+ (∇xW ∗ν)(x)

∣∣∣∣∣∣2
ν(d x)

et IW [ν] =+∞ sinon.
Pour mieux comprendre ce qui précède et ce qui va suivre, on peut faire le rapprochement avec la
théorie de l’hypocoercivité 4, par exemple, penser à des résultats du type Fokker-Planck 5. En effet,
l’équation cinétique de Fokker-Planck est un exemple de base de la théorie de l’hypocoercivité de
Villani qui affirme qu’à défaut de coercivité, la décroissance exponentielle en temps de fonction-
nelles d’entropie est un outil important et puissant pour l’étude de la convergence à long terme
vers l’équilibre et des vitesses de convergence vers l’équilibre.
Dans la section suivante, on donne une interprétation physique de la notion fondamentale de
limites de champ moyen via la thermodynamique et la mécanique statistique.

3. Voir deuxième partie du mémoire et [5] pour plus de détails .
4. Cette théorie a été développée précisément pour mesurer à la fois le taux de convergence dans l’espace des

phases, c’est-à-dire en position et en vitesse, et pour définir une notion de distance dans laquelle on mesure ce taux.
5. Pour des détails, consulter le mémoire de Villani.
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1.3 Lien avec thermodynamique

La thermodynamique est une discipline transversale de la physique, qui traite des transforma-
tions de l’énergie sous toutes ses formes. Elle est fondée sur deux principes fondamentaux :

1. le premier principe énonce de façon très générale la conservation de l’énergie : l’énergie
peut être stockée par un système sous forme d’énergie interne ou d’énergie cinétique, et
peut être échangée avec l’extérieur sous la forme de travail ou de chaleur ;

2. le second principe de la thermodynamique traite de l’évolution des systèmes, en introdui-
sant la notion essentielle d’entropie.

La conjonction des deux principes permet de définir de façon très rigoureuse des conditions
d’équilibre d’un système, c’est-à-dire l’état vers lequel il évoluera en fonction des conditions ex-
térieures qui lui sont imposées. La thermodynamique de l’équilibre est une discipline essentielle
pour l’ingénieur, et a des applications dans tous les domaines industriels : toute installation in-
dustrielle produit ou consomme de l’énergie, et est le siège de phénomènes physico-chimiques
qui évoluent vers un état d’équilibre qui peut être prédit par la thermodynamique. La thermody-
namique peut être abordée selon deux approches différentes et complémentaires :

1. phénoménologique qui s’appuie sur des considérations macroscopiques pour établir un
nombre réduit de principes et de lois, issus d’observations expérimentales ;

2. statistique qui s’appuie quant à elle sur des considérations moléculaires et sur le calcul des
probabilités appliqué à un grand nombre de particules. Elle s’attache à analyser la structure
de la matière et à établir un lien entre ses propriétés et les principes de la thermodynamique
phénoménologique.

Comme on le sait, un système physique à l’équilibre cherche à minimiser son énergie. En présence
d’un grand nombre de particules en interaction, la mécanique statistique nous amène cependant
à nuancer ce principe, en restreignant sa validité au cas où la température est nulle. À température
non nulle, un mouvement désordonné des particules apparaît, qui entre en compétition avec le
principe de minimisation de l’énergie. La quantité à minimiser devient alors l’énergie libre, c’est-
à-dire l’énergie restant après soustraction de l’entropie, laquelle rend compte à l’échelle macro-
scopique de l’aléa introduit.
On va établir le lien des systèmes de particules à champ moyen avec la thermodynamique à par-
tir d’un formalisme électrostatique. On sait que le champ électrique engendré par une particule
ponctuelle placée en un point y ∈ Rd et de charge e = −1 dérive d’un potentiel Vy qui satisfait à
l’équation de Poisson ∆Vy = δy . Il faut imposer une condition au bord pour assurer l’unicité du
potentiel, et le cadre le plus réaliste consiste sans doute à travailler dans un domaine Ω⊂Rd dont
le bord est mis à la masse, de sorte que Vy |∂Ω = 0. Par définition, on obtient alors Vy (x) =GΩ(x, y),
la fonction de Green de Ω.
En théorie du potentiel classique, on idéalise cette situation en travaillant avec la fonction de
Green Gd deRd , c’est-à-dire l’unique solution invariante par translation de l’EDP∆xGd = δy qu’on
obtient explicitement via la transformation de Fourier par :

Gd (x, y) = Id=2 ·
1

2π
log ||x − y ||− cd · Id≥3 · ||x − y ||2−d

avec 1
cd

:= (d −2)Vol(Sd−1). Ainsi pour d ≥ 3, on a une mise à la masse à l’infini.
Deux particules identiques x et y de même charge e = −1 se repoussent mutuellement en cher-
chant à diminuer l’énergie d’interaction E2(x, y) =−Gd (x, y).
On modélise l’interaction d’une configuration de N particules x1, · · · , xN en moyennant les contri-
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butions de toutes les paires 6, c’est-à-dire :

EN (x1, · · · , xN ) = 1

C 2
N

∑
1≤i< j≤N

E2(xi , x j )

avec C k
N le nombre de parties à k éléments dans un ensemble de cardinal N éléments. En can-

tonnant ces particules à un compact K ⊂ Rd , qu’on pense comme un condensateur sur lequel les
N particules se meuvent librement, celles-ci s’éloigneront de façon à minimiser l’énergie EN , et
la position à l’équilibre sera donc donnée par une configuration P ∈ K N telle que inf

K N
EN = EN (P ).

Ainsi définies, les configurations à l’équilibre sont loin d’être uniques en général. Fait remarquable,
l’unicité est cependant restaurée asymptotiquement lorsque N tend vers l’infini. Plus précisé-
ment, une "distribution continue" de charges sur K est décrite par une mesure de probabilité ν,
dont l’énergie est donnée par :

E[ν] =
∫ ∫

E2(x, y)dν(x)dν(y) = Eν⊗ν[E2],

et on rappelle que l’ensemble P (K ) des mesures de probabilité sur K est compact pour la topo-
logie faible, et la fonctionnelle E : P (K ) −→ R

⋃
{+∞} est semi-continue inférieurement par semi-

continuité de E2. Un point clé et non trivial de la théorie du potentiel est que E est de plus stricte-
ment convexe.
Il résulte de ces propriétés la dichotomie suivante :

1. Si E[ν] =+∞pour toute mesure ν ∈P (K ), on dit que K est polaire, c’est-à-dire négligeable 7

du point de vue de la théorie du potentiel sur Rd .

2. Sinon, l’énergie à l’équilibre inf
P (K )

E est atteinte en une unique mesure νeq, la mesure d’équi-

libre du compact K .

On peut montrer que l’énergie à l’équilibre "microscopique" tend vers l’énergie à l’équilibre "ma-
croscopique", plus exactement :

inf
K N

EN
N→+∞−→ inf

P (K )
E,

et l’unicité asymptotique évoquée plus haut signifie que toute suite de configurations PN ∈ K N

minimisant EN s’équi-répartit sur la mesure d’équilibreνeq lorsque N tend vers l’infini. En d’autres
termes, on a convergence faible de δN (PN ) vers νeq avec :

δN : K N −→P (K ), l’application mesure empirique telle que pour tout P ∈ K N ,δN (P ) = 1

N

N∑
i=1

δxi .

S’il est naturel de considérer (P (K ),E) comme la limite de (K N ,EN ), la signification précise de
cette convergence n’est pas immédiate 8. En particulier, on notera que E◦δN ≡+∞.
Introduisons maintenant de l’aléa dans le modèle précédent. On se donne une mesure de pro-
babilité de référence ν0 telle que E[ν0] est finie , et on considère une configuration aléatoire
PN ∈ K N formée de N particules indépendantes et identiquement distribuées de loi ν0, de sorte
que PN ∼ ν⊗N

0 . Lorsque ces particules interagissent, cet aléa entre en compétition avec le principe
de minimisation de l’énergie, et à l’équilibre, la loi de PN est modifiée pour se concentrer autour
des minima de EN , avec autant plus de vigueur que la température T diminue. Comme nous l’en-
seigne la mécanique statistique, cette nouvelle loi est donnée par la mesure de Gibbs :

γβ,N := 1

Zβ,N
e−βN ENν⊗N

0

6. On parle de champ moyen.
7. Un tel ensemble est de mesure de Lebesgue nulle, et même de dimension de Hausdorff au plus d −2.
8. Voir dans annexes, A.1 pour plus de détails.
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avec β= 1
T la température inverse et :

Zβ,N :=
∫

K N
e−βN ENν⊗N

0

le facteur de normalisation appelé fonction de partition. On peut montrer qu’on a équirépartition
d’une configuration typique PN ∈ K N de loi γβ,N sur une mesure d’équilibre νβ en ce sens que la
suite des mesures empiriques δN (PN ) converge en loi vers la mesure déterministe νβ. La mesure
νβ est caractérisée comme l’unique argument minimum de la fonctionnelle d’énergie libre : E+
1
β

H[·|ν0].
De plus, νβ est aussi une mesure de Gibbs, de la forme :

νβ =
1

Zβ
e−βUν0

avec U solution de l’équation "champ moyen de type Liouville" :

−1

2
∆U = e−βUν0∫

e−βUν0

On a aussi :
1

β
log(Zβ)

β→+∞−→ − inf
P (K )

{E+ 1

β
H[·|ν0]}

Cette convergence de la fonction de partition, quand la température tend vers 0, montre que la
mesure de Gibbs νβ se concentre exponentiellement vite vers les minima de U via un principe de
grandes déviations, c’est donc l’ordre qui prédomine. Mais quand la température tend vers l’infini,
la mesure de Gibbs converge vers ν0 la loi de l’aléa initial, donc c’est le désordre qui l’emporte.
Quant à la preuve de cette convergence quand la température tend vers 0, c’est une conséquence
de la s.c.i, du théorème de Sanov et du principe variationnel de Gibbs.
Maintenant revenons à notre système à champ moyen (?). En remarquant que :

1

N
HN (x1, · · · , xN ) = 1

C 2
N

∑
1≤i< j≤N

Θ(xi , x j ), avec Θ(x, y) =V (x)+V (y)+ 1

2
W (x, y),

alors 1
N HN est l’énergie microscopique d’ordre deux associée à notre système. Donc, sa limite ma-

croscopique est l’énergie libre définie pour toute mesure de probabilité ν sur Rd par :

Eν⊗2 [Θ] = 2 ·Eν[V ]+ 1

2
Eν⊗2 [W ] = E f [ν].

Ce qui justifie l’introduction dans notre problème de McKean-Vlasov des fonctionnelles E f et HW

vu que comme on vient de le voir, elles régissent l’équilibre macroscopique qui correspond à une
limite en champ moyen . De plus, l’énergie libre est donc s.c.i et sa borne inférieure est finie car
c’est l’énergie macroscopique à l’équilibre, tout comme celle de 1

N HN qui est l’énergie microsco-
pique à l’équilibre convergeant vers la macroscopique. Et pour finir, les configurations microsco-
piques minimisant l’hamiltonien s’équirépartissent sur l’équilibre macroscopique lorsque N tend
vers l’infini via l’application mesure empirique.
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1. K est appelé espace des états internes.

2. ϕ ∈C 0(K ) est appelée observable interne.

3. P (K ) espace des états macroscopiques qui correspondent aux distributions de parti-
cules identiques.

4. Φ ∈ C 0(P ) est appelée observable macroscopique. Et on remarque que toute obser-
vable interne définit une observable macroscopique par moyennisation.

5. P ∈ K N est appelé état microscopique. Et tout état microscopique définit un état ma-
croscopique via δN l’application mesure empirique. Et notons que δN induit un ho-
méomorphisme de K N /GN sur δN (K N ) avec GN le groupe symétrique et :⋃

N
δN (K N ) =P (K )

6. Pour chaque N , on modélise les interactions entre N points par une énergie d’interac-
tion microscopique EN : K N −→ R

⋃
{+∞} qui est, par définition, symétrique et semi-

continue inférieurement. Les configurations à l’équilibre sont celles qui minimisent
cette énergie.

7. Plus généralement, on dit que l’interaction est d’ordre r si EN est la moyenne des in-
teractions entre r points, c’est-à-dire :

EN (x1, · · · , xN ) = 1

C r
N

∑
1≤i1<···<ir ≤N

Er (xi1 , · · · , xir )

Par symétrie, EN descend au quotient et on peut donc la voir comme une application
ẼN : P (K ) −→R

⋃
{+∞} s.c.i telle que ẼN ≡+∞ sur P (K )/δN (K N ).

8. On dit que EN admet une limite macroscopique E : P (K ) −→ R
⋃

{+∞} si ẼN converge
faiblement vers E.

9. si EN est d’ordre r , alors elle admet une limite macroscopique E s.c.i définie par E[ν] =
Eν⊗r [Er ]

Définition 1.2 (Vocabulaire thermodynamique)
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Chapitre 2

V,H et inégalités fonctionnelles

Les inégalités de Sobolev logarithmiques doivent leur nom à un article célèbre de Gross paru
en 1975. Ces inégalités fonctionnelles apparaissent en particulier comme une expression de la
propriété d’hypercontractivité de semi-groupes markoviens, comme une traduction de la décrois-
sance exponentielle de l’entropie le long de ces semi-groupes, comme une information de concen-
tration gaussienne de la mesure, et enfin comme une façon de renforcer les inégalités de Poin-
caré, plus traditionnelles en analyse. Quant aux références, voir principalement en bibliographie
[12], [14], · · · , [16], [18], [20] et [80], · · · , [92].

2.1 Variance et entropie

Soient (Ω,T ,P) un espace probabilisé,Φ : I ⊂Rd −→R convexe et X :Ω−→ I ⊂Rd un vecteur
aléatoire tels que X ∈ L1,Φ(X ) ∈ L1 et E[X ] ∈ I . On appelleΦ−entropie de X , la quantité définie
par :

EΦ[X ] := E[Φ(X )]−Φ(E[X ]).

Par hypothèses, il est facile de voir que DΦ := Dom(EΦ) ⊂ L1 est convexe et de plus, EΦ : DΦ −→
R+ par inégalité de Jensen.

Définition 2.1 (Φ−entropie)

Remarques et exemples :

La variance et l’entropie sont des exemples de Φ−entropies pour respectivement Φ = || · ||2 et Φ : x 7−→
x log(x). Il est facile de prouver 1 que la variance de X est exactement le carré de la distance en norme L2 de
X au sous espace des variables aléatoires presque sûrement constantes, c’est-à-dire :

V[X ] = inf
λ∈R

E[|X −λ|2] = inf
λ∈R

E[Φ(X )+Φ(λ)−Φ′(λ)X ]

et cette borne inférieure est atteinte en λ= E[X ]. On parle de formulation variationnelle de Φ−entropies 2.
De plus, on a :

Ent[(1+εX )2] = 2ε2V[X ]+O(ε3)

et cette approximation montre avec les notations ci-dessous qu’une inégalité log-Sobolev de constante op-

timale ρ implique une inégalité de Poincaré de constante optimale λ= ρ.

Si Φ est strictement convexe, alors la Φ−entropie de X est nulle si et seulement si X est constante presque

sûrement.

1. Par le théorème de la projection orthogonale sur un convexe fermé d’un espace de Hilbert.
2. Voir dualité de Monge-Kantorovitch et espaces de Wasserstein pour plus de détails.
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2.2 Poincaré et log-Sobolev

Une mesure de probabilité µ sur Rd vérifie une inégalité de Poincaré lorsqu’il existe une
constante λ> 0 telle que pour toute fonction f ∈C 1

b (Rd ) :

λ ·Vµ[ f ] ≤ Eµ
[
||∇ f ||2

]
Et on appelle constante de Poincaré la meilleure constante λ1(µ) pour laquelle on a une telle
inégalité.

Définition 2.2 (Inégalité de Poincaré)

Poincaré et trou spectral : Cette constante optimale, dans certains cas bien particuliers, est aussi
appelée constante d’écart spectral pour des raisons liées au spectre du générateur infinitésimal
du semi-groupe markovien décrivant les lois d’un processus de diffusion de mesure invariante µ.
C’est même équivalent, dans ces cas, au fait d’avoir une telle inégalité. 3 Par exemple, dans le cas
qui nous intéresse dans ce mémoire à savoir celui dans lequel µ est une mesure de Gibbs sur Rd

définie par :

µ(d x) := 1

ZH
e−H(x)d x

avec H ∈C 2(Rd ,R) telle que ZH := ∫
Rd e−H(x)d x <+∞, µ apparaît comme la mesure invariante sy-

métrique du processus de Kolmogorov (X t )t≥0 satisfaisant à l’équation différentielle stochastique :

d X t =
p

2dBt −∇H(X t )d t

Cette équation décrit par exemple la vitesse X t à l’instant t ≥ 0 d’une particule qui subit à la fois
une force d’agitation brownienne et une force de rappel associée au champ de potentiel H . Et à ce
processus de diffusion, on associe un semi-groupe de Markov (Pt )t≥0 tel que :

∀(t , x) ∈ [0,+∞[×Rd , f ∈C 0
b (Rd ,R),Pt f (x) = Ex[ f (X t )] := E[ f (X t )|X0 = x]

Ce semi-groupe de contraction de L2
R

(Rd ,µ) a pour générateur infinitésimal 4 l’opérateur différen-
tiel L défini par :

L :=∆−∇H ·∇
Et par définition, on sait que ∂t Pt =L Pt = PtL . Il est alors bien connu que l’inégalité de Poincaré
de constante λ1(µ) pour µ équivaut à l’existence d’un trou supérieur à λ1(µ) dans le spectre de L .

Une mesure de probabilité µ sur Rd vérifie une inégalité de Poincaré lorsqu’il existe une
constante ρ > 0 telle que pour toute fonction f ∈C 1

b (Rd ) :

ρ ·Entµ[ f 2] ≤ 2 ·Eµ
[
||∇ f ||2

]
Et la meilleure constante ρLS(µ) pour laquelle une telle inégalité est vérifiée est appelée :
constante de Sobolev logarithmique.

Définition 2.3 (Inégalité de Sobolev logarithmique)

3. On parle souvent de propriété de trou spectral.
4. Via la formule d’Ito.
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Sobolev et hypercontractivité : Quant à l’inégalité de Sobolev logarithmique pour la mesure de
Gibbs µ, elle est équivalente 5 à l’hypercontractivité 6 du semi-groupe (Pt )t≥0, c’est-à-dire :

||Pt ||p→q ≤ 1

avec q ≤ 1+e4ρLS (µ)t . Et ce résultat s’obtient en remarquant que la dérivée par rapport à p de || · ||p
donne l’entropie 7. De plus, on en déduit des inégalités de convergence dite exponentielle vers
l’équilibre au sens de la variance pour l’inégalité de Poincaré et de l’entropie pour celle de Sobolev
logarithmique, à savoir :

Vµ[Pt f ] ≤ e−2tλ1(µ)Vµ[ f ]

Entµ[Pt f ] ≤ e−4tρLS Entµ[ f ]

En effet, par exemple pour la variance nous avons :

Pr euve

∂tVµ[Pt f ] = 2Eµ[Pt f L Pt f ] =−2Eµ
[
||∇Pt f ||2

]
≤−2λ1(µ)Vµ[Pt f ]

par les théorèmes de la divergence, de Green et application de l’inégalité de Poincaré. Donc par le lemme

de Gronwall, on en déduit queVµ[Pt f ] ≤ e−2tλ1(µ)Vµ[P0 f ] et vu que P0 f = f , on a bien le résultat attendu.

C’est ce genre de résultats qui nous intéresse et la deuxième partie de ce mémoire y est
consacré pour notre système de champ moyen.

Inégalités fonctionnelles et courbure :
De plus, si le semi-groupe de diffusion associé à la mesure de Gibbs est ergodique et la hessienne
de H est uniformement bornée au sens des applications linéaires, on a aussi les inégalités de Poin-
caré et de sobolev logarithmiques renversées (changement de sens des inégalités).Si ∃ α > 0 tel
que ∀ x ∈ Rd ∇2H(x) ≥αId×d au sens des formes quadratiques 8, alors µ satisfait aux inégalités de
Poincaré et de Sobolev logarithmique. 9 Évidemment, ce n’est pas une équivalence vu que µ peut
vérifier de telles inégalités sans convexité de H .

5. Théorème de GROSS.
6. Pour plus de détails, consulter le document intitulé diffusions hypercontractives de Dominique Bakry et Michel

Émery.
7. Identités de GROSS.
8. On parle de coercivité de H ,ellipticité de H , uniforme stricte convexité de H ou uniforme log-concavité de µ.

C’est équivalent au fait que ||∇Pt f || ≤ e−αt Pt ||∇ f || .
9. Critère de courbure de Bakry et Emery.
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CHAPITRE 2. V,H ET INÉGALITÉS FONCTIONNELLES 2.3. PGD

2.3 PGD

Dans cette section, on rappelle quelques résultats sur la théorie des grandes déviations qui
servent dans la suite de ce mémoire.

On considère un semi-groupe de diffusion (Pt )t≥0 sur Rd de générateur infinitésimal L :=
∆−∇H · ∇ tel que ∇2H est uniformément bornée en tant qu’endomorphisme de Rd . Alors ∀
B ∈B(Rd ) et x ∈Rd

−inf
y∈ ◦

B

Jx(y) ≤ liminf
t→0+

{2t log(Pt IB (x))} ≤ limsup
t→0+

{2t log(Pt IB (x))} ≤−inf
y∈B

Jx(y)

avec Jx := ||x−·||2
2 et ici la norme, comme dans ce qui précède est toujours euclidienne stan-

dard. On dit que la famille de distributions (P x
t )t>0 vérifie un principe de grandes déviations

de taux 1
2t et de fonction de taux Jx .

Théorème 2.1 (PGD et semi-groupes de diffusion)

Le grand intérêt de ce théorème est le fait qu’il apporte une convergence exponentielle en loi pour
des temps petits. Dans ce qui suit, on admet les résultats classiques de la théorie des grandes dé-
viations tels que les théorèmes de Cramer, Sanov et Varadhan, le principe de contraction et leurs
applications en physique statistique. Quant aux références, voir principalement en bibliographie
[11], [35] et [65], [66], · · · , [71].
Le théorème précédent permet aussi d’obtenir des inégalités de concentration gaussienne 10. Une
question naturelle qu’on peut se poser est :
Est-ce que ce principe de grandes déviations en temps petits pour ce semi-groupe de Markov
permettrait d’avoir des informations sur son comportement ergodique?
Pour l’instant, on n’a pas encore de réponses (positives ou négatives) à cette question mais il serait
intéressant d’y prêter attention, ce qui motive encore plus le fait qu’il figure dans ce rapport...

10. Pour plus de détails, voir par exemple l’article sur le sujet de Djalil Chafai.
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Chapitre 3

Processus de Markov

Pour plus de détails sur ce chapitre, consulter principalement les références [96] et [98] en
bibliographie.

3.1 Généralités

Dans cette section, Ω désigne l’espace des états considéré polonais et muni de sa tribu bo-
rélienne et d’une structure de variété différentiable, µ ∈ P (Ω) une mesure de probabilité sur cet
espace d’états et (Pt )t≥0 est un semi-groupe markovien qui est l’équivalent en temps continu des
probabilités de transition pour les chaînes de Markov. Avant de pouvoir définir un tel semi-groupe,
rappelons nous qu’il y a essentiellement deux types de processus de Markov dits respectivement
inhomogènes et homogènes. Soit (X t )t≥0 un processus de Markov général à valeurs dans Ω. On
définit une famille d’opérateurs (Ps,t )0≤s≤t associée à ce processus par :

Ps,t f (x) = EXs=x[ f (X t )] = E[ f (X t )|Xs = x],

et agissant à priori sur l’espace des fonctions mesurables bornées. Cette action s’étend à L2(µ).

On appelle générateur de (Ps,t )0≤s≤t , l’application t 7−→Lt telle que :

Lt f = lim
s→0

Pt ,t+s f − f

s
, sur l’ensemble de toutes les fonctions telles que cette limite existe dans

L2(µ) et cet ensemble est appelé domaine du générateur et noté Dom(Lt ).

Définition 3.1 (Générateur de la famille)

En toute rigueur, on ne parle de semi-groupe que dans le cas des processus de Markov homogènes,
auquel cas Ps,t ne dépend que de t − s et sera simplement noté Pt = P0,t , donc son générateur ne
dépend pas du temps et sera noté L . Notons que par dualité, l’action à droite de Pt sur l’espace
des fonctions mesurable bornées implique une action à gauche sur les mesures de probabilité
donnée pour toute mesure ν par :

〈νPt , f 〉 = 〈ν,Pt f 〉 = EX0∼ν[ f (X t )], pour toute fonction test.

On note A l’algèbre des fonctions régulières dont toutes les dérivées appartiennent à L2(µ). De
plus, par l’égalité de Chapman-Kolmogorov Ps,t Pu,s = Pu,t , on a ∂t Ps,t = Ps,tLt .
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CHAPITRE 3. PROCESSUS DE MARKOV 3.1. GÉNÉRALITÉS

Un semi-groupe markovien (Pt )t≥0 sur Ω est une famille de noyaux de probabilités telle que :
∀(t , s) ∈R2+

P0 := Id,Pt+s := Pt ◦Ps

Et de plus il est entièrement décrit par son action sur les fonctions mesurables bornées, c’est-
à-dire :

∀ f ∈Mb(Ω),Pt f (x) :=
∫
Ω

f (y)Pt (x,d y)

On dit que (Pt )t≥0 est fellerien si ∀ f t 7−→ Pt f est continue de R+ −→ L2(µ).

Définition 3.2 (Semi-groupe de Markov)

Étant donné ce semi-groupe, on lui associe un processus (X t )t≥0 de Markov et comme avec les
chaînes de Markov, on a :

Ex[ f (X t )] := E[ f (X t )|X0 = x] = Pt f (x)

On définit aussi les mesures stationnaires par analogie aux chaînes de Markov.

On dit que µ est invariante (ou stationnaire) pour (Pt )t≥0 si :∀ f

Eµ[Pt f ] :=
∫
Ω

Pt f (x)µ(d x) =
∫
Ω

f (x)µ(d x) := Eµ[ f ]

Définition 3.3 (Mesure invariante)

Dans tout ce qui suit, on suppose que le semi-groupe est toujours fellerien et dans ce cas, il définit
un semi-groupe fortement continue d’opérateurs bornés de L2(µ). Donc on peut lui associer un
opérateur non borné (D(L ),L ) de L2(µ) à domaine dense et dont la donnée équivaut à celle du
semi-groupe car par définition :∀ f ∈ D(L )

∂t Pt f =L Pt f = Pt L f

On peut montrer aussi que µ est invariante pour le semi-groupe si et seulement si ∀ f ∈ D(L )
Eµ[L f ] = 0 ou L ′µ= 0 avec L ′ l’adjoint de L au sens des distributions. On va définir les formes
dites de Dirichlet pour lesquelles on peut généraliser la notion d’inégalités de Poincaré et de So-
bolev logarithmique dans un sens qu’on verra en fin de section.

Étant donné un générateur infinitésimal L d’un sémi-groupe de Markov, on appelle carré du
champ l’application bilinéaire symétrique positive a Γ définie par :

Γ( f , g ) := 1

2

(
L ( f g )− gL ( f )− f L (g )

)
On appelle forme de Dirichlet la forme bilinéaire symétrique positive E définie par :

E ( f , g ) :=
∫
Ω
Γ( f , g )µ(d x)

De plus, dans le cas des mesures de Gibbs, un calcul direct montre que Γ( f , f ) = ||∇ f ||2.

a. vu que Γ( f , f ) = lim
t→0

Pt ( f 2)−(Pt f )2

2t par Cauchy-Schwarz

Définition 3.4 (Formes de Dirichlet)
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CHAPITRE 3. PROCESSUS DE MARKOV 3.1. GÉNÉRALITÉS

On dira que (Pt )t≥0 est µ-symétrique si L ∗ =L ou de façon équivalente : ∀ f , g

〈Pt f , g 〉µ = 〈 f ,Pt g 〉µ

Définition 3.5 (Symétrie)

On appelle résolvante du semi-groupe (Pt )t≥0 l’application :

Rλ :λ ∈]0,+∞[ 7−→
∫ +∞

0
e−λt Pt d t

qui est la transformée de Laplace en temps de ce semi-groupe.

Définition 3.6 (Résolvante)

On peut montrer sans peine par une intégration par parties que Rλ = (λId−L )−1, ce qui justifie
le nom de résolvante et de plus ||Rλ||∞ ≤ 1

λ
. Il est facile de vérifier via l’inégalité d’Holder et l’inva-

riance que (Pt )t≥0 est un sémi-groupe de contraction de Lp (µ) 1. Donc, on peut étudier la nature
du spectre du générateur infinitésimal via cette résolvante, par exemple, si la résolvante est com-
pacte au sens des opérateurs sur un espace de Banach, alors le spectre du générateur est discret 2.
Une application importante des processus de Markov 3, qui sort un peu du cadre des probabilités,
est la résolution de certaines équations aux dérivées partielles d’évolution de la forme ∂t u = L u
et u(0, ·) = f . En effet, si L est le générateur d’un processus de Markov (Pt )t≥0, on montre que :

u(t , x) = Pt f (x) = Ex[ f (X t )]

pour toute condition initiale f admissible. Donc, la solution dépend linéairement de la condition
initiale f et avec des propriétés de régularité sur le semi-groupe, cette solution dépend de façon
continûment linéaire de f et l’EDP est régularisante. Un exemple classique de ce genre de pro-
blème d’évolution est donné par l’équation de la chaleur sur Rd dont le générateur est 1

2∆ et le
semi-groupe est celui du mouvement brownien (processus de Wiener standard qui est un proces-
sus de Lévy à trajectoires continues et de dérive nulle) tel que ∀ f :

Pt f (x) = Ex[ f (X t )] = E[ f (x +Bt )] =
∫
Rd

f (x + y)pt (y)d y =
∫
Rd

f (z)pt (z −x)d z = f ∗pt (x)

avec pt la densité de probabilité de Bt ∼N (0, t · Id).
Maintenant, on va voir comment on étend les inégalités fonctionnelles aux mesures invariantes
des semi-groupes de Markov relativement à l’opérateur carré du champ.

1. Donc, par Hille-Yosida en annexes, son générateur est maximal dissipatif à domaine dense.
2. Que des valeurs propres de multiplicité finie qu’on démontre via les projecteurs de Riesz et la théorie de Fred-

holm.
3. On parle de la formule de Feynman-Kac dont un cas particulier est donné par l’équation backward de Kolmo-

gorov. Une autre EDP intéressante est donnée par l’équation forward de Kolmogorov. Pour plus de détails, consulter
en bibliographie la référence [118].
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CHAPITRE 3. PROCESSUS DE MARKOV 3.1. GÉNÉRALITÉS

On dit que µ satisfait une inégalité de :

1. Poincaré pour Γ s’il existe λ> 0 telle que ∀ f ∈A :

λ ·Vµ[ f ] ≤ E ( f , f )

2. Sobolev logarithmique pour Γ s’il existe ρ > 0 telle que ∀ f ∈A :

ρ ·Entµ[ f 2] ≤ 2E ( f , f )

Définition 3.7 (Inégalités fonctionnelles)

Les inégalités de Poincaré et de Sobolev logarithmiques pour µ sont équivalentes à des décrois-
sances exponentielles du semi-groupe (Pt )t≥0 respectivement en variance et en entropie, c’est-à-
dire :

— Poincaré :

∀ f ∈ L2(µ) t ≥ 0, ||Pt f −〈µ, f 〉||L2(µ) ≤ e−λ1(µ)t || f −〈µ, f 〉||L2(µ) .

— Log-Sobolev :

∀ f ∈ L1(µ) logL1(µ) t ≥ 0, Entµ[Pt f ] ≤ e−ρLS (µ)t Entµ[ f ] .

Ici, la notation L1(µ) logL1(µ) désigne le domaine de définition de l’entropie sous µ.
Courbure et inégalités fonctionnelles :

Les critères de courbure de Bakry-Emery (pour les diffusions Markoviennes) et de Lott-Sturm-
Villani (pour les espaces métriques mesurés) offrent un cadre systématique pour aborder les
inégalités fonctionnelles...

On dit que µ satisfait une :
— T1−inégalité de transport s’il existe α> 0 telle que W1(·,µ) ≤√

αH[·|µ].
— T2−inégalité de transport s’il existe α> 0 telle que W2(·,µ) ≤√

αH[·|µ].
De plus, comme avec les inégalités de Poincaré et de Sobolev logarithmiques, la seconde im-
plique la première. La classe des probabilités vérifiant T1 est identique à celle ayant un mo-
ment exponentiel d’ordre 2 fini a. L’inégalité T2 est nettement plus structurée que l’inégalité
T1 vu qu’elle implique une inégalité de trou spectral b.

a. D’après Djellout, Guillin et Wu.
b. D’après Otto et Villani.

Définition 3.8 (Inégalités de transport de Talagrand et généralités)

Otto-Villani : Une mesure de probabilité vérifiant l’inégalité de Poincaré a en particulier un sup-
port connexe, ce qui impose d’emblée une restriction géométrique à la classe des mesures de pro-
babilités vérifiant T2.
Pour ce qui est du cas particulier des mesures de Gibbs 4, consulter le chapitre 4 section 4.3 sur le
couplage et les métriques de Wasserstein...

4. Qui sont les mesures pour lesquelles on établit de telles inégalités dans ce mémoire.
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CHAPITRE 3. PROCESSUS DE MARKOV 3.2. E.U DE MESURES INVARIANTES

3.2 E.U de mesures invariantes

Dans cette section, notre objectif est d’établir des conditions pour que le processus de diffusion
d’Ito homogène à valeurs dans Rd :

d X t = b(X t )d t +σ(X t )dBt

soit bien défini (existences locale et globale) et admette des mesures invariantes (existence et uni-
cité) avec b :Rd −→Rd ,σ :Rd −→Rd×m et (Bt )t≥0 respectivement les termes de dérive, de diffusion
ou volatilité et brownien m−dimensionnel. Déjà la théorie des EDS nous dit que :

1. Si b et σ sont localement lipschitziens, alors on sait que ∀ x ∈ Rd , il y a existence locale sur
un intervalle aléatoire [0,τ] avec τ> 0 presque sûrement.

2. Si b etσ sont à croissance sous linéaire, il y a existence globale (τ=+∞ presque sûrement).

On note dans ce qui suit L := b ·∇+ 1
2 Tr(σσ∗×∇2) le générateur 5 de l’EDS de diffusion homogène.

On rappelle aussi que d’après la formule d’Ito 6, ∀ ϕ ∈C 1,2(R+×Rd ) :

dϕ(t , X t ) = ∂ϕ

∂t
(t , X t )d t +∇ϕ(t , X t ) ·d X t + 1

2
Tr(σσ∗×∇2ϕ)(t , X t )d t

On en déduit que :

dϕ(t , X t ) = ∂ϕ

∂t
(t , X t )d t +Lϕ(t , X t )d t +∇ϕ(t , X t ) ·σ(X t )dBt

Ainsi :
dϕ(t , X t ) = (∂t +L)(ϕ)(t , X t )d t +d Mϕ

t = Ltϕ(t , X t )d t +d Mϕ
t

avec Lt := ∂t +L opérateur différentiel non autonome et Mϕ
t := ∫ t

0 ∇ϕ(s, Xs) ·σ(Xs)dBs un terme
martingale dont la nature dépend de ϕ et σ. On parle souvent de problème de martingales. Re-
marquons que Lt et L coïncident sur l’espaces des fonctions qui ne dépendent pas du temps.

3.2.1 Non explosion et fonction de Lyapunov

Soit U : Rd −→ R une fonction continue. On dit qu’elle est de Lyapunov si U ≥ 1 et
lim

||x||→+∞
U (x) =+∞. En particulier, les ensembles de niveau Ka := {x ∈Rd ,U (x) ≤ a} sont com-

pacts.

Définition 3.9 (Fonction de Lyapunov)

Si b etσ sont localement lipschitziens et il existe une constante c et une fonction de Lyapunov
U telles que LU ≤ c ·U , alors il y a existence globale des solutions pour tout point de départ x ∈
Rd et de plus en notant (Pt )t≥0 le semi-groupe markovien associé à la diffusion, on a PtU (x) :=
E[U (X x

t )] ≤ ectU (x).

Théorème 3.1 (Existence globale)

5. Opérateur différentiel du second ordre donné par la formule d’Ito.
6. Condition de semi-martingale continue sur la diffusion pour appliquer cette formule.
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Pr euve
Étant donné x ∈Rd , soit (X x

t ) la solution issue de x de l’EDS et définie sur [0,τ]. Soit :

τn := inf{t > 0,U (X x
t ) > n}

le temps de sortie du compact Kn :=U−1([0,n]). Si n >U (x), alors l’équation différentielle stochastique de
coefficients bn := b∧n et σn :=σ∧n globalement lipschitziens admet une unique solution issue de x qu’on
note (Y x

t ). On en déduit que τ > τn , X x
t = Y x

t sur t ≤ τn et en appliquant la formule d’Ito sur [0, t ∧τn] à
Mt :=U (X x

t )e−ct , on obtient :

Mt∧τn = M0 +
∫ t∧τn

0
e−cs∇U (X x

s ) ·σ(X x
s )dBs +

∫ t∧τn

0
e−cs(LU − c ·U )(X x

s )d s

et le terme :

Nt∧τn := M0 +
∫ t∧τn

0
e−cs∇U (X x

s ) ·σ(X x
s )dBs =U (x)+

∫ t∧τn

0
e−cs∇U (X x

s ) ·σ(X x
s )dBs

est une martingale locale continue et positive car Mt ≥ 0 et LU − c ·U ≤ 0, elle définit donc une vraie sur-
martingale et en particulier, on a :

Ex [Mt∧τn ] ≤ Ex [Nt∧τn ] ≤ Ex [M0] =U (x)

On en déduit que :
U (x) ≥ Ex [U (X x

t∧τn
)e−ct∧τn ] ≥ Ex [U (X x

τn
)I{τn≤t }] = nPx (τn ≤ t )

Ainsi ∀ t > 0, on a Px (τn ≤ t )
n→+∞−→ 0 (=⇒ τn

Px−p.s−→ +∞). Il en découle que τ≥ limsup
n

τn =+∞ Px−presque

sûrement, ce qui prouve l’existence globale.
Quant à l’inégalité du théorème, à t fixé, par le lemme de Fatou, on a :

U (x) ≥ liminf
n

Ex [U (X x
t∧τn

)e−ct∧τn ] ≥ Ex [liminf
n

U (X x
t∧τn

)e−ct∧τn ] = Ex [U (X x
t )e−ct ]

Ce qui achève la preuve du théorème.

3.2.2 Existence de mesures invariantes

Pour l’existence de mesures invariantes, comme la plupart du temps, il est difficile voire im-
possible de trouver des distributions de probabilité qui appartiennent au noyau du dual au sens
des distributions de l’opérateur différentiel L, on va utiliser la notion de tension 7 qui assure une
pré-compacité 8.

Soient E un espace polonais et S ⊂P (E). Si ∃ U : E −→ R telle que U ≥ 0, U tend vers l’infini
à l’infini et :

sup
µ∈S

〈µ,U 〉 <+∞,

alors S est tendue.

Théorème 3.2 (Condition suffisante de tension)

Pr euve
En effet, pour µ ∈S et α> 0, par l’inégalité de Markov, on a :

µ(U >α) ≤ 〈µ,U 〉
α

≤ C

α
avec C := sup

µ∈S
〈µ,U 〉

7. Voir chapitre suivant sur la convergence faible et le théorème de Prokhorov pour plus de clarté.
8. Les deux notions sont même équivalentes sur un espace polonais ce qui est notre cas d’étude.
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On en déduit que pour α assez grand :
µ(U >α) ≤ ε

Soit K un compact tel que U >α sur K c , alors :

µ(K c ) ≤µ(U > a) ≤ ε
On en conclut que :

sup
µ∈S

µ(K c ) ≤ ε

Ce qu’il fallait prouver.

Si de plus, E est localement compact, alors la réciproque de ce théorème est vraie.

Pr euve
En effet, dans ce cas, il existe une suite croissante (Kn) de compacts telle que sup

µ∈S
µ(K c

n) ≤ 2−2n , et on peut,

quitte à les grossir, supposer que E =⋃
Kn et dans ce cas, la fonction U suivante convient :

U :=∑
n

2n(IKn − IKn−1 )

Ce qui termine la preuve.

Si le semi-groupe (Pt ) est fellerien et il existe une fonction de Lyapunov U et x ∈ E tels que :

sup
t

PtU (x) <+∞,

alors il existe une mesure de probabilité invariante.

Théorème 3.3 (Existence de mesures invariantes)

Pr euve
En effet, il suffit de considérer le flot de mesures de probabilité (µt ) défini ∀ ϕ admissibles par :

〈µt ,ϕ〉 := 1

t

∫ t

0
Psϕ(x)d s

On a de façon directe par hypothèses :

sup
t

〈µt ,U 〉 ≤ sup
t

PtU (x) <+∞

ce qui prouve que la famille (µt ) est tendue, donc par le théorème de Prokhorov, il existe une sous suite
(µtn ) (avec tn → +∞) qui converge faiblement vers µ∞ une mesure de probabilité. En d’autres termes, ∀
ϕ continue bornée 〈µtn ,ϕ〉 −→ 〈µ∞,ϕ〉. Or pour r > 0, vu que le semi-groupe est fellerien, ∀ ϕ continue
bornée, Prϕ est aussi continue bornée, et donc 〈µtn ,Prϕ〉 −→ 〈µ∞,Prϕ〉. De plus :

〈µtn ,Prϕ〉 := 1

tn

∫ tn

0
PsPrϕ(x)d s = 1

tn

∫ r+tn

r
Psϕ(x)d s = 1

tn

(
(tn + r )〈µtn+r ,ϕ〉− r 〈µr ,ϕ〉

)
−→〈µ∞,ϕ〉

Ce qui prouve que 〈µ∞,Prϕ〉 = 〈µ∞,ϕ〉. On a ainsi montré que µ∞ est une mesure invariante pour le

semi-groupe, ce qui achève la preuve de l’existence d’une telle mesure.

On va maintenant donner des conditions suffisantes sur la fonction de Lyapunov d’existence
de mesures de probabilité invariantes. Remarquons que les deux hypothèses du théorème ci-
dessous sont entraînées par l’unique inégalité LU ≤ −α ·U +β pour deux constantes α > 0 et
β ∈ [0,+∞[ vu que dans ce cas, LU ≤β≤β ·U et de plus :

∂t PtU = LPtU = Pt LU ≤−α ·PtU +β
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Et en intégrant cette inégalité différentielle 9, on obtient :

PtU ≤ e−αt
(
U +β

∫ t

0
eαsd s

)
= e−αtU + β

α
(1−e−αt ) ≤ e−αtU + β

α

Donc, à t > 0 fixé, si on considère le compact K := {U ≤ a} pour a assez grand de telle sorte que

κ= e−αt + β
αa < 1, alors sur K c , U > a et :

PtU ≤ e−αtU + β

α
≤ κ ·U

Ce qui montre le résultat attendu.

Soient c > 0, b <+∞, κ ∈]0,1[, t0 > 0 et U une fonction de Lyapunov telles que :

1. LU ≤ c ·U ;

2. Pt0U ≤ κ ·U +b · IK ;

alors il y a une probabilité invariante.

Théorème 3.4 (Existence via Lyapunov)

Pr euve
En effet, on a :

P2t0U ≤ κ ·Pt0U +b ·Pt0 IK ≤ κ2 ·U +κb · IK +b

Et donc par récurrence immédiate :

Pnt0U ≤ κn ·U +b
(
κn−1 · IK +

n−2∑
j=0

κ j
)
= κn ·U +b

(
κn−1 · IK + 1−κn−1

1−κ
)
≤ κn ·U + b

1−κ

Vu que LU ≤ c ·U =⇒∀ s, PsU ≤ ecsU , on a pour t ∈ [nt0, (n +1)t0] :

PtU = Pnt0 Pt−nt0U ≤ ec(t−nt0)Pnt0U ≤ ect0 Pnt0U ≤ ect0

(
κn ·U + b

1−κ
)
−→ b

1−κect0

C’est donc une suite convergente, donc bornée, ainsi on conclut par le théorème précédemment prouvé.

On peut sous les mêmes hypothèses établir une propriété de récurrence donnée par le théo-
rème ci-dessous.

Sous les hypothèses du théorème précédent, si :

τK := inf{t > 0, X x
t ∈ K }

désigne le premier temps de passage (retour) en K , alors il existe δ> 0 telle que ∀ x, Ex[eδτK ] <
+∞. En particulier, pour tout point de départ x, on atteint le compact K en un temps fini
presque sûrement.

Théorème 3.5 (Atteinte en temps fini d’un compact)

Pr euve
Quitte à grossir K , on peut supposer que K = {U ≤ a}. On va montrer par récurrence que τ := τK satisfait ∀
x ∉ K :

Px (τ> nt0) ≤ κn

a
U (x)

9. Ou en utilisant directement le lemme de Gronwall.
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En effet, par la propriété de Markov,vu que sur τ> t0, X x
t0
∉ K , on a :

Px (τ> (n +1)t0) =Px (τ> t0, {τ> nt0}◦Θt0 ) = Ex [I{τ>t0}PX x
t0

(τ> nt0)] ≤ Ex [I{τ>t0}
κn

a
U (X x

t0
)]

On en déduit que :

Px (τ> (n +1)t0) ≤ κn

a
Ex [U (X x

t0
)] = κn

a
Pt0U (x) ≤ κn+1

a
U (x)

On montre aisément l’existence d’un moment exponentiel pour la variable aléatoire τ= τK vu que de l’en-
cadrement t ∈ [nt0, (n +1)t0] et ce qui précède, on a pour une constante γ> 0 :

Px (τ> t ) ≤ e−γt

Et par Fubini-Tonelli, on sait que pour tout δ> 0 :

Ex [eδτ] =
∫ +∞

0
Px (eδτ > t )d t =

∫ +∞

0
Px

(
τ> 1

δ
log(t )

)
d t =

∫ 1

0
Px

(
τ> 1

δ
log(t )

)
d t +

∫ +∞

1
Px

(
τ> 1

δ
log(t )

)
d t

Or vu que sur [0,1], le logarithme est négatif et qu’un temps d’arrêt est positif, on a :∫ 1

0
Px

(
τ> 1

δ
log(t )

)
d t = 1

D’autre part, on a : ∫ +∞

1
Px

(
τ> 1

δ
log(t )

)
d t ≤

∫ +∞

1
t−

γ

δ d t

et cette dernière intégrale est classique (impropre de Riemann), de plus nous savons qu’elle converge si et

seulement si γ
δ > 1. En conclusion pour avoir un δ−moment exponentiel pou τ, il suffit de prendre δ < γ.

Quant à la finitude presque sûrement de τ, elle découle du fait que toute fonction intégrable est finie

presque partout, donc pour δ< γ, eδτ <+∞ Px−p.s, ce qui montre que τ aussi.

3.2.3 Unicité de mesures invariantes

Pour l’unicité, on va faire deux hypothèses supplémentaires en plus de celles de l’existence à
savoir :

1. Une hypothèse de régularité sur le semi-groupe. On rappelle que (Pt )t≥0 est fellerien s’il
envoie l’espace des fonctions continues bornées dans lui-même ( on parle de sous-espace
stable) 10 et on sait par définition que Pt L∞ ⊂ L∞ avec L∞ l’espace des fonctions mesu-
rables et essentiellement bornées 11. On dit que (Pt )t≥0 est fortement fellerien si pour tout
t > 0, Pt L∞ ⊂ Cb . Il est dit régularisant si pour tout t > 0, il admet une densité lisse et si
Pt L∞ ⊂C ∞. On établit cette propriété en utlisant le critère de Hormander.

2. Une hypothèse d’irréductibilité qui stipule qu’il existe t0 > 0 tel que ∀ O ouvert, on a
Pt0 IO > 0. On peut montrer par les équations de Chapman-Kolmogorov que cette propriété
est vérifiée pour tout t ≥ t0. Et cette seconde hypothèse peut être établie en utilisant le
théorème de support de Stroock-Varadhan.

On rappelle le théorème ergodique de Birkhoff qui est très important pour l’étude de mesures
invariantes. Avec les notations du théorème de Birkhoff, on dit que la probabilité P ou le semi-
goupe (Φt )t≥0 sont dits ergodiques si la tribu I des invariants est presque sûrement triviale, c’est-
à-dire que pour tout A ∈I , P(A) = 0 ou 1, ou encore les variables I−mesurables sont P−presque

10. On peut le démontrer en utilisant la continuité de la solution d’une EDS par rapport aux paramètres.
11. Il est facile de montrer que le semi-groupe vu comme une famille d’opérateurs sur cet espace est un semi-groupe

de contraction fortement continu, ce qui permet d’avoir des résultats très importants du type Hille-Yosida .
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sûrement constantes et dans ce cas pour X une telle variable de plus intégrable, on a presque
sûrement :

E[X |I ] =
∫

X dP :=: E[X ]

Étant donnée une mesure invariante π pour le semi-groupe (Pt )t≥0, on note Pπ la loi du processus
de loi initiale π, c’est-à-dire on se place sur l’espace canonique avec les applications coordonnées
X t (ω) =ω(t ) et le semi-groupe du shift défini par :

Θt (ω)(s) =ω(t + s)

Dans ce cas, on a :

Pπ(A) =
∫
Px(A)π(d x) =Pπ(X · ∈ A).

Et le shift préserve la mesure Pπ car sous Pπ, X0 a pour loi π, donc X t a pour loi πPt = π et par la
propriété de Markov :

Eπ[ f ◦Θt (ω)] = Eπ
[
EX t [ f (ω)]

]
=

∫
Pπ(X t ∈ d x)Ex[ f ] = Eπ[ f ]

Soit (Ω,T ,P) un espace probabilisé. Soit (Φt )t≥0 un semi-groupe de transformations de Ω
qui préserve la mesure de probabilité P, c’est-à-dire Φt : Ω −→Ω, Φt+s = Φt ◦Φs et ∀ A ∈ T ,
P(Φ−1

t (A)) =P(A). Alors, ∀ X ∈ L1(P) :

1

t

∫ t

0
X ◦Φs(ω)d s

t→+∞−→ E[X |I ] P−ps tout ω ∈Ω

Et la variable limite désigne l’espérance conditionnelle de X par rapport à P et la tribu des
invariants I := {A ∈T ,Φ · A = A}

Théorème 3.6 (Ergodique de Birkhoff)

Si le semi-groupe (Pt )t≥0 admet deux mesure invariantes π1 et π2 distinctes, alors ∀ α ∈ (0,1),
si π=απ1+ (1−α)π2, la probabilité Pπ n’est pas ergodique et il existe une fonction h positive,
bornée, non constante et invariante pour le semi-goupe.

Théorème 3.7

Pr euve
Pour ce faire, raisonnons par l’absurde et supposons que Pπ est ergodique. Ainsi pour tout A ∈I , Pπ(A) = 0
ou 1 et on voit que :Pπ(A) = 0 =⇒Pπ1 (A) =Pπ2 (A) = 0 etPπ(A) = 1 =⇒Pπ1 (A) =Pπ2 (A) = 1. Pour f mesurable
bornée, par le théorème ergodique de Birkhoff appliqué à la fonction F (ω) = f (X0(ω)), il existe A tel que
Pπ(A) = 1 et ∀ ω ∈ A :

1

t

∫ t

0
f (ω(s))d s

t→+∞−→ m :=
∫

f dπ= 〈π, f 〉

Vu que Pπ1 (A) =Pπ2 (A) = 1, par convergence dominée de Lebesgue, pour i = 1,2 :

m = lim
t→+∞

1

t

∫ t

0
Eπi [ f (ω(s))]d s = Eπi [ f ] = 〈πi , f 〉

On en déduit que π1 = π2, ce qui est absurde vu que par hypothèses elles sont distinctes. Ainsi Pπ n’est pas
ergodique. Il reste juste à prouver l’existence de la fonction h et pour ça, il suffit de remarquer que la non
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ergodicité implique qu’il existe A ∈ I tel que Pπ(A) ∈]0,1[. En posant h(x) = Px (A) ∈ (0,1), par la propriété
de Markov, on a :

h(x) =Px (Θ−1
t (A)) = Ex [PX t (A)] = Ex [h(X t )] = Pt h(x)

Il en découle que (h(X t ))t≥0 est une martingale positive qui converge presque sûrement et :

h(X t ) =PX t (A) = E[IA ◦Θt |Ft ] = E[IA|Ft ]
t→+∞−→ IA p.s

Donc, si la fonction h était constante, cette constante appartiendrait à la paire {0,1} et cela entraînerait que

Pπ(A) ∈ {0,1}, ce qui serait contradictoire. Ce qu’il fallait démontrer.

En admettant les hypothèses du théorème 3.1 d’existence globale des solutions d’une EDS,
si le semi-groupe est irréductible et fortement fellerien, alors, il existe une unique mesure de
probabilité invariante.

Théorème 3.8 (Unicité de la mesure invariante)

Quant à la preuve de ce théorème, elle utilise essentiellement les notions de récurrence et d’er-
godicité. Nous allons voir maintenant que l’hypothèse d’irréductibilité entraîne la récurrence des
ouverts.

Sous les hypothèses du théorème 3.8 d’unicité de la mesure invariante, tout ouvert non vide
est récurrent pour la chaîne de Markov (Xnt0 )n∈N. En conséquence, toute fonction f mesu-
rable bornée ou positive, qui est invariante pour la chaîne (Pt0 f = f ), est constante presque
sûrement.

Théorème 3.9 (Récurrence des ouverts)

Pr euve
Soit O un ouvert non vide. Vu que IO est bornée, la fonction x 7−→ Pt0 IO(x) est continue, et on a par irréduc-
tibilité et compacité :

δ := inf
x∈K

Pt0 IO(x) = min
x∈K

Pt0 IO(x) > 0

En considérant la chaîne de Markov définie par Yn := Xnt0 , de matrice de transition Q := Pt0 , et le schéma
de succès-échec défini par τ0 = 0 et :

τp = inf{n > τp−1 +1,Yn ∈ K }, ξp = I{Yτp+1∈O},

on a par le théorème 3.5 d’atteinte en temps fini d’un compact, ∀ p, τp est fini presque sûrement et :

Px (ξ1 = 0) =Px (YτK +1 ∉O) = Ex [PYτK
(Y1 ∉O)] ≤ 1− c.

On en déduit par récurrence et la propriété de Markov que :

Px

( p⋂
j=1

{ξ j = 0}
)
= Ex

[
I{YτK +1∉O}PYτK +1

(p−1⋂
j=1

{ξ j = 0}
)]

≤ (1− c)p .

Ce qui entraîne que :

Px

( ⋂
tous les p

{ξp = 0}
)
= 0, et donc O est récurrent.

Soit maintenant f mesurable, bornée ou positive et invariante pour la chaîne. Vu que le semi-groupe est

fortement fellerien, Pt0 f = f est continue. Si f était non constante, il existerait α<β deux constantes telles

que les ensembles O1 := { f < α} et O2 := { f > β} soient des ouverts non vides, donc récurrents. Vu que

Mn := f (Yn) est une martingale bornée ou positive, donc convergeant presque sûrement vers M∞ ∈ L1, par

récurrence des ouverts O1 et O2, on aurait presque sûrement β ≤ M∞ ≤ α , ce qui serait contradictoire car

α<β. Ce qui montre que f est bel et bien constante.
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3.3 Convergence exponentielle

Pour une chaîne de Markov sur un espace d’états fini, l’irréductibilité de sa matrice de tran-
sition assure la convergence exponentielle vers l’unique mesure invariante via le théorème de
Perron-Frobenius.

Soit P une matrice stochastique sur un espace d’états fini telle qu’il existe k, pour tout n ≥ k, la
matrice P n est à coefficients strictement positifs, c’est-à-dire pour tous (i , j ), (P n)i , j > 0. Alors
P admet une unique mesure de probabilité invariante π (πP = π) et de plus, il existe γ > 0 et
C > 0 des constantes telles que :

sup
x,y

|P n
x,y −π(y)| ≤Ce−γn

Théorème 3.10 (Perron-Frobenius)

L’analogue en théorie des semi-groupes existe, si on considère des semi-groupes compacts vus
comme opérateurs sur un espace de Banach HU dépendant d’une fonction de Lyapunov U et
défini par :

HU :=
{

f : E −→R boréliennes telles que || f ||U <+∞
}

, avec || f ||U := sup
x∈E

| f (x)|
U (x)

Et on remarque que || f ||U ≤ || f ||∞, ce qui donne une injection continue de L∞ dans cet espace.

On suppose que :

1. le semi-groupe est irréductible et régularisant (ici, E =Rd ) ;

2. il existe c > 0 et une fonction de Lyapunov U telles que LU ≤ c ·U ;

3. il existe une suite de compacts (Kn), des constantes bn ∈ (0,+∞) et κn ∈]0,1[ telles que
limκn = 0 et pour un t0 > 0 :

Pt0U ≤ κn ·U +bn · IKn

Alors, (Pt )t≥0 définit un semi-groupe d’opérateurs sur HU qui sont compacts pour tout t ≥ t0.
De plus, le processus admet une unique mesure invariante π et il existe des constantes γ> 0
et C > 0 telles que :

||Pt −π||U ≤Ce−γt

C’est-à-dire que pour tout f ∈HU :

||Pt f −〈π, f 〉||U ≤Ce−γt || f ||U

Théorème 3.11 (Convergence exponentielle)

Pr euve
Vu que par le point (2), PtU ≤ ectU , Pt est un opérateur linéaire sur HU tel que ||Pt ||U ≤ ect parce qu’on a
successivement ∀ f ∈HU :

|Pt f | ≤ Pt | f | ≤ || f ||U PtU ≤ ect || f ||UU ⇐⇒||Pt f ||U ≤ ect || f ||U .

On va montrer que P2t0 est compact. Pour ce faire, observons par (3) que pour tout f ∈HU :

|IK c
n

Pt0 f | ≤ IK c
n

Pt0 | f | ≤ IK c
n
|| f ||U Pt0U ≤ IK c

n
|| f ||U ·κn ·U

Ainsi :
||IK c

n
Pt0 ||U ≤ κn → 0
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On va prouver queΛ= IKn Pt0 IKn est compact et pour ça, il nous suffit de montrer que de toute famille ( fi )i∈I

de HU telle que pour tout i ∈ I , || fi ||U ≤ 1, on peut extraire une sous-suite ( fp ) telle que (Λ fp ) converge dans
HU . Remarquons que comme le semi-groupe est fortement fellerien par (1), et IKn fi est bornée, la fonction
Pt0 IKn fi est continue, et (Λ fi )i∈I est une famille de fonctions de C (Kn) l’espace des fonctions continues sur
le compact Kn . De plus, elle est équibornée vu que par (3), ∀ x ∈ Kn :

|Λ fi (x)| ≤ || fi ||U Pt0U (x) ≤ κn ·U (x)+bn ≤ κn · sup
y∈Kn

U (y)+bn

Cette famille est également équicontinue vu que le semi-groupe est régularisant par (1), et donc par inéga-
lité des accroissements finis et compacité, ∀ (x, y) ∈ Kn ×Kn :

|Λ fi (x)−Λ fi (x)| ≤
∫

Kn

|pt0 (x, z)−pt0 (y, z)|·| fi (z)|d z ≤ ||x−y || sup
u,v∈Kn

||∇u pt0 (u, v)||·|| f ||U
∫

Kn

U (z)d z ≤Cn ||x−y ||

ce qui prouve une équilipschitziennanité qui implique l’équicontinuité. Ainsi, par le théorème d’Arzela-
Ascoli, la famille contient une sous suite ( fp ) telle que (Λ fp ) converge dans C (Kn) vers f , ce qui entraîne
comme U ≥ 1, que (Λ fp ) converge dans HU vers f IKn . Et pour conclure, il suffit d’écrire :

P2t0 = IK c
n

Pt0 ◦Pt0 + IKn Pt0 ◦ IK c
n

Pt0 +Λ,

et remarquer que les deux premiers opérateurs convergent vers 0 dans HU , et le troisième est compact,
donc P2t0 aussi. Maintenant, on va montrer que Pt0 n’admet que 1 comme valeur propre de module 1 et c’est
une valeur propre simple. Raisonnons par l’absurde et supposons que 1 n’est pas simple, alors il existe une
fonction non constante f ∈ HU telle Pt0 f = f . Quitte à diviser f par sa norme, on suppose que || f ||U ≤ 1,
alors g = | f | est sous harmonique vu que g = |Pt0 f | ≤ Pt0 | f | = Pt0 g . On en déduit que :

g ≤ Pnt0 g ≤ Pnt0U ≤ κn ·U + b

1−κ =⇒ g ≤ b

1−κ
Donc, f est Pt0−invariante et bornée, ainsi par le théorème 3.9 sur la récurrence des ouverts, f est constante.
Maintenant, supposons que f soit un vecteur propre associé à la valeur propre λ de module 1. Si on note
χ = Eλ(Pt0 ) l’espace propre associé à la valeur propre λ qui est de dimension finie par compacité de Pt0 ,
du fait que ∀ t , Pt0 Pt = Pt Pt0 , χ est stable par Pt , et donc sur ce sous espace vectoriel de dimension finie,
Pt = e tL . On en déduit que si λ = e i t0α sur χ on a Pt f = e i t0α f , et donc pour t = 2φαk > t0, Pt f = f . Ceci
est contradictoire avec l’hypothèse d’irréductibilité appliquée ici en t au lieu de t0 et le théorème 3.9. On va
maintenant prouver la convergence exponentielle. Comme Pt0 est un opérateur compact, son spectreσ(Pt0 )
est au plus dénombrable, avec 0 comme seul point d’accumulation possible et en outre, toute valeur non
nulle du spectre est une valeur propre de multiplicité finie. On en déduit qu’on peut décomposer HU en
somme directe HU = H1

⊕
H2 avec H1 sous espace propre associé à la valeur propre 1 (une droite vectorielle

décrite par les fonctions constantes) et H2 sur lequel le rayon spectral de Pt0 est strictement inférieur à 1
(ρ(Pt0 ) < 1 sur H2). Comme Pt = Pt−t0 Pt0 est compact pour tout t ≥ t0, il est clair ( voir par exemple Davies
theorem 3.19) que σ(Pt ) = {0}

⋃
e tσ(L). On en déduit qu’il existe des constantes γ> 0 et C > 0 telles que :

||Pt ||H2 ≤Ce−γt

Ce qui est exactement la convergence attendue vu que f 7−→ 〈π, f 〉 est la projection sur H1, c’est-à-dire

qu’on a f −〈π, f 〉 ∈ H2.
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Chapitre 4

CV faible et Wasserstein

Pour plus de détails concernant ce chapitre, consulter principalement les références
[20], [45], [95].

4.1 Caractérisations de la CV faible

On considère dans ce chapitre (E ,d) un espace métrique, B(E) sa tribu borélienne, Cb(E) l’es-
pace de Banach des fonctions scalaires continues bornées sur E et P (E) l’espace des mesures de
probabilité sur (E ,B(E)). On rappelle la définition de la convergence faible 1.

Soient µ ∈P (E) et (µn) ⊂P (E). On dit que (µn) converge faiblement vers µ si et seulement si
∀ ϕ ∈Cb(E) :

〈µn ,ϕ〉 :=
∫

E
f (x)dµn(x) −→〈µ,ϕ〉

Pour une suite de variables aléatoires (Xn) à valeurs dans (E ,d), on dit que cette suite converge
faiblement vers la variable aléatoire X∞ si et seulement si la suite des mesures images (lois)
(PXn ) converge faiblement vers PX∞ .

Définition 4.1 (Convergence faible)

Remarques et exemples :

Un exemple trivial de convergence faible est donné par n’importe quelle suite convergente (xn) ∈ EN.

En effet, dans ce cas, la suite de masses de Dirac (δxn ) converge faiblement par continuité séquentielle

vers la masse de Dirac δx avec x := lim
n

xn . Pour des détails sur les relations entre les convergences en loi, en

probabilité, presque sûre et en norme Lp , voir partie annexes 2. Il est important de noter que la convergence

faible n’implique pas la convergence forte 3 qui est aussi une convergence en variations totales. Si l’espace

métrique (E ,d) est fini (D := Card(E) < +∞), alors P (E) s’identifie à une partie convexe et compacte de

RD . Donc, dans ce cas, les modes de convergence coïncident. Dans le cas général, on utilise le théorème du

Portemanteau qui donne plusieurs caractérisations de la convergence en loi.

Soient (Xn) une suite de variables aléatoires à valeurs dans (E ,d) et X une variable aléatoire à
valeurs dans (E ,d) aussi. Le théorème ci-dessous dit du Portemanteau permet de montrer que

1. Convergence en loi ou au sens des distributions.
2. A3 chapitre 11.
3. Même définition que la convergence faible à une différence à savoir qu’on remplace l’espace des fonctions

continues bornées par celui de celles qui sont mesurables bornées.
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dans le cas E =R si Xn
L−→ X , alors la suite des fonctions de répartition (FXn ) converge simplement

sur {x tels que FX soit continue en x} vers FX la fonction de répartition de X . Cette propriété est en
fait une équivalence, et sert souvent, dans le cas des variables aléatoires réelles, de définition de
la convergence en loi. En effet, d’un point de vue pédagogique, elle permet d’utiliser efficacement
cette notion sans pour autant avoir eu à construire préalablement la théorie de la mesure. Quant
à la preuve de cette propriété, en posant Fn := FXn et F := FX , par le point (5) du théorème du
Portemanteau, on a :

Pr euve
Par définition d’une fonction de répartition, la propriété lim

n
Fn(x) = F (x) s’écrit sous la forme :

lim
n
P (Xn ∈ Ax ) = P (X ∈ Ax ),

avec Ax = ]−∞, x] ( =⇒ ∂Ax = {x}). On en déduit que :

P (X ∈ ∂Ax ) = P (X = x) = F (x)−F (x−),

qui est nul si et seulement si F est continue à gauche en x, c’est-à-dire si et seulement si F est continue en

x (en effet, une fonction de répartition est partout continue à droite).

Les cinq assertions suivantes sont équivalentes :

1. Xn converge en loi vers X ;

2. pour toute fonction ϕ bornée et uniformément continue sur E ,
lim

n
E
[
ϕ(Xn)

] = E
[
ϕ(X )

]
;

3. pour tout fermé F de E , limsup
n

P (Xn ∈ F ) ≤ P (X ∈ F ) ;

4. pour tout ouvert O de E , liminf
n

P (Xn ∈O) ≥ P (X ∈O) ;

5. pour tout borélien A de E tel que P (X ∈ ∂A) = 0, lim
n
P (Xn ∈ A) = P (X ∈ A).

Théorème 4.1 (Du Portemanteau)

Pr euve

(1) =⇒ (2) : En effet, si lim
n
E
[
ϕ(Xn)

] = E
[
ϕ(X )

]
est vrai pour toute fonction ϕ bornée et continue sur E ,

alors cela est vrai en particulier pour toute fonction ϕ bornée et uniformément continue sur E .

(2) =⇒ (3) : Soit F un fermé de E . Pour tout k ≥ 1, on note Fk := {
x ∈ E | d(x,F ) ≤ 1

k

}
. De plus, pour tout

x ∈ E et k > 0, on pose :

ϕk (x) := f (k d(x,F )) =
{

1−k d(x,F ) si x ∈ Fk

0 si x ∉ Fk

où f est une fonction plateau définie ∀ y ∈R par :

f (y) :=


1− y si y ∈ [0,1]

0 si y ≥ 1

1 si y ≤ 0

Ainsi, IF ≤ ϕk ≤ IFk . Puisque IF ≤ ϕk , on a limsup
n

P (Xn ∈ F ) ≤ limsup
n

E
[
ϕk (Xn)

]
. Comme les fonctions f

et x 7→ d(x,F ) sont 1−lipschitziennes, ϕk est uniformément continue, et d’après l’hypothèse (2) :

limsup
n

E
[
ϕk (Xn)

] = lim
n
E
[
ϕk (Xn)

] = E
[
ϕk (X )

]
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De ϕk ≤ IFk , on déduit que :
E
[
ϕk (X )

]≤P (X ∈ Fk )

Par conséquent, pour tout k ≥ 1 :
limsup

n
P (Xn ∈ F ) ≤ P (X ∈ Fk )

Enfin, comme (Fk )k est décroissante et comme
⋂

k≥1
Fk = F = F , on a :

inf
k
P (X ∈ Fk ) = lim

k
P (X ∈ Fk ) = P (X ∈ F )

D’où le résultat.

(3) ⇐⇒ (4) : Supposons le point (3) vrai, et considérons un ouvert O de E . Alors O c est un fermé et on a,
en vertu, entre autres, du point (3) :

liminf
n

P (Xn ∈O ) = liminf
n

(
1−P(

Xn ∈O c))
= 1− limsup

n
P

(
Xn ∈O c)

≥ 1−P(
X ∈O c)

=P (X ∈O ) .

La démonstration de (4) =⇒ (3) est identique.

(3), (4) =⇒ (5) : Soit A un borélien de E tel que P (X ∈ ∂A) = 0. Comme
◦
A ⊂ A ⊂ A = ◦

A∪∂A, on en déduit
que :

P
(

X ∈ A
)
= P (X ∈ A) = P

(
X ∈ ◦

A
)

Or, d’après le point (3) :

limsup
n

P (Xn ∈ A) ≤ limsup
n

P
(

Xn ∈ A
)
≤P

(
X ∈ A

)
et d’après le point (4) :

liminf
n

P (Xn ∈ A) ≥ liminf
n

P
(

Xn ∈ ◦
A

)
≥P

(
X ∈ ◦

A
)

Finalement :
lim

n
P (Xn ∈ A) =P (X ∈ A)

Ce qu’il fallait démontrer.

(5) =⇒ (1) : Commençons par traiter le cas oùψ est une fonction continue et bornée, telle que 0 <ψ< 1.
Alors, comme 0 <ψ< 1, on a :

E
[
ψ(X )

]= ∫ 1

0
P

[
ψ(X ) > x

]
dx

et de même pour les Xn .
De plus, comme ψ est continue, on a aussi :

∂ψ−1(]x,+∞[) ⊂ψ−1({x})

Donc :
P

(
X ∈ ∂ψ−1(]x,+∞[)

)= 0

sauf pour un ensemble au plus dénombrable D0 de valeurs de x et de même, pour tout n ≥ 1,

P
(
Xn ∈ ∂ψ−1(]x,+∞[)

)= 0

sauf pour un ensemble au plus dénombrable Dn de valeurs de x. L’ensemble ∪n≥0Dn est au plus dénom-
brable donc Lebesgue-négligeable. Par conséquent, en vertu du point (5), pour presque tout :

x ∈ [0,1],P
[
ψ(Xn) > x

] n→∞−→ P
[
ψ(X ) > x

]
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On conclut par convergence dominée :

E
[
ψ(Xn)

]= ∫ 1

0
P

[
ψ(Xn) > x

]
dx

n→∞−→
∫ 1

0
P

[
ψ(X ) > x

]
dx = E[

ψ(X )
]

Enfin, dans le cas général, pour une fonction continue bornée ϕ , telle que a <ϕ< b, on se ramène au cas
précédent en posant :

ψ := ϕ−a

b −a

de sorte que 0 <ψ< 1. Ce qui achève la preuve du théorème du Portemanteau.

On a aussi le théorème de l’application continue très important dont la preuve est très facile.

Soient E1 et E2 deux espaces métriques, Ψ : E1 −→ E2 continue et (Xn) une suite de variables

aléatoires à valeurs dans E1. Si Xn
L−→ X , alors Ψ(Xn)

L−→Ψ(X )

Théorème 4.2 (de l’application continue)

Pr euve
Il suffit juste de remarquer que ∀ ϕ ∈ Cb(E2), ϕ ◦Ψ ∈ Cb(E1). Et vu que par définition de la convergence
faible, ∀ φ ∈Cb(E1) :

lim
n
E[φ(Xn)] = E[φ(X )],

en posant φ :=ϕ◦Ψ, on obtient ∀ ϕ ∈Cb(E2) :

lim
n
E[ϕ(Ψ(Xn))] = E[ϕ(Ψ(X ))]

ce qui est la définition de la convergence faible pour (Ψ(Xn)).

4.2 Tension et pré-compacité

On rappelle aussi la définition d’une famille tendue de P (E) qui intervient dans la caractérisa-
tion des parties pré-compactes de P (E) pour la convergence faible. On note C0(E) le sous-espace
de Cb(E) des fonctions nulles à l’infini (c’est-à-dire les fonctions f telles que pour tout ε> 0, il
existe un compact K ⊂ E tel que ∀x ∈ E \ K | f (x)| < ε). Intuitivement, une famille de mesures est
tendue si elle ne « s’échappe pas vers l’infini ». La tension est souvent un critère nécessaire pour dé-
montrer la convergence faible d’une suite de mesures de probabilité, plus particulièrement quand
l’espace des mesures est de dimension infinie.

Soit S ⊂ P (E) une famille de mesures de probabilité. On dit que S est tendue si ∀ ε > 0 ∃
K ⊂ E compact tels que :

sup
µ∈S

µ(K c ) ≤ ε⇐⇒∀µ ∈S µ(K ) > 1−ε

Dans le cas S = {µ0}, on parle de mesure tendue ou intérieurement régulière.

Définition 4.2 (Famille de mesures tendue)

D’après le théorème de représentation de Riesz, le dual de C0(E) est l’espace Rb(E) des mesures de
Radon bornées. Il contient l’ensemble R+

b (E) des mesures positives bornées et le sous-ensemble
P (E) des mesures de probabilité.
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Remarques et exemples

Si E est un espace compact, alors toute famille de mesures (éventuellement complexes) sur E est ten-
due. Si E est un espace polonais, alors toute mesure de probabilité sur E est tendue. De plus, par le théo-
rème de Prokhorov, une famille de mesures de probabilité est tendue si et seulement si elle est relative-
ment compacte pour la topologie de la convergence faible des mesures. Considérons la droite réelle R
munie de la topologie borélienne. Soit δx la mesure de Dirac ayant une unique masse au point x. La fa-
mille M1 := {δn |n ∈N} n’est pas tendue, puisque les sous-ensembles compacts de R sont précisément les
ensembles fermés bornés, et ces ensembles ont une masse nulle pour les mesures δn pour n suffisamment
grand.
Cependant, la famille M2 := {δ1/n |n ∈N} est tendue, en effet, l’intervalle [0,1] est considéré comme Kη pour

tout η> 0. En général, une famille de mesures de Dirac sur Rd est tendue si et seulement si la famille de leur
support est bornée.
Il existe une autre notion de tension dite exponentielle. La tension exponentielle est une généralisation de
la tension des mesures qui a des applications pour le principe de grandes déviations. Une famille de lois de
probabilité (µδ,δ> 0) sur un espace topologique séparé X est exponentiellement tendue si, pour tout η> 0,
il existe un sous-ensemble compact Kη de X tel que :

limsup
δ↓0

δ logµδ(X \ Kη) <−η.

On va maintenant donner l’énoncé du théorème de Prokhorov qui relie le concept de tension à la
compacité relative dans l’espace des mesures de probabilité, ou plus généralement des mesures
finies. Ce théorème porte le nom du mathématicien Iouri Prokhorov.

Soit S ⊂ P (E). Si S est tendue, alors elle est relativement compacte dans P (E) pour la to-
pologie de la convergence faible, c’est-à-dire séquentiellement, pour toute suite (µn) ⊂ S ∃
σ :N−→N une extractrice telle que :

µσ(n)
faiblement−→ µ ∈P (E)

ou de façon équivalente, S est d’adhérence compacte dans P (E) muni de sa topologie de
convergence faible. Réciproquement, si S est pré-compacte et si E est polonais, alors elle est
tendue.

Théorème 4.3 (De Prokhorov)

On énonce aussi un théorème de représentation dit de Skorokhod qui nous est utile pour certaines
preuves. Le théorème de représentation de Skorokhod montre qu’une suite de variables aléatoires
convergeant en loi peut toujours, en un certain sens, être représentée par une suite de variables
aléatoires convergeant presque sûrement. Ce théorème porte le nom du mathématicien ukrainien
A.V. Skorokhod.

On suppose que E est séparable. Soit (µn) ⊂ P (E) qui converge faiblement vers µ ∈ P (E).
Alors il existe un espace probabilisé (Ω,F ,P) et des variables aléatoires définies sur cet espace

(Xn) et X à valeurs dans E telles que Xn ∼µn , X ∼µ et Xn
P−ps−→ X .

Théorème 4.4 (De Skorokhod)

Comme exemple d’application des théorèmes 4.2 de l’application continue et 4.4 de représenta-
tion, on a le théorème important suivant qui donne la convergence pour le crochet de dualité sur
une classe de fonctions non bornées.
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On suppose que (µn) converge faiblement vers µ dans P (E) avec E séparable. Si ϕ : E −→ R

est continue et uniformément intégrable en ce sens que :

lim
r→+∞sup

n

∫
{|ϕ|≥r }

|ϕ|dµn = 0

alors :
〈µn ,ϕ〉 n→+∞−→ 〈µ,ϕ〉

Théorème 4.5

Pr euve
Par le théorème de l’application continue, on sait que (µn ◦ϕ−1) converge faiblement vers µ ◦ϕ−1 dans
P (R). Et par le théorème de représentation, il existe (Ω,F ,P) un espace probabilisé, (Xn) et X des variables
aléatoires définies sur cet espace à valeurs dans R telles que Xn ∼ µn ◦ϕ−1, X ∼ µ ◦ϕ−1 et (Xn) converge
P−presque sûrement vers X . Par la formule de transfert et changement de variables abstrait, notre hypo-
thèse d’uniforme intégrabilité devient :

lim
r→+∞sup

n
E[|Xn |I{|Xn |≥r }] = 0

Ce qui est par définition, l’uniforme intégrabilité de la suite (Xn) et vu qu’on a de plus une convergence
presque sûre de cette suite vers X , on a par convergence dominée de Lebesgue :

lim
n→+∞〈µn ,ϕ〉 = lim

n→+∞E[Xn] = E[X ] = 〈µ,ϕ〉

Ce qui prouve qu’on a bien le résultat attendu.

4.3 Wasserstein et couplage

Une façon d’obtenir des bornes quantitatives pour le comportement en temps long d’un pro-
cessus de diffusion est d’utiliser un argument de couplage pour les distances de Wasserstein ou la
norme en variation totale dont on rappelle l’expression :

||µ−ν||T V := inf
{
P(X = Y ), X ∼µ, Y ∼ ν

}
.

En toute généralité, la distance en variation totale est majorée par la racine carrée de l’entropie
relative 4.

On dit que µ ∈M 2
1 (Rd ) vérifie une inégalité de transport T2 de constante α si, et seulement si

W2(µ, ·) ≤√
αH[·|µ].

Définition 4.3 (T2−inégalité de transport de Talagrand)

Quelques résultats : Soit µ une mesure de probabilité sur Rd qui vérifie une inégalité de Sobo-
lev logarithmique de constante ρ. Alors elle vérifie une inégalité de transport T2 de constante 1

ρ .
Et la réciproque est vraie si µ est une mesure de Gibbs d’hamiltonien H uniformément elliptique
(convexe, coercif...). Chercher des estimations en distance de Wasserstein est donc essentielle-
ment payant lorsque l’inégalité de Sobolev logarithmique est en défaut. Une autre propriété que
nous chercherons à établir dans différents contextes est le phénomène de concentration gaus-
sienne 5. De plus, une T1 inégalité de Talagrand pour une mesure de Gibbs est équivalente à l’in-
égalité de Poincaré...

4. C’est l’inégalité de Csiszár-Kullback-Pinsker.
5. Consulter [20] pour plus de détails.
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Sur les inégalités de Poincaré et log-Sobolev
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Chapitre 5

Inégalités de Poincaré et log-Sobolev pour µN

Dans ce chapitre de cette seconde partie, on établit des inégalités fonctionnelles pour la me-
sure invariante µN de notre système à champ moyen (?). Pour plus de détails, consulter principa-
lement la référence [5] en bibliographie.

5.1 Poincaré

Le théorème suivant est issu de [5].

1. Sous les hypothèses faites sur les potentiels, on a λ1,mcLi p,m ≥ 1.

2. On suppose que ∃ h >−λ1,m telle que ∀ (x1, · · · , xN ) ∈ (Rd )N

1

N −1
(Ii 6= j∇2

x,yW (xi , x j ))1≤i , j≤N ≥ hIdd N

au sens des matrices symétriques définies positives.
Alors, µN satisfait une inégalité de Poincaré dont une constante est h+λ1,m > 0 ou encore

de façon équivalente l’écart spectral λ1(µN ) de L N sur L2(µN ) (défini comme étant la borne
inférieure des éléments λ> 0 du spectre de ce générateur infinitésimal) vérifie :

λ1(µN ) ≥ h +λ1,m ≥ 1

cLi p,m
+h

Théorème 5.1 (Inégalité de Poincaré pour µN )

Résultats préliminaires : Avant de pouvoir démontrer ce théorème, on va prouver des résultats
préliminaires. On rappelle que la distribution conditionnelle µi (d xi ) := µi (d xi |x j , j 6= i ) de xi sa-

chant x î := (x j ) j 6=i de notre mesure de champ moyen µN est donnée par :

µi (d xi ) = 1

Zi
exp

{
−V (xi )− 1

N −1

∑
j 6=i

W (xi , x j )
}

d xi

avec Zi le facteur de normalisation associé. On pose :

Hi (xi ) :=V (xi )+ 1

N −1

∑
j 6=i

W (xi , x j )

l’hamiltonien associé à cette mesure de Gibbs. Le générateur L N
i =∆i −∇i Hi ·∇i , avec x î fixé, est

µi− symétrique.Par définition de b0(r ), on a ∀ x, y ∈ (Rd )N :(x î ,yi ∈ (Rd )N et (x î ,yi ) j = x j si j 6= i et
yi sinon)
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〈 xi − yi

||xi − yi ||
,∇i H(x î ,yi )−∇i H(xi )

〉
= 1

N −1

∑
j 6=i

〈 xi − yi

||xi − yi ||
,γ j

〉
≤ b0(||xi − yi ||)

avec γ j := −
(
∇V (xi )−∇V (yi )+∇xW (xi , x j )−∇xW (yi , x j )

)
. On en déduit la proposition impor-

tante :

Proposition 1 (Contrôle de trous spectraux) Sous l’hypothèse (H3), l’opérateur de Poisson
(Li )−1 sur l’espace de Banach CLi p,0(Rd ) :=CLi p (Rd )

⋂
{ f ,µi ( f ) = 0} équipé de la norme || · ||Li p

est borné et sa norme vérifie :
||(−Li )−1||Li p ≤ cLi p,m

En particulier, λ1(µi ) l’écart spectral de Li dans L2(µi ) vérifie l’inégalité λ1(µi ) ≥ 1
cLi p,m

.

Quant à la preuve de cette proposition, voir bibliographie (référence [6]). Cette proposition
nous donne des contrôles des trous spectraux des générateurs associés aux mesures de Gibbs
conditionnelles...

Proposition 2 (Ledoux et minoration de l’écart spectral) On rappelle que Z <+∞ et ∀ i et x î ,
Zi < +∞ les constantes de normalisation associées aux mesures de Gibbs µ et ses distributions
conditionnelles µi d’hamiltoniens respectifs :

H(x1, · · · , xN ) =U (x1, · · · , xN )+
N∑

i=1
V (xi ) et Hi définis dans la première partie du mémoire.

Si :

1. les µi satisfont une inégalité de Poincaré uniforme, c’est-à-dire :

λ1,m := inf
1≤i≤N ,x î∈(Rd )N−1

λ1(µi ) > 0

2. ∃ h ∈R telle que :(au sens des matrices symétriques définies positives)

(Ii 6= j∇2
xi ,x j

U )1≤i , j≤N ≥ hIdd N

alors, λ1(µ) ≥ h +λ1,m .

Cette proposition est essentiellement due à Ledoux. En effet, dans le cas d = 1, si Hess(U ) ≥
λIdN et ∀ i et x î ∂2

i iU ≤λ, on a ∀ (v1, · · · , vN ) ∈RN

∑
i 6= j

vi∂
2
i jU v j = 〈Hess(U )v, v〉−∑

i
∂2

i iU v2
i ≥ (λ−λ)||v ||2

c’est-à-dire que la deuxième condition de la proposition est vérifiée pour h = λ − λ et

λ1(µ) ≥λ1,m +λ−λ. Ce qui est le résultat original de Ledoux.
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Pr euve
On suppose sans perte de généralité que λ1,m +h > 0. Soit L =∆−∇H ·∇ le générateur symétrique associé
à la mesure de Gibbs µ. Par description duale de l’inégalité de Poincaré, la conclusion est équivalente à :∫

(L f )2dµ≥ (λ1,m +h)
∫

||∇ f ||2dµ

En utilisant la formule de Bakry-Emery, on a
∫
Γ2( f )dµ = ∫

(L f )2dµ et Γ2( f ) = ||∇2 f ||2HS + 〈∇2H∇ f ,∇ f 〉
avec pour toute matrice A, ||A||HS :=p

Tr(A A∗) =
√∑ |ai j |2 est la norme de Hilbert-Schmidt de la matrice

A (ou encore norme de Frobenius ou norme hermitienne standard de A).On en déduit du fait :∫
(L f )2dµ=

∫ (
||∇2 f ||2HS +〈∇2H∇ f ,∇ f 〉

)
dµ

qu’on a : ∫
(L f )2dµ=

∫ (
||∇2 f ||2HS +〈Hess(U )∇ f ,∇ f 〉+ ∑

1≤i≤N
〈Hess(V )(xi )∇xi f ,∇xi f 〉

)
dµ

Il en découle que :∫
(L f )2dµ≥ ∑

1≤i≤N

∫ ∫
Rd

(
||∇2

xi
f ||2HS+〈(Hess(V )(xi )+∇2

xi ,xi
U )∇xi f ,∇xi f 〉

)
dµi dµ+

∫ ∑
i 6= j

〈∇2
xi ,x j

U∇xi f ,∇x j f 〉dµ

Par caractérisation de l’inégalité de Poincaré pour les mesures conditionnelles, on a ∀ i et x î :∫
Rd

(
||∇2

xi
f ||2HS +〈(Hess(V )(xi )+∇2

xi ,xi
U )∇xi f ,∇xi f 〉

)
dµi ≥λ1,m

∫
Rd

||∇xi f ||2dµi

On déduit de la seconde condition de la proposition que :∫ ∑
i 6= j

〈∇2
xi ,x j

U∇xi f ,∇x j f 〉dµ≥ h
∫

||∇ f ||2dµ

Et cette inégalité, combinée avec les précédentes, nous donne l’inégalité voulue.

Preuve du théorème sur l’inégalité de Poincaré :

Pr euve
En appliquant la proposition précédente à µ=µN , le potentiel U est donné par :

U (x) = 1

N −1

∑
1≤i< j≤N

W (xi , x j ) = 1

2

N∑
i=1

Ui (x), Ui (x) = 1

N −1

∑
j 6=i

W (xi , x j )

De plus, ∀ i 6= j :

∇2
xi ,x j

U = 1

N −1
∇2

x,yW (xi , x j )

L’hypothèse du théorème implique la deuxième condition d’existence de h de la proposition juste ci-dessus.

En appliquant la proposition (1) sur l’opérateur de Poisson à µi (d xi ) = 1
Zi

e−V (xi )−Ui (x)d xi d’hamiltonien

Hi (xi ) = V (xi )+Ui (x), on obtient λ1(µi ) ≥ 1
cLi p,m

(on a ainsi obtenu la première condition d’uniforme in-

égalité de Poincaré de la proposition ci-dessus) . Donc, on peut appliquer la proposition ci-dessus pour en

déduire qu’on a bel et bien λ1(µN ) ≥ h +λ1,m ≥ 1
cLi p,m

+h.
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5.2 Log-Sobolev

Le théorème suivant est issu de [5].

On suppose que :

1. ∃ ρLS,m > 0 telle que : (log-sobolev uniforme) ∀ f ∈C 1
b (Rd )

ρLS,m ·Entµi [ f 2] ≤ 2 ·Eµi [||∇ f ||2]

∀ i et x î .

2. on a une condition de translation de Zegarlinski à savoir :

γ0 := cLi p,m sup
x,y∈Rd ,||z||=1

||∇2
x,yW (x, y)z|| < 1

Dans ce cas, µN satisfait ∀ f ∈C 1
b ((Rd )N ) :

ρLS,m(1−γ0)2 ·EntµN [ f 2] ≤ 2 ·EµN [||∇ f ||2]

c’est-à-dire ρLS(µN ) ≥ ρLS,m(1−γ0)2.

Théorème 5.2 (Inégalité log-Sobolev pour µN )

Ce théorème est une conséquence directe du théorème suivant dit de Zegarlinski pour des me-
sures de Gibbs dont la preuve détaillée est à trouver en référence [7] dans la bibliographie.

On suppose que :

1. les distributions conditionnelles (µi ) associées à µ satisfont une inégalité log-Sobolev
uniforme, c’est-à-dire :

ρLS,m := inf
1≤i≤N ,x î∈(Rd )N−1

ρLS(µi ) > 0

2. la condition de Zegarlinski suivante est vérifiée :

γ := sup
1≤i≤N

max
{ N∑

j=1
cZ

j i ,
N∑

j=1
cZ

i j

}
< 1

Alors, la mesure de Gibbs µ d’hamiltonien H satisfait une inégalité log-Sobolev à savoir :

ρLS,m(1−γ)2 ·Entµ[ f 2] ≤ 2 ·Eµ[|| f ||2]

pour toute fonction f ∈C 1
b ((Rd )N ), c’est-à-dire :

ρLS(µ) ≥ ρLS,m(1−γ)2

Théorème 5.3 (De Zegarlinski)
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Chapitre 6

Convergence exponentielle pour le flot
solution de l’équation de McKean-Vlasov

Dans ce chapitre, on établit via les résultats précédents une convergence exponentielle en
temps long du flot solution de l’équation de McKean-Vlasov non linéaire vers son équilibre en mé-
trique L2−Wasserstein. Donc, on admet les hypothèses émises dans le chapitre précédent. Pour
plus de détails, consulter principalement la référence [5] en bibliographie.

Sous les hypothèses du théorème de Zegarlinski :

1. ∃ ! ν∞ ∈M1(Rd ) telle que :

ν∞ = argmin
{

HW [ν],ν ∈M1(Rd )
}

,

avec HW l’entropie de champ moyen définie dans le chapitre 1 section 1.2.

2. ρLS := limsup
N→+∞

ρLS(µN ) ≥ ρLS,m(1−γ0)2 vérifie :

ρLSHW [ν] ≤ 2 · IW [ν], ρLSW 2
2 (ν,ν∞) ≤ 2 ·HW [ν] .

pour tout ν ∈ M1(Rd ). On dit qu’on a une inégalité log-Sobolev non linéaire pour la
première et une inégalité de transport de Talagrand pour la seconde.

3. Pour le flot (νt )t≥0 solution de l’équation de McKean-Vlasov non linéaire de distribu-
tion initiale ν0 admettant un moment d’ordre 2, on a ∀ t ≥ 0 :

HW [νt ] ≤ HW [ν0] ·e− t
2ρLS , W 2

2 (νt ,ν∞) ≤ 2

ρLS
HW [ν0] ·e− t

2ρLS .

Théorème 6.1 (De convergence vers l’équilibre)

Résultats préliminaires : Pour prouver ce théorème, on a besoin d’établir quelques résultats 1.

Proposition 3 (Convergence en entropie relative) Pour toute mesure de probabilité ν sur Rd

telle que H[ν|α] <+∞, on a :

1

N
H[ν⊗N |µN ]

N→+∞−→ HW [ν] .

1. Pour plus de détails, consulter la référence [11] en bibliographie.
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DE MCKEAN-VLASOV

Pr euve

On rappelle que α(d x) := e−V (x)

C d x. Sous l’hypothèse (H1), on sait que ∃ λ0 > 0 telle que :∫
Rd

eλ0||x||2α(d x) <+∞

En posant :

Z̃N :=
∫

(Rd )N
e−

1
2(N−1)

∑
i 6= j W (xi ,x j )α⊗N (d x1, · · · ,d xN ) ,

on obtient : (par Fubini-Tonelli)

µN (d x1, · · · ,d xN ) = 1

Z̃N
e−

1
2(N−1)

∑
i 6= j W (xi ,x j )α⊗N (d x1, · · · ,d xN )

Soit ν ∈ M1(Rd ) telle que H[ν|α] < +∞. Vu que H[ν⊗2|α⊗2] = 2H[ν|α], x 7−→ eλ0||x||2 ∈ L1(α) et |W (x, y)| ≤
β(1+||x||2+||y ||2) par bornitude de sa hessienne ∇2W (hypothèse (H2)), d’après la formule variationnelle de
Donsker-Varadhan de l’entropie, on a W ∈ L1(ν⊗2). On a successivement :(par un calcul direct et application
du théorème de Fubini-Tonelli)

1

N
H[ν⊗N |µN ] = 1

N
EntµN

[dν⊗N

dµN

]
= 1

N

∫
(Rd )N

log
(dν⊗N

dµN

)
dν⊗N

On en déduit que :

1

N
H[ν⊗N |µN ] = 1

N

∫ N∑
i=1

log
( dν

dα
(xi )

)
dν⊗N + 1

2N (N −1)

∫ ∑
i 6= j

W (xi , x j )dν⊗N + 1

N
log(Z̃N )

Or lim
N→+∞

1
N log(Z̃N ) =− inf

η∈M1(Rd )
E f [η] (voir référence [11]), 1

N

∫ ∑N
i=1 log

(
dν
dα (xi )

)
dν⊗N = H[ν|α] et enfin, on a

aussi :
1

2N (N −1)

∫ ∑
i 6= j

W (xi , x j )dν⊗N = 1

2

∫ ∫
W (x, y)ν(d x)ν(d y)

Ainsi :
1

N
H[ν⊗N |µN ]

N→+∞−→ H[ν|α]+ 1

2

∫ ∫
W (x, y)ν(d x)ν(d y)− inf

η∈M1(Rd )
E f [η] = HW [ν]

Ce qu’il fallait prouver.

Proposition 4 (Entropie relative et produit tensoriel) Soient
∏N

i=1αi et Q respectivement une
mesure de probabilité produit et une mesure de probabilité définies sur E1 ×·· ·×EN un produit
d’espaces polonais. En notant Qi la distribution marginale de xi sous Q, on a :

H[Q|
N∏

i=1
αi ] ≥

N∑
i=1

H[Qi |αi ] .

Pr euve
Soit Q i (·|x[1,i−1]) la distribution conditionnelle de xi sachant x[1,i−1] := (x1, · · · , xi−1). (ne sachant rien si i =
1)
On a :

H[Q|
N∏

i=1
αi ] = EQ

[
log

( dQ

d
∏N

i=1αi

)]
= EQ

[ N∑
i=1

log
(Q i (d xi |x[1,i−1])

αi (d xi )

)]
= EQ

[ N∑
i=1

H[Q i (·|x[1,i−1])|αi ]
]
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Vu que EQ [Q i (·|x[1,i−1])] =Qi (·), on obtient par convexité de l’entropie relative (inégalité de Jensen) :

EQ

[
H[Q i (·|x[1,i−1])|αi ]

]
≥ H[Qi |αi ]

Ce qui montre qu’on a bien le resultat de la proposition.

Proposition 5 (Entropie relative et mesure de Boltzmann) Soit µ une mesure de probabilité
sur un espace polonais E et U : E −→ (−∞,+∞] un potentiel mesurable tel que :∫

e−pU dµ<+∞

pour un certain p > 1. En considérant la mesure de probabilité de Boltzmann µU := e−U

C dµ, si
pour une mesure ν, H[ν|µU ] <+∞, on a successivement :

1. H[ν|µ] <+∞ et U ∈ L1(ν).

2. H[ν|µU ] = H[ν|µ]+∫
Udν+ log

∫
e−U dµ.

Pr euve
Pour f une fonction mesurable sur E , on définit :

Λµ( f ) := log(Eµ[e f ]) = log
∫

e f dµ ∈ (−∞,+∞]

la transformation log-Laplace sous µ qui est convexe en f par inégalité de Holder. On a :

ΛµU ( f ) = log
∫

e f dµU =Λµ( f −U )−Λµ(−U ) ≤ 1

p
Λµ(−pU )+ 1

q
Λµ(q f )−Λµ(−U )

par inégalité de Holder en considérant l’exposant conjugué q := p
p−1 de p. Par la formule variationnelle de

Donsker-Varadhan, on en déduit que :

H[ν|µU ] = sup
f ∈Mb (E)

{∫
f dν−ΛµU ( f )

}
≥ sup

f ∈Mb (E)

{∫
f dν− 1

q
Λµ(q f )

}
+Λµ(−U )− 1

p
Λµ(−pU )

Or :

sup
f ∈Mb (E)

{∫
f dν− 1

q
Λµ(q f )

}
+Λµ(−U )− 1

p
Λµ(−pU ) = 1

q
H[ν|µ]+Λµ(−U )− 1

p
Λµ(−pU )

Donc si H[ν|µU ] <+∞, H[ν|µ] <+∞ ou de façon équivalente, log( dν
dµ ) ∈ L1(ν) et :

log
( dν

dµU

)
= log

( dν

dµ

)
+U +Λµ(−U ) ∈ L1(ν)

Ce qui prouve la proposition.

Proposition 6 (Propagation du chaos) Soit (νt )t≥0 le flot solution de l’équation de McKean-
Vlasov de distribution initiale ν0 donnée telle que

∫ ||x||2dν0(x) < +∞. Soient µN
t la loi de la

solution de notre système à champ moyen (?) X N (t ) = (X N
1 (t ), · · · , X N

N (t )) telle que µN
0 = ν⊗N

0 ,

et µN ,I
t la loi de (X N

i (t ))i∈I pour un ensemble d’indices I ⊂ N∗. Alors, pour tous t et I tels que
Card(I ) <+∞, on a :

µN ,I
t

N→+∞−→ ν⊗Card(I )
t

en distance L2−Wasserstein W2.
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Pour la démonstration de cette proposition, voir références [9] et [10] en bibliographie. Quant
à l’interprétation de cette proposition sur la propagation du chaos, asymptotiquement 2, k par-
ticules arbitrairement choisies parmi les N sont indépendantes et identiquement distribuées de
lois données par le flot (νt )t≥0 des distributions du processus de McKean-Vlasov.

Proposition 7 (Unicité de l’argument minimum de HW ) Si :

cLi p,m ||∇2
x,yW ||∞ < 1,

alors l’argument minimum ν∞ de l’énergie libre E f est unique.

Pr euve
On va d’abord montrer qu’un tel argument minimum existe. En effet, d’après la référence [11], sous l’hypo-
thèse (H2), si H[ν|α] <+∞, Eν⊗2 [W ] <+∞ et E f : M1(Rd ) −→R est inf-compacte. Ce qui prouve qu’il existe
un argument minimum ν∞ pour E f . Il reste juste à montrer l’unicité. Si ν une mesure de probabilité est un
argument minimum de E f , H[ν|α] <+∞, et donc

∫ ||x||2dν(x) <+∞ par l’hypothèse (H1). En regardant les
dérivées au sens de Gateaux, on voit que ν est un point fixe de Φ définie par :

Φ(ν) := 1

Z ′ e−V −W ∗νd x

avec Z ′ un facteur de normalisation. Ici, W ∗ν(x) := Eν[W (x, ·)] est bien définie parce que par bornitude de
∇2W , |W (x, y)| ≤β(1+||x||2 +||y ||2). On en déduit que :

Φ : M 2
1 (Rd ) −→M 2

1 (Rd )

En effet, vu que l’hamiltonien Hν =V +W ∗ν ( pour ν ∈M 2
1 (Rd )) satisfait la condition suivante de dissipa-

tivité ∀ x, y ∈Rd :

−
〈 x − y

||x − y || ,∇Hν(x)−∇Hν(y)
〉
≤ b0(||x − y ||) ,

le générateur Lν = ∆−∇Hν · ∇ associé satisfait à une estimation d’écart spectral lipschitzien d’après le
théorème sur l’inégalité de Poincaré pour les mesures de Gibbs précédemment prouvé. Ce qui implique un
écart spectral pour la mesure ν′ =Φ(ν), et en particulier pour δ> 0,

∫
eδ||x||dν′(x) <+∞. ( voir référence [12]

en bibliographie.) On en déduit que si ν ∈ M 2
1 (Rd ), alors Φ(ν) aussi. Quant à la preuve de l’unicité, on va

prouver que Φ est une contraction de (M 2
1 (Rd ),W1). Soient ν0 et ν1 deux mesures de probabilité admettant

des 2−moments. Posons :
νt = (1− t )ν0 + tν1, µt =Φ(νt )

Pour une fonction 1−Lipschitzienne f , on a :

d

d t
µt ( f ) = d

d t
Eµt [ f ] = Covµt [ f ,−∂t (W ∗νt )] = Covµt [ f ,−W ∗ (ν1 −ν0)]

De plus :
||∇x (W ∗ (ν1 −ν0))|| = ||(∇xW )∗ (ν1 −ν0)|| ≤ ||∇2

x,yW ||∞W1(ν0,ν1)

On a aussi via l’opérateur de Poisson associé à Lνt :

Covµt [ f ,−W ∗ (ν1 −ν0)] =
〈

(−Lνt )−1 f ,Lνt W ∗ (ν1 −ν0)
〉
µt

=
∫ 〈

∇(−Lνt )−1 f ,∇W ∗ (ν1 −ν0)
〉

dµt

Il en découle que par Cauchy-Schwarz et ce qui précède :

Covµt [ f ,−W ∗ (ν1 −ν0)] ≤ cLi p,m ||∇2
x,yW ||∞W1(ν0,ν1)

2. Quand le nombre de particules tend vers l’infini
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Et vu que : (théorème fondamental de l’analyse)

µ1( f )−µ0( f ) =
∫ 1

0

d

d t
µt ( f )d t ≤ cLi p,m ||∇2

x,yW ||∞W1(ν0,ν1),

par la relation de dualité de Kantorovitch-Rubinstein, on a bien :

W1(Φ(ν0),Φ(ν1)) ≤ cLi p,m ||∇2
x,yW ||∞W1(ν0,ν1)

et cLi p,m ||∇2
x,yW ||∞ < 1. Donc, il existe un unique argument minimum car sinon, on aurait

cLi p,m ||∇2
x,yW ||∞ ≥ 1, ce qui est absurde par hypothèses. Ici, on n’a pas utilisé de théorèmes du point fixe du

type Banach ou Picard ( (M 2
1 (Rd ),W1) n’est pas complet !), c’est juste la contraction qu’on utilise en raison-

nant par l’absurde vu qu’on a prouvé l’existence avant.

Proposition 8 (Convergence en information de Fisher) Si I[ν|α] <+∞, on a :

1

N
I[ν⊗N |µN ]

N→+∞−→ IW [ν] .

Pr euve
Pour toute mesure de probabilité ν sur Rd telle que I[ν|α] < +∞, par la condition de Lyapunov (H1) sur le
potentiel V ( voir référence [13] en bibliographie), on a :

c1

∫
||x||2dν≤ c2 + I[ν|α] <+∞

Comme les dérivées du second ordre de W sont bornées par la condition sur sa hessienne, ∇xW a une
croissance linéaire. Donc ∇xW ∈ L2(ν⊗2). Par la loi des grands nombres pour les suites indépendantes et
identiquement distribuées, on a successivement :

1

N
I[ν⊗N |µN ] = 1

4N

∫ ∣∣∣∣∣∣∇ log
(dν⊗N

dµN

)∣∣∣∣∣∣2
dν⊗N = 1

4N

∫ N∑
i=1

∣∣∣∣∣∣∇xi log
( dν⊗N

dα⊗N

)
+ 1

N −1

∑
j 6=i

∇xW (xi , x j )
∣∣∣∣∣∣2

dν⊗N

Or :
1

4N

∫ N∑
i=1

∣∣∣∣∣∣∇xi log
( dν⊗N

dα⊗N

)
+ 1

N −1

∑
j 6=i

∇xW (xi , x j )
∣∣∣∣∣∣2

dν⊗N

est égal à :
1

4

∫ ∣∣∣∣∣∣∇ log
( dν

dα

)
(x1)+ 1

N −1

N∑
j=2

∇xW (x1, x j )
∣∣∣∣∣∣2

dν⊗N

Et quand N tend vers l’infini, on a :

1

4

∫ ∣∣∣∣∣∣∇ log
( dν

dα

)
(x1)+ 1

N −1

N∑
j=2

∇xW (x1, x j )
∣∣∣∣∣∣2

dν⊗N N→+∞−→ 1

4

∫ ∣∣∣∣∣∣∇ log
( dν

dα

)
(x1)+

∫
∇xW (x1, y)dν(y)

∣∣∣∣∣∣2
dν(x1)

De plus :
1

4

∫ ∣∣∣∣∣∣∇ log
( dν

dα

)
(x1)+

∫
∇xW (x1, y)dν(y)

∣∣∣∣∣∣2
dν(x1) = IW [ν]

Ce qui prouve la proposition.
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Preuve du théorème de convergence exponentielle : Maintenant, on peut démontrer le
théorème sur la convergence exponentielle.

Pr euve
Le premier point du théorème concernant l’argument minimum ν∞ de HW est juste une conséquence di-
recte de l’une des propositions (celle sur l’argument minimum de l’énergie libre E f ) ci-dessus. Il reste juste
à prouver les autres points. On suppose sans perte de généralité que I[ν|α] < +∞ (sinon IW [ν] = +∞). Vu
que la hessienne ∇2V de V est bornée par le bas, et V satisfait une condition de Lyapunov, par Cattiaux-
Guillin-Wu (voir référence [14] en bibliographie), α satisfait une inégalité de Sobolev logarithmique. Donc
H[ν|α] <+∞. Par l’inégalité de Sobolev logarithmique satisfaite par µN , on a :

ρLS(µN )H[ν⊗N |µN ] ≤ 2I[ν⊗N |µN ]

parce qu’une telle inégalité pour µN est équivalente au fait que ∀ η ∈M1((Rd )N ) :

ρLS(µN )H[η|µN ] ≤ 2I[η|µN ]

Et on rappelle que ρLS(µN ) ≥ ρLS,m(1−γ0)2. En multipliant cette inégalité par 1
N et en faisant tendre N vers

l’infini, on obtient par les propositions précédentes que :

ρLS HW [ν] ≤ 2IW [ν]

Par Otto-Villani (voir référence [15]) ou Bobkov-Gentil-Ledoux (voir référence [16]), l’inégalité de Sobolev
logarithmique implique une T2−inégalité de Talagrand, c’est-à-dire ∀ Q ∈M1((Rd )N ) :

ρLS(µN )W 2
2 (Q,µN ) ≤ 2H[Q|µN ]

Pour Q = ν⊗N avec H[ν|α] <+∞, on a :

ρLS(µN )
1

N
W 2

2 (ν⊗N ,µN ) ≤ 2

N
H[ν⊗N |µN ]

Notons que :

W 2
2 (ν⊗N ,µN ) ≥

N∑
i=1

W 2
2 (ν,µN ,i ) = NW 2

2 (ν,µN ,1)

avec µN ,i la distribution marginale de xi sous µN et toutes ces distributions marginales sont identiques par
symétrie de µN . En outre, par unicité de ν∞ et principe de grandes déviations (théorème de Sanov) pour :

1

N

N∑
i=1

δxi

sous µN (voir référence [11]), ∀ f ∈Cb(Rd ) :

µN ,1( f ) =
∫

1

N

N∑
i=1

f (xi )dµN N→+∞−→ ν∞( f ) =
∫

f dν∞

Ou de façon équivalente, µN ,1 converge faiblement (en loi ou au sens des distributions) vers ν∞. Par les
propositions précédentes et semi-continuité inférieure de W2, on a :

ρLSW 2
2 (ν,ν∞) ≤ ρLS liminf

N→+∞
W 2

2 (ν,µN ,1) ≤ 2HW [ν]

Ce qui prouve la T2−inégalité de Talagrand pour l’équation de McKean-Vlasov. Ainsi, on a prouvé le second
point du théorème. Il reste juste la preuve du troisième point du théorème sur le flot solution de l’équation
de McKean-Vlasov. On suppose que HW [ν0] <+∞ sans perte de généralité. Fixons t > 0. On sait d’après les
propositions que :

lim
N→+∞

1

N
H[ν⊗N

0 |µN ] = HW [ν0]
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De plus, par équivalence entre l’inégalité de Sobolev logarithmique pourµN et la convergence exponentielle
en entropie pour µN

t la loi de X N (t ) = (X N
i (t ))i=1,··· ,N , on a :

1

N
H[µN

t |µN ] ≤ 1

N
H[µN

0 |µN ] ·e−ρLS (µN ) t
2 = 1

N
H[ν⊗N

0 |µN ] ·e−ρLS (µN ) t
2 <+∞

Par l’une des propositions, on a aussi H[µN
t |α⊗N ] <+∞. Vu que µN

t admet un moment d’ordre 2 (facile par
la théorie des EDS), et W est à croissance quadratique, on a :

W (xi , x j ) ∈ L1(µN
t )

D’après les propositions encore :
1

N
H[µN

t |α⊗N ] ≥ H[µN ,1
t |α]

Et par propagation du chaos et semi-continuité inférieure de l’entropie relative ν 7−→ H[ν|α] :

liminf
N→+∞

H[µN ,1
t |α] ≥ H[νt |α]

On en déduit que :

liminf
N→+∞

1

N
H[µN

t |µN ] = liminf
N→+∞

( 1

N
H[µN

t |α⊗N ]+
∫

1

N (N −1)

∑
1≤i< j≤N

W (xi , x j )dµN
t + 1

N
log(Z̃N )

)
Or :

liminf
N→+∞

( 1

N
H[µN

t |α⊗N ]+
∫

1

N (N −1)

∑
1≤i< j≤N

W (xi , x j )dµN
t + 1

N
log(Z̃N )

)
est minoré par :

H[νt |α]+liminf
N→+∞

(1

2

∫
W (x1, x2)dµN

t

)
− inf
η∈M1(Rd )

E f [η] = H[νt |α]+1

2

∫ ∫
W (x1, x2)dνt (x1)dνt (x2)− inf

η∈M1(Rd )
E f [η]

Et :

H[νt |α]+ 1

2

∫ ∫
W (x1, x2)dνt (x1)dνt (x2)− inf

η∈M1(Rd )
E f [η] = HW [νt ]

Donc :

liminf
N→+∞

1

N
H[µN

t |µN ] ≥ HW [νt ]

Ce qui prouve modulo ce qui précède le dernier point du théorème de convergence exponentielle.
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Chapitre 7

Systèmes auto-attractifs

Pour plus de détails sur ce chapitre, consulter principalement les références [93] et [94] en
bibliographie.

7.1 Introduction générale

On considère l’équation différentielle stochastique dite diffusion d’auto-interaction :

d X t =σdBt − (∇V (X t )+∇W ∗µt (X t ))d t

avec µt := 1
t

∫ t
0 δXs d s mesure d’occupation, V et W sont respectivement des potentiels de confine-

ment et d’interaction. Dans ce qui suit, on suppose que W (x, y) =W0(x−y) avec W0 :Rd −→R une
fonction paire au moins deux fois continûment différentiable. Dans ce cas, on a :

∇W ∗µt (X t ) = 1

t

∫ t

0
∇W0(X t −Xs)d s

On fait les hypothèses suivantes sur les potentiels qui, comme dans McKean-Vlasov, vont nous
donner des propriétés adéquates :

(P1) V ∈C 2(Rd ), W ∈C 2(Rd ×Rd ), V ≥ 1 et W ≥ 0. On dit qu’on a des propriétés de régula-
rité et de positivité.
(P2) ∃ C > 0 telle que ∀ (x, y) ∈Rd ×Rd : (propriété de croissance)

||∇V (x)−∇V (y)|| ≤C min(||x − y ||,1)(V (x)+V (y)).

(P3) ∃ κ≥ 1 telle que ∀ (x, y) ∈Rd ×Rd : (propriétés de domination)

W (x, y) ≤ κ(V (x)+V (y)), ||∇2
x,xW (x, y)||+ ||∇xW (x, y)|| ≤ κ(V (x)+W (x, y))

et :

lim
||x||→+∞

sup
y∈Rd

||∇V (x)||2 +2〈∇V (x),∇xW (x, y)〉
V (x)+W (x, y)

=+∞.

(P4) ∃α> 0, a > 0,δ> 1 et M ∈R telles que∀ (x, y, z) ∈Rd×Rd×Rd : (propriétés de courbure)

〈x,∇V (x)+∇xW (x, y)〉 ≥ a||x||2δ−α et 〈(∇2V (x)+∇2
x,yW (x, y))z, z〉 ≥ M ||z||2.
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Remarques :

On voit que ce processus comme celui de McKean-Vlasov n’est pas markovien vu qu’il dépend de son
"passé" mais tout comme pour McKean-Vlasov, (X t ,µt ) est markovien. Si on fige la mesure, c’est-à-dire en
considérant η ∈M1(Rd ) fixée, l’EDS :

dYt =σdBt − (∇V (Yt )+∇W ∗η(Yt ))d t

est une diffusion "gradient" d’hamiltonien Hη(x) :=V (x)+W ∗η(x), de générateur :

Lη := σ2

2
∆−∇Hη ·∇

et sous des conditions adéquates sur la régularité de l’hamiltonien, il existe une unique mesure de Gibbs
invariante donnée par :

µη(d x) := e−
2
σ2 Hη(x)

Zη
d x

avec Zη le facteur de normalisation et on peut montrer que cette mesure est l’unique argument minimum
de la fonctionnelle dite d’énergie libre définie ∀ ν ∈M1(Rd ) par :

Eη[ν] := Eν[Hη]+ σ2

2
H[ν|d x] .

De plus :

µη
σ→0−→ δargminHη

.

Par le théorème ergodique de Birkhoff, on a :

1

t

∫ t

0
δYs d s

t→+∞−→ µη .

Pour la clarté de ce qui suit, on introduit les notations suivantes :

∀ r > 0 et µ ∈M1(Rd ) µr
t := r

r+tµ+ 1
r+t

∫ t
0 δXs d s.

Π : η ∈M1(Rd ) 7−→µη.

∀ ϕ, ||ϕ||V := sup
x∈Rd

|ϕ(x)|
V (x) . Et vu que V ≥ 1, || · ||V ≤ || · ||∞.

C 0(Rd ,V ) := {ϕ ∈C 0(Rd ), ||ϕ||V <+∞} et C k (Rd ,V ) :=C 0(Rd ,V )∩C k (Rd ).
En notant respectivement M (Rd ) et M1(Rd ) les espaces des mesures signées bornées et de
probabilité sur Rd , on définit :

M (Rd ,V ) :=
{
µ ∈M (Rd ),

∫
Rd

V (x)|µ|(d x) <∞
}

avec |µ| := µ++µ− la variation de µ et (µ+,µ−) la décomposition de Hahn-Jordan de µ. Re-

marquons que γ(d x) := e
− 2
σ2 V (x)

Zσ
d x appartient à cet espace. On définit aussi ∀µ ∈M (Rd ,V ) :

|||µ|||V := sup
ϕ∈C 0(Rd ,V ),||ϕ||V ≤1

|〈µ,ϕ〉|

la norme duale associée à || · ||V et on rappelle que 〈µ,ϕ〉 := ∫
ϕdµ est le crochet de dualité.

Et (M (Rd ,V ), ||| · |||V ) est un espace de Banach, ainsi M1(Rd ,V ) est un espace métrique
complet pour la distance induite par cette norme. On définit la topologie faible associée
par :

µn
V−faiblement−→ µ⇐⇒∀ϕ ∈C 0(Rd ,V ), 〈µn ,ϕ〉 n→+∞−→ 〈µ,ϕ〉,
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et vu que C 0
b (Rd ) ⊂C 0(Rd ,V ), cette convergence implique la convergence faible classique.

On rappelle que M1(Rd ,V ) muni de cette topologie peut être associé à une métrique don-
née par :

dV (µ,ν) :=
+∞∑
j=1

2− j |Eµ[ϕ j ]−Eν[ϕ j ]|,

avec (ϕ j ) j≥1 une suite de fonctions dense dans :{
ϕ ∈C 0(Rd ,V ), ||ϕ||V ≤ 1

}
, et une telle suite existe par séparabilité.

Ainsi la topologie faible est celle engendrée par cette métrique.
∀ β> 1, on définit :

M1,β(Rd ,V ) :=
{
µ ∈M1(Rd ,V ),

∫
V (x)µ(d x) ≤β

}
C’est une partie faiblement compacte de M1(Rd ,V ).
Pour η ∈M1(Rd ,V ), on a C 0(Rd ,V ) ⊂ L2(Π(η)) et ∀ ϕ et ψ, on définit :

〈ϕ,ψ〉Π(η) :=
∫
Rd
ϕ(x)ψ(x)Π(η)(d x)

On introduit la notion de pseudo-trajectoire asymptotique relativement à un semi-flot qu’on peut
définir dans un cadre plus général à savoir celui d’un espace métrique...

Une fonction continue ξ : R+ −→ M1(Rd ,V ) est appelée pseudo-trajectoire asymptotique re-
lativement à un semi-flot Φ si ∀ T > 0 :

lim
t→+∞ sup

0≤s≤T
dV (ξt+s ,Φs(ξt )) = 0.

Définition 7.1 (Pseudo-trajectoire asymptotique)

Dans ce qui suit, on note Φ :R+×M1(Rd ,V ) −→M1(Rd ,V ) le semi-flot engendré par :

Φt (η) = e−tη+
∫ t

0
e s−tΠ◦Φs(η)d s, avec Φ0(η) = η,

dont l’existence est prouvée plus bas. On verra que (µr
h(t ))t≥0 définit une pseudo-trajectoire asymp-

totique pour ce semi-flot avec h(t ) := r (e t −1).

Soit ξ :R+ −→M1(Rd ,V ) une fonction continue. L’ensemble des ω−limites de ξ noté ω(ξt , t ≥
0) est celui des limites faibles des suites (ξtn ) avec (tn) tendant vers l’infini en croissant, c’est-
à-dire :

ω(ξt , t ≥ 0) := ⋂
t≥0

ξ
(
[t ,+∞)

)
.

Et ici, ξ
(
[t ,+∞)

)
est la fermeture faible de ξ

(
[t ,+∞)

)
. En particulier, c’est un fermé pour la

topologie de la convergence faible.

Définition 7.2 (ω−limite)
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7.2 Résultats préliminaires

On note (X η
t )t≥0 l’unique solution forte issue de x ∈Rd de la diffusion "gradient" ci-dessus avec

toujours les mêmes conditions sur les potentiels de confinement et d’interaction.

Proposition 9 ∀ µ ∈M (Rd ,V ), on a W ∗µ ∈C 2(Rd ,V ) et ∃ κ≥ 1 telle que ∀ x ∈Rd :

|W ∗µ(x)| ≤ 2κ|||µ|||V V (x)

Il existe D > 0 telle que ∀ µ ∈M (Rd ,V ) :

|∆Hµ| ≤ D ·Hµ

Pr euve

En effet, en se rappelant que Hµ := V + W ∗ µ, c’est une conséquence directe des propriétés

(P2)(=⇒∆V ≤ aV ) et (P3) de croissance et de domination sur les potentiels.

On en déduit le corollaire suivant :

Corollaire 1 Soit β> 1. ∀ µ ∈M1,β(Rd ,V ), on a l’inégalité de borne supérieure :∫
Rd

e−Hµ(x)d x ≥ e−2κβ
∫
Rd

e−2(κ+1)V (x)d x ≥
∫
Rd

e−2(2κβ+1)V (x)d x

De plus Hµ est une bonne fonction de Lyapunov telle que :

V ≤ Hµ ≤ 3κβV

Proposition 10 (Bonne fonction de Lyapunov) ∀ η ∈ M1,β(Rd ,V ), (X η
t )t≥0 n’explose jamais

presque sûrement.

Pr euve
En effet, d’après la formule d’Ito et ce qui précède, on a LηHη ≤ D Hη . Il en découle que :

E[Hη(X η
t )] ≤ Hη(x)eDt ,

ce qui prouve le résultat attendu.

Le théorème ergodique classique est vrai pour (X η
t )t≥0, c’est-à-dire presque sûrement ∀ f ∈

C 0(Rd ,V ) :
1

t

∫ t

0
f (X η

s )d s
t→+∞−→ µη( f ) := 〈µη, f 〉 =

∫
Rd

f (x)µη(d x).
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On note aussi respectivement (Pη
t )t≥0 le semi-groupe fellerien, Qη le noyau fondamental 1 et Kη

la projection orthogonale associés à la diffusion "gradient" de potentiel Hη. On rappelle que ∀
f ∈C ∞(Rd ,V ) :

Qη f =
∫ +∞

0

(
Pη

t f −〈Π(η), f 〉
)
d t , Kη f = f −〈Π(η), f 〉.

Donc par invariance de la mesure Π(η) pour (Pη
t )t≥0, on en déduit que :

Qη =
∫ +∞

0
Kη ◦Pη

t d t .

De plus, via l’équation de Poisson, on a :

Lη ◦Qη =Qη ◦Lη =−Kη.

Par hypothèses et définition, (Pη
t )t≥0 est pour tout η ∈ M1(Rd ,V ) un semi-groupe d’opérateurs

uniformément bornés en temps de L2(Π(η)) −→ L∞. Par ultracontractivité 2, le semi-groupe est
V −uniformément ergodique en ce sens que ∀ f ∈C 0(Rd ,V ) :

||Kη ◦Pη
t f ||V ≤ c(η)e−λ(η)t || f ||V , c(η) > 0 et λ(η) > 0.

Il en découle que :

||Qη f ||V ≤ c(η)|| f ||V
∫ +∞

0
e−λ(η)t d t = c(η)

λ(η)
|| f ||V .

Ainsi, on est en droit d’appliquer le théorème de prolongement des applications uniformément
continues sur une partie dense d’un espace métrique à valeurs dans un espace métrique complet.
Par application de la formule d’Ito :

Qη f (X η
t ) =Qη f (x)+

∫ t

0
Lη ◦Qη f (X η

s )d s +σ
∫ t

0
∇Qη f (X η

s ) ·dBs =Qη f (x)−
∫ t

0
Kη f (X η

s )d s +Mt

avec Mt le terme martingale associé. Remarquons que ce terme martingale est négligeable par
rapport au temps.

Proposition 11 (Critère d’ultracontractivité) Soit (Pt )t≥0 le semi-groupe de Markov sur Rd de

générateur L = σ2

2 ∆−∇H ·∇ tel qu’il existe ~> 0 pour lequel, ∇2H ≥−~ · Idd au sens des formes
quadratiques. Supposons qu’il existe une fonction continue et croissante χ :R+ −→R∗+ telle que :

1. lim
r→+∞

χ(r )
r =+∞ ;

2. ∀ m > 0, l’application r 7−→ rχ(m log(r )) est convexe sur [1,+∞) ;

3. il existe b > 0 pour laquelle L ||x||2 ≤ b −χ(||x||2).

Dans ce cas, le semi-groupe admet une unique mesure invariante. Si de plus, ∀ m > 0 :∫ +∞

2

1

rχ(m log(r ))
dr <+∞, le semi-groupe est ultracontractif.

Dans le cas particulier χ(r ) =χ · r δ avec χ> 0 et δ> 1, ∃ c := c(b,χ) > 0 telle que ∀ t ∈ (0,1] :

sup
f ∈C ∞(Rd ), f 6=0

||Pt f ||∞
|| f ||2

≤ ect−
δ
δ−1 .

1. Solution de l’équation de Poisson associée.
2. Qu’on démontre plus bas.
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On en déduit de cette proposition que la famille de semi-groupes (Pη)η est uniformément
ultracontractive.

Pr euve
En effet, il suffit de prendre H = Hη. En appliquant la propriété (P4) de courbure, il existe a > 0 et b > 0 telles
que ∀ η ∈M1(Rd ,V ) :

Lη||x||2 = dσ2 −2∇Hη · x ≤ b −a||x||2δ.

Ainsi, on peut prendre χ(r ) = a · r δ et la constante c ne dépend pas de η.

Il en découle que :

sup
f ∈C ∞(Rd ,V ), f 6=0

||Pt f ||∞
|| f ||L2(Π(η))

≤ ect−
δ
δ−1 .

Corollaire 2 (Log-Sobolev uniforme) La famille de mesures invariantes (Π(η))η admet une
constante de type log-Sobolev universelle en η, c’est-à-dire ∃ ρ > 0 telle que ∀ η et f ∈C ∞(Rd ,V ) :

||Pη
t ◦Kη f ||L2(Π(η)) ≤ e− t

ρ ||Kη f ||L2(Π(η)).

Pr euve

ultracontractivité=⇒ hypercontractivité⇐⇒existence d’une inégalité log-Sobolev. Quant à l’uniformité, elle

découle de celle de l’ultracontractivité.

Soit :
d X t =σdBt −∇Hµr

t
(X t )d t .

∀ x ∈Rd , µ ∈M1(Rd ,V ) et r > 0, il existe une unique solution forte ((X t ,µr
t ))t≥0.

Théorème 7.1 (E.U de la solution forte)

Pr euve
Soit (τn) la suite croissante de temps d’arrêt définie par :

τ0 = 0, τn = inf
{

t ≥ τn−1, Hµr
t
(X t )+

∫ t

0
||∇Hµr

s
(Xs)||2d s > n

}
.

En utilisant la fonction de Lyapunov (x,µ) 7−→ Hµ(x), le processus (t , x) 7−→ Hµr
t
(x) est C 2 en espace et

c’est une C 1−semi-martingale en temps. En appliquant la formule d’Ito généralisée (ou d’Ito-Ventzell) à
(t , x) 7−→ Hµr

t∧τn
(x), on obtient :

Hµr
t∧τn

(X t∧τn ) = Hµ(x)+
∫ t∧τn

0
∇Hµr

s
(Xs) ·dBs −

∫ t∧τn

0
||∇Hµr

s
(Xs)||2d s + 1

2

∫ t∧τn

0
∆Hµr

s
(Xs)d s + A

avec :

A :=
∫ t∧τn

0

(
W (Xs , Xs)−W ∗µr

s (Xs)
) d s

s + r
.

Notons que le second terme de cette somme est une vraie martingale. En posant k := a+ 2κ
r +D , on en déduit

que :

E[Hµr
t∧τn

(X t∧τn )] ≤ Hµ(x)+k log(t +1)
∫ t

0
E[Hµr

s∧τn
(Xs∧τn )]d s.
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Et par le lemme de Gronwall :

E[V (X t∧τn )] ≤ E[Hµr
t∧τn

(X t∧τn )] ≤ Hµ(x)ekt log(t+1).

Vu que V est de Lyapunov, (X t )t≥0 n’explose pas en temps fini et il existe une unique solution globale.

Proposition 12 ∀ ε> 0 ∃ ~> 0 telles que ∀ x ∈Rd , η ∈M1,β(Rd ,V ) et f ∈C 0(Rd ,V ) :

|Qη f (x)| ≤ (εV (x)+~)|| f ||V .

De plus, ∀ ε> 0 ∃ ~1 > 0 telles que ∀ η ∈M1,β(Rd ,V ) et f ∈C ∞(Rd ,V ), Qη f ∈C 1(Rd ) et :

||∇Qη f || ≤ (εV +~1)|| f ||V .

Pr euve
Soit t0 ∈ (0,1]. On a :

|Qη f | ≤
∫ +∞

0
|Pη

t ◦Kη f |d t =
∫ t0

0
|Pη

t ◦Kη f |d t +
∫ +∞

t0

|Pη
t ◦Kη f |d t .

En utilisant la propriété de semi-groupe, l’uniforme ultracontractivité et l’uniforme écart spectral, on a
aussi : ∫ +∞

t0

|Pη
t ◦Kη f |d t ≤ ect

− δ
δ−1

0 ||Kη f ||L2(Π(η))

∫ +∞

0
e−

t
ρ d t ≤ ρect

− δ
δ−1

0 || f ||L2(Π(η))

Comme Kη est une projection orthogonale sur 1⊥ de L2(Π(η)). Vu que :

|| f ||L2(Π(η)) ≤ ||V ||L2(Π(η))|| f ||V ,

on en déduit que : ∫ +∞

t0

|Pη
t ◦Kη f |d t ≤ ρect

− δ
δ−1

0 ||V ||L2(Π(η))|| f ||V .

D’autre part :
|Pη

t f | ≤ || f ||V Pη
t V ≤ || f ||V E[Hη(X η

t )] ≤ || f ||V eDt Hη(x).

Or : ∫ t0

0
E[Hη(X η

t )]d t = O(t0) =⇒ le résultat attendu.

Quant à la seconde affirmation, on introduit l’opérateur :

Γ
η
2( f ) = ||∇2 f ||2 +〈∇2Hη ·∇ f ,∇ f 〉, associé au carré du champ.

Par la propriété (P4) de courbure et le critère de Bakry-Emery, on a :

Γ
η
2( f ) ≥ M ||∇ f ||2 =⇒ ||∇Pη

t ◦Kη f ||2 ≤ M

e2M t −1
|Pη

t (Kη f )2|, ∀ t > 0 et f .

On en déduit que : ∫ +∞

t0

||∇Pη
t ◦Kη f ||d t ≤ 2ρ

√
M

e2M t0 −1
ect

− δ
δ−1

0 ||V ||L4(Π(η))|| f ||V .

Et on conclut comme précédemment.
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7.3 Calcul différentiel sur M1(Rd ,V )

L’espace M1(Rd ,V ) a une structure de variété différentiable de dimension infinie. Cette struc-
ture va nous servir pour l’étude du semi flot introduit dans la première section de ce chapitre. Pour
plus de détails, voir annexes.
Pour µ ∈ M1(Rd ,V ), on note ∀ k ≥ 1, C k (µ) l’ensemble des chemins ψ : (−ε,ε) −→ M1(Rd ,V ) tels
que ψ(0) =µ et ψ ∈C k .

On dit que φ : M1(Rd ,V ) −→ R est de classe C k si ∀ µ et ψ, la fonction numérique φ ◦ψ :
(−ε,ε) −→R est de classe C k . Par définition, on a :

TµM1(Rd ,V ) =
{ d

d t
ψ(t )

∣∣∣
t=0

, ψ ∈C 1(µ)
}
=M0(Rd ,V ) :=M (Rd ,V )

⋂{
η, η(Rd ) = 0

}
.

∀µ ∈M1(Rd ,V ) et η ∈M0(Rd ,V ), on a :

Dµφ(η) := d

d t
φ(µ+ tη)

∣∣∣
t=0

qui est une définition de la différentielle par dérivées directionnelles.

Définition 7.3 (Fonctions régulières)

Par exemple, ∀ x ∈ Rd , µ 7−→ W ∗µ(x) ∈ C ∞ et l’application mesure invariante Π aussi par appli-
cation du théorème de Lebesgue.
On considère l’espace de Banach des opérateurs bornés sur C ∞(Rd ,V ) ⊂ L2(γ) qu’on peut munir
de la norme du graphe de Lµ et dans ce cas , Lµ appartient au sous espace fermé des opérateurs
L de cet espace tels que L 1 = 0.

Proposition 13 Les applications µ 7−→ Lµ et µ 7−→ Kµ sont C ∞. De plus, ∀ f ∈ C ∞(Rd ,V ),
l’application µ 7−→Qµ f est aussi C ∞ pour la topologie forte et :

1. D(Lµ f ) ·η=−〈∇W ∗η,∇ f 〉 avec ici, 〈·, ·〉 le produit scalaire euclidien canonique ;

2. D(Kµ f ) ·η=−〈DµΠ(η), f 〉 avec ici, 〈·, ·〉 le crochet de dualité ;

3. D(Qµ f ) ·η= 〈DµΠ(η),Qµ f 〉+Qµ〈∇W ∗η,∇Qµ f 〉 avec ici, 〈·, ·〉 indifféremment le crochet
de dualité et le produit scalaire euclidien canonique.

Pr euve
Les applications µ 7−→ Lµ et µ 7−→ Kµ sont C ∞ car ∀ x ∈ Rd , µ 7−→ W ∗µ(x) ∈ C ∞ et l’application mesure
invarianteΠ aussi par application du théorème de Lebesgue. Quant à µ 7−→Qµ f , on va utiliser la résolvante
du semi-groupe et des approximations de Qµ, c’est-à-dire :

∀ λ> 0, Rµ

λ
=

∫ +∞

0
e−λt Pµ

t d t = (λId−Lµ)−1, Qλ
µ =

∫ +∞

0
e−λt Pµ

t ◦Kµd t = Kµ ◦ (λId−Lµ)−1.

Il en découle par composition que µ 7−→ Qλ
µ f est C ∞. Par l’uniforme écart spectral, on montre qu’il existe

c1 > 0 et c2 > 0 telles que :

||Qµ f −Qλ
µ f ||V ≤

∫ +∞

0
(1−e−λt )||Pµ

t ◦Kµ f ||V d t ≤λc1|| f ||V
∫ +∞

0
te−c2t d t = λc1

c2
2

|| f ||V .
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Donc la convergence (quand λ→ 0) en norme subordonnée à la nome || · ||V de (Qλ
µ)λ vers Qµ est uniforme

en µ. On en déduit que µ 7−→Qµ f ∈C 0. De plus :

D(Qλ
µ) ·η=

(
D(Kµ) ·η

)
(λId−Lµ)−1 +Kµ(λId−Lµ)−1

(
D(Lµ) ·η

)
(λId−Lµ)−1,

et en remplaçant D(Lµ) et D(Kµ) par leurs expressions respectives, on va prouver que chacun des termes
de cette égalité converge uniformément. En effet, on a :

Pour le premier :

lim
λ→0

〈DµΠ(η), (λId−Lµ)−1 f 〉 = 〈DµΠ(η),Qµ f 〉, uniformément,

comme 〈DµΠ(η), (λId−Lµ)−1 f 〉 = 〈DµΠ(η),Qλ
µ f 〉.

Pour le second :

Kµ(λId−Lµ)−1
(
D(Lµ) ·η

)
(λId−Lµ)−1 =Qλ

µ〈W ∗η,∇Qλ
µ f 〉,

et ∇Qλ
µ f

λ→0−→∇Qµ f uniformément (en µ) vu que par définition de Qλ
µ , on a :

∣∣∣∣∣∣∇Qλ
µ f −∇Qµ f

∣∣∣∣∣∣≤ ∫ +∞

0

∣∣∣∣∣∣∇Pµ
t ◦Kµ f

∣∣∣∣∣∣(1−e−λt )d t .

On conclut par la proposition précédente que cette famille de différentielles converge uniformément en µ,

et donc que µ 7−→Qµ f ∈C 1. En remarquant que D(Qµ f ) ∈C 1 par composition, on montre par induction le

caractère C ∞.

Corollaire 3 ∀ f ∈C ∞(Rd ,V ) :

|(D(Qµ) ·η)( f )(x)| ≤ (εV 2(x)+k(ε))|| f ||V |||η|||V .

Ce qui est une propriété de continuité de la forme linéaire η ∈ TµM1(Rd ,V ) 7−→ (D(Qµ)·η)( f )(x).
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7.4 E.U du semi-flot

La proposition suivante est utile pour trouver un bon cylindre de sécurité.

Proposition 14 (Lipschitz) ∀ β> 1, la restriction Π|M1,β(Rd ,V ) est lipschitzienne et bornée.

Pr euve
En effet, d’après ce qui précède, on a :

||Π(µ)||V ≤
(∫
Rd

e−4κβV (x)γ(d x)
)−1 ∫

Rd
V (x)γ(d x) =: cβ <+∞.

De plus, on sait queΠ ∈C ∞ sur M1(Rd ,V ) muni de sa topologie forte. Sa différentielle en µ est l’application
linéaire continue DµΠ : M0(Rd ,V ) −→M0(Rd ,V ) définie ∀ η par :

DµΠ(η)(d x) =−2
(
W ∗η(x)−

∫
Rd

W ∗η(y)Π(µ)(d y)
)
Π(µ)(d x).

On en déduit que :
||DµΠ(η)||V ≤ 4κ(cβ+1)|||η|||V ||V ||2L2(Π(µ)) ,

et le calcul fait pour la bornitude de la restriction de Π permet un contrôle uniforme en µ de la norme

L2(Π(µ)) de V , ce qui montre que cette différentielle est aussi bornée disons par c ′
β
> 0(=⇒ la restriction est

lipschitzienne). On a donc bel et bien le résultat de la proposition.

∀ µ ∈M1(Rd ,V ), l’équation :

Ψt (µ) = e−tµ+
∫ t

0
e s−tΠ◦Ψs(µ)d s, avec Ψ0(µ) =µ

admet une solution locale qui définit un C ∞ semi-flotΦ pour la topologie forte.

Théorème 7.2 (Existence locale)

Pr euve
Soit β> 2|||µ|||V de sorte que µ ∈M1,β(Rd ,V ). On introduit le schéma d’approximation de Picard :

µ(0)
t =µ, ∀ n ≥ 1 µ(n)

t = e−tµ+
∫ t

0
e s−tΠ(µ(n−1)

s )d s.

Soit ε> 0 assez petit tel que |||µ|||V + (1− e−ε)cβ ≤β et εc ′
β
< 1. On en déduit que ∀ n, µ(n)

t ∈M1,β(Rd ,V ), ce

qui montre que [0,ε)×M1,β(Rd ,V ) est un bon cylindre de sécurité. On a :

∀ t < ε, |||µ(n+1)
t −µ(n)

t |||V ≤ (1−e−ε)c ′βsup
t<ε

|||µ(n)
t −µ(n−1)

t |||V .

Vu que la série de terme général sup
t<ε

|||µ(n)
t −µ(n−1)

t |||V converge, la suite de fonctions (µ(n)) est de Cauchy

pour la topologie de la convergence uniforme. Comme M1(Rd ,V ) est complet, on a bien construit une

solution sur [0,ε). Vu que Π ∈ C ∞ pour la topologie forte, chaque approximation µ 7−→ µ(n)
t l’est aussi par

induction, et il suffit de passer à la limite uniformément en µ sur M1,β(Rd ,V ) pour conclure que Φ ∈C ∞.
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On dit que A ⊂M1(Rd ,V ) est :
— positivement invariant pour Φ si ∀ t ≥ 0, Φt (A) ⊂ A ;
— négativement invariant pour Φ si ∀ t ≥ 0, A ⊂Φt (A) ;
— invariant pour Φ si ∀ t ≥ 0, Φt (A) = A.

Définition 7.4 (Invariance)

Proposition 15 (Conditions sur l’interaction de non explosion du semi-flot) Si W est symé-
trique (W (x, y) = W (y, x)) ou uniformément borné en la seconde variable (W (x, y) ≤ κV (x)),
alors le semi-flot n’explose pas.

Pr euve
Dans le second cas, il suffit d’appliquer la proposition 14. En effet, on montre que Π est globalement lip-
schitzienne de constante C , ce qui signifie queΦt (µ) appartient à M1,C (Rd ,V ), il ne peut donc pas exploser.
Quant au premier cas de figure, remarquons d’abord que l’énergie libre n’est pas une fonction de Lyapu-
nov pour le semi-flot vu qu’en général, Φt (µ) n’est pas absolument continue par rapport à la mesure de
Lebesgue, et donc F (Φt (µ)) = +∞. Soit la fonction de Lyapunov I (µ) = F (Π(µ)) qu’on peut considérer
comme l’énergie libre restreinte au sous-espace des mesures de probabilités absolument continues par
rapport à la mesure de Lebesgue de référence. Cette fonctionnelle de Lyapunov est C ∞ pour la topologie
forte et par symétrie :

∀ η ∈M0(Rd ,V ), DµF (η) =
∫
Rd

(
log

(dµ

dγ
(x)

)
+2W ∗µ(x)

)
η(d x).

Il en découle que par calcul de la différentielle d’une composée :

∀ η ∈M0(Rd ,V ), DµI (η) =−4
∫
Rd

(
W ∗Π(µ)−W ∗µ

)(
W ∗η−

∫
Rd

W ∗ηdΠ(µ)
)
dΠ(µ),

et pour η=Π(µ)−µ, on en déduit que :

1

4

d

d t
I (Φt (µ)) =−VΠ(µ)

[
W ∗η

]
≤ 0.

Ainsi, ∀ c > 0,
{
µ, I (µ) ≤ c

}
est positivement invariant. Ce qui prouve la faible compacité de ces

ensembles, donc la non explosion du semi-flot.

On a ainsi défini un semi-flot lisse pour la topologie forte. Mais, pour étudier le comportement
asymptotique de (µr

t )t≥0, il est techniquement plus facile de travailler avec la topologie faible. Par
conséquent, on considérera également le semi-flot avec la topologie faible.

Proposition 16 (Semi-flot faible) Φ définit un semi-flot continu par rapport à la topologie
faible.

Pr euve
En effet, vu que µ 7−→ W ∗µ(x) est faiblement continue d’après la propriété (P3) de domination, Π est fai-
blement continue aussi. Maintenant en reprenant le schéma d’approximation de Picard, on obtient que :

∀ n ≥ 1 t ≥ 0, µ 7−→µ(n)
t est faiblement continue,

et on conclut en passant à la limite.
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7.5 Énergie libre et points fixes

On définit l’énergie libre, comme dans McKean-Vlasov, par :

F : M1(Rd ,V ) −→ [0,+∞], µ 7−→
{

H[µ|γ]+Eµ⊗2 [W ], si H[µ|γ] <+∞,

+∞, sinon.

Cette fonctionnelle est donc obtenue comme somme d’une entropie et d’une énergie macrosco-
pique induite par le potentiel d’interaction W. Par semi-continuité et convexité, cette énergie libre
admet un unique argument minimum. Tout comme dans la partie précédente sur McKean-Vlasov,
on a une relation liant les points fixes de l’application mesure invariante Π et les arguments mini-
mum de l’énergie libre F via le théorème suivant.

Par symétrie du potentiel d’interaction W , les points fixes de Π sont les minima de F .

Théorème 7.3 (Énergie libre et points fixes)

Pr euve
Le calcul fait précédemment de la différentielle de l’énergie libre donne :

DµF ≡ 0 ⇐⇒Π(µ) =µ, ce qui prouve que les points critiques de l’énergie libre sont exactement

les points fixes de Π. Il reste à prouver que ce sont bien des minima et pour ce faire, on va utiliser le critère
de la hessienne vu que l’énergie libre est lisse. On a :

D(2)
µ (η1,η2) =

∫
Rd
η1(x)η2(x)µ(x)−1γ(x)d x +2

∫
Rd×Rd

W (x, y)η1(d x)η2(d y) ≥ 0,

ce qui permet de conclure par convexité.

Quant à l’unicité, on a le corollaire suivant.

Corollaire 4 (Unicité du minima) De plus, si ∀ y ∈ Rd , x 7−→ V (x)+W (x, y) est strictement

convexe, alors l’énergie libre admet un unique argument minimum µ∞ tel que Φt (µ)
t→+∞−→ µ∞.

Si l’interaction est symétrique ou bornée en la seconde variable, alors l’ensemble des points

fixes
{
µ ∈M1(Rd ,V ), Π(µ) =µ

}
est une partie non vide faiblement compacte de M1(Rd ,V ).

Théorème 7.4 (Nature de l’ensemble des points fixes)

Pr euve
En effet, si W est borné en la variable y , c’est-à-dire W (x, y) ≤ κV (x), alors pour :

β := Eγ[V ]

Eγ[e−2κV ]
, d’après ce qui précède, l’application mesure invariante est faiblement continue de

M1,β(Rd ,V ) partie compacte et convexe vers elle-même. Donc par le théorème du point fixe de Leray-

Schauder, l’ensemble
{
µ ∈M1,β(Rd ,V ), Π(µ) =µ

}
est non vide.

Supposons maintenant que W est symétrique et considérons l’énergie libre I =F ◦Π. Soit :

m := inf
µ∈M1(Rd ,V )

I (µ). Il existe une suite de mesures de probabilité absolument continues par rapport à la
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mesure de Lebesgue de référence qu’on note (µn) telle que 0 ≤ I (µn)−m ≤ 1
n . Ainsi, ∀ c > 0, l’ensemble{

µ, I (µ) ≤ c
}

est faiblement compact, on peut donc extraire une sous suite (µσ(n)) convergeant faible-

ment vers µ∞. Par continuité faible de µ 7−→ W ∗µ et Π, I aussi, et on en déduit que I (µ∞) = m puis on

conclut par le théorème 7.3 sur les points fixes et minima.

7.6 Sur les mesures d’occupation

Dans cette section, on s’intéresse au comportement de (µr
t )t≥0 qui régit la dynamique à l’équi-

libre de la diffusion auto-attractive.

sup
t≥0

∫
V (x)µr

t (d x) <+∞, P·−p.s.

Théorème 7.5 (Tension presque sûrement)

Pr euve
En considérant

φ(t ) :=
∫ t

0
V (Xs)d s, il suffit de prouver que φ(t ) =O (t ) P·−p.s.

Pour ce faire, on réutilise la fonctionnelle de Lyapunov définie par Hµ :=V +W ∗µ et la formule d’Ito-Ventzell
appliquée à Hµr

t
(X t ). D’après la propriété (P3) de domination sur les potentiels, on a :

∀ε> 0 ∃ η> 0, |x| ≥ η=⇒V (x)+W (x, y) ≤ ε
(
||∇V (x)||2 +2〈∇V (x),∇xW (x, y)〉

)
.

On en déduit que pour tout ε> 0, il existe kε telle que Hµr
t
(x) ≤ kε+ε||∇Hµr

t
(x)||2. D’une part, si :∫ +∞

0
||∇Hµr

s
(Xs)||2d s <+∞, presque sûrement, la loi forte des grands nombres pour les martingales

assure que :∫ +∞

0
〈∇Hµr

s
(Xs),dBs〉 converge presque sûrement vers M∞, et la preuve est similaire à celle ci-dessous.

En effet, le théorème ergodique implique que ce cas ne se produit pas. D’autre part, si :∫ +∞

0
||∇Hµr

s
(Xs)||2d s =+∞, presque sûrement, et alors presque sûrement, il existe T (ω) telle que

∀ t ≥ T (ω),
∫ t

0
〈∇Hµr

s
(Xs),dBs〉 ≤ 1

2

∫ t

0
||∇Hµr

s
(Xs)||2d s, et donc pour tout temps aléatoire assez large∫ t

0
||∇Hµr

s
(Xs)||2d s ≤ 2Hµ(x)+

∫ t

0
∆Hµr

s
(Xs)d s + 2

r

∫ t

0
W (Xs , Xs)d s.

Par la propriété de domination, on sait que :

W (Xs , Xs) ≤ 2κV (Xs) ≤ 2κ
(
kε+ε||∇Hµr

s
(Xs)||2

)
, et il en découle aussi que

∆Hµr
s
≤ D Hµr

s
≤ D

(
kε+ε||∇Hµr

s
(Xs)||2

)
. On en déduit l’inégalité suivante(

1−ε
(
D + 4κ

r

))∫ t

0
||∇Hµr

s
(Xs)||2d s ≤ 2Hµ(x)+kεt

(
D + 4κ

r

)
.

Pour ε=
(

D+ 4κ
r

)−1

2 , on a le résultat attendu à savoir :

∃ C > 0, φ(t ) ≤
∫ t

0
Hµr

s
(Xs)d s ≤C (t +1).

Ce qui achève la preuve de la tension presque sûre.
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Chapitre 8

Schémas d’Euler et moyennisation

Pour plus de détails sur ce chapitre, consulter principalement les références
[21], [93], [94], [98], [99] et [100] en bibliographie.

8.1 Introduction générale

Soit l’EDS de diffusion standard :

d X t = b(t , X t )d t +σ(t , X t )dBt

avec respectivement b : R+ ×Rd −→ Rd et σ : R+ ×Rd −→ Rd×d les coefficients de dérive et de
diffusion. On rappelle que (Bt )t≥0 est un mouvement brownien d−dimensionnel standard. On
rappelle aussi ce qu’on entend par solution de l’EDS :

Une solution forte de l’EDS ci-dessus issue de x ∈ Rd sur un intervalle de temps de longueur
T > 0 est un processus vectoriel (X t )0≤t≤T adapté à la filtration brownienne tel que

1. presque sûrement : ∫ T

0
||b(t , X t )||+ ||σ(t , X t )||2d t <+∞

2. ∀t ∈ [0,T ], presque sûrement :

X t = x +
∫ t

0
b(s, Xs)d s +

∫ t

0
σ(s, Xs)dBs

Définition 8.1 (Solution forte)

On a la condition suivante suffisante d’existence et d’unicité d’une telle solution :

Proposition 17 (Existence et unicité) Si ∃ K > 0 telle que ∀ t ∈ [0,T ] et (x, y) ∈Rd ×Rd :

1. ||b(t , x)−b(t , y)||+ ||σ(t , x)−σ(t , y)|| ≤ K ||x − y || ;
2. ||b(t , x)||+ ||σ(t , x)|| ≤ K (1+||x||) ;

alors l’EDS ci-dessus admet une unique solution forte (X t )t∈[0,T ] telle que :

E
[

sup
t∈[0,T ]

||X t ||2
]
<+∞
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Soit le problème de Cauchy :

y ′(t ) = F (t , y(t )), y(0) = y0

On sait via le théorème de Cauchy-Lipschitz que sous des conditions adéquates sur F , il y a exis-
tence et unicité d’une solution maximale. Quand une telle solution n’est pas explicite, on peut
construire un schéma d’approximation sur [0,T ] dit d’Euler comme suit :

1. On se donne une subdivision ( ici régulière par exemple) de [0,T ] dont les points
(tk )k=0,1,··· ,n sont tels que ∀ k, tk := kT

n .

2. On approxime la solution aux points de cette subdivision, c’est-à-dire ŷ(0) = y0 et ∀ k ≥ 1 :

ŷ(tk ) = ŷ(tk−1)+ T

n
F (tk−1, ŷ(tk−1))

3. On approxime la solution sur [0,T ] par le processus linéaire par morceaux passant par les
points (tk , ŷ(tk ))k=0,1,··· ,n .

Sous des hypothèses très faibles sur la régularité de F , on a :

||y − ŷ ||∞ n→+∞−→ 0

Quant aux EDS, c’est essentiellement la même idée que pour les EDO. En effet :

1. On se donne une subdivision (ici régulière par exemple) de [0,T ] dont les points
(tk )k=0,1,··· ,n sont tels que ∀ k, tk := kT

n .

2. On approxime la solution aux points de cette subdivision, c’est-à-dire X̂ n
0 = x et ∀ k ≥ 1 :

X̂ n
tk
= X̂ n

tk−1
+ T

n
b(tk−1, X̂ n

tk−1
)+σ(tk−1, X̂ n

tk−1
)(Btk −Btk−1 )

3. On approxime la solution sur [0,T ] par le processus linéaire par morceaux passant par les
points (tk , X̂ n

tk
)k=0,1,··· ,n , c’est-à-dire ∀ t ∈ [tk , tk+1] :

X̂ n
t = X̂ n

tk
+ (t − tk )b(tk , X̂ n

tk
)+σ(tk , X̂ n

tk
)(Bt −Btk )

Et la mise en oeuvre pratique du schéma d’Euler est très simple. En effet, il suffit de générer n
vecteurs gaussiens indépendants (Gk )k=1,··· ,n tels que Gk ∼N (0,Idd ). Par définition du processus
de Wiener standard, on a :

Btk −Btk−1 ∼
√

tk − tk−1Gk

On a le critère suivant de convergence forte du schéma d’Euler :

Proposition 18 (Convergence forte) Si ∃ K > 0 et α> 0 telles que ∀ (t , s) ∈ [0,T ]2 et x ∈Rd :

||b(t , x)−b(s, x)||+ ||σ(t , x)−σ(s, x)|| ≤ K |t − s|α(1+||x||)

alors pour β := min(α, 1
2 ), on a ∀ p ≥ 1 ∃ C > 0 ∀ n ∈N∗ :

E
[

sup
t∈[0,T ]

||X̂ n
t −X t ||2p

]
≤ C

n2βp

Ainsi, ∀ γ<β, presque sûrement :

nγ sup
t∈[0,T ]

||X̂ n
t −X t || n→+∞−→ 0
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8.2 Stabilité et martingales

Dans cette section, on rappelle quelques résultats de stabilité de processus de diffusions ho-
mogènes et la méthode de martingales permettant d’étudier le comportement asymptotique de
tels processus. Dans ce qui suit, on note (Pt )t≥0 le semi-groupe de Markov associé à ce proces-
sus et L son générateur infinitésimal. On a vu dans la première partie de ce mémoire au chapitre
processus de Markov qu’une condition suffisante d’existence d’une solution pour l’EDS associée
est que ses coefficients soient localement lipschitziens et qu’il existe une fonction de Lyapunov U
telle que :

LU ≤ cU , c > 0.

Une diffusion de générateur L satisfait une condition de stabilité s’il existe U ∈
C 2(Rd , [1,+∞[) de Lyapunov et φ ∈C 0([1,+∞[,R+) telles que :

1. ∀ u ≥ 1, φ(u) ≤ u et lim
u→+∞φ(u) =+∞ ;

2. ∃ α> 0 et β≥ 0 telles que LU ≤−α ·φ◦U +β.

Si ∀ u, φ(u) = u, on dit que la condition de stabilité est forte et faible sinon.
Par abus, on dira par la suite que L vérifie une condition de stabilité de type (U ,φ,α). Lorsque
la connaissance du α n’est pas importante, on parlera de condition de stabilité de type (U ,φ).
Le fait que α> 0 est primordial.

Définition 8.2 (Condition de stabilité)

Remarques :

Une condition de stabilité pour L implique l’existence d’une mesure invariante. En général,
φ(u) = ua avec a ∈]0,1] ouφ(u) = log(u). Dans le premier cas, on pourra consulter la référence [99]
en bibliographie.
On énonce le théorème suivant qui permet d’avoir une bonne connaissance du comportement du
processus de diffusion de générateur L sous l’unique condition de stabilité.

On suppose que le générateur L vérifie une condition de stabilité de type (U ,φ). Alors :

1. ∀Θ ∈C 1(R+, ]0,+∞[) décroissante et telle que
∫ +∞

0 Θ(u)du <+∞, on a :∫ +∞

0
Θ(s)Psφ◦Ud s

Fubini= E·
[∫ +∞

0
Θ(s) ·φ◦U (X ·

s)d s
]
<+∞,

et :
lim

t→+∞Θ(t )U (X ·
t ) = 0 P·−p.s.

2. si la condition de stabilité est forte, on a :

sup
t≥0

PtU = sup
t≥0

E·[U (X ·
t )] <+∞,

ce qui assure la tension du flot des distributions de (X ·
t )t≥0, donc l’existence d’une

sous-suite convergeante par le théorème de Prokhorov.

Théorème 8.1

Quant à la preuve de ce théorème, c’est une conséquence de la convergence de surmartingales
positives, des lemmes de Kronecker, Fatou et de la formule d’Ito. On voit bien que la condition de
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stabilité seule ne suffit pas pour avoir des résultats de tension des lois ; il faut ajouter des hypo-
thèses de domination du coefficient de diffusion et du gradient de la fonction de Lyapunov dans
la direction de σ, c’est-à-dire qu’on va supposer une domination de Tr(σ∗(∇U )⊗2σ).

Proposition 19 (Transfert de stabilité) Supposons que L vérifie une condition de stabilité de
type (U ,φ,α). S’il existe ξ ∈ [0,1] et CU ,σ > 0 telles que :

Tr(σ∗(∇U )⊗2σ) ≤CU ,σU 1−ξφ◦U ,

alors L vérifie une condition de stabilité de type (Ψ◦U ,φΨ), avec :

∀ u ≥ 1, Ψ(u) =
{

up avec p −1 ∈]0, 2α
CU ,σ

[, si ξ= 0

eλuξ avec λ< 2α
CU ,σ

, si ξ ∈]0,1]
, φΨ(u) = u

(φ◦Ψ−1

Ψ

)
(u).

Et Ψ−1 est l’application réciproque de Ψ.

Cette proposition est très importante. En effet, le fait que la condition de stabilité se "transfère"
à des fonctions plus grandes (polynomiales, exponentielles...) sous une condition de domination
sur le coefficient de diffusion est fondamental. D’après la proposition précédente, on a :

eλU (X ·
t )

t log1+ε(t )

t→+∞−→ 0 P·−p.s.

Et ce type de convergence permet d’avoir une meilleure connaissance du comportement du pro-
cessus mais aussi de ses mesures d’occupation. La combinaison des conditions de stabilité et de
domination permet d’établir la tension des mesures d’occupation du processus.
En fait, la stabilité seule suffit à prouver la tension des mesures d’occupations et donc l’existence
d’une mesure invariante. Quant à la condition supplémentaire de domination sur le coefficient de
diffusion, elle permet de montrer que toute valeur d’adhérence de la famille des mesures d’occu-
pation est une probabilité 1 sous laquelle on peut intégrer des fonctions à croissance polynomiale 2

voire exponentielle. Plus précisément, on a le résultat suivant :

Corollaire 5 (Sur les valeurs d’adhérence)∀ p < 1
2 + α

CU ,σ
, lim

t→+∞
1
t

∫ t
0 (U p−1φ◦U )(X ·

s)d s ≤C P·−p.s. si ξ= 0,

∀ λ< α
ξCU ,σ

, lim
t→+∞

1
t

∫ t
0 (eλUξ φ◦U

U )(X ·
s)d s ≤C P·−p.s. si ξ ∈]0,1].

Observons aussi que le paramètre ξ sert de jauge pour le coefficient de diffusion en ce sens que
plus il diminue, plus σ peut avoir une croissance importante.
On va maintenant rappeler le théorème d’Echeverria-Weiss qui est très important pour caractéri-
ser les mesures invariantes. Soit E un espace métrique séparable et

C0(E) :=
{

f ∈C 0(E), ∀ ε> 0 ∃ K ⊂ E compact tel que ∀ x ∈ K c , | f (x)| ≤ ε
}

1. Il est bien connu que les valeurs d’adhérence des mesures d’occupation d’un tel processus sont des probabilités
stationnaires.

2. On dit aussi à croissance lente.
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l’espace des fonctions continues sur E nulles à l’infini. On rappelle que le dual topologique de
cet espace 3 est l’ensemble des mesures de Radon et qu’un opérateur A : D(A) ⊂ C0(E) −→ C0(E)
vérifie le principe du maximum positif si :

∀ ϕ ∈D(A), ϕ(x0) = sup
x∈E

ϕ(x) =⇒Aϕ≤ 0.

On va énoncer deux versions du théorème qui nous intéresse à savoir lorsque E est compact et le
cas général de locale compacité.

Soient E un espace métrique compact séparable, A : D(A) ⊂ C (E) −→ C (E) un opérateur li-
néaire de domaine une sous-algèbre unitaire dense vérifiant le principe du maximum positif
et tel que AI= 0. Alors, si µ ∈P (E) est telle que image(A) ⊥ I dans L2(µ), il existe une solution
stationnaire au problème de martingale associé à (A,µ), c’est-à-dire un processus (X t )t≥0 tel
que :

∀ ϕ ∈D(A) t ≥ 0, Mϕ
t :=ϕ(X t )−

∫ t

0
Aϕ(Xs)d s définit une martingale relativement à la

filtration canonique de (X t )t≥0, et de loi initiale µ.

Théorème 8.2 (Echeverria-Weiss dans le cas compact)

Le passage du cas compact au cas localement compact 4 ne pose pas de problème mis à part qu’il
faut vérifier que la solution n’explose pas 5.

Soient E un espace métrique localement compact séparable, A : D(A) ⊂ C0(E) −→ C0(E) un
opérateur linéaire de domaine une sous-algèbre dense vérifiant le principe du maximum po-
sitif. S’il existe une suite de fonctions strictement positives (Un)n≥0 telle que :

1. (Un)n≥0 croît vers une fonction U > 0 telle que pour toute suite (Kn)n≥1 de compacts
tendant vers E , on a lim

n→+∞ inf
x∉Kn

U (x) =+∞ ;

2. ∀ n ≥ 0, ∃ Kn ⊂ E compact tel que ∀ x ∈ K c
n , Un(x) =Cn , et Un −Cn ∈D(A) ;

3. ∃ c > 0, ∀ n ≥ 0, A(Un −Cn) ≤ cUn ;

et s’il existe µ ∈P (E) telle que U ∈ L1(µ) et image(A) ⊥ I dans L2(µ), alors il existe une solution
stationnaire au problème de martingale pour (A,µ).

Théorème 8.3 (Echeverria-Weiss dans le cas général)

Proposition 20 (Caractérisation des mesures invariantes) Soit (Pt )t≥0 un semi-goupe de dif-
fusion sur Rd de générateur L . S’il existe une fonction de Lyapunov U ∈ C 2(Rd ) telle que
LU ≤ cU avec c > 0 et une mesure de probabilité µ telle que U ∈ L1(µ) et ∀ ϕ ∈ C 2

c (Rd ),
Eµ[Lϕ] = 0, alors µ est une mesure invariante pour (Pt )t≥0, c’est-à-dire ∀ t ≥ 0, µPt =µ.

3. C 0
c (E) ⊂C0(E) ⊂C 0

b (E) ⊂ L∞(E).
4. Qui est notre cadre car on considère des équations sur Rd .

5. P
( ⋂

t≥0
{X t ∈Rd }

)
= 1.
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Pr euve
Il s’agit de vérifier les hypothèses du théorème d’Echeverria-Weiss dans le cas localement compact. Ici,
E = Rd , A= L et D(A) = C 2

c (Rd ). Cet opérateur de diffusion est linéaire et vérifie le principe du maximum
positif en tant qu’opérateur différentiel elliptique du second ordre. De plus, son domaine est dense dans
C0(Rd ) par densité de l’espace des fonctions tests via le théorème d’approximation de l’unité. Soit (Ψn)n≥1

la suite de fonctions telle que :

∀ n ≥ 1 x ≥ 1,Ψn(x) :=


x si x ∈ [1,n],

x − (x −n)3 + 1
2 (x −n)4 si x ∈ [n,n +1],

n + 1
2 si x ≥ n +1.

Il est aisé de voir que Ψn ∈ C 2, concave (Ψ′′
n ≤ 0) et image(Ψ′

n) ⊂ [0,1]. Posons Un =Ψn ◦U de sorte que la
suite (Un)n≥1 est croissante et tend vers U . ∀ n ≥ 1, par la formule d’Ito, on a :

LUn =Ψ′
n(U )LU +Ψ′′(U )(∇U )⊗2 ≤ cΨ′

n(U )U .

Vu que ∀ x ≥ 1, xΨ′
n(x) ≤Ψn(x), on en déduit que LUn ≤ cUn . De plus, la fonction Un −n −1 est de classe

C 2, à support compact et L (Un −n−1) =LUn ≤ cUn . Ce qui montre qu’on a bel et bien les hypothèses du

théorème d’Echeverria-Weiss.

Le grand intérêt du théorème d’Echeverria-Weiss est qu’il fournit une caractérisation des me-
sures invariantes plus aisée à manipuler en pratique que celle via le semi-groupe. En effet, la ca-
ractérisation de telles mesures par le semi-groupe est pénible, par exemple, quand on étudie les
mesures empiriques 6 du schéma d’Euler à pas décroissant.
L’étude par les méthodes de martingales du comportement ergodique d’un processus de diffusion
donne de nombreuses informations sur le comportement asymptotique de ce processus ainsi que
sur ses mesures d’occupation. Ces techniques permettent de retrouver un théorème ergodique en
faisant abstraction du théorème ergodique ponctuel. De plus, on obtient un résultat de conver-
gence même en présence de plus d’une mesure invariante 7.

Supposons que L vérifie une condition de stabilité de type (U ,φ,α) et une condition de do-
mination de son coefficient de diffusion de type (ξ,CU ,σ). Alors l’ensemble I des mesures
invariantes de (Pt )t≥0 est non vide, et en notant de la distance de la convergence étroite, on a :

lim
t→+∞de

(1

t

∫ t

0
δX ·

s
d s,I

)
= 0 P·−p.s.

De plus, si I = {µ}, alors pour toute fonction mesurable ϕ telle que |ϕ| = o
(
φ◦U

U (
p
Ψ◦U )

)
:

1

t

∫ t

0
ϕ(X ·

s)d s
t→+∞−→ 〈µ,ϕ〉 P·−p.s.

Théorème 8.4 (Partielle ergodicité)

Pr euve
D’après ce qui précède, en notant (νt ) la famille des mesures d’occupation, on a :

limsup
t→+∞

〈
νt ,

φ◦U

U
(
p
Ψ◦U )

〉
<+∞ P·−p.s.

6. Ergodicité du schéma.
7. Situation qui peut avoir lieu si le coefficient de diffusion est dégénéré.
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Et donc, elle est tendue et par le théorème de Prokhorov, on a relative compacité de cette famille pour la
topologie de la convergence étroite (faible). Soit ν∞ une valeur d’adhérence de cette famille et (νa(t ))t≥0 une
sous suite convergeant étroitement vers cette valeur d’adhérence, alors :

∀ ϕ ∈C 2
c (Rd ),

1

a(t )

∫ a(t )

0
Lϕ(X ·

s)d s =
ϕ(X ·

a(t ))−ϕ(X ·
0)

a(t )
− 1

a(t )

∫ a(t )

0
∇ϕ(X ·

s) ·σ(X ·
s)dBs ,

et comme ϕ est bornée, lim
t→+∞

ϕ(X ·
a(t ))−ϕ(X ·

0)
a(t ) = 0. Et par propriété de martingale 8, on en déduit que :

∫
Rd

Lϕ(x)ν∞(d x) = lim
t→+∞

1

a(t )

∫ a(t )

0
∇ϕ(X ·

s) ·σ(X ·
s)dBs = 0.

Et par le théorème d’Echeverria-Weiss, ν∞ est une mesure invariante. L’unicité de la mesure invariante im-

plique la convergence étroite de νt vers µ.

Si les mesures d’occupation (νt ) sont tendues, alors tout candidat limite est une mesure inva-
riante pour (Pt )t≥0.

Théorème 8.5 (Nature des valeurs d’adhérence des mesure d’occupation)

Pr euve
Soit t0 > 0 fixé et (Gk )k≥0 la filtration définie ∀ k ≥ 0 par Gk := σ(X ·

s , s ≤ kt0). Soit ϕ ∈ C 0
c (Rd ,R). Montrons

dans un premier temps que :

1

t

∫ t

0
ϕ(X ·

s)d s − 1

t

∫ t

0
Pt0ϕ(X ·

s)d s
t→+∞−→ 0 P·−p.s.

Pour ce faire, on considère la variable aléatoire :

Zk :=
∫ kt0

(k−1)t0

ϕ(X ·
s)d s, Gk −mesurable, de sorte que

1

nt0

∫ nt0

t0

ϕ(X ·
s)d s = 1

nt0

n∑
k=2

Zk .

Par convergence de la martingale : ( n∑
k=2

1

kt0
(Zk −E[Zk |Gk−1])

)
n≥0

et le lemme de Kronecker, on montre que :

lim
n→+∞

1

nt0

n∑
k=2

(Zk −E[Zk |Gk−1]) = 0 P·−p.s.

De même, en réitérant cet argument, on a :

lim
n→+∞

1

nt0

n∑
k=2

(Zk −E[Zk |Gk−2]) = 0 P·−p.s.

Or :

∀ k ≥ 2, E[Zk |Gk−2] =
∫ kt0

(k−1)t0

E[ϕ(X ·
s)|Gk−2]d s, et ∀s ∈ [(k −1)t0,kt0], Gk−2 ⊂Fs−t0 .

Il en découle que :

E[ϕ(X ·
s)|Gk−2] = E

[
E[ϕ(X ·

s)|Fs−t0 ]
∣∣∣Gk−2

]
= E[Pt0ϕ(X ·

s−t0
)|Gk−2].

On en déduit que :

E[Zk |Gk−2] = E
[∫ kt0

(k−1)t0

Pt0ϕ(X ·
s−t0

)d s
∣∣∣Gk−2

]
= E

[∫ (k−1)t0

(k−2)t0

Pt0ϕ(X ·
s)d s

∣∣∣Gk−1

]
,

8. Convergence vers zéro du crochet de la martingale et application du lemme de Kronecker.
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et on montre comme précédemment que :

1

nt0

n∑
k=2

∫ kt0

(k−1)t0

Pt0ϕ(X ·
s)d s −E[Zk |Gk−2]

n→+∞−→ 0 P·−p.s.

Par synthèse de ce qui précède, on en tire que :

1

nt0

∫ nt0

t0

ϕ(X ·
s)d s − 1

nt0

∫ nt0

t0

Pt0ϕ(X ·
s)d s

t→+∞−→ 0 P·−p.s.

et l’on déduit aisément le résultat attendu (ϕ étant continue à support compact, elle est bornée). On conclut
en prenant une suite extraite (νa(t ))t≥0 qui converge étroitement vers une mesure ν∞ vérifiant alors :

∀ t0 ≥ 0,
∫
Rd
ϕ(x)ν∞(d x) =

∫
Rd

Pt0ϕ(x)ν∞(d x),

ce qui prouve que cette valeur d’adhérence est invariante pour le semi-groupe.
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8.3 Discrétisation

Soit (γn)n≥1 une suite de réels positifs décroissante et tendant vers 0 appelée SUITE DE PAS telle
que : ∑

n≥1
γn =+∞, on parle de terme général d’une série divergente et on note (Γn)n≥0

la suite des sommes partielles avec Γ0 = 0. (Γn)n≥0 permet de discrétiser le temps, et cette discréti-
sation est de plus en plus fine comme la suite de pas tend vers 0. Il n’est en général pas nécessaire
de supposer que la suite de pas est décroissante pour l’étude du schéma (Xn)n≥0 construit comme
suit :

Xn+1 = Xn +γn+1b(Xn)+p
γn+1σ(Xn)Un+1, X0 = x ∈Rd ,

et la suite (Un)n≥1 est une suite de vecteurs aléatoires indépendants, centrés et de matrice de co-
variance Id. La suite (

p
γnUn)n≥1 sert à discrétiser le brownien (Bt )t≥0 entre les instants Γn et Γn+1,

donc on pourrait supposer que U1 ∼N (0,Id). On parle souvent de bruit blanc.
On rappelle la formule de Taylor :

ϕ(x +h) =ϕ(x)+〈∇ϕ(x),h〉+ 1

2
〈∇2ϕ(ξx,h)h,h〉, ξx,h ∈

{
t x + (1− t )h, t ∈ [0,1]

}
,

ou encore :

ϕ(x +h) =
n∑

j=0

1

j !
D

( j )
x ϕ(h⊗ j )+o(||h||n).

Introduisons maintenant les mesures empiriques pondérées du schéma (Xn)n≥0. On se donne une
suite (ηn)n≥1 de réels positifs telle que

Hn :=
n∑

j=1
η j

n→+∞−→ +∞, et on définit la suite des mesures empiriques du schéma associée par

ν
η
n := 1

Hn

n∑
j=1

η jδX j , et on remarque que la suite (ηn)n≥1 n’est pas supposée tendre vers 0.

Et un choix naturel est ηn = 1 ou ηn = γn . (ηn)n≥1 est appelée suite de poids associée au schéma
d’Euler. Le fait d’étudier la convergence de (νηn)n≥1 pour toute une famille de suites de poids est
motivé par l’étude des vitesses de convergence qui permet d’obtenir une suite de poids optimale.

Revenons maintenant à notre diffusion auto-attractive. On définit (X t )t≥0 le schéma d’Euler
associé au processus auto-attractif par :

X 0 = x ∈Rd ,∀ n ≥ 0, X Γn+1 = X Γn−γn+1

(
∇V (X Γn )+ 1

Γn + r

∫ Γn

0
∇W0(X Γn−X s)d s

)
+σpγn+1Un+1,

avec s := max
{
Γn ,Γn ≤ s

}
. Finalement, sur l’intervalle [Γn ,Γn+1), on définit X s de différentes fa-

çons mais principalement par interpolation. Et on définit les mesures empiriques pondérées de la
façon suivante :

νn := 1

Hn

n∑
j=1

η jδX Γ j−1
.

Quant à la discrétisation du processus de McKean-Vlasov, de façon analogue, on définit son
schéma par :

Yn+1 = Yn −γn+1

(
∇V (Yn)+ 1

Γn

n−1∑
j=0

γ j+1∇xW (Yn ,Y j )
)
+√

2γn+1Un+1,
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et on définit aussi de façon similaire la suite des mesures empiriques pondérées qu’on note (µn)n .
Pour ηn = γn , on a naturellement :

µn+1 =µn + γn+1

Γn

(
δYn+1 −µn

)
, νn+1 = νn + γn+1

Γn

(
δX n+1

−νn

)
, même pour toute suite de poids,

ce qui définit des algorithmes stochastiques dont les suites de pas sont données par (γn+1
Γn

)n≥1, et
donc l’implémentation numérique aisée à réaliser. Le coût de calcul (complexité) est de l’ordre
de n2 avec n l’horizon de temps. Ces mesures empiriques pondérées représentent en quelque
sorte des versions discrétisées des mesures d’occupation, donc leurs valeurs d’adhérence sont les
mesures invariantes de nos processus respectifs 9.
Une autre façon d’approcher le régime stationnaire dans le cas spécifique à McKean-Vlasov est de
considérer la suite des schémas d’Euler donnée par :

∀ N ≥ 2, Y N
n+1 = Y N

n −γn+1∇HN (Y N
n )+√

2γn+1U N
n+1,

avec U N
n+1 représentant l’adjonction de N copies de Un+1 qui sont indépendantes. Cette suite est

une discrétisation du système à champ moyen associé au processus de McKean-Vlasov, donc elle
permet une approximation de la mesure invariante µN de ce système.

9. Non des schémas parce que les approximations ne sont pas biaisées.
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8.4 Python

Dans ce qui suit, tous les codes sont supposés précédés de :

1 import numpy as np
2 import matplotlib as mpl
3 from matplotlib import pyplot as plt
4 from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D
5 import scipy.linalg as lg
6 import math as m
7 import random

Listing 8.1 – Préambule python nécessaire.

8.4.1 Quelques rappels

On donne ci-dessous un exemple de répresentation en 2D sous python.

1 def Card():
2 theta=np.linspace(0,2*np.pi,100000)
3 X=np.cos(theta)
4 Y=np.sin(theta)+(X**2)**(1/3)
5 plt.plot(X,Y,’red’,label=’Coeur’)
6 plt.legend ()
7 plt.title("La Cardioide")
8 plt.grid()
9 plt.axis(’equal’)

Listing 8.2 – Code python donnant la cardioide.

La cardioïde est une courbe algébrique plane, trajectoire d’un point fixé à un cercle qui roule sans
glisser sur un second cercle de même diamètre. Il s’agit donc d’une courbe cycloïdale dont la di-
rectrice est un cercle (ou épicycloïde). Son équation est :

x2 + (y −x
2
3 )2 = 1.
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Maintenant, on donne trois exemples de répresentation en 3D sous python.

1 def gamma(x, y, mu_x , mu_y , sigma):
2 return (np.exp(-(np.power(x - mu_x , 2) + np.power(y - mu_y , 2))
3 / (2*sigma**2))
4 / (2 * np.pi * sigma**2))
5

6

7 def Gauss3D():
8 with plt.style.context ((’dark_background ’)):
9 x = np.linspace(0, 2*np.pi)

10 y = np.linspace(0, 5)
11 v_x , v_y= np.meshgrid(x, y)
12 v_z = gamma(v_x , v_y , np.pi, 2.5, 1)
13 fig = plt.figure ()
14 ax = Axes3D(fig)
15 ax.plot_surface(v_x , v_y , v_z , cmap=’Reds’)
16 plt.title(’Exemple de Gaussienne en 3D’)

Listing 8.3 – Code python donnant une gaussienne en 3D.
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1 def autre(x, y):
2 return np.sin(np.sqrt(np.abs(np.power(x,2)-np.power(y,2))))
3 def fig3D():
4 x = np.linspace(-2, 2, 50)
5 X, Y = np.meshgrid(x, x)
6 Z = autre(X, Y)
7 with plt.style.context ((’dark_background ’)):
8 fig = plt.figure ()
9 ax = Axes3D(fig)

10 ax.plot_surface(X, Y, Z, cmap=’viridis ’)

Listing 8.4 – Code pour répresentation 3D second exemple.
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1 def col(x, y):
2 return np.power(x, 2) - np.power(y, 2)
3

4 def fig3D():
5 x = np.linspace(-2, 2, 50)
6 X, Y = np.meshgrid(x, x)
7 Z = col(X, Y)
8 with plt.style.context ((’dark_background ’)):
9 fig = plt.figure ()

10 ax = Axes3D(fig)
11 ax.plot_surface(X, Y, Z, cmap=’viridis ’);

Listing 8.5 – Code python pour répresentation 3D troisième exemple.

Pour générer un vecteur gaussien numériquement sur python, on peut utiliser le code suivant :

1 def G(d,esp ,sigma):
2 x=np.ones(d)
3 for i in range(d):
4 x[i]= random.gauss(esp[i],m.sqrt(sigma[i,i]))
5 return x

Listing 8.6 – Fonction python générant un vecteur gaussien

Maintenant, on va illustrer quelques propriétés du schéma d’Euler pour les EDO dans le cas par-
ticulier de l’oscillateur harmonique. On sait que quand on étudie une méthode numérique, on
s’intéresse à sa convergence 10, sa stabilité et sa consistance. On rappelle que l’oscillateur harmo-
nique est régi par l’EDO :

d

d t
Y (t ) =

(
0 1

−ω2 0

)
Y (t ), avec ω la pulsation.

10. Étude de l’erreur et vitesse de convergence.
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Et cette équation différentielle est très facile à résoudre via l’exponentielle de sa matrice qu’on
peut calculer, par exemple, par la décomposition de Dunford-Jordan 11.

1 def pas_euler(systeme ,h,tn,Yn):
2 deriv = systeme(Yn,tn)
3 return Yn+h*deriv
4

5

6 def euler(systeme ,Yi,T,h):
7 Y = Yi
8 t = 0.0
9 liste_y = [Y]

10 liste_t = [t]
11 while t<T:
12 Y = pas_euler(systeme ,h,t,Y)
13 t += h
14 liste_y.append(Y)
15 liste_t.append(t)
16 return (np.array(liste_t),np.array(liste_y))
17

18 def euler_bis(systeme ,Yi,T,h):
19 Y = Yi
20 t = 0.0
21 tableau_y = np.array([Y])
22 tableau_t = np.array([t])
23 while t<T:
24 Y = pas_euler(systeme ,h,t,Y)
25 t += h
26 tableau_y = np.append(tableau_y ,[Y],axis=0)
27 tableau_t = np.append(tableau_t ,t)
28 return (tableau_t ,tableau_y)

Listing 8.7 – Codes pour le schéma d’Euler explicite.

1 w2 = (2*np.pi)**2
2 def oscillateur(Y,t):
3 return np.array([Y[1],-w2*Y[0]])

Listing 8.8 – Pulsation pour exemples et définition de l’oscillateur harmonique associé.

11. Réduction d’endomorphismes.
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1 T = 5.0
2 h = 1.0e-3
3 Yi = [1.0,0]
4 (t,tab_y) = euler(oscillateur ,Yi,T,h)
5 x = tab_y[:,0]
6 plt.figure(figsize =(6,4))
7 plt.plot(t,x)
8 plt.xlabel(’t’)
9 plt.ylabel(’y[0]’)

10 plt.axis([0,T,-2,2])
11 plt.title(’h=0.001 ’)
12 plt.grid()

Listing 8.9 – Exemple de répresentation de l’oscillateur harmonique.

1 def erreur_euler(systeme ,solution ,Yi,T,h):
2 Y = Yi
3 t = 0.0
4 while t<T:
5 Y = pas_euler(systeme ,h,t,Y)
6 t += h
7 return abs(Y[0]-solution(t))

Listing 8.10 – Code python donnant l’erreur.
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Dans la page suivante, figure le code correspondant à ces graphiques.
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1 erreur = x-np.cos(2*np.pi*t)
2 plt.figure(figsize =(6,4))
3 plt.plot(t,erreur ,label=’h=0.001 ’)
4 plt.xlabel(’t’)
5 plt.ylabel(’e’)
6 plt.legend ()
7 plt.grid()
8

9 h = 1.0e-3
10 h = h/2
11 (t2,tab_y) = euler(oscillateur ,Yi,T,h)
12 yt = tab_y.transpose ()
13 x = yt[0]
14 erreur2 = x-np.cos(2*np.pi*t2)
15 plt.plot(t2,erreur2,label=’h=0.0005 ’)
16 h = h/2
17 (t3,tab_y) = euler(oscillateur ,Yi,T,h)
18 x = tab_y[:,0]
19 erreur3 = x.copy()
20 for i in range(x.size):
21 erreur3[i] = x[i]-np.cos(2*np.pi*t3[i])
22 plt.plot(t3,erreur3,label=’h=0.00025 ’)
23 plt.legend(loc=’upper right’)
24

25 liste_h = []
26 liste_e = []
27 T = 5.0
28 h = 0.001
29 def solution(t):
30 return np.cos(2*np.pi*t)
31 for i in range(10):
32 liste_h.append(h)
33 liste_e.append(erreur_euler(oscillateur ,solution ,Yi,T,h))
34 h = h/2
35 plt.figure(figsize =(3,1))
36 plt.plot(liste_h ,liste_e ,’o’)
37 plt.xlabel(’h’)
38 plt.ylabel(’|e|’)
39 plt.xscale(’log’)
40 plt.yscale(’log’)
41 plt.grid()

Listing 8.11 – Code donnant l’évolution de l’erreur par rapport au pas.
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Le code correspondant à ces graphiques est dans la page qui suit.
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1 T = 100.0
2 h = 1.0e-3
3 (t,tab_y) = euler(oscillateur ,Yi,T,h)
4 x = tab_y[:,0]
5 erreurbis= np.absolute(x-np.cos(2*np.pi*t))
6 plt.figure(figsize =(6,5))
7 plt.plot(t,erreurbis)
8 plt.xlabel(’t’)
9 plt.ylabel(’|e|’)

10 plt.yscale(’log’)
11 plt.xscale(’log’)
12 plt.grid()
13

14 v = tab_y[:,1]
15 plt.figure(figsize =(6,6))
16 plt.plot(x,v)
17 plt.xlabel(’$x$’)
18 plt.ylabel(’$v$’)

Listing 8.12 – Code relatif à l’instabilité de l’oscillateur harmonique.
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8.4.2 Schéma numérique et exemples

1 def Points(x,b,sigma ,T,n):
2 t0=[k*T/n for k in range(n+1)]
3 Y0=x
4 X=[x]
5 for i in range(1,n+1):
6 Y0=Y0+(T/n)*b(t0[i-1],Y0)+np.dot(sigma(t0[i-1],Y0),G(np.size(x)

,np.zeros(np.size(x)),np.sqrt(T/n)*np.eye(np.size(x))))
7 X=X+[Y0]
8 plt.plot(t0,X)
9 return X

Listing 8.13 – Exemple de code pour le schéma d’Euler.

1 def drift1(t,x):
2 return 0
3

4 def diffusion1(t,x):
5 return 1
6

7 def fig2D():
8 Points(0,drift1,diffusion1,100,1000)
9 plt.xlabel(’evolution ’)

10 plt.ylabel(’position ’)
11 plt.title(’trajectoire du Mouvement Brownien ’)

Listing 8.14 – Code simulant une trajectoire du mouvement brownien standard.
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1 def drift2(t,x):
2 return 1.2-x
3

4 def diffusion2(t,x):
5 return 0.3
6

7 def fig2D():
8 Points(0,drift2,diffusion2,10,100)
9 Points(2,drift2,diffusion2,10,100)

10 Points(random.gauss(1.2,(0.3**2)/2),drift2,diffusion2,10,100)
11 plt.title(’trajectoires du processus de Ornstein -Uhlenbeck ’)
12 plt.xlabel(’evolution ’)
13 plt.ylabel(’position ’)

Listing 8.15 – Code simulant trois trajectoires du processus d’Ornstein-Uhlenbeck.

8.4.3 McKean-Vlasov

1 def H(N,V,W,x):
2 H=0
3 for i in range(N):
4 for j in range(N):
5 if i!=j:
6 H=H+W(x[i],x[j])
7 H0=1/(2*(N-1))*H
8 return sum(V(x[i]) for i in range(N))+H0

Listing 8.16 – Code définissant l’hamiltonien associé au système à champ moyen
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On donne ci-dessous des exemples de potentiels V et W , le premier exemple donne un système
de particules sans confinement et le second un système de particules de type Ornstein-Uhlenbeck.

1 def confinement1(x):
2 return 0
3

4 def interaction1(x,y):
5 return x*y
6

7 def drift3(t,x):
8 N=1000
9 y=np.array(x)

10 return 1/(N-1)*(y-np.dot(y,np.ones(N))*np.ones(N))
11 def diffusion3(t,x):
12 return np.sqrt(2)
13

14 def confinement2(x):
15 return np.dot(x,x)
16 def interaction2(x,y):
17 return confinement2(x)+confinement2(y)
18

19 def drift4(t,x):
20 return -4*np.array(x)
21 def diffusion4(t,x):
22 return np.sqrt(2)

Listing 8.17 – Exemples de potentiels.

Et remarquons que le second exemple vérifie toutes les hypothèses émises sur les potentiels.

Pr euve
En effet, pour V (x) = ||x||2 et W (x, y) = V (x)+V (y), il est évident que (H1),(H2) et (H3) sont vérifiées vu
que :

∇V (x) = 2x, ∇2V (x) = 2Id, ∇2W (x, y) = 2Id, ∀ λ> 0, on a par Fubini-Tonelli et passage en polaire∫
Rd×Rd

e−[V (x)+V (y)+λW (x,y)]d xd y =
( π

λ+1

)d
<+∞, et de plus, on a b0(r ) =−4r, cLi p,m = 1

4
<+∞,

et :

HN (x) = 2
N∑

j=1
V (x j ) = 2||x||2, ∇HN (x) = 4x, L N =∆−∇HN ·∇ =∆−4x ·∇, ce qui montre qu’on a bien

un système de particules régi par un processus d’Ornstein-Uhlenbeck.

1 def Points1(x,b,sigma ,T,n):
2 t0=[k*T/n for k in range(n+1)]
3 Y0=x
4 X=[x]
5 for i in range(1,n+1):
6 Y0=Y0+(T/n)*b(t0[i-1],Y0)+np.dot(sigma(t0[i-1],Y0),G(np.size(x)

,np.zeros(np.size(x)),np.sqrt(T/n)*np.eye(np.size(x))))
7 X=X+[Y0]
8 plt.plot(t0,[X[i][1] for i in range(len(X))])
9 return X

Listing 8.18 – Code pour approximation de McKean-Vlasov.
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1 def fig():
2 Points1(1/1000*np.ones(1000),drift3,diffusion3,100,1000)
3 Points1(G(1000,np.zeros(1000),np.eye(1000)),drift3,diffusion3,100,1

000)
4 plt.title(’Trajectoires de 1 particule typique pour N=1000, V=0 et

W(x,y)=xy’)
5 plt.xlabel(’evolution ’)
6 plt.ylabel(’position ’)

Listing 8.19 – Code simulant deux trajectoires d’une particule typique du système.
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1 def fig():
2 Points(G(1000,np.zeros(1000),np.eye(1000)),drift3,diffusion3,10,100

0)
3 plt.title(’Trajectoires du systeme pour N=1000, V=0 et W(x,y)=xy’)
4 plt.xlabel(’evolution ’)
5 plt.ylabel(’position ’)

Listing 8.20 – Code simulant des trajectoires des particules du système.

1 def fig():
2 Points1(1/1000*np.ones(1000),drift4,diffusion4,20,1000)
3 Points1(G(1000,np.zeros(1000),np.eye(1000)),drift4,diffusion4,20,10

00)
4 plt.title(’Trajectoires de 1 particule typique pour N=1000, $V

=||.||^2$ et W(x,y)=V(x)+V(y)’)
5 plt.xlabel(’evolution ’)
6 plt.ylabel(’position ’)

Listing 8.21 – Second exemple de simulation des trajectoires d’une particule typique.
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1 def fig():
2 Points(G(1000,np.zeros(1000),np.eye(1000)),drift4,diffusion4,10,100

)
3 plt.title(’Trajectoires du systeme pour N=1000, V=$||.||^2$ et W(x,

y)=V(x)+V(y)’)
4 plt.xlabel(’evolution ’)
5 plt.ylabel(’position ’)

Listing 8.22 – Second exemple de simulation des trajectoires des particules du système
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On a vu durant ce stage, à travers les articles d’Arnaud Guillin, Aline Kurtzmann, Michel Be-
naim, Olivier Raimond et leurs co-auteurs que les équations de McKean-Vlasov et auto-attractives
ont la même dynamique limite et vérifient des inégalités de transport de type Talagrand, sous des
hypothèses adéquates sur les potentiels de confinement et d’interaction. Plusieurs idées sont en-
visageables pour mon début de thèse et elles sont essentiellement inspirées par l’étude de ces
articles.

— Comparaison et amélioration des hypothèses sur les potentiels
Q1 : Les hypothèses d’Arnaud Guillin et d’Aline Kurtzmann sont-elles optimales?
Q2 : Les hypothèses d’Arnaud Guillin sont-elles équivalentes à celles d’Aline Kurtzmann?

— Nature des potentiels
Q1 : Peut-on avoir les mêmes résultats, pour l’approche champ moyen, avec un potentiel
W faisant interagir plus de deux particules?
Q2 : Qu’en est-il si le coefficient de diffusion est non constant et celui de drift ne dérive pas
d’un potentiel ?

— Comparaison des approches champ moyen et Méthode de l’EDO
Q1 : Des résultats de la méthode de l’EDO peuvent-ils, via l’approche champ moyen,
s’adapter à l’équation de McKean-Vlasov et vice-versa?
Q2 : Peut-on améliorer ces résultats?

— Ouverture sur les schémas de discrétisation
Q1 : Les inégalités de Sobolev logarithmiques établies suffisent-elles pour la bonne approxi-
mation du régime stationnaire via les mesures empiriques pondérées du schéma d’Euler à
pas décroissant?
Q2 : Pour quelles classes de poids sont-elles suffisantes?

Et bien d’autres questions...
Pour répondre partiellement à une de ces questions, je pense qu’on peut espérer que des résul-
tats de la méthode de l’EDO s’adaptent à l’EDS de McKean-Vlasov standard. Mais quant à la réci-
proque, je n’en suis pas convaincu...
Pour clore cette partie sur mes perspectives de thèse, je souhaite partager les citations suivantes
qui m’ont motivé en particulier dans mes études...
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Chapitre 9

A1. N →+∞?

Pour plus de détails concernant ce chapitre, voir référence [17] en bibliographie.

9.1 Vers un formalisme du problème

On considère un espace d’états ou de configurations admissibles E . On prendra E ⊂ Rd . On
considère un système de particules (ou individus/cellules/agrégats, ...) dont chaque particule est
totalement décrite par sa variable d’état y ∈ E (typiquement ici y est la position de la particule, et
on note y = x ∈ E , ou sa vitesse, et on note y = v ∈ E , mais on peut imaginer bien d’autres situa-
tions, en particulier un couple y = (x, v) position-vitesse, une masse y = m ≥ 0, ... ). Un système de
N particules est donc décrit par une variable d’état

Y = (y1, ... , yN ) ∈ E N ,

que l’on notera parfois Y = Y N = (y N
j )1≤ j≤N lorsque l’on voudra insister sur la dépendance en N .

On suppose également le plus souvent que les particules sont indistinguables (échangeables dans
la terminologie probabiliste) ce qui signifie qu’on ne fait pas de différence entre l’état Y et l’état
Yσ = (yσ(1), ... , yσ(N )) pour toute permutation σ ∈SN = {bijections de {1,2, ..., N }} donnée. Dans ce
cas le système est en fait décrit par la classe de Y obtenue par permutation des indices, l’espace
des états du système est donc E N /SN .

Le problème à N particules. La configuration du système à N particules est obtenue comme so-
lution d’un problème d’optimisation (minimisation d’une entropie ou problème de minmax, c’est
un problème stationnaire ou à l’équilibre) ou d’une équation d’évolution (problème hors équi-
libre) mettant en jeu la variable Y (ou une fonction de densité de la variable Y ). Plus précisément,
soit le système est déterministe et est décrit par un point dans l’espace des phases

Ȳ = solution optimale d’un problème stationnaire ∈ E N (ou E N /SN ),

Y (t ) = solution d’un problème d’évolution ∈ E N (ou E N /SN ).

Soit le système est stochastique et les variables ci-dessus sont aléatoires. Dans ce cas, on peut
préferer une description par densité de probabilité qui correspond à la loi de la variables aléatoire
précédente, le système est alors décrit par

F̄ N = solution optimale d’un problème stationnaire ∈ P(E N ) (ou Ps ym(E N )),

F N (t ) = solution d’un problème d’évolution ∈ P(E N ) (ou Ps ym(E N )),

où Ps ym(E N ) est l’espace des probabilités symétriques de E N , c’est à dire invariantes par permu-
tations des indices des variables. Le fait de considérer Ps ym(E N ) et non pas P(E N ) provient de ce
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que l’on suppose que les particules sont indistinguables. Il est important de signaler que dans le
cas d’un problème d’évolution, la source d’aléas peut provenir :

- de la dynamique d’évolution elle-même ;
- de la donnée initiale non connue avec certitude, la dynamique d’évolution étant elle déter-

ministe.

Question 1 : y a-t-il une limite lorsque N →∞?

Une première question est de savoir si on peut identifier une limite lorsque N →∞. Pour que
cette question ait un sens il faut d’une part que le problème soit observé “à la bonne échelle" afin
que le système (ou plutôt certaines quantités fabriquées à partir de la description complète du
système) “reste d’ordre 1" dans la limite N →∞. Il faut d’autre part que l’on identifie “une limite"
(c’est à dire un objet limite, éventuellement défini comme solution d’une équation/d’un problème
limite).

Il est possible d’imaginer plusieurs types de limite, et essentiellement trois suivant la précision
de l’observation souhaitée.

- échelle microscopique. On peut souhaiter rester au niveau des particules/individus/ cellules
et l’espace de configuration limite est alors E∞, c’est-à-dire, soit l’espace des suites EN (ce qui peut
être le cas pour des modèles de coalsecence ou de fragmentation d’un système de particules decrit
par la suite de masses (mi )i≥1, m1 ≥ m2 ≥ ... ≥ mi ≥ ... ≥ 0) soit un espace structuré spatialement

du type EZ
d

(ce serait le cas pour un système de particules en interaction et contraint à rester sur
un réseau).

- échelle mesoscopique/statistique. Souvent lorsqu’on s’intéresse à un système composé d’un
nombre très grand de particules ce n’est pas tant l’état de chaque particule prise individuellement
qui nous importe mais bien l’état du système globalement (car chaque particule prise individuel-
lement n’a qu’une action très petite sur le système et son action propre ne peut tout simplement
pas être observée). L’échelle mésoscopique correspond à l’échelle où on s’interesse au compor-
tement statistique ou typique des particules, et on répond à la question : quelle chance ai-je de
trouver une particule dans un état donné y ∈ E ou plutôt dans une portion de l’espace des états
A ⊂ E ?

- échelle macroscopique. Allons plus loin. Ce qui nous importe vraiment c’est comment agir
sur un système de particules ou quelle est l’action qu’exerce celui-ci sur son environnement. Dans
les deux cas les quantités pertinentes sont les mêmes et ce sont les “observables du systèmes"
(les quantités que l’on peut observer grâce à des appareils de mesure) qui sont obtenues comme
moyennes sur la densité de particules : la densité moyenne, la vitesse moyenne, la température, ...
.

Cette distinction entre ces trois échelles est particulièrement pertinente pour les gaz d’atomes
pour lesquels on peut avoir une description microscopique (la dynamique est donnée par les
équations de Newton de la mécanique classique), une description mesoscopique (la dynamique
est donnée par les équations cinétiques de Boltzmann ou Vlasov, ...), une description macrosco-
pique (la dynamique est donnée par les équations de la mécanique des fluides de Euler, Navier-
Stokes, ...).

Limite de champ moyen. Nous nous interessons ici uniquement à la deuxième situation ci-
dessus. En résumé, on souhaite établir une description statistique du système à partir d’une des-
cription individuelle des particules et dans la limite où le nombre de particules tend vers l’infini.
En termes probabilistes, cela correspond à une limite de type loi des grands nombres (LGN). Deux
objets permettent de décrire un tel système limite. Le plus simple est une densité de probabilité
f ∈ P(E) qui représente la répartition statistique des particules dans le système. De manière un peu
plus élaborée, on peut s’intéresser à un processus stochastique décrivant une particule typique, et
dont la loi correspond à la probabilité f ci-dessus. Pour être plus précis dans la terminologie, nous
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allons nous intéresser à des “limites de champ moyen" qui correspondent au cas où l’action de
chaque particule du système de N particules devient de plus en plus petite lorsque N →∞, mais
que l’action moyenne des particules est d’ordre 1.

Comment effectuer une limite N →∞?
Un problème majeur réside dans le fait que l’espace E N ou P(E N ) dans lequel vit la solution du

problème de N particules change avec N , et est donc a priori différent de l’espace dans lequel va
vivre sa limite.

Rappelons que lorsque le système est déterministe, il est décrit par
— sa variable d’état Y = (y1, ..., yN ) ∈ E N ,

ou de manière équivalente lorsque les particules sont indiscernables par
— la mesure empirique associée µN

Y ∈ P(E),
avec par définition

µN
Y (d y) := 1

N

N∑
i=1

δyi (d y) ∈ P(E). (9.1.1)

Dans le cas stochastique le système est décrit pas la variable aléatoire Y ∈ E N ou la mesure empi-
rique aléatoire associée µN

Y ∈ P(E). En termes de lois, le système est donc décrit par
— la loi F N ∈ P(E N ) de la va Y , en fait F N ∈ Ps ym(E N ),
— ou la loi F̂ N ∈ P(P(E)) de la va µN

Y .
Le système limite est quant à lui décrit par une densité typique f̄ ∈ P(E) ou par un état (éventuel-
lement aléatoire) typique Ȳ ∈ E . Afin d’établir la convergence du système de N particules, qui est
décrit soit par une suite d’états Y N = (y N

1 , ..., y N
N ) soit par une suite de densités F N ∈ Ps ym(E N ) ou

donc F̂ N ∈ P(P(E)), vers un comportement typique, on peut procéder de différentes manières.
— (1) On travaille dans P(E), et on prouve que

µN
Y N * f̄ faiblement dans P(E).

— (2) On travaille toujours dans P(E), et on prouve qu’il existe π̄1 ∈ P(E) tel que

F N
1 :=

∫
E N−1

F N d y2 ...d yN * π̄1 faiblement dans P(E).

Dans (1) et (2) les quantités µN
Y N et F N

1 représentent la densité de probabilité d’une particule du
système de N particules de se trouver dans un état donné. Il s’avère que la convergence (1) n’est en-
visageable que pour un système déterministe et que nous ne sommes pas toujours capable d’iden-
tifier la limite avec la seule information (2). On peut alors, comme le fait Kac (1956), s’intéresser à
une densité de probabilité des couples de particules du système de N .

— (2′) On travaille dans P(E 2), et on prouve qu’il existe π̄2 ∈ Ps ym(E 2) tel que

F N
2 :=

∫
E N−2

F N d y3 ...d yN * π̄2 faiblement dans P(E 2).

Là encore l’information est souvent trop partielle pour identifier la limite, et nous sommes alors
amenés à mettre en œuvre l’une des stratégies suivantes.

— (2′′) On travaille dans P(E k ), pour tout k ∈ N∗ fixé, et on prouve qu’il existe π̄k ∈ Ps ym(E k )
tel que

F N
k :=

∫
E N−k

F N d yk+1 ...d yN * π̄k faiblement dans P(E k ).

— (3) On travaille dans E N . Dans le cas déterministe, on prouve que

d1(Y N , Ȳ N ) := 1

N

N∑
i=1

|y N
i − ȳ N

i |→ 0, (9.1.2)
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avec ȳi = ȳ ∈ E fixé. Dans le cas stochastique, on prouve encore (9.1.2) au sens p.s. ou en es-
pérance, avec Ȳ N = (ȳ1, ... , ȳN ) un vecteur dont les coordonnées sont des va indépendantes
et de loi identique f̄ fixée. En particulier, on prouve

W1(F N , f̄ ⊗N ) ≤ E(d1(Y N , Ȳ N )) → 0,

où W1 désigne la distance de Monge-Kantorovich-Wasserstein associée à la distance d1. On
peut également démontrer la variante

E
(
W1(µN

Y N ,µN
Ȳ N )

)
:= E

(
infσ∈SN

1

N

N∑
i=1

|y N
i − ȳ N

σ(i )|
)
→ 0,

qui peut sembler plus faible, mais ne l’est en fait pas pour des particules indistinguables,
i.e. lorsque F N ∈ Ps ym(E N ).

— (4) On travaille dans P(P(E)), et on prouve qu’il existe π ∈ P(P(E)) telle que

F̂ N * π̂ faiblement dans P(P(E)),

ou de manière un peu plus précis on travaille dans le cadre des va à valeurs dans P(E), le
système est décrit par la suite de va µN

Y N et on montre qu’il existe une va Ȳ à valeurs dans

P(E) telle que µN
Y N → Ȳ presque sûrement.

On ne discutera pas maintenant précisément le sens de ces convergences et des relations entre
elles. Faisons toutefois quelques commentaires. A part dans le cas (3), l’espace dans lequel on
travaille est fixe, on peut donc faire dans ces cas des arguments de compacité et ne pas connaître a
priori la limite cherchée f̄ , π̄k ou π. Les convergences (2′) (avec π̄2 = f̄ ⊗2), (2′′) (avec π̄k = f̄ ⊗k ), (3)
et (4) (avec π̂= δ f̄ ) sont équivalentes et impliquent les convergences (1) et (2), ces deux dernières
convergences étant équivalentes. La convergence (1) (et (2) avec k = 1) répond bien à la question
1 : la distribution “moyenne" des N particules converge vers une distribution “typique".

Question 2 : a-t-on le chaos ou la propagation du chaos?

On dit qu’une suite Y = Y N ∈ E N de va est chaotique, ou plus précisément f̄ -chaotique avec
f̄ ∈ P(E), si sa loi F N satisfait

∀k ∈N∗ F N
k * f̄ ⊗k faiblement dans P(E k ). (9.1.3)

Cela est exactement la convergence (2′′) avec π̄k = f̄ ⊗k pour tout k ≥ 1 et c’est une formulation
précise de l’idée vague selon laquelle Y N est “asymptotiquement proche d’une va de coordonnées
indépendantes lorsque N →∞" ou dit autrement est “presque une va de coordonnées indépen-
dantes dans l’asymptotique N →∞". De la même façon, on dit que F N ∈ Ps ym(E N ) est f̄ -chaotique
si (9.1.3) a lieu.

Une deuxième question est alors de savoir si dans le cas d’un problème stationnaire F N (ou
Y N ) est f̄ -chaotique (chaos), ou si dans le cas d’un problème d’évolution F N (0) (ou Y N (0)) est
f̄ (0)-chaotique entraîne que F N (t ) (ou Y N (t )) est f̄ (t )-chaotique pour tout t ≥ 0 (propagation du
chaos).

Plusieurs remarques s’imposent :
- La question de la chaoticité est plus exigeante et subtile que celle d’une simple limite de

champ moyen puisque (9.1.3) implique en particulier (1) et (2).
- Il est important de retenir que dès que le système à N particules est en interaction, la

dynamique d’une particule donnée est toujours corrélée / n’est jamais indépendante à celle des
autres particules, ce phénomène d’indépendance (qu’est le chaos) n’est donc valable qu’à la limite.

- Soulignons également que pour certains problèmes (par exemple dans le cas du problème
de Boltzmann) on doit répondre à la deuxième question (limite chaotique) pour répondre à la
première question (équation sur la loi d’une particule typique) : on ne sait démontrer (2) avec
k = 1 qu’en passant par la preuve préalable de (9.1.3).

AG ABOUBACRINE ASSADECK MOHAMED ALFAKI 94 SYSTÈMES DE PARTICULES ET APPLICATIONS



CHAPITRE 9. A1. N →+∞? 9.2. STRATÉGIE DE L’ARGUMENT DE COUPLAGE ET CHAOS

9.2 Stratégie de l’argument de couplage et chaos

Soit X = (X N ,1, ..., X N ,N ) ∈ E N la solution du système de N particules

d X i = 1

N

∑
j 6=i

a(X i −X j )d t +dB i
t

= (a?µN
X )(X i )d t +dB i

t ,

où (B i ) est une collection de mouvements Brownien indépendants et X N
0 est un vecteur aléatoire

dont les coordonnées sont indépendantes et de même loi f0 (indépendant de N ).

• La limite de champ moyen est

∂t f = 1

2
∆ f +div((a? f ) f ),

et on peut montrer encore que

∀ f0, g0 W1( ft , g t ) ≤Ct W1( f0, g0) ou ≤C e−λ t W1( f0, g0).

Le problème ici est que µN
X n’est pas solution de l’EDP non linéaire et l’argument valable pour

Vlasov ne tient plus.

• Mais on va faire mieux. On introduit la dynamique de particules fictives (pour les mêmes
mouvements Brownien)

dY i = (a? f )(Y i )d t +dB i
t , Y i

0 = X i
0,

et la formule d’Itô implique que L (Y i ) = f car L (Y i ) est solution de la même EDP (pour laquelle
il y a unicité des solutions). On démontre (sous forme intégrale) que

d

d t

1

N

N∑
k=1

|X k
t −Y k

t | ≤ 2‖a‖Li p
1

N

N∑
k=1

|X k
t −Y k

t |+Y (t )

avec Y (t ) qui ne dépend que de Y (t ). On en déduit

d

d t
E|X 1

t −Y 1
t | ≤ 2‖a‖Li p E|X 1

t −Y 1
t |+E(Y (t )).

Or on peut montrer que E(Y (t )) =O (1/
p

N ) : cela provient juste du fait que les Y i forme une suite
de va i.i.d. et que E(Y (t )) est une mesure de l’erreur entre la loi d’une moyenne empirique des Y i

et sa limite déterministe.

On en déduit d’une part que pour tout ϕ ∈ Lip(E)

|〈 f N
1 ,ϕ〉−〈 f ,ϕ〉| = |Eϕ(X 1

t )−Eϕ(Y 1
t )| =O (1/

p
N ),

ce qui signifie bien que f N
1 =L (X1) → f lorsque N →∞.

Et d’autre part, pour tout ϕ ∈ Lip(E j )

|〈 f N
j ,ϕ〉−〈 f ⊗ j ,ϕ〉| = |Eϕ(X 1

t , ..., X j
t )−Eϕ(Y 1

t , ...,Y j
t )|

≤ ‖ϕ‖Li p

j∑
k=1

E|X k
t −Y k

t | ≤ j O (1/
p

N ),

ce qui signifie que f N est f -chaotique.

AG ABOUBACRINE ASSADECK MOHAMED ALFAKI 95 SYSTÈMES DE PARTICULES ET APPLICATIONS



CHAPITRE 9. A1. N →+∞? 9.2. STRATÉGIE DE L’ARGUMENT DE COUPLAGE ET CHAOS

On remarquera que la même preuve implique le même résultat (propagation du chaos) pour
le modèle de Vlasov (avec donnée initiale aléatoire mais de coordonnées indépendantes).

Problème 1. Peut-on établir le même résultat en restant au niveau des lois des systèmes de parti-
cules (X 1, ..., X N ) et (Y 1, ...,Y N ) ? Il faut bien sûr faire attention à quand prendre les marginales : le
plus tard possible !

• On considère le système de particules

d X i
t = dB i

t +
1

N

N∑
j=1

F (X i
t −X j

t )d t

où les B i sont des mouvements Browniens indépendants et F ∈ (Li p ∩L∞)(Rd ). En posant

G(x) :=
(

1

N

N∑
j=1

F (x1 −x j ), ...,
1

N

N∑
j=1

F (xN −x j )

)

on voit que la loi mN de X t résout

∂t mN = 1

2
∆mN −∇· (G mN ).

• On considère la solution ρt de l’équation parabolique non linéaire

∂tρ = 1

2
∆ρ−∇· [(F ∗ρ)ρ] Rd . (9.2.1) Mc

• On va mettre en place une stratégie de couplage. On considère Y 1
t , ...,Y N

t des va indépen-
dantes et solutions de l’équation différentiel stochastique

dY i
t = dB i

t + (F ∗ρt )(Y i
t )d t , Y ∼ ρ⊗N

0 .

Sa loi ηi est solution de

∂tη
i = 1

2
∆ηi −∇· [(F ∗ρ)ηi ] Rd ,

et comme ρ est l’unique solution de (
Mc
9.2.1) on a ηi = ρ pour tout i = 1, ..., N .

Proposition 9.2.1 (Couplage 1). On suppose F Lipschitzienne et bornée. Alors

sup
[0,T ]

E|X 1
t −Y 1

t | ≤
CTp

N
.

Preuve de la proposition (9.2.1). Par définition, on a en notant b(x, y) = F (x − y)

d

d t
(X i

t −Y i
t ) = 1

N

N∑
j=1

b(X i
t , X j

t )−
∫
Rd

b(Y i
t , y)ρt (d y)

= 1

N

N∑
j=1

[b(X i
t , X j

t )−b(Y i
t , X j

t )]

+ 1

N

N∑
j=1

[b(Y i
t , X j

t )−b(Y i
t , X j

t )]

+ 1

N

N∑
j=1

[b(Y i
t ,Y j

t )−
∫
Rd

b(Y i
t , y)ρt (d y)],
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d’où la majoration

d

d t
|X i

t −Y i
t | ≤ ‖b‖Li p |X i

t −Y i
t |

+ 1

N

N∑
j=1

‖b‖Li p |X j
t −Y j

t |

+
∣∣∣∣∣ 1

N

N∑
j=1

[b(Y i
t ,Y j

t )−
∫
Rd

b(Y i
t , y)ρt (d y)]

∣∣∣∣∣ .

En sommant ces N inégalités il vient

d

d t

1

N

N∑
j=1

|X i
t −Y i

t | ≤ 2‖b‖Li p
1

N

N∑
k=1

|X k
t −Y k

t |

+ 1

N

N∑
i=1

∣∣∣∣∣ 1

N

N∑
j=1

[b(Y i
t ,Y j

t )−
∫
Rd

b(Y i
t , y)ρt (d y)]

∣∣∣∣∣ .

En prenant l’espérance et en utilisant la symétrie des lois de X t et Yt par rapport à l’indice des

particules (L (X i
t ) =L (X j

t ) et L (Y i
t ) =L (Y j

t ) = ρt pour tout i , j ), il vient

d

d t
E|X 1

t −Y 1
t | ≤ 2‖b‖Li p E|X 1

t −Y 1
t |+ A(t )

avec A(t ) := E

∣∣∣∣∣ 1

N

N∑
j=1

[b(Y 1
t ,Y j

t )−
∫
Rd

b(Y 1
t , y)ρt (d y)]

∣∣∣∣∣ .

Nous allons maintenant estimer le terme A(t ). Par inégalité de Cauchy-Schwarz et en développant
entièrement on obtient

A(t )2 ≤ E

∣∣∣∣∣ 1

N

N∑
j=1

[b(Y 1
t ,Y j

t )−
∫
Rd

b(Y 1
t , y)ρt (d y)]

∣∣∣∣∣
2

≤ 1

N 2

N∑
j ,k=1

E
[

b(Y 1
t ,Y j

t )−
∫
Rd

b(Y 1
t , y)ρt (d y)

][
b(Y 1

t ,Y k
t )−

∫
Rd

b(Y 1
t , y)ρt (d y)

]
≤ 1

N 2

∑
( j ,k)∈B

[
Eb(Y 1

t ,Y j
t )−E

∫
Rd

b(Y 1
t , y)ρt (d y)

][
Eb(Y 1

t ,Y k
t )−E

∫
Rd

b(Y 1
t , y)ρt (d y)

]
+ 1

N 2

∑
( j ,k)∈B c

E
[

b(Y 1
t ,Y j

t )−
∫
Rd

b(Y 1
t , y)ρt (d y)

][
b(Y 1

t ,Y k
t )−

∫
Rd

b(Y 1
t , y)ρt (d y)

]

où B := {( j ,k); j 6= k, j 6= 1, k 6= 1} de sorte que Y j
t , Y k

t et Y 1
t sont indépendants si ( j ,k) ∈ B , les

quatre termes intervenant dans la somme sur l’ensemble B sont égaux (ils vallent tous 〈ρ⊗2,b〉) et
cette somme est donc nulle, et où le cardinal de B c vaut 3N −2. Ainsi

A(t ) ≤
√

1

N 2
(3 N −2)(2‖b‖L∞)2 ≤

p
12‖b‖L∞p

N
.

De plus, le lemme de Gronwall appliqué à l’inégalité différentielle

u′ ≤αu +β, u(0) = 0

implique u(t ) ≤ β
α

eα t . On obtient ainsi le résultat avec CT = 2‖b‖∞
‖b‖Li p

e2‖b‖Li p T . ut
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Proposition 9.2.2 (Propagation du chaos). On suppose F Lipschitzienne et bornée. Pour toute
fonction ϕ ∈Cb(Rd )∩Li p(Rd ) on a

sup
[0,T ]

E

∣∣∣∣∫
Rd
ϕ(y) µ̂N

X t
(d y)−

∫
Rd
ϕ(y)ρt (d y)

∣∣∣∣≤ CTp
N

.

Preuve de la Proposition (9.2.2). On sépare en deux morceaux

E

∣∣∣∣∫
Rd
ϕ(y) µ̂N

X t
(d y)−

∫
Rd
ϕ(y)ρt (d y)

∣∣∣∣≤
≤ E

∣∣∣∣∫
Rd
ϕµ̂N

X t
−

∫
Rd
ϕµ̂N

Yt

∣∣∣∣+E

∣∣∣∣∫
Rd
ϕµ̂N

Yt
−

∫
Rd
ϕρt

∣∣∣∣ .

Le premier terme s’écrit

E

∣∣∣∣∫
Rd
ϕµ̂N

X t
−

∫
Rd
ϕµ̂N

Yt

∣∣∣∣= E

∣∣∣∣∣ 1

N

N∑
i=1

ϕ(X i
t )− 1

N

N∑
i=1

ϕ(Y i
t )

∣∣∣∣∣
≤ 1

N

N∑
i=1

E
∣∣∣ϕ(X i

t )−ϕ(Y i
t )

∣∣∣= E
∣∣ϕ(X 1

t )−ϕ(Y 1
t )

∣∣
≤ ‖b‖Li p E

∣∣X 1
t −Y 1

t

∣∣≤ CTp
N

,

grâce à la proposition (9.2.1). On se rappelle maintenant que Yt ∼ ρ⊗N
t et en reprenant le premier

point de la preuve d’un théorème de l’annexe, on a(
E

∣∣∣∣∫
Rd
ϕµ̂N

Yt
−

∫
Rd
ϕρt

∣∣∣∣)2

≤ E
(∫
Rd
ϕd(µ̂N

Yt
−ρt )

)2

≤
‖ϕ‖2

L2

N
,

ce qui donne également une contribution en 1/
p

N pour le second terme. ut

9.3 Fonctions continues et polynômes sur P(E)

Dans cette section, E désignera un espace polonais, un espace polonais localement compact
ou un espace compact.

Définition 9.3.3 Soit E un espace polonais. On dit qu’une fonction U : P(E) → R est continue si
ρn * ρ faiblement implique U (ρn) → U (ρ). On note U ∈ C (P(E)). On note Cb(P(E)) l’espace des
fonctions continues et bornées. On note UC (P(E)), l’espace des fonctions uniformément continues
et bornées sur P(E) : étant fixée une distance D métrisant la topologie faible, il existe un module de
continuité ω (c’est-à-dire une fonction ω :R+ →R+ continue et telle que ω(0) = 0) tel que

∀ρ, η ∈ P(E) |U (η)−U (ρ)| ≤ω(D(ρ,η)).

Lorsque E est compact alors P(E) est compact et UC (P(E)) =Cb(P(E)) =C (P(E)).

• Le prototype de la fonction continue est le monôme de degré 1 : étant donnée une fonction
ϕ ∈Cb(E) on pose

∀ρ ∈ P(E) Rϕ(ρ) =
∫

E
ϕdρ.

On définit bien ainsi Rϕ ∈ Cb(P(E)). A noter également que si ϕ ∈ Li p(E) alors Rϕ ∈ Li p(P(E)) ⊂
UC (P(E)), où Li p(P(E)) correspond ai cas où le module de continuité peut être pris de la forme
ω(s) = L s, L ≥ 0, dans la définition (9.3.3).
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• Plus généralement, pour k ∈N∗ et ϕ ∈Cb(E k ) donnés, on définit Rϕ : P(E) →R par

Rϕ(m) :=
∫

E k
ϕ(x1, ..., xk )m(d x1) ...m(d xk ) = 〈m⊗k ,ϕ〉.

On dit que Rϕ est un polynôme de degré (au plus) k, etϕ correspond aux coefficients. On définit la
multiplication par un scalaire de manière évidente. On définit l’addition de deux polynômes R1 et
R2, respectivement associés aux fonctions ϕ1 ∈C (E k1 ) et ϕ2 ∈C (E k2 ), avec disons k1 ≤ k2, comme
le polynôme de degré au plus k2 associé à la fonction

ϕ(x1, ..., xk2 ) =ϕ1(x1, ..., xk1 )+ϕ2(x1, ..., xk2 ).

On a bien ainsi Rϕ(m) = R1(m)+R2(m) pour tout m ∈ P(E). On définit le produit de R1 et R2 comme
le polynôme de degré au plus k1 +k2 associé à la fonction

ψ(x1, ..., xk1 , xk1+1, ..., xk1+k2 ) =ϕ1(x1, ..., xk1 )ϕ2(xk1+1, ..., xk1+k2 ).

On a bien ainsi Rψ(m) = R1(m)R2(m) pour tout m ∈ P(E). On note P(P(E)) l’ensemble des poly-
nômes qui a donc une structure d’algèbre unitaire.

Lemme 9.3.4 Soit E un espace polonais localement compact. Alors P(P(E)) ⊂Cb(P(E))

Preuve du Lemme (9.3.4). On fixe ϕ ∈ Cb(E k ). D’une part clairement Rϕ est bornée. D’autre part,
étant donnée une suite (ρn) de P(E) et ρ ∈ P(E) telles que ρn * ρ faiblement dans P(E), on a en
particulier ρ⊗k

n * ρ⊗k pour la dualité de Cc (E)⊗k , donc pour la dualité de Cc (E k ) (ici on utilise le
théorème de Stone-Weierstrass) et donc enfin pour la dualité de Cb(E k ) (ici on utilise le lemme
d’équivalence des convergences). On en déduit Rϕ(ρn) → Rϕ(ρ). ut
Théorème 9.3.5 Lorsque E est compact, l’algèbre des polynômes P(P(E)) est dense dans C (P(E)).
Cela signifie que pour toute fonction U ∈ C (P(E)) il existe une suite de polynômes R j = Rϕ j , avec

ϕ ∈C (E j ), (et j →∞ si U n’est pas un polynôme !) telle que R j →U dans C (P(E)) :

sup
m∈P(E)

|U (m)−R j (m)|→ 0 lorsque j →∞.

Preuve du théorème (9.3.5). Comme E est compact, l’espace P(E) est compact.
Il est clair que P(P(E)) sépare les points de P(E) : pour ρ1 6= ρ2 ∈ P(E) il suffit de prendre une

fonction ϕ ∈ C (E) telle que 〈ρ2,ϕ〉 6= 〈ρ1,ϕ〉. On applique le théorème de Stone-Weierstrass (mais
cette fois sur le compact P(E)) et on obtient que l’algèbre unitaire P(P(E)) est dense dans C (P(E)).
ut
• On note M(P(E)) l’ensemble des monômes : ce sont les polynômes associés aux fonctions ten-
soriées ϕ = ϕ1 ⊗ ...⊗ϕk , ϕi ∈ C (E). Lorsque E est compact, on montre comme ci-dessus que l’al-
gèbre engendrée par les monômes est dense dans C (P(E)). Cela explique pourquoi on peut se res-
treindre à considérer des fonctions testes tensorisées lorsque l’on souhaite montrer des théorèmes
de convergence.

• Considérons φ : R2 → R de classe C 1, φ(·,0) = 0 et St : P(R) → P(R) le semi-groupe de la chaleur
sur R. Comme St : P(R) → (L1 ∩L∞)(R), ρ 7→ ρt := γt ∗ρ, pour tout t > 0, on peut définir

Φt (ρ) :=
∫
R2
φ(x,ρt (y))d xd y,

et Φt ∈ Cb(P(R)). Il est à noter que si φ(x, s) =ψ(x), ψ ∈ Cc (R) alors Φt est le polynôme associée à
ψ∗γt . Dans le cas général, Φt n’est pas un polynôme.
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• Considérons St : P(Rd ) → P(Rd ), ρ 7→ ρt un semi-groupe non linéaire (par exemple celui obtenu
en résolvant l’équation de Boltzmann ou une équation de la chaleur non linéaire). Pour tout φ ∈
Cc (Rd ), la fonction Φt (ρ) := Rφ(ρt ) appartient à Cb(P(E)) mais n’est pas un polynôme.

• La construction des polynômes ci-dessus nous a permis de définir une application

Cb(E k ) →Cb(P(E)), ϕ 7→ Rϕ. (9.3.2)

• L’application πN
C . Inversement, étant donnée une fonction U ∈Cb(P(E)), on définit pout tout N

une fonction symétrique sur E N en posant

∀X ∈ E N uN (X ) :=U (µ̂N
X ). (9.3.3)

Par exemple, pour un polynôme R = Rϕ de degré 1, avec donc ϕ ∈Cb(E), on calcule

X = (x1, ..., xN ) 7→ Rϕ(µN
X ) = 1

N

N∑
i=1

ϕ(xi ).

• Pour tout k, N ∈N∗ en combinant les points précédents, on définit une application

Cb(E k ) →Cs ym(E N ), ϕ 7→ ϕ̄(N )(X ) = Rϕ(µN
X ). (9.3.4)

Plus précisémment, pour tout ϕ ∈Cb(E k ) et tout X ∈ E N , on a

Rϕ(µN
X ) =

∫
E k
ϕ(y1, ..., yk )

(
1

N

N∑
i1=1

δxi1

)
(d y1)...

(
1

N

N∑
ik=1

δxik

)
(d yk ) (9.3.5)

= 1

N k

N∑
i1,...,ik=1

ϕ(xi1 , ..., xik ) = ϕ̄(N )(X ).

D’autre part, pour une fonction ψ ∈ C (E N ) notons ψ̃ la "fonction symétrisée de ψ", c’est-à-dire
celle obtenue en posant

ψ̃(X ) := 1

](SN )

∑
σ∈SN

ψ(xσ(1), ..., xσ(N )).

Le résultat suivant établit que pour ψ = ϕ⊗ 1N−k , ϕ ∈ Cb(E k ), on a ψ̃ ∼ ϕ̄ asymptotiquement
lorsque N →∞.

Lemme 9.3.6 Soit E un espace métrique quelconque et soit ϕ ∈Cb(E k ). Alors

sup
X∈E N /SN

| ãϕ⊗1⊗(N−k)(X )−Rϕ(µ̂N
X )| ≤ 2k2

N
‖ϕ‖∞ (9.3.6)

et donc
limsup

N→∞
‖ ãϕ⊗1⊗(N−k)‖L∞(E N ) ≤ sup

ρ∈P(E)
|Rϕ(ρ)|. (9.3.7)

Preuve du lemme (9.3.6). D’une part, par définition

ãϕ⊗1⊗(N−k)(X ) = 1

](SN )

∑
σ∈SN

ϕ(xσ(1), ..., xσ(k)).

D’autre part, on définit pour tout k ≤ N : AN ,k := {(i1, ..., ik ); i` 6= i`′ ∀` 6= `′}, son complémentaire
BN ,k := {(i1, ..., ik );∃` 6= `′ t.q. i` = i`′} et pour tout (i1, ..., ik ) ∈ AN ,k l’ensemble CN ,k (i1, ..., ik ) := {σ ∈
SN ;σ(1) = i1, ...,σ(k) = ik }. Estimons le cardinal de BN ,k et des CN ,k . Pour tout (i1, ..., ik ) ∈ AN ,k on
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a ]CN ,k (i1, ..., ik ) = (N −k)! puisqu’il convient de choisir σ(k +1) parmi N −k termes, ... , σ(N −2)
parmi 2 termes restants. Pour la même raison ]AN ,k = N ... (N −k +1). En particulier ]AN ,k ]CN ,k =
N ! = ]SN et

]BN ,k

N k
= 1− (1− 1

N
) ... (1− k −1

N
)

= 1−exp

(
k−1∑
`=0

ln

(
1− `

N

))

≤ 1−exp

(
−2

k−1∑
`=0

`

N

)

≤ 2

N
+ ...+ 2(k −1)

N
≤ k2

N
,

car ln(1−x) ≥−2 x ∀x ∈ [0,1/2] et ex ≥ 1+x ∀x ∈R. On a alors

Rϕ(µN
X ) = 1

N k

∑
(i1,...,ik )∈AN ,k

ϕ(xi1 , ..., xik )+ 1

N k

∑
(i1,...,ik )∈BN ,k

ϕ(xi1 , ..., xik )

= 1

]AN ,k

∑
(i1,...,ik )∈AN ,k

1

]CN ,k

∑
σ∈CN ,k (i1,...,ik )

ϕ(xi1 , ..., xik )

+
(

1

N k
− 1

]AN ,k

) ∑
(i1,...,ik )∈AN ,k

ϕ(xi1 , ..., xik )+ 1

N k

∑
(i1,...,ik )∈BN ,k

ϕ(xi1 , ..., xik )

= 1

]SN

∑
σ∈SN

ϕ(xσ(1), ..., xσ(k))

+O

(∣∣∣∣ 1

N k
− 1

]AN ,k

∣∣∣∣]AN ,k +
1

N k
]BN ,k

)
‖ϕ‖∞,

ce qui prouve bien (9.3.6). On en déduit

‖ ãϕ⊗1⊗(N−k)‖L∞(E N ) ≤ sup
X∈E N

Rϕ(µN
X )+ 2k2

N
‖ϕ‖L∞(E k )

et (9.3.7) à la limite N →∞. ut

9.4 Csym(E N ) lorsque N →∞
Supposons dans un premier temps E compact. Etant donnée une fonction U ∈ C (P(E)) on

définit pour tout N une fonction symétrique sur E N en posant

∀X ∈ E N uN (X ) :=U (µN
X ). (9.4.8)

On définit ainsi une application πN
C : C (P(E)) → C (E N ). Cette application est d’une certaine ma-

nière l’application “duale" de l’application πN
E introduite à la définition de la mesure empirique.

Le résultat suivant concerne le problème inverse.

Proposition 9.4.7 Pour toute fonction uN ∈C (E N ) symétrique il existe une fonction UN ∈C (PN (E))
telle que (9.4.8). De plus, il existe une fonction ŪN ∈C (P(E)) telle que Ū|PN (E) ≡UN et donc telle que
(9.4.8). Plus précisément, fixons une distance D sur P(E) et notons dD la distance sur E N /SN définie
par dD (X ,Y ) = D(µN

X ,µN
Y ) pour tout X ,Y ∈ E N . Si uN satisfait

∀X ,Y ∈ E |uN (Y )−uN (X )| ≤ω(dD (X ,Y )),
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pour un module de continuité ω, alors UN et ŪN satisfont uniformément en N

∀ f , g ∈PN (E) |UN (g )−UN ( f )| ≤ω(D( f , g )),

∀ f , g ∈ P(E) |ŪN (g )−ŪN ( f )| ≤ω(D( f , g )).

Preuve de la proposition (9.4.7). D’une part, il suffit de définir UN (ν) := uN (X ) pour tout ν ∈PN (E)
en choisissant X ∈ E N quelconque tel que µN

X = ν. D’autre part, on définit ŪN grâce au Lemme de
Tietze-Urysohn en prenant K = P(E), A =PN (E). ut
Plus intéressant pour les applications, on a le résultat suivant.

Théorème 9.4.8 Soit (uN ) une suite de fonctions telle que uN : E N →R symétrique. On suppose qu’il
existe C et un module de continuité (sous-linéaire) ω tels que

∀N , ∀X ,Y ∈ E N |uN (X )| ≤C , |uN (Y )−uN (X )| ≤ω(dD (X ,Y )).

Alors il existe une sous-suite, notée (uN ′), et une fonction U ∈C (P(E)) telle que

sup
X∈E N ′

|uN ′(X )−U (µN ′
X )| −→

N ′→∞
0. (9.4.9)

On notera parfois uN ′ →U fort dans Cb(PN ′(E))∀N ′ .

Preuve 1 du Théorème (9.4.8). On définit une suite (UN ) de C (PN (E)) en posant

UN (µN
X ) := uN (X ) ∀µN

X ∈PN (E).

Comme D(µN
Y ,µN

X ) = dD (Y , X ), UN est continue avec module de continuité ω sur l’espace
(PN (E),D). On prolonge UN à (P(E),W2) en une fonction ŪN grâce à la proposition (9.4.7). Celle-ci
a pour module de continuité ω et est bornée par C +ω(diam(P(E))). Grâce au théorème d’Ascoli il
existe U ∈C (P(E)) et une sous-suite qui converge vers U au sens de la norme sup :

sup
m∈P(E)

|U (m)−ŪN (m)|→ 0 lorsque N →∞.

On conclut en se restreignant à m =µN
X .

Preuve 2 du Théorème. On considère d’abord des entiers du type N = 2n , n ∈N∗, et on remarque
qu’on a ainsi une injection (isométrique) P2k (E) ⊂ P2n (E) si k ≤ n. Avec les notations de la Propo-
sition, on définit Uk,n : P2k (E) →R par Uk,n :=UN |P2k (E) ou encore

∀X ∈ E 2k
Uk,n(µ2k

X ) =U2n (µ2k

X ) = u2n (X , ..., X︸ ︷︷ ︸
2n−k fois

) =: u2n (X̃ n).

Par hypothèse, on a pour tout µ2k

X , µ2k

Y ∈ P2k (E)

|Uk,n(µ2k

X )−Uk,n(µ2k

Y )| ≤ ω(wp (X̃ n , Ỹ n)) =ω(Wp (µ2n

X̃ n ,µ2n

Ỹ n ))

= ω(Wp (µ2k

X ,µ2k

Y )).

En appliquant le théorème d’Ascoli à la suite de fonctions (Uk,n)n≥1 on déduit qu’il existe une
sous-suite (Uk,nk

`
)`≥1 avec {nk+1

`
, `≥ 1} ⊂ {nk

`
, `≥ 1} et une fonction Uk ∈C (P2k (E)) telles que

∀µ2k

X ∈ P2k (E) Uk,nk
`

(µ2k

X ) →Uk (µ2k

X ) lorsque `→∞,

AG ABOUBACRINE ASSADECK MOHAMED ALFAKI 102 SYSTÈMES DE PARTICULES ET APPLICATIONS



CHAPITRE 9. A1. N →+∞? 9.4. CSYM(E N ) LORSQUE N →∞

et pour tout µ2k

X , µ2k

Y ∈ P2k (E)

|Uk (µ2k

X )−Uk (µ2k

Y )| ≤ω(Wp (µ2k

X ,µ2k

Y )). (9.4.10)

De P2k (E) ⊂ P2k+1 (E) on tire que Uk+1(µ2k

X ) =Uk (µ2k

X ) pour tout µ2k

X ∈ P2k (E). On définit alors U ∈
C (P(E)) en posant U (ρ) = Uk (ρ) si ρ ∈ P2k (E) et en l’étendant par continuité à P(E) grâce à la
proposition précédente. La fonction U ainsi construite admet comme module de continuité ω

pour la distance Wp . Enfin, par un procédé d’extraction diagonale, on peut construire une seule
sous-suite UN`

, N` = 2n` , telle que

∀ρ ∈ ⋃
k≥1

P2k (E) |UN`
(ρ)−U (ρ)| → 0 lorsque `→∞,

ce qui est bien le résultat attendu lorsque l’on traduit cela en terme de (uN ). ut
Remarque 9.4.9 1. Pour u ∈C 1(E N ), on a

|u(Y )−u(X )| ≤
N∑

i=1
‖∇i u‖L∞ |yi −xi |,

d’où on tire

(i ) ‖∇i u‖L∞ ≤ C

N
=⇒ |u(Y )−u(X )| ≤ max‖∇i u‖L∞

N∑
i=1

|yi −xi | ≤C w1(Y , X ),

(i i )
∑

i
‖∇i u‖2

L∞ ≤ C

N
=⇒ |u(Y )−u(X )| ≤

(
N∑

i=1
‖∇i u‖2

L∞

)1/2 (
N∑

i=1
|yi −xi |2

)1/2

≤C w2(Y , X ),

(i i i )
∑

i
‖∇i u‖L∞ ≤C =⇒ |u(Y )−u(X )| ≤

N∑
i=1

‖∇i u‖L∞ max
1≤i≤N

|yi −xi |
≤C w∞(Y , X ),

et bien sûr (i ) ⇒ (i i ) ⇒ (i i i ).
2. On a pour tout X ∈ E N/SN

uk (X ) := max
1≤i≤k

xi −→ U (mX ), avec U (m) := sup(suppm).

3. Si (uN ) est une suite de fonctions continues symétriques justes bornées (∃C > 0 ∀N |uN | ≤C ), alors les limites sup
et les limites inf suivantes existent

U∗(m) = limsup
N→∞,mN

X *m

uN (X ), U∗(m) = liminf
N→∞,mN

X *m
uN (X ).

Est-il clair que si U∗ =U∗ =: U alors U ∈C (P(E)) et a posteriori (uN ) admet un module de continuité (au moins sur la
sous-suite qui converge)?

On généralise au cas non compact la variante du résultat d’Ascoli déjà établie dans le cas d’un
espace compact.

Théorème 9.4.10 (variante d’Ascoli). Soit E = Rd (ou E un espace polonais localement compact).
Soit (uN ) une suite de Cb(E N ) telle que

∀X ,Y ∈ E N |uN (X )| ≤C , |uN (X )−uN (Y )| ≤ω(Wp (µN
X ,µN

Y )),

pour une constante C , un module de continuité ω et un indice p ∈ (0,∞). Alors il existe une sous-
suite (N ′), une fonction U ∈Cb(Pp (E)−Wp ) telles que pour tout k > p, a > 0

sup
X∈E N ′ , Mk (µN ′

X )≤a

|uN ′(X )−U (µN ′
X )| → 0 lorsque N ′ →∞.
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Preuve du Théorème (9.4.10). On reprend la deuxième preuve du Théorème précédent. On consi-
dère des entiers du type N = 2n , n ∈N∗, et on remarque qu’on a ainsi une injection (isométrique)
P2 j (E) ⊂P2n (E) si j ≤ n. On définit U j ,n : P2 j (E) →R, par

∀µ2 j

X ∈P2 j (E) U j ,n(µ2 j

X ) = u2n (X , ..., X︸ ︷︷ ︸
2n− j fois

) =: u2n (X̃ n),

et on note simplement UN =Un,n ∈Cb(PN (E)). Par hypothèse, pour tout µ2 j

X , µ2 j

Y ∈P2 j (E), on a

|U j ,n(µ2 j

X )−U j ,n(µ2 j

Y )| ≤ ω(wp (X̃ n , Ỹ n)) =ω(Wp (µ2n

X̃ n ,µ2n

Ỹ n ))

= ω(Wp (µ2 j

X ,µ2 j

Y )).

Pour tout j fixé, l’ensemble P2 j (E)∩BPk,a étant compact (par exemple pour la distance Wp ),
on peut appliquer le théorème d’Ascoli à la suite de fonctions (U j ,n)n≥1 de C (P2 j (E) ∩BPk,a),

et on déduit qu’il existe une sous-suite (U
j ,n

j
`

)`≥1 avec {n j+1
`

, ` ≥ 1} ⊂ {n j
`

, ` ≥ 1} et une fonction

U j ∈C (P2 j (E)∩BPk,a) telles que

∀µ2 j

X ∈P2 j (E)∩BPk,a U
j ,n

j
`

(µ2 j

X ) →U j (µ2 j

X ) lorsque `→∞, (9.4.11)

et pour tout µ2 j

X , µ2 j

Y ∈P2 j (E)∩BPk,a

|U j (µ2 j

X )| ≤C , |U j (µ2 j

X )−U j (µ2 j

Y )| ≤ω(Wp (µ2 j

X ,µ2 j

Y )). (9.4.12)

De P2 j (E) ⊂ P2 j+1 (E) on tire que U j+1(µ2 j

X ) =U j (µ2 j

X ) pour tout µ2 j

X ∈ P2 j (E). On définit alors U ∈
Cb(Pp (E)−Wp ) en posant U (ρ) = U j (ρ) si ρ ∈ P2 j (E) et en l’étendant par continuité à Pk (E), ou
même Pp (E), grâce à ce qui précède et au Théorème de densité de Krein-Milman. La fonction U
ainsi construite admet comme module de continuitéω pour la distance Wp . Enfin, par un procédé

d’extraction diagonale, on peut construire une seule sous-suite, notée UN ′ , N ′ = 2n′
, telle que

∀ρ ∈ Ka := ⋃
j≥1

P2 j (E)∩BPk,a |UN ′(ρ)−U (ρ)| → 0 lorsque N ′ →∞.

Cette dernière convergence est en fait uniforme sur K n′
a avec K j

a :=P2 j ∩BPk,a . En effet, on écrit

sup
ρ∈K N ′

a

|UN ′(ρ)−U (ρ)| ≤ sup
η∈K N ′

a

inf
η∈K

j
a

{|UN ′(ρ)−UN ′(η)|+ |UN ′(η)−U (η)|+ |U (ρ)−U (η)|}

≤ sup
η∈K J

a

|U N ′
(η)−U (η)|+2 sup

ρ∈BPk,a

ω(Wp (ρ,K j
a )),

et le premier terme tend vers 0 lorsque N tend vers l’infini pour tout j fixé (c’est une des consé-
quences du théorème d’Ascoli appliqué dans C (P2 j (E)∩BPk,a)) alors que le second terme tend
vers 0 lorsque j tend vers l’infini (c’est la conclusion du Théorème de Krein-Milman) . ut

9.5 Calcul différentiel sur P(E)

9.5.1 Quatre définitions possibles

Il existe un grand nombre de défintions de la notion de différentiabilité et de classe de régu-
larité possible. Nous en donnons quatre définitions possibles, chacune pouvant conduire à des
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variantes. Le point essentiel à comprendre et qui explique la difficulté de donner une seule défini-
tion est que d’une part il existe de nombreuses distances topologiquement équivalentes mais non
métriquement équivalentes, la notion de différentiabilité dépendra donc très fortement du choix
de la métrique considérée, et que d’autre part, pour une distance donnée il n’existe pas en général
de norme à laquelle elle serait associée. Cela fait que P(E) possède naturellement une structure de
variété métrique et seulement parfois une structure de variété métrique plongée dans un espace
vectoriel normé.

Définition 9.5.1 Soient O ⊂ P(E) muni d’une distance D et U : O →R.

1. On dit que U est différentiable en f ∈ O si pour tout chemin γ = (γt )t∈[0,1] sur O optimal et de
vitesse constante au sens de D et issu de f , on a

〈DU ( f ), γ̇(0)〉 := lim
t→0

1

t
{u(γt )−u( f )} existe.

Ici, le sens du terme de gauche est juste la limite définie à droite de l’égalité. En particulier, on ne
donne pas de sens précis au “vecteur tangent" γ̇(0) ni à la dualité 〈·, ·〉. Le sens à donner au fait que
γ soit un chemin optimal et de vitesse constante issu de f est que

∀0 ≤ s < t ≤ 1 D(γs ,γt ) = (t − s)D( f ,γ1), γ0 = f .

2. On dit que u est continûment et uniformément différentiable sur O , on note U ∈UC 1(O ), si U est
différentiable en tout point f ∈ O , pour tout f , g ∈ O il existe un unique chemin optimal γ = γ f ,g

joignant f à g (au sens où γ(0) = f et γ(1) = g ), l’application O ×O → R, ( f , g ) 7→ 〈DU ( f ), γ̇ f ,g (0)〉
est continue et

|U (g )−U ( f )−〈DU ( f ), γ̇ f ,g (0)〉| ≤Ω(D( f , g )),

avec Ω(s)/s :=ω(s) → 0 lorsque s → 0.

La différentiabilité au sens de cette définition est de loin la plus classique. Elle n’est rien d’autre
que celle introduite par F. Otto et largement étudiée dans son ouvrage dans le cas D = Wp avec
p ∈ (1,∞) ou p = 2 et avec O = Pp (E) ou O = L1

p (E).

Définition 9.5.2 Soient un ensemble convexe E ⊂ Rd , un ensemble convexe O ⊂ P(E) muni de la
distance D :=Wp , 1 ≤ p ≤∞, et U : P(E) →R.

1. On dit que U est “différentiable" en f ∈O si U est “directionnellement différentiable" en f ∈O , au
sens où il existe un espace de probabilté (Ω,A ,P) et une variable aléatoire X0 ∈ Lp (Ω,E) telle que
sa loi L (X0) satisfait L (X0) = f , tels que la fonction U : Lp (Ω,E) → R, Y 7→ U (Y ) := U (L (Y ))
admette des dérivées directionnelles en X0 : pour tout Y ∈ Lp (Ω,E) on a

U ′(X0;Y −X0) := lim
t→0

1

t
{U ((1− t )X0 + t Y )−U (X0)} existe,

et tels que enfin il existeΞX0 ∈ Lp ′
de sorte que U ′(X0;Y −X0) = E(〈ΞX0 ,Y −X0〉) pour tout Y ∈ Lp ,

où ici 〈.,〉 désigne le produit scalaire euclidien de E et E désigne l’espérance associée à P.

2. On dit que U est continûment et uniformément différentiable sur O s’il existe existe ξ : Pp (E)×E →
E continue telle que U est différentiable en tout point f ∈ O , et pour tout X ∈ Lp (Ω), L (X ) = f ,
l’application U définie ci-dessus est différentiable en X , ΞX = ξ( f ,X ) et

|U (g )−U ( f )−E(〈ξ( f ,X ),Y −X 〉)| ≤Ω(D( f , g )).
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Cette définition est due à P.-L. Lions. Il est assez instructif de la réécrire uniquement en termes
de mesures de probabilité. La notion de différentiabilité devient : U est différentiable en f ∈ O , si
pour tout plan de transport π ∈ P(E ×E) tel que le chemin (πt ) défini par

〈πt ,ϕ〉 :=
∫

E×E
ϕ((1− t ) x + t y)π(d x,d y)

vérifie πt ∈O pour tout t ∈ (0,1], π0 = f on a

1

t
lim
t→0

1

t
{u(πt )−u( f )} existe.

De plus, si U est continûment différentiable, la notion de “dérivée directionnelle" peut se réécrire
en termes de mesures de probabilités de la façon suivante : pour tout f , g ∈ Pp (E), pour tout plan
de transport π ∈Π( f , g ), et toutes variables aléatoires X ,Y ∈ Lp (Ω;E) ave L (X ) = f , L (Y ) = g ,
on a

U ′(X ;Y −X ) = E(〈ΞX ,Y −X 〉) =
∫

E 2
〈ξ( f , x), y −x〉π(d x,d y).

Définition 9.5.3 Soient un ensemble convexe E ⊂ Rd , un ensemble convexe O ⊂ P(E) muni de la
distance Wp , 1 ≤ p ≤∞, et U : P(E) →R.

2. On dit que U est continûment et uniformément différentiable sur O , on note U ∈UC 1(O ), si l’ap-
plication uN : E N → R d’efinie par uN (X ) :=U (µN

X ) est de classe C 1 et il existe une constante C telle
que

|uN (X +Y )+uN (X −Y )−2uN (X )| ≤Ω
(
D(µN

X ,µN
X+Y )+D(µN

X ,µN
X−Y )

)
.

Définition 9.5.4 Soient E ⊂Rd , un ensemble convexe O ⊂ P(E), G un espace vectoriel normé tel que
O −O ⊂G , et U : O →R.

2. On dit que U est continûment et uniformément différentiable sur O , on note U ∈ UC 1(O ), s’il
existe DU : O →G ′ telle que

|U (g )−U ( f )−〈DU ( f ), g − f 〉| ≤Ω(‖g − f ‖G ).

On peut commencer par un lemme facile qui permet de relier ces différentes notions.

Lemme 9.5.5 0. Si U est différentiable en un des sens ci-dessus pour une distance/norme alors U
est différentiable dans le même sens pour toute distance/norme plus forte (au sens d’une inégalité
Lipschitz).

1. Si ϕ ∈ Li p(E k ) alors le polynôme Rϕ satisfait Rϕ ∈UC 1
(4)(O ) avec O := P1(E), G := (Li p0(E))′.

2. Si U ∈UC 1
(4)(O ) alors U ∈UC 1

(2)(O ) et U ∈UC 1
(3)(O ).

3. Si U ∈UC 1
(2)(O ) alors U ∈UC 1

(1)(O ).

9.5.2 Deuxième définition (relèvement dans un espace de variables aléatoires)

Nous nous intéressons pour le moment au cas E = Rd et p = 2. Commençons par deux re-
marques.

- Pour une variable aléatoire X définie sur Ω, dire que X ∈ L2(Ω) est équivalent à dire que
L (X ) ∈ P2(E).

- Pour un monôme 1 U = Rϕ défini par

U ( f ) :=
∫

E`
ϕ(X ) f ⊗`(d X ), ϕ :=ϕ1 ⊗ ...⊗ϕ`, ϕi ∈Cb(E`;R),

1. quelle serait l’écriture pour un polynôme?
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la fonction U est simplement définie par

U (X ) := ∏̀
i=1
E(ϕi (X )) ∀X ∈ L2(Ω;E).

Siϕi ∈W 1,∞(E), alors Rϕ est différentiable sur P2(E). En effet, il suffit de le voir lorsque `= 1. Dans
ce cas, pour tout f , g ∈ P2(E), π ∈Π( f , g ), L (X ,Y ) =π, on a

lim
t→0

1

t
{U ((1− t )X + t Y )−U (X )} =

= lim
t→0

E

(
1

t
{ϕ((1− t )X + t Y )−ϕ(X )}

)
= lim

t→0

∫
E 2

(
1

t
{ϕ((1− t ) x + t y)−ϕ(x)}

)
π(d x,d y)

=
∫

E 2

〈∇ϕ(x), y −x
〉
π(d x,d y),

de sorte que ξ( f , x) :=∇ϕ(x) et ΞX := ξ( f ,X ) ∈ L2(Ω;E) (et même ici ΞX ∈ L∞(Ω;E)). Dans le cas
`≥ 1, on en déduit

ξ( f , x) := ∑̀
i=1

∏
j 6=i

〈 f ,ϕ j 〉∇ϕi (x).

On énonce les théorèmes suivants liés à la loi gradient.

Théorème 9.5.6 Soit U : P2(E) →R différentiable en un point f ∈ P2(E). Alors pour tout X ∈ L2(Ω)
tel que L (X ) = f , la fonction U : L2 →R est Fréchet différentiable en X et U ′(X ) ∈ L2(Ω) ne dépend
pas de X .

Théorème 9.5.7 Soit U : P2(E) → R de classe C 1, f ∈ P2(E). Alors, il existe ξ ∈ L2(E ,d f ;E) tel que
pour tout X ∈ L2(Ω), L (X ) = f on a DU [X ] = ξ(X ) P-p.s. On peut donc noter ξ= ξ( f , .).
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Chapitre 10

A2. Résultats techniques

Pour plus de détails, voir principalement référence [17] en bibliographie.

10.1 Un théorème de type Tietze-Urysohn

Lemme 10.1.8 (variante de Tietze-Urysohn). Soit (K ,dK ) un espace compact, A ⊂ K fermé, u :
A →R une fonction continue de module de continuité ω (que l’on peut supposer sous-linéaire car K
est compact). Alors il existe ū : K →R continue, de module de continuitéω et telle que ū|A = u. Ici on
ne prétend pas ‖ū‖∞ = ‖u‖∞ mais seulement ‖ū‖∞ ≤ ‖u‖∞+ω(diam(K )).

Preuve du Lemme 10.1.8. On définit

ū(x) := infa∈A[u(a)+ω(dK (x, a))].

Alors pour tout x, y ∈ K et si l’infimum est atteint en a ∈ A dans la définition de ū(x), on a

ū(y) ≤ u(a)+ω(dK (y, a)) ≤ u(a)+ω(dK (x, a))+ω(dK (x, y)) ≤ ū(x)+ω(dK (x, y)).

En inversant les rôles de x et y , on trouve |ū(y)− ū(x)| ≤ ω(dK (y, x)). Enfin, lorsque x ∈ A, on a
u(x) ≤ u(a)+ω(dK (x, a)) pour tout a ∈ A, et donc ū(x) = u(x). ut

10.2 Le théorème de Stone-Weierstrass

Soit E un espace métrique compact et A ⊂C (E ;R). On suppose que
(i) A est une algèbre (stable par addition, multiplication et multiplication par un scalaire) ;
(ii) A contient les constantes ;
(iii) A sépare les points de E (pour tout x, y ∈ E , x 6= y , il existeϕ ∈A telle queϕ(x) 6=ϕ(y)).

Alors A est dense (au sens de la convergence uniforme) dans C (E ,R).

Théorème 10.1 (Le théorème de Stone-Weierstrass)

10.3 Krein-Milman et Choquet

Définition 10.3.9 Soit X un espace vectoriel et K ⊂ X un convexe compact.
(i) On dit que x ∈ K est un point extrémal de K si pour tout y, z ∈ K , t ∈ (0,1) on a (1− t ) y + t z = x
implique y = z = x. On note E (K ) l’ensemble des points extrémaux de K .
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(ii) Plus généralement, on dit que M ⊂ K est un ensemble extrémal de K si M est convexe et compact,
et pour tout y, z ∈ K , t ∈ (0,1) on a (1− t ) y + t z ∈ M implique y, z ∈ M.
(iii) Ainsi un singleton M = {x} est un ensemble extrémal si, et seulement si, x est un point extrémal.

Lemme 10.3.10 (de Krein-Milman). Soit X un evn et K ⊂ X un convexe compact.
a) - Pour tout f ∈ X ′, les ensembles

K +
f := {x, f (x) = max

y∈K
f (y)}, K −

f := {x, f (x) = min
y∈K

f (y)}.

sont des ensembles extrémaux.
b) - Tout ensemble extrémal M ⊂ K contient un point extrémal.

Idée fondamentale. L’idée fondamentale est de couper un ensemble convexe compact non vide K
par des hyperplans Hα := [ f =α] pour tout α ∈R, et tout f ∈ X ′\{0} fixé. Alors les deux hyperplans
extrèmes pour lesquels l’intersection n’est pas vide sont des sous-ensembles extrémaux K ±

f . En

itérant, on trouve ainsi des singletons qui sont des points extrémaux.

Preuve du Lemme de Krein-Milman. L’assertion a) est immédiate et il suffit de montrer l’assertion
b) pour l’ensemble extrémal K . On note M la collection des ensembles compacts extrémaux de K .
On a K ∈ M . Soit (Mi ) une famille totalement ordonée (pour l’inclusion) d’éléments de M . Alors
M̄ := ∩Mi est un compact, convexe, non vide. C’est également un ensemble extrémal qui est un
minorant de la famille (Mi ). M est donc un ensemble inductif, et par le lemme de Zorn, M admet
au moins un élement minimal, notons le M1. Montrons que M1 = {x1}. En effet, s’il existe x2 ∈ M1,
x2 6= x1, il existe f ∈ X ′ qui sépare {x1} et {x2} et donc on peut supposer 〈 f , x1〉 < 〈 f , x2〉. On définit

M0 := {x ∈ M1; 〈 f , x〉 = m1 := infy∈M1〈 f , y〉}.

On a M0 ⊂ M1, M0 6= M1 (puisque x2 ∉ M0), M0 est non vide, convexe, compact, et M0 est un
ensemble extrémal. En effet, si x, y ∈ K , t ∈ (0,1) et (1− t ) x+ t y ∈ M0 ⊂ M1 alors x, y ∈ M1 (puisque
M1 est extrémal) et alors, par définition de M0, on doit avoir 〈 f , x〉 = 〈 f , y〉 = m1, ce qui implique
x, y ∈ M0. Cela contredit la "minimalité" de M1. En conclusion M1 est un singleton. ut

Soit K un convexe compact (non vide) d’un evn X . Alors K est l’adhérance de l’enveloppe
convexe de l’ensemble (non vide !) de ses points extrémaux. : K = conv(E (K )).

Théorème 10.2 (Krein-Milman cadre abstrait)

Preuve du théorème de Krein-Milman. L’inclusion conv(A) ⊂ K est claire. Supposons par l’absurde
qu’il existe b ∈ K \conv(A). Alors, par la forme géométrique du théorème de Hahn-Banach, il existe
f ∈ X ′, ` ∈R telle que

∀a ∈ conv(A) 〈 f , a〉 ≤ `< 〈 f ,b〉.
On définit L := {x ∈ K ; f (x) = m := supy∈K f (y)}. De m ≥ 〈 f ,b〉 > ` on déduit que L ∩ A = ;. De
plus, il est clair que L est un sous-ensemble compact convexe (non vide) de K , et est un ensemble
extrémal de K . Par le lemme de Krein-Milman il existe c ∈ L élément extrémal de L, donc également
élément extrémal de K . Cela implique c ∈ A∩L, ce qui est absurde. ut
Corollaire 10.3.11 (Krein-Milman pour les mesures). Soit E un espace métrique compact. Les
masses de Dirac sont les éléments extrémaux de P(E) et donc toute mesure de probabilité est limite
faible d’une suite de combinaisons convexes de masses de Dirac.

Corollaire 10.3.12 (Krein-Milman pour MBN ). L’ensemble des matrices de permutations MPN

forme l’ensemble des points extrémaux de l’ensemble des matrices bistochastiques BN , et donc toute
matrice bistochastique est limite faible d’une suite de combinaisons convexes de matrices de permu-
tations.

On peut préciser le théorème de Krein-Milman grâce au résultat suivant.
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Soit K un convexe compact d’un evn X tel que l’ensemble des points extrémaux E (K ) est
fermé (donc compact). Pour tout x ∈ K il existe une mesure π̂x ∈ P(E (K )) telle que

x =
∫
E (K )

y π̂x(d y).

Théorème 10.3 (Choquet)

Preuve du théorème de Choquet. On considère une suite (xn) telle que xn ∈ conv(E (K )) et xn → x.
La condition xn ∈ conv(E (K )) s’écrit également

∃πn ∈ P(E xt (K )) xn =
∫
E (K )

y πn(d y)

Comme P(E (K )) est compact, on peut extraire une sous-suite (πn′) telle que πn′ → π faiblement
dans P(E (K )) pour un certain π ∈ P(E (K )). On conclut en passant à la limite dans la formule de
représentation ci-dessus, et on obtient donc πx :=π. ut

Le théorème de Hewitt et Savage est alors un "avatar" du théorème de Choquet. En effet,
pour tout π ∈ Ps ym(EN) il existe d’après le théorème de Choquet une mesure de probabilité
π̂ ∈ P(E (Ps ym(EN))) sur les points extrémaux de Ps ym(EN) telle que

π=
∫
E (Ps ym (EN)

e π̂(de) =
∫

P(E)
ρ⊗∞ π̂(dρ),

la première égalité provenant du E (Ps ym(EN)) est un fermé de Ps ym(EN)) et la deuxième égalité
reposant sur le fait que P(E) ≈ E (Ps ym(EN)) via l’application ρ 7→ ρ⊗N.

10.4 Le compactifié d’Alexandroff

La procédé de compactification d’Alexandroff permet partant d’un espace non compact E de
le rendre compact en adjoignant un “point à l’infini" ∞ à l’espace E .

Soit (E ,d) un espace métrique localement compact, non compact, séparable. Soit ∞ un point
(à l’infini) n’appartenant pas à E . Alors, on peut munir l’ensemble Ê = E ∪ {∞} d’une distance
d̂ telle que (Ê , d̂) est un espace métrique compact et d̂ |E définit la même topologie que d sur
E .

Théorème 10.4 (Compactifié d’Alexandroff)

Preuve du théorème d’Alexandroff. Etape 1. On définit la topologie T̂ de Ê par

T̂ = {O , O ⊂ E ouvert}∪ {Ê \ K , K ⊂ E compact}.

On a clairement que T̂ |E est la topologie T de E , et que (Ê ,T̂ ) est un espace (séparé et) compact
et séparable.

1. Ê est séparé : Soit x1, x2 deux points distincts de Ê . Si x1, x2 ∈ E alors ∃O1,O2 deux ouverts
disjoints tels que x1 ∈ O1 et x2 ∈ O2 car E est séparé. Si x1 ∈ E et x2 =∞ il existe un ouvert
O1 ⊂ E tel que Ō1 est compact. Ainsi O2 = Ê \Ō1 est un ouvert de Ê qui contient x2 et O1∩O2 =
;.
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2. Ê est compact : Soit {On}n∈N un recouvrement de Ê par des ouverts. Au moins un de ces
ensembles, disons ON , N ∈ N, contient ∞. Par définition de T̂ , on a ON = Ê \ K pour un
ensemble compact K ⊂ E . Comme K est compact, il existe un ensemble fini J ⊂ N tel que
{O j } j∈J recouvre K . Ainsi ON ∪ {O j } j∈J est un recouvrement fini de Ê .

Etape 2. Soit (zp ) une suite dénombrable et dense de E et soit (O j ) une base dénombrable d’ou-
verts relativement compacts de E de la forme

{O j , j ∈N} = {B(zp ,2−q ), p ∈N∗, q ∈N∗},

plus précisément, on ne considérera que les couples (p, q) tels que de plus B(zp ,21−q ) est un com-
pact de E . Pour tout j ∈N, O j = B(zp j ,2−q j ), choisissons une fonction φ j ∈Cc (E) telle que

0 ≤φ j ≤ 1, φ j ≡ 1 sur O j , suppφ j ⊂ B(zp j ,21−q j )

et posons φ j (∞) := 0. On définit la distance

∀x, y ∈ Ê d̂E (x, y) :=
∞∑

j=0
2− j |φ j (x)−φ j (y)|.

On vérifie alors sans trop de difficulté que la topologie associée à d̂ est T̂ et que la topologie
associée à d̂|E×E est celle de E . ut

10.5 Espace produit

On se donne un espace polonais E muni de sa distance d = dE , de sa topologie induite O =OE

et de sa tribu borélienne B =BE .

Espace produit. On définit E∞ = EN l’espace produit (des suites de E) : X ∈ EN si X = (xn)n∈N avec
xn ∈ E .

Distance produit. On définit la fonction D : EN×E N →R+ par

D(X ,Y ) =
∞∑

n=0

1

2n
min{d(xn , yn),1}, X = (xn)n∈N, Y = (yn)n∈N.

Alors D est une distance.

Toplogie produit. On définit la topologie produit O1 sur E∞ comme la famille des ensembles de la
forme CO lorsque O ∈OE k et k ≥ 1. On définit la topologie produit O2 sur E∞ comme la topologie
induite par la distance D . On montre alors O1 =O2, topologie que l’on note OE∞ . Si E est compact
alors E∞ est compact et si E est polonais alors E∞ est polonais.

Tribu produit. On définit la tribu produit T1 sur E∞ comme étant la tribu engendrée par les en-
sembles A = A0 × A1 × ... ⊂ E∞ avec An ∈ B et il existe J sous-ensemble fini de N tel que An = E
∀n ∉ J . On définit la tribu produit T2 sur E∞ comme la tribu engendrée par la distance produit D
/ la topologie produit BE∞ . On montre alors T1 =T2, tribu que l’on note BE∞ .

Probabilités sur l’espace produit. On note Πk : E N → E k , k < N ≤ ∞ l’application qui à X =
(xn)n≤N ∈ E N associe Πk X = (xn)n≤k ∈ E k . On dit qu’une suite (πN ) ∈ P(E N ), N ∈ N∗, est com-
patible si Πk πN =πk si N ≥ k où par définition

Πk πN ∈ P(E k ) (Πk πN )(A1 × ...× Ak ) =πN (A1 × ...× Ak ×E × ...).

Il est clair que pour toute mesure de probabilité π ∈ P(E∞) on définit une famille de mesures de
probabilité compatibles en posant πn := Πnπ. Inversement, le théorème de Kolmogorov affirme
qu’étant donnée une famille (πn) de mesures de probabilité compatibles il existe une (unique)
mesure de probabilité π ∈ P(E∞) telle que πn :=Πnπ pour tout n ≥ 1.

Convergence faible sur l’espace des probabilités sur l’espace produit.
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Lemme 10.5.13 Pour une suite (α j ) de P(E∞) et α ∈ P(E∞) il y a équivalence entre
(1) α j →α au sens de la convergence faible de P(E∞) ;
(2) Πk (α j ) →Πk (α) au sens de la convergence faible de P(E k ).

Preuve du Lemme 10.5.17. Comme il n’est pas forcément pratique de définir (1) à l’aide de la défi-
nition usuelle

〈α j ,Φ〉→ 〈α,Φ〉 ∀Φ ∈Cb(E∞),

nous utilisons le critère (ii) du Théorème de convergence faible. On a évidemment (c’est la défini-
tion de la topologie OE∞) l’équivalence suivante

(1′) liminfα j (CO) ≥α(CO) pour tout CO ∈OE∞ ;
(2′) liminfα j

k (O) ≥αk (O) pour tout O ∈OE k et tout k ≥ 1.
Et on conclut en utilisant l’équivalence (i ) ⇔ (i i ) dans le Théorème de convergence faible. ut

(i) Etant donné un espace polonais E , on définit E∞ = EN
∗

l’espace produit (des suites de E) qui
est un espace polonais lorsqu’il est muni de la distance canonique. On définit sa tribu borélienne
BE∞ qui est également la tribu engendrée par les cyindres, i.e. les ensembles de la forme

C A = A×E × ...×E × ..., .

avec A ∈BE k ou même A = A1 × ...× Ak ∈B⊗k
E .

C’est exactement le théorème de Kolmogorov qui affirme qu’une mesure sur un espace produit
infini est bien défini, et de manière unique, par l’ensemble de ses marginales ou formulé d’une
autre manière, par une famille de mesures de E N compatibles : il existe π̃ ∈ P(EN) telle que

π̃(
∞∏

j=1
Ã j ) =πk (

k∏
i=1

Ai ).

pour tout
∏∞

j=1 Ã j ∈ B(E)⊗N tel que Ã j = E pour tout j 6= ji , i = 1, ...,k et Ã ji = Ai pour tout i =
1, ...,k.
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Chapitre 11

A3. Probabilités

Dans ce chapitre, on définit des objets probabilistes qui nous sont fort utiles dans ce mémoire
à savoir :

1. L’espérance conditionnelle et les vecteurs gaussiens.

2. Les processus stochastiques : les sur, sous, semi et locales martingales et les théorèmes
classiques les concernant. Puis les processus de Wiener, Levy et Markov.

3. L’intégrale stochastique et la formule d’Ito.

4. Les équations différentielles stochastiques et edps classiques.

Dans tout ce qui suit (Ω,T ,F ,P) est un espace probabilisé filtré et pour toute variable aléatoire
Y , on note σ(Y ) la tribu engendrée par Y , c’est-à-dire la plus petite tribu rendant mesurable Y .
On rappelle aussi que :

Lp (Ω,P) := {X variables aléatoires telles que E[|X |p ] <∞}.
L∞(Ω,P) ⊂ ·· · ⊂ L1(Ω,P) et toutes ces injections sont continues.
∀ε> 0 et X variable aléatoire presque sûrement positive ou nulle P(X ≥ ε) ≤ E[X ]

ε
. 1

Xn
P−→ X ⇐⇒∀ε> 0 P(|Xn −X | ≥ ε)

n→∞−→ 0.

Xn
L−→ X ⇐⇒∀ f ∈C 0

b (R),E[ f (Xn)]
n→∞−→ E[ f (X )].

Pour toute variable aléatoire X , l’application ϕX : t ∈R 7−→ E[e i t X ] ∈C 0
b (R). 2

∀X ∈ Lp (Ω,P) et Y ∈ Lq (Ω,P) E[|X Y |] ≤ E[|X |p ]
1
p E[|Y |q ]

1
q avec 1

p + 1
q = 1. 3

limsupn An :=∩n≥0 ∪k≥n Ak et liminfn An :=∪n≥0 ∩k≥n Ak .
On dit que X est sans atomes si PX ne charge pas les points.
On appelle fonction de répartition de X , l’application càdlàg 4

FX : x ∈R 7−→P(X ≤ x) :=PX (]−∞, x])

On dit que X est à densité par rapport à la mesure de Lebesgue si FX est absolument conti-
nue.
Soit µ une mesure borélienne finie sur (Rd ,BRd ), alors on définit sa transformée de Fourier
ou fonction caractéristique par :

µ̂ : x ∈Rd 7−→
∫
Rd

e i 〈x,y〉µ(d y)

1. C’est l’inégalité dite de Markov qui implique celle de Bienaymé-Tchebychev qui stipule que pour toute variable
aléatoire X de carré intégrable (même intégrable suffit !) et pour tout ε> 0 P(|X −E[X ]| ≥ ε) ≤ V[X ]

ε2

2. C’est la fonction caractéristique de X qui est en réalité à un facteur 2π près la transformée de Fourier inverse de
sa mesure de probabilité PX .

3. C’est l’inégalité de Holder sur les espaces de Lebesgue.
4. continue à droite et limite à gauche.
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On dit que X est discrète si elle prend ses valeurs dans un ensemble au plus dénombrable.
Pour X discrète, on appelle transformée en Z de X ou fonction génératrice des probabili-
tés, la série quand elle a un sens :

GX : z 7−→ E[z X ] := ∑
x∈X (Ω)

P(X = x)zx

Remarquons que formellement ϕX (t ) =GX (e i t ).
on appelle vecteur aléatoire toute application mesurable deΩ−→Kd dont les composantes
sont des variables aléatoires.

Quant aux références, voir principalement en bibliographie [45].

Proposition 21 (Lemmes de Borel-Cantelli ) Soit (An)n∈N une suite d’évènements. Dans ce cas
nous avons que :

1. si
∑

n∈NP(An) <∞, alors P(limsupn An) = 0

2. si ces évènements sont indépendants et
∑

n∈NP(An) =∞, alors P(limsupn An) = 1

Proposition 22 (Lois faible et forte des grands nombres) Soit (Xn)n∈N une suite de variables
aléatoires indépendantes identiquement distribuées qui admettent une espérance µ, alors :

1

n

n−1∑
k=0

Xk
P−→µ

De plus si ces variables aléatoires sont intégrables (E[|X0|] <∞), alors cette moyenne empirique
converge presque sûrement (P−ps) vers son espérance (E[X0]).

Proposition 23 (TCL) Soit (Xn)n∈N une suite de variables aléatoires indépendantes identique-
ment distribuées de carré intégrable, alors :

Sn −nE[X0]p
V[X0]n

L−→N (0,1),Sn :=
n−1∑
k=0

Xk

Proposition 24 (Continuité de Levy) Soient X ,Y deux variables aléatoires. Alors :

PX =PY ⇐⇒ϕX =ϕY

Et de plus :

Xn
L−→ X ⇐⇒∀x ∈R,ϕXn (x)

n→∞−→ ϕX (x)
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Proposition 25 X est sans atomes ⇐⇒ FX est continue.

Proposition 26 (Inversion de Fourier) Soit µ une mesure borélienne finie telle que µ̂ ∈
L1(Rd ,d x). Alors cette mesure est à densité par rapport à la mesure de Lebesgue et de plus on
a la formule dite d’inversion de Fourier :

µ(d y)

d y
= 1

(2π)d

∫
Rd
µ̂(x)e−i 〈y,x〉λRd (d x)

Proposition 27 (Les lois de probabilités classiques) On a les lois usuelles suivantes :

1. X ∼ δx ⇐⇒ X
P−ps= x. De plus si X est discrète telle que X (Ω) := {x1, · · · , xn , · · · }, alors :

PX :=∑
j
P(X = x j )δx j

2.
X ∼ b(p) ⇐⇒PX = pδ1 + (1−p)δ0

3.

X ∼ b(n, p) ⇐⇒PX =
n∑

j=0
C j

n p j (1−p)n− jδ j

4.

X ∼G (p) ⇐⇒PX =
+∞∑
j=1

p(1−p) j−1δ j

5.

X ∼P (λ) ⇐⇒PX =
+∞∑
j=0

e−λλ
j

j !
δ j

On suppose connues les autres lois ( à densité) telles que la gaussienne, l’exponentielle, la loi
Gamma, la loi de Cauchy, la loi du χ...
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11.1 E[·|G ] et vecteurs gaussiens

11.1.1 Espérance conditionnelle

Soient X ∈ L1(Ω,P) et G ⊂ T une sous-tribu. On appelle espérance conditionnelle de X sa-
chant G l’unique variable aléatoire Y := E[X |G ] G−mesurable et intégrable telle que :

∀A ∈G ,E[X IA] = E[Y IA]

Définition 11.1 (Espérance conditionnelle)

Si la variable aléatoire est de carré intégrable, alors l’espérance conditionnelle peut être vue
comme un opérateur de projection orthogonale sur un sous-espace vectoriel fermé d’un espace
de Hilbert.

Proposition 28 L2(Ω,G ,P) ⊂ L2(Ω,T ,P) est un sous-espace vectoriel fermé de l’espace de Hil-
bert des variables aléatoires de carré intégrable. De plus dans ce cas, l’espérance conditionnelle
n’est autre que la projection orthogonale sur ce sous espace vectoriel.

Propriétés 1 (de l’espérance conditionnelle) On a les propriétés suivantes :

1. E[X +λY |G ] = E[X |G ]+λE[Y |G ].

2. ∀H ⊂G une sous tribu E[E[X |G ]|H ] = E[X |H ].

3. X ≤ Y =⇒ E[X |G ] ≤ E[Y |G ].

4. Si (Xn)n∈N est une suite croissante de variables aléatoires positives qui converge presque
sûrement vers X , alors

E[Xn |G ]
n→∞−→ E[X |G ]

Plus généralement, le théorème de convergence dominée de Lebesgue et le lemme de Fatou
s’appliquent naturellement aux espérances conditionnelles.

5. Si X est indépendante de G , alors E[X |G ] = E[X ].

6. Si Y est G−mesurable, alors E[X Y |G ] = Y E[X |G ].

7. Si ϕ est une fonction convexe telle que ϕ(X ) est intégrable, alors ϕ(E[X |G ]) ≤ E[ϕ(X )|G ].

11.1.2 Vecteurs gaussiens

Soit X un vecteur aléatoire à valeurs dans Rd . On dit qu’il est gaussien si, et seulement si :

∀ u ∈Rd , 〈X ,u〉 est une variable aléatoire gaussienne.

Définition 11.2 (Vecteur gaussien)
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D’après la définition, les marginales d’un tel vecteur définissent des variables aléatoires gaus-
siennes. De plus, il est entièrement caractérisé par son vecteur d’espérance mX et sa matrice de
covariance ΓX . En effet, par transfert, on a :

ϕX (u) := E
[

e i 〈u,X 〉
]
=ϕ〈u,X 〉(1) = e i 〈u,mX 〉e− 1

2 〈ΓX u,u〉.

On rappelle que la matrice de covariance est symétrique positive. On rappelle aussi une condition
équivalente à l’indépendance spécifique aux vecteurs gaussiens.

Proposition 29 (Indépendance) Deux vecteurs gaussiens sont indépendants si, et seulement si
les covariances croisées sont nulles. En particulier, les marginales d’un vecteur gaussien sont
indépendantes si, et seulement si sa matrice de covariance est diagonale.

Proposition 30 (Densité gaussienne) Soit X un vecteur gaussien. si det(ΓX ) 6= 0, alors ΓX est
une matrice de produit scalaire, X est à densité par rapport à la mesure de Lebesgue par inver-
sion de Fourier et cette densité est donnée par :

fX (x) := 1√
(2π)d det(ΓX )

e− 1
2 〈Γ−1

X (x−mX ),x−mX 〉.

Dans le cas dégénéré, il n’a pas de densité et de plus, la loi de X −mX est presque sûrement portée
par un espace vectoriel engendré par les vecteurs propres associés aux valeurs propres non nulles
de ΓX .

Propriétés 2 Soit X un vecteur gaussien. Il existe Z ∼N (0,Id) gaussien tel que :

X =
√
ΓX Z +mX .

Posons X := (Y , X1, · · · , Xd−1) gaussien. Alors :

E[Y |X1, · · · , Xd−1] est une fonction affine de X1, · · · , Xd−1,

plus exactement, c’est la projection orthogonale dans L2(Ω,P) de Y sur :

F := Vect
{

1, X1, · · · , Xd−1

}
.

Via la fonction caractéristique, on a un théorème central limite vectoriel, c’est-à-dire pour toute
suite (Xn)n≥1 de vecteurs aléatoires indépendants, identiquement distribués, admettant des mo-
ments d’ordre 2, de vecteur d’espérance m et de matrice de covariance Γ, on a :

p
n(X n −m)

L−→N (0,Γ).
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11.2 Processus stochastiques

On désigne par (Ω,F ,P) un espace de probabilité, T un ensemble arbitraire et S un espace
métrique muni de la tribu borélienne notée B(S). T est souvent appelé ensemble des indices
(souvent, on aura T =R,R+,Rp ,N, ...). T peut faire référence au temps, à l’espace ou aux deux
à la fois.
L’indice t ∈ T désigne alors un instant (R+), une date (N ), un point, ou encore un point à un
certain instant. S est appelé espace d’état (souvent, on aura S =R,C,CN, un ensemble fini ou
dénombrable). Si l’espace d’état S est de la forme Rd , on parle de champ aléatoire.
Un processus stochastique (ou aléatoire) est une famille de variables aléatoires (c’est-à-dire,
des applications mesurables) définies sur le même espace de probabilité (Ω,F ,P) indexée
par T et à valeurs dans S. Si T est un sous-ensemble d’un espace multidimensionnel, on pré-
fère utiliser la dénomination de champ stochastique. Un processus stochastique est noté par
(X t )t∈T . La valeur de la variable aléatoire X t en un certain ω ∈Ω est désignée par X t (ω).
La famille de toutes les distributions finies-dimensionnelles de X s’appelle la loi spatiale du
processus. Si S ⊆R, on parle de loi temporelle.

Définition 11.3 (Processus stochastique)

Exemples et processus importants

Un premier exemple très important est donné par les martingales qui sont en quelque sorte
l’équivalent aléatoire des fonctions constantes.

Un processus (X t )t∈T avec T totalement ordonné est une (Ft )t∈T−martingale (respective-
ment surmartingale, sous-martingale) si, et seulement si :

1. (Ft )t∈T est une filtration;

2. X t est Ft−mesurable et intégrable ;

3. ∀ s ≤ t , E[X t |Fs] = Xs (respectivement ≤, ≥).

Ainsi, à partir d’une martingale, il est aisé de construire via les fonctions convexes et concaves
des surmartingales et des sous-martingales.

Définition 11.4 (Martingales)

On rappelle que toute famille bornée dans L1+ε(Ω) est uniformément intégrable et pour une mar-
tingale, la convergence, la fermeture et l’uniforme intégrabilité sont équivalentes. Un exemple de
martingales est donné par le mouvement brownien standard ou son carré moins le temps. Via le
théorème de répresentation de Lévy, toute martingale à trajectoires continues dont la variation
quadratique est le temps est un mouvement brownien et réciproquement. On suppose connus les
théorèmes classiques sur les martingales tels que ceux de Doob-Meyer, les inégalités maximales
de Doob, les théorèmes limite... Et pour plus de détails, consulter les dernières références en bi-
bliographie à savoir [101], · · · , [104] et [106].
D’autres exemples de processus sont donnés par ceux dits gaussiens (Ornstein-Uhlenbeck, Wie-
ner standard...), de diffusion, PAIS (Lévy), de Markov...
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Chapitre 12

A4. Analyse

Dans ce chapitre, comme dans les précédents, nous rappelons des résultats et notations d’ana-
lyse qui nous sont utiles pour la bonne compréhension de ce mémoire. Quant aux références, voir
principalement en bibliographie [45].

12.1 Éléments de théorie de la mesure

1. Si H est un espace de Hilbert, alors H ∗ =H .

2. Si µ est une mesureσ−finie, alors ∀p ≥ 1 Lp (µ)∗ = Lq (µ) avec q l’exposant conjugué de
p. De plus ∀p > 1, Lp (µ) est un espace de Banach réflexif.

Théorème 12.1 (de représentation de Riesz)

Pr euve

1. Soit L une forme linéaire continue non nulle car si elle est nulle, la preuve suivante est triviale. Alors
nous savons que ker(L) := {x ∈ H ,L(x) = 0} est fermé comme image réciproque d’un fermé par
une application continue. Donc cet hyperplan est de codimension 1 et d’après le théorème de la
projection orthogonale sur un convexe fermé d’un hilbert, on a ker(L)⊥ =Kv et ker(L)

⊕
ker(L)⊥ =

H . On en déduit que :
∀x ∈H , x = y

∈ker(L)
+λ · v

Et de plus, il est aisé de voir que λ= 〈x,v〉
||v ||2 . Il en découle :

L(x) = L(λ · v) =λL(v) = 〈x,
L(v)

||v ||2 · v〉 = 〈x, w〉

Et réciproquement, si L : x ∈H 7−→ 〈x, w〉 avec w ∈H , alors L ∈H ∗ car elle est linéaire par bilinéa-
rité (ou sesquilinéarité) du produit scalaire (ou hermitien) et par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on
a :

∀x ∈H , |L(x)| ≤ ||w || · ||x||
Donc l’applicationΦ définie par :

H −→H ∗, w 7−→ 〈·, w〉
est une isométrie linéaire (anti-linéaire dans le cas hermitien), c’est-à-dire elle est linéaire (respec-
tivement anti-linéaire) et |||Φ(w)||| = ||w || vu que |||Φ(w)||| ≥ Φ(w)(w)

||w || = ||w || et par Cauchy-Schwarz
||w || est un majorant de |||Φ(w)|||.
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2. Pour ce second point, il suffit de considérer l’application bilinéaire continue
Ψ : Lp (µ)×Lq (µ) −→ L1(µ) ( f , g ) 7−→ f g vu que par l’inégalité de Holder, on a :∫

| f g |dµ≤ || f ||Lp (µ)||g ||Lq (µ)

On définit ainsi :
Φ : Lq (µ) −→ Lp (µ)∗, g 7−→ 〈·, g 〉L2(µ)

Et cette application est une isométrie comme la précédente telle que |||Φ(g )||| = ||g ||Lq (µ) et de plus
Lp (µ)∗∗ = Lp (µ) pour tout p > 1. Pour une preuve plus détaillée consulter le théorème de Riesz-
Fisher sur la complétude des espaces de Lebesgue.

Soit (E ,A ,µ) un espace mesuré.

— Soit ( fn)n≥0 une suite croissante de fonctions mesurables positives sur E. On a :

lim
n→+∞ ↑

∫
fndµ=

∫
lim

n→+∞ ↑ fndµ

— Soit ( fn)n≥0 une suite de fonctions mesurables positives. On a :∫ +∞∑
n=0

fndµ=
+∞∑
n=0

∫
fndµ

Théorème 12.2 (Théorème de convergence monotone)

Soit ( fn)n≥0 une suite de fonctions mesurables de E dans C, et f une fonction mesurable de E .
On suppose que

— limite : pour µ-presque tout x ∈ E , fn(x)
n→+∞−→ f (x)

— domination : il existe une fonction ϕ : E −→ R+ mesurable telle que
∫
ϕdµ < +∞ et

pour tout n ∈N, µ-presque tout x ∈ E , | fn(x)| ≤ϕ(x)
On a alors : f est intégrable, de même que fn pour tout n ∈N,∫

| fn − f |dµ n→+∞−→ 0 et
∫

fndµ
n→+∞−→

∫
f dµ

Théorème 12.3 (Théorème de convergence dominée de Lebesgue)

Soit f : (t , x) 7→ f (t , x) une fonction de I ×E dans C (où I est un espace métrique). On suppose
que :

— mesurabilité : pour tout t ∈ I , x 7→ f (t , x) est mesurable
— continuité : pour µ-presque tout x ∈ E , t 7→ f (t , x) est continue sur I

— domination il existe une fonctionϕ : E →R+ mesurable telle que
∫
ϕ dµ<+∞ et pour

tout t ∈ I , pour µ-presque tout x ∈ E , | f (t , x)| ≤ϕ(x)
Alors la fonction

F : t 7→ F (t ) =
∫

f (t , x)dµ(x)

est bien définie pour tout t ∈ I , et est continue sur I .

Théorème 12.4 (Théorème de continuité sous l’intégrale)
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Soit f : (t , x) 7→ f (t , x) une fonction de I ×E dans C. On suppose que :
— existence de F pour tout t ∈ I , x 7→ f (t , x) est intégrable,
— dérivabilité pour µ-presque tout x ∈ E , t 7→ f (t , x) est dérivable sur I de dérivée notée

∂ f
∂t

— domination de la dérivée il existe une fonction ϕ : E → R+ mesurable telle que∫
ϕdµ<∞ et pour tout t ∈ I , pour µ-presque tout x ∈ E ,

∣∣∣∂ f
∂t (t , x)

∣∣∣≤ϕ(x)

Alors la fonction

F : t 7→ F (t ) =
∫

f (t , x)dµ(x)

est dérivable sur I et, pour tout t ∈ I ,

F ′(t ) =
∫
∂ f

∂t
(t , x)dµ(x)

Théorème 12.5 (Théorème de dérivation sous l’intégrale)

Soient (E ,A ,µ) et (F,B,ν) deux espaces mesurés σ-finis.

Pour toute fonction mesurable positive f sur E ×F ,∫
E×F

f (x, y)d(µ⊗ν)(x, y) =
∫

E

(∫
F

f (x, y)dν(y)

)
dµ(x) =

∫
F

(∫
E

f (x, y)dµ(x)

)
dν(y) (*)

Théorème 12.6 (Théorème de Fubini -Tonelli)

Pour toute fonction mesurable f : E ×F −→C, telle que∫
E×F

| f (x, y)|d(µ⊗ν)(x, y) <∞

la suite d’égalités (∗) reste vraie.

Théorème 12.7 (Théorème de Fubini-Lebesgue)

Par le théorème de Fubini-Tonelli, la condition équivaut à∫
E

(∫
F
| f (x, y)|dν(y)

)
dµ(x) <∞ ou

∫
F

(∫
E
| f (x, y)|dµ(x)

)
dν(y) <∞.

Soit (E ,T ,µ) un espace mesuré. Si ( fn)n≥0 est une suite de fonctions mesurables positives,
alors : ∫

E
liminf

n
fndµ≤ liminf

n

∫
E

fndµ .

Théorème 12.8 (Lemme de Fatou)

On suppose connus les résultats classiques sur les distributions, transformées de Fourier et les es-
paces de Sobolev 1. On rappelle ci-dessous les théorèmes importants de changement de variables
jacobien et de Radon-Nikodym.

1. Consulter [117] pour plus de détails.
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Soit U ,D des ouverts deRd . Soit f : D −→Cmesurable, etϕ : U −→ D un C 1-difféomorphisme

1. si f est positive, alors ∫
D

f (x)d x =
∫

U
f (ϕ(u))|Jϕ(u)|du

et ∫
U

f (ϕ(u))du =
∫

D
f (x)|Jϕ−1 (x)|d x

2. si f est intégrable sur D , la première égalité précédente a un sens (autrement dit , u 7→
f (ϕ(u))|J (ϕ(u)| est intégrable sur U) et est vraie. Si f ◦ϕ est intégrable sur U, alors il en
est de même de la deuxième.

Théorème 12.9 (Théorème de changement de variables dans Rd )

Soient µ et ν deux mesures σ−finies sur le même espace mesurable, alors il y a équivalente
entre ν est absolument continue par rapport à µ et le fait que :

∃ ϕ, ν(d x) =ϕ(x)µ(d x), c’est-à-dire existence d’une densité.

On note dν
dµ une telle densité dite de Radon-Nikodym.

Théorème 12.10 (De Radon-Nikodym)
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12.2 Éléments de théorie spectrale

On va rappeler le théorème de Lax-Milgram.
Le théorème de Lax-Milgram – des noms de Peter Lax et Arthur Milgram, auxquels on adjoint
parfois celui de Jacques-Louis Lions – est un théorème de mathématiques s’appliquant à certains
problèmes aux dérivées partielles exprimés sous une formulation faible (appelée également for-
mulation variationnelle). Il est notamment l’un des fondements de la méthode des éléments fi-
nis.

Soient :

1. H un espace de Hilbert réel ou complexe muni de son produit scalaire noté 〈·, ·〉, de
norme associée notée ‖ ·‖ ;

2. a(·, ·) une forme bilinéaire (ou une forme sesquilinéaire si H est complexe) qui est
continue sur H ×H : ∃c > 0 ∀(u, v) ∈H 2 |a(u, v)| ≤ c‖u‖‖v‖, coercive sur H

(certains auteurs disent plutôt H -elliptique) : ∃α> 0 ∀u ∈H a(u,u) ≥α‖u‖2

(dans le cas complexe, on prend la partie réelle) ;

3. L(.) une forme linéaire continue sur H .

Sous ces hypothèses, il existe un unique u de H tel que l’équation a(u, v) = L(v) soit vérifiée
pour tout v de H : ∃! u ∈H ∀v ∈H a(u, v) = L(v).
Si de plus la forme bilinéaire a est symétrique (respectivement hermitienne), alors
u est l’unique élément de H qui minimise la fonctionnelle J : H →R définie par
J (v) = 1

2 a(v, v)−L(v) pour tout v de H , c’est-à-dire : ∃! u ∈H J (u) = min
v∈H

J (v).

Théorème 12.11 (de Lax-Milgram)

Pr euve
Par application du théorème de Riesz sur les formes linéaires continues, il existe un vecteur f ∈H tel que

∀v ∈H L(v) = 〈 f , v〉
Par application de ce même théorème aux formes bilinéaires continues, il existe un endomorphisme li-
néaire continu A ∈L (H ) tel que

∀u, v ∈H a(u, v) = 〈Au, v〉
On en déduit alors :

∃! u ∈H Au = f

Pour prouver ce théorème, il suffit donc de montrer que A est une bijection de H sur H . On montre dans
un premier temps que l’opérateur est injectif, puis qu’il est surjectif.
Par la coercivité de a et en appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a pour tout v ∈H

α‖v‖2 ≤ a(v, v) = 〈Av, v〉 ≤ ‖Av‖‖v‖
D’où ‖Av‖ ≥α‖v‖ pour tout v de H , ce qui montre que A est injectif et d’image fermée. Notons Z cette
image. Par le théorème du supplémentaire orthogonal d’un fermé on sait que H =Z ⊕Z ⊥. Soit ensuite un
élément w de Z ⊥, on a par définition 〈Aw, w〉 = 0 et donc :

α‖w‖2 ≤ a(w, w) = 〈Aw, w〉 = 0

D’où w = 0. Ainsi, Z ⊥ est réduit à {0}, ce qui montre que A est surjectif.

L’endomorphisme A est bijectif ; il existe donc un unique u de H tel que Au = f et il est donné par u = A−1 f .
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On aura besoin de résultats sur la théorie des semi-groupes dont l’origine vient de l’étude du
flot d’une équation différentielle ordinaire autonome en dimension finie ainsi que de l’exponen-
tielle d’opérateurs.

Soit E un espace de Banach. On considère une famille d’opérateurs (Pt )t≥0 telle que ∀t Pt ∈
L (E). On dit que c’est un semi-groupe fortement continu si :

P0 = I dE , ∀(t , s) Pt+s = Pt ◦Ps et ∀x ∈ E lim
t→0+

Pt x = x

(Pt )t≥0 est de contraction ⇐⇒∀t |||Pt ||| := sup
x∈E ,x 6=0

||Pt x||
||x|| ≤ 1.

On appelle générateur infinitésimal de (Pt )t≥0, l’opérateur (Dom(T ),T ) défini par :

1. Dom(T ) := {x ∈ E tels que lim
t→0

Pt x−x
t existe }.

2. ∀x ∈Dom(T ) T x := lim
t→0

Pt x−x
t

Définition 12.1 (Semi-groupe fortement continu)

Remarquons que pour T ∈ L (E), la famille d’opérateurs (e tT )t≥0 (définie classiquement par sa
série !) est un semi-groupe fortement continu de générateur infinitésimal T . C’est pourquoi, on
note parfois de façon abusive : Pt = e tT .
On a le résultat suivant important concernant les semi-groupes de contraction :

Proposition 31 Soient E un espace de Banach, (Pt )t≥0 un semi-groupe de contraction sur E de
générateur infinitésimal (Dom(T ),T ). Alors :

1. ∀x ∈ E le flot t 7−→ Pt x ∈C 0(R+,E).

2. ∀x ∈Dom(T ) et t ≥ 0, on a Pt x ∈Dom(T ), de plus le flot t 7−→ Pt x ∈ C 1(R+, X ) et vérifie

l’équation différentielle d y(t )
d t = T y(t ).

3. (Dom(T ),T ) est fermé et de domaine dense.

En théorie des semi-groupes, un théorème très important est celui de Hille-Yosida qui est un
outil puissant et fondamental reliant les propriétés de dissipation de l’énergie d’un opérateur non
borné T : D(T ) ⊂ E −→ E à l’existence et l’unicité et la régularité des solutions d’une équation dif-
férentielle {

x ′(t ) = T x(t )

x(0) = x0

Ce résultat permet notamment de donner l’existence, l’unicité et la régularité des solutions d’une
équations aux dérivées partielles plus efficacement que le théorème de Cauchy-Lipschitz-Picard,
plus adapté aux équations différentielles ordinaires.
Avant d’énoncer ce théorème, on va rappeler quelques définitions et propriétés.

Un opérateur (T,D(T )) est dissipatif si ∀x ∈ D(A),∀λ> 0, ‖x −λT x‖ ≥ ‖x‖. Dans
le cas où E = H est hilbertien on montre que T est dissipatif si et seulement si
∀x ∈ D(T ), Re(〈T x, x〉H ) ≤ 0.
Si de plus ∀λ> 0, Id−λT est surjectif on dit que (T,D(T )) est maximal-dissipatif.

Définition 12.2 (Opérateur m-dissipatif)
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Remarques :

Si (T,D(T )) est un opérateur dissipatif alors ∀λ> 0 l’opérateur (Id−λT ) est injectif car

(I −λT )x = 0 ⇒ 0 ≤ ‖x‖ ≤ ‖(I −λT )x‖ = 0 ⇒ x = 0

On peut montrer que ∀λ> 0, Id−λT est surjectif si et seulement si ∃λ0, Id−λ0T surjectif.
En pratique pour montrer qu’un opérateur est m-dissipatif on montre d’abord à la main qu’il est dissipatif
et on résout ensuite un problème variationnel pour une valeur λ0 bien choisie (par exemple avec le théo-
rème de Lax-Milgram, voir exemple de l’équation de la chaleur traité plus bas).
Dans ce cas l’opérateur (Id−λT ) est un isomorphisme (a priori non continu) de L(T, X ) et on note
Jλ = (Id−λT )−1, qui est au facteur près la résolvante de T . De plus,

‖Jλy‖E ≤ ‖(Id−λT )[Jλy]‖E ≤ ‖y‖E , Jλ ∈L ((E ,‖.‖E ), (D(T ),‖.‖E ))

Nous allons voir que cette propriété de continuité peut être améliorée (on va rendre moins fine la topologie

sur (D(T ),‖.‖E ) en munissant D(T ) de sa norme du graphe ).

Propriétés 3 On a les propriétés importantes suivantes :

1. Si (T,D(T )) est m-dissipatif alors c’est un opérateur fermé.

2. pour x ∈ D(T ) on pose ‖x‖D(T ) = ‖x‖E +‖T x‖E . Alors ‖.‖D(T ) est une norme pour laquelle
D(T ) est un espace de Banach et T ∈L

(
(D(T ),‖.‖D(T )), (E ,‖.‖E )

)
.

3. Si H est un espace hilbertien et T : D(T ) ⊂ H −→ H est m-dissipatif alors il est à domaine
dense.

4. Réciproquement si T : D(T ) ⊂ H −→ H est de domaine dense, dissipatif, fermé et tel que
son adjoint (T ∗,D(T ∗)) est dissipatif alors (T,D(T )) est m-dissipatif.

5. Toujours dans le cadre hilbertien :
si (T,D(T )) est dissipatif autoadjoint, alors il est m-dissipatif,
si (T,D(T )) est anti-adjoint, alors il est m-dissipatif,
dans ce dernier résultat, la condition de dissipativité n’est pas nécessaire car (T,D(T ))
anti-adjoint entraîne queRe(〈T x, x〉H ) = 0 donc la dissipativité, voir l’exemple de l’équa-
tion des ondes plus bas.

Soit E un espace de Banach et T : D(T ) ⊂ E −→ E un opérateur non borné. On a l’équivalence :

(T,D(T )) est m-dissipatif à domaine dense.
(T,D(T )) est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de contraction.

Théorème 12.12 (de Hille-Yosida)

Rien de tel que des exemples pour mieux appréhender la puissance et l’utilité de ce théorème.

Équation de la chaleur :

On se donne Ω un ouvert borné de classe C 2 de Rn et on cherche à résoudre l’équation de la chaleur{
∂t u(x, t )−∆u(x, t ) = 0

u(x,0) = u0(x)
sur (x, t ) ∈Ω× [0,+∞] pour une condition initiale donnée.

On peut réécrire cette équation aux dérivées partielles sous la forme d’une équation différentielle ordi-
naire y ′(t ) = T y(t ) en posant E = H = L2(Ω), y(t ) = u(., t ) ∈ H et en définissant (T,D(T )) par :
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D(T ) = H 2(Ω)∩H 1
0 (Ω) ⊂ L2(Ω) et T x =∆x pour tout x ∈ D(T ). Nous sommes dans le bon cadre pour utili-

ser la théorie des semi-groupes et le théorème de Hille-Yosida ; reste à montrer que l’opérateur T est m-
dissipatif.

Il est bien connu que le laplacien est un opérateur autoadjoint :(formule de Green)

〈Tu, v〉H =
∫
Ω

(∆u)v =−
∫
Ω
∇u ·∇v =

∫
Ω

u(∆v) = 〈u,T v〉H

par double intégration par parties, et que D(T ) est dense dans L2(Ω), il suffit donc de montrer qu’il est
dissipatif ou de façon équivalente queRe(〈T x, x〉H ) ≤ 0. Or tout x ∈ D(T ) = H 2(Ω)∩H 1

0 (Ω) est de trace nulle,
donc en intégrant par parties :

Re(〈T x, x〉H ) =−
∫
Ω
‖∇x‖2

Rn ≤ 0

Les propriétés ci-dessus et le théorème de Hille-Yosida permettent enfin de conclure quant à l’existence-
unicité et la régularité des solutions. On remarque de plus que :

d

d t

(‖y(t )‖2
H

)= 2〈y ′(t ), y(t )〉H = 2〈T y(t ), y(t )〉H ≤ 0

On retrouve, bien sûr, le côté dissipatif et irréversible de l’équation de la chaleur.

Équation des ondes :

L’équation des ondes homogène se formule dans un domaineΩ suffisamment régulier (c’est-à-dire C 2

en pratique) et sur un intervalle de temps [0,T ) (avec T > 0) selon
ut t (t , x)−∆u(t , x) = 0 ∀(t , x) ∈ (0,T )×Ω

u(0, x) = f (x) ∀x ∈Ω
ut (0, x) = g (x) ∀x ∈Ω

On se place dans la théorie des semi-groupes en mettant l’équation précédente au premier ordre en temps.

On pose alors A =
(

0 I
∆ 0

)
, Y =

(
u
v

)
(avec v = u′ ) et Y0 =

(
f
g

)
. L’équation devient alors

{
Y ′(t ) = AY (t )
Y (0) = Y0

Le domaine du Laplacien étant D(∆) = H 2(Ω)∩H 1
0 (Ω) , celui de A est D(A ) = H 2(Ω)∩H 1

0 (Ω)×H 1
0 (Ω) sur

H = H 1
0 (Ω)×L2(Ω) . Les conditions initiales seront alors prises dans H . Le produit scalaire dans H est défini

pour tout couple (u, v) dans H (u = (u1,u2) et v = (v1, v2)) par

(u, v)H = (∇u1,∇v1)L2(Ω) + (u2, v2)L2(Ω).

Reste à vérifier que nous sommes bien dans les conditions d’application du théorème de Hille-Yosida :
D(A ) est dense dans H .
A est fermé.
A est dissipatif. Ce point mérite une preuve.
On peut utiliser les propriétés ci-dessus pour montrer que A est m-dissipatif en montrant que A est anti-
adjoint. On a alors pour tout couple (u, v) dans D(A )

(A u, v)H = (∇u2,∇v1)L2(Ω) + (∆u1, v2)L2(Ω)

= −(u2,∆v1)L2(Ω) − (∇u1,∇v2)L2(Ω)

= −(u,A v)H .

Ainsi, A est anti-adjoint et à domaine dense donc m-dissipatif.
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