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L’hydrodynamique d’Euler

En 1757, Euler décrit les fluides de façon décisive
comme une "théorie de champs", au travers d’un
ensemble cohérent et complet d’EDP:

∂tρ +∇ · (ρv) = 0, ∂t(ρv) +∇ · (ρv ⊗ v) +∇(p(ρ)) = 0.

On a là le prototype des théories de champs de la
Physique (Maxwell, Einstein, Schrödinger, Dirac)... et
les premières EDP (d’évolution, multid.) de l’histoire!
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Euler 1757 : les 1ères EDP jamais écrites...

...au moins en style moderne.
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Conclusion d’Euler, toujours d’actualité après 264 ans
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Le principe de moindre action
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"La moindre action" pour les équations d’Euler

On cherche les points critiques
(t , x) ∈ R× Rd → (ρ, v)(t , x) ∈ R+ × Rd ,

de
∫

(
ρ|v |2

2
− Φ(ρ))dxdt (avec rΦ”(r) = p′(r))

soumis à l’équation de "continuité" ∂tρ +∇ · (ρv) = 0.

N.B. Le problème de Cauchy (quand (ρ, v) est donnée à t = 0) est bien posé si

p′(r) ≥ 0, i.e. Φ convexe, par exemple p(r) = c2r , Φ(r) = c2r(logr − 1).
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Le cas sans pression et le problème de Monge

Dans le cas limite p = 0, on obtient

crit
(∫

ρ|v |2

2
dxdt

)
, s.t. ∂tρ +∇ · (ρv) = 0.

Ainsi, on trouve une fonctionnelle convexe avec
contrainte linéaire en les variables (ρ,m= ρv).
Il est donc sensé de minimiser sur t ∈ [0,1], avec ρ
prescrit en t = 0 et t = 1. Cela devient très différent
du problème de Cauchy et correspond en fait au
problème de transport optimal de Monge.
(Mémoire sur les déblais et les remblais, 1780, cf. livres de Villani et Santambrogio.)

YB (CNRS, LMO-Orsay) D’Euler à Einstein via Monge Nantes, 14 Oct 2021 9 / 17



Le cas sans pression et le problème de Monge

Dans le cas limite p = 0, on obtient

crit
(∫

ρ|v |2

2
dxdt

)
, s.t. ∂tρ +∇ · (ρv) = 0.

Ainsi, on trouve une fonctionnelle convexe avec
contrainte linéaire en les variables (ρ,m= ρv).
Il est donc sensé de minimiser sur t ∈ [0,1], avec ρ
prescrit en t = 0 et t = 1.

Cela devient très différent
du problème de Cauchy et correspond en fait au
problème de transport optimal de Monge.
(Mémoire sur les déblais et les remblais, 1780, cf. livres de Villani et Santambrogio.)

YB (CNRS, LMO-Orsay) D’Euler à Einstein via Monge Nantes, 14 Oct 2021 9 / 17



Le cas sans pression et le problème de Monge

Dans le cas limite p = 0, on obtient

crit
(∫

ρ|v |2

2
dxdt

)
, s.t. ∂tρ +∇ · (ρv) = 0.

Ainsi, on trouve une fonctionnelle convexe avec
contrainte linéaire en les variables (ρ,m= ρv).
Il est donc sensé de minimiser sur t ∈ [0,1], avec ρ
prescrit en t = 0 et t = 1. Cela devient très différent
du problème de Cauchy et correspond en fait au
problème de transport optimal de Monge.
(Mémoire sur les déblais et les remblais, 1780, cf. livres de Villani et Santambrogio.)

YB (CNRS, LMO-Orsay) D’Euler à Einstein via Monge Nantes, 14 Oct 2021 9 / 17



YB (CNRS, LMO-Orsay) D’Euler à Einstein via Monge Nantes, 14 Oct 2021 10 / 17



Le problème de Monge (quadratique)

Monge 2(ρ0, ρ1)2 = inf
∫
Rd
|T (x)− x |2ρ0(x)dx ,

pour toute application de Borel T donnant de ρ0(x)dx l’image ρ1(y)dy par y = T (x).

On peut alors prouver

Monge 2(ρ0, ρ1)2 = inf
∫ 1

0
dt
∫
Rd
ρ(t , x)|v(t , x)|2dx ,

sous contrainte ∂tρ+∇ · (ρv) = 0, ρ(0, ·) = ρ0 ρ(1, ·) = ρ1.

(J.-D. Benamou, Y.B. 2000, F. Otto 2001, L. Ambrosio-N. Gigli-G. Savaré 2005.)

N.B. Les équations d’optimalité sont: v = ∇φ, ∂tv +∇(|v |2/2) = 0.

YB (CNRS, LMO-Orsay) D’Euler à Einstein via Monge Nantes, 14 Oct 2021 11 / 17



Le problème de Monge (quadratique)

Monge 2(ρ0, ρ1)2 = inf
∫
Rd
|T (x)− x |2ρ0(x)dx ,

pour toute application de Borel T donnant de ρ0(x)dx l’image ρ1(y)dy par y = T (x).

On peut alors prouver

Monge 2(ρ0, ρ1)2 = inf
∫ 1

0
dt
∫
Rd
ρ(t , x)|v(t , x)|2dx ,

sous contrainte ∂tρ+∇ · (ρv) = 0, ρ(0, ·) = ρ0 ρ(1, ·) = ρ1.

(J.-D. Benamou, Y.B. 2000, F. Otto 2001, L. Ambrosio-N. Gigli-G. Savaré 2005.)

N.B. Les équations d’optimalité sont: v = ∇φ, ∂tv +∇(|v |2/2) = 0.

YB (CNRS, LMO-Orsay) D’Euler à Einstein via Monge Nantes, 14 Oct 2021 11 / 17



Formulation "hydro" de la RG dans le vide

Trouver une paire (C,V )(x , ξ) de champs de matrices
réelles 4× 4 sur l’espace des phases (x , ξ) ∈ R8

critique pour
∫

trace(C(x , ξ)V 2(x , ξ))dxdξ

et soumise à l’équation de "continuité" généralisée

∂x j C j
k + ∂ξj (CV + VC)j

k = 0

ainsi qu’aux symétries ∂ξi V k
j = ∂ξj V k

i ,

∂ξmCγ
γ δ

j
k − 3∂ξmC j

k = ∂ξk Cγ
γ δ

j
m − 3∂ξk C j

m.

cf. Y.B. 2021, https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-03311171.
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Théorème: Soit (g, Γ) une solution lisse de la RG dans
le vide. Posons

V j
k(x , ξ) = −Γj

kγ(x)ξγ,

C j
k(x , ξ) = ∂ξk Aj(x , ξ)− ∂ξqAq(x , ξ) δj

k ,

Aj(x , ξ) = ξ j detg(x) cos(
gαβ(x)ξαξβ

2
).

Alors (C,V ) obéit à la formulation "hydrodynamique".

à paraître aux CRAS, https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-03311171.
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Quelques ingrédients de la preuve

Idée clef: voir V comme la collection de 4 champs de
vecteurs, linéaires en ξ: V j

k(x , ξ) = −Γj
kγ(x)ξγ,

de
sorte que les courbures de Riemann et Ricci s’écrivent
comme commutateurs:

Rn
jkm(x)ξm =

(
(∂xk + V γ

k ∂ξγ)V n
j − (∂x j + V γ

j ∂ξγ)V n
k

)
(x , ξ)

= ∂xk V n
j + ∂ξj (V γ

k V n
γ )− ∂x j V n

k − ∂ξk (V γ
i V n

γ ),

Rkm(x)ξm = ∂xk V j
j + ∂ξj (V γ

k V j
γ)− ∂x j V j

k − ∂ξk (V γ
j V j

γ).
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La nullité de la courbure de Ricci s’écrit donc

∂xk V j
j + ∂ξj (V γ

k V j
γ)− ∂x j V j

k − ∂ξk (V γ
j V j

γ) = 0

qui joue le rôle de l’équation ∂tv +∇(|v |2/2) = 0 du
problème de Monge. On établit alors le dictionnaire

C j
k(x , ξ) ⇐ ρ(t , x)

∂x j C j
k + ∂ξj (CV + VC)j

k = 0 ⇐ ∂tρ+∇ · (ρV ) = 0,∫
trace(C(x , ξ)V 2(x , ξ))dxdξ ⇐

∫
ρ|V |2dxdt .
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MERCI DE VOTRE ATTENTION!!!

Autres travaux récents liant RG et TO
A. Mondino, S. Suhr arXiv:1810.13309, 2018,
R. McCann, Camb. J. Math. 2020, fondés sur la
définition "synthétique" par TO de la courbure de Ricci
selon Lott-Sturm-Villani.

Pour notre approche, très différente, voir hal-03311171.

Connexions avec Y. B. CMP 2018, D. Vorotnikov arxiv.org/abs/1905.06059,

H. Lavenant, J. Funct. Anal. 2019.
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