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Résumé :

Dans ce rapport nous verronsen premier lieu un outils trés puissant : le degré topologique de Brou-
wer ainsi que quelques applications de celui-ci. Nous appliquerons finalement ce résultat plus tard
pour démontrer 1'existence de solutions a un schéma que nous allons construire.

Ensuite nous présentons la situation physiques dans laquelle nous nous plagons qui nous amenes
au probleme que 'on veut résoudre. Nous posons nos différentes définitions, puis nous découpons
notre espace () judicieusement en un maillage dit orthogonal. Ce maillage nous servira a créer un
schéma numérique dit au volumes finis. Nous prouvons un certains nombre de résultat sur 1’exis-
tence, I'unicité des solutions et la stabilité L* de notre schéma. Puis nous faisons un certaines esti-
mations d’énergies qui nous permettent via des résultats de compacités de disposer d’une suite de
solutions approchées commode. Cette suite de solutions nous permettra de montrer I'existence de
solutions faibles a notre probleéme initial.



1 Le degré topologique de Brouwer

1.1 Définition et premieres propriétés

On va présenter un outil d’analyse tres puissant : le degré topologique de Brouwer. Il permet de
démontrer un grand nombre de résultats d’existence et en particulier de points fixes. Nous allons
notamment l'utiliser pour démontrer 1’existence de solutions a un schéma volumes finis.

Le degré topologique donne un critere pour savoir si une équation de la forme f(x) = y d’in-
connue x avec f : O C R? — R¥ continue admet une solution. Cependant le degré topologique ne
donnera pas le nombre de solutions ( en fait elle n"indique que des solutions stables de notre équation
), ni si une telle équation n’admet pas de solutions.

Theorem 1. Soit d un entier naturel, A 'ensemble des triplets (f,Q),y) oit Q) est un ouvert borné de R4,
y € Ret f: Q — RY continue telle que y ¢ f(9Q)).
1l existe une unique application d : A — Z ayant les propriétés suivantes :
— (normalisation) Q) ouvert borné et y € Q alors d(1d, Q,y) = 1.
— (additivité) Q) ouvert bornéy € R et O, O deux ouverts disjoints de Q) tels que y ¢ f(Q\(Q U
) alors : d(f,Qy) =d(f,N,y) +d(f, Qo).
— (invariance par homotopie) Soit h : [0,1] x QO — Rety : [0,1] — R continues et Vt € [0,1],
y(t) & h(t,0Q0),alors : d(h(0,.),Q,y(0)) =d(h(1,.),Q, y(1))
Ce d est ce que nous appelons le degré topologique de Brouwer.

Nous n’allons pas montrer en détail toute la construction du degré topologique en dimension
finie pour cela il est possible de regarder le cours de Jérome Droniou [DRO06]. Cette construction ce
fait en définissant le degré topologique sur des fonctions plus réguliéres, en des valeurs commodes
pour se ramener au cas linéaires. Puis on procede par un argument de densité pour le prolonger a .A.

Le degré topologique posséde quelques propriétés intéressantes, que nous allons démontrer :

Proposition 2. Le degré topologique de Brouwer vérifie :
1 Sid(f,Q,y) # 0alors il existe x dans ) tel que f(x) =
2 VzeRY, a(f,Qy)=d(f —z,Q,y —z)
3 Soit (f,Q,y) € A, r = dist(y, f(9Q)) > 0.Si g : QO — R continue et z € R sont tels que
supay (18 — f1+ |y — zI) < ralors d(£,0,y) = d(8,0, 2)
4 d(f,Q,.) est constant sur les composantes connexes de R\ f (9Q}).
5VzeR,d(f,Qy) =d(f(.—z),z+Q,y).

Démonstration. 1 Par I'absurde si un tel x n’existe pas, alors y ¢ f(€)) comme on a déja par
hypothese y ¢ f(9Q) alors y ¢ f(Q). On a alors par la propriété d’additivité : y ¢ f(Q) =
F(O\(@U®)) implique que d(f, Q,y) = d(f,D,y) +d(f,D,y). Mais comme on a clairement
y & f(O\(@U®)),ona:d(f,@,y) =d(f,0,y) +d(f,2,y) et donc : d(f,D,y) = 0. On en

déduit d(f,Q,y) = 0 ce qui est absurde.

2 On considére I'homotopie entre (f,y) et (f —z,y —z) : h(t,x) = (1 —t)f(x) +tz = f(x) —
ety(t) =y —tz.Or comme (f,Q),y) € A, cette homotopie est bien définie ( Vt € [0,1], y(t )
h(t,0Q)) ). Par invariance du degré par homotopie d(f,Q,y) = d(f —z,Q,y — z).

3 De la méme maniere c’est I'invariance par homotopie du degré qui permet de conclure.
Puisque 9Q) et f est continue, f(9Q)) est compact, donc a distance strictement positive de
tout élément n’appartenant pas a cet ensemble. On considere h(t,x) = (1 —t)f(x) + tg(x)
ety(t) = (1 —t)y+tz.Silexiste t € [0,1] et x € 0Q) tel que h(t,x) = (1 —t)f(x) +tg(x) =
(1—-ty+tz =y(t), alors |y — f(x)| < t|g(x) — f(x)| + tly — z| < r, ce qui est absurde par



définition de r.

4 La propriété 3 nous indique que d(f, ), .) est localement sur R\ f(9Q2). Or Z est discret, donc
d(f,Q,.) est constante sur chaque composante connexe.

5 Soit (f,Q,y) € A, onnote Trq,(z) = d(f(.—z),z+Q,y). Onad(z+ Q) = z + 9Q, il est clair
quey ¢ f(3(z+ Q) — z) pour tout z € R?, Ty , est donc défini sur R”.
On a Tfqy(z0 +2) = Tf(—z),z+0,y(2), nous allons donc montrer que Ty, est constante au
voisinage de 0 ce qui prouvera qu’elle est localement constante sur IR? est donc constante.
On pose Qs = {x € Q|dist(x,0Q)) > s} qui est un ouvert inclus dans Q). Comme y ¢ f(0Q)) il
existe s > 0 tel quey ¢ f(Q\Qos), en effet si ce n’est pas le cas alors Vs > 0, Jy; € f(Q\Qos)
et donc par compacité on peut extraire une sous-suite de (x;) (antécédents des y;) convergent
vers x;n9Q) qui est un antécédent de y par f. Ona Qps C Qs ety ¢ f(Q\ Q) et par additivité
du degré topologique avec les ouverts disjoints @ et ) et comme d(f,D,y) = 0 on en déduit :
d(f,Q,y) = d(f, Qs y).
De plusonaVz € B(0,s) Qs C Q+zety & f((z+Q\Qs) —z) (car (z+Q\Qs) —z =
O\(Qs —z) € O\Mps ety ¢ F(O\Qy)), I'additivité du degré donne donc aussi : d(f(. —
z),z+Q,y) =d(f(. — z),Qs,y) pour |z| <s.
On conclut alors grace a I'invariance par homotopie du degré : i(t, x) = f(x — tz) sur () entre
f et f(. — z) qui sont correctement définies pour tout t. De plus Vt € [0,1] et tout x € 9€);,
dist(x,0Q)) = s (pour s assez petit), ce qui assure que dist(x — tz,dQ)) < dist(x,9Q)) + |tz| < 2s,
on en déduit que x — tz;nQ\ Qs et donc y # f(x — tz) autrement dity ¢ f(¢,0Q)) pour tout
t € [0,1]. Onadoncd(f,Qs,y) = d(f(. —z),Qs,y) pour tout z € B(0,s) ce qui nous permet
de conclure.

U

La propriété qui va nous permettre d’avoir des résultats d’existence est la premiére. Si on ar-
rive a montre que le degré topologique d'une certaine application (munie d"un ouvert borné et d'un
élément de IR) est non-nulle alors ce sera gagné. La méthode dans la suite consistera a créer un homo-
topie entre I'identité et la fonction qui nous intéresse ce qui par I'invariance du degré par homotopie
et la propriété 1 nous permettre de conclure a I'existence.

Remark 3. La propriété 3 nous dit que ce qui est vraiment important en fait c’est ce qui se passe au bord !

Remark 4. I existe un outil similaire en dimension infini, le degré topologique de Schauder, on pourra le
trouver dans le cours de Jérome Droniou.

1.2 Quelques applications du degré topologique de Brouwer

On a quelques exemples d’applications du degré topologique.
Tout d’abord on peut s’en servir pour démontrer des théoremes de point fixes ou des résultats de
surjectivité.

Theorem 5 (Point fixe de Brouwer). Soit B la boule unité fermée de R et f : B — B continue. Alors f a
un point fixe : il existe x;nB tel que f(x) = x.

Démonstration. S’il existe un point fixe sur 9B, alors pas besoin de continuer. Sinon on peut supposer
que f(x) # x pour tout x € 0B. On a alors (Id — f,B,0) € A. Nous allons montrer que son degré est
non-nul.

Soit h(t,x) = x — tf(x) continue de [0,1] x B. S'il existe t € [0,1] et x € 9B tel que h(t,x) = 0 alors
comme |x| = 1 et f(B) C B, nécessairement t = 1 et f(x) = x, ce qui contredit notre hypotheése.



Donc Vt € [0,1], 0 ¢ h(t,0B) et par invariance du degré par homotopie on obtient d(Id — f,B,y) =
d(Id,B,y) =1, d’ou le résultat. O

Le degré topologique permet évidemment de déduire des informations sur I'image d’une appli-
cation.
La premiere devient évidente grace au degré topologique.

Proposition 6. Soit Q un ouvert bornéde R et f : QO — R continue telle que flaa = Id. Alors Q C f(Q).

Démonstration. Soity € Q alors (f,Q,y) € Aet (Id,Q,y) € A. On a par propriété du degré topolo-
gique:d(f,Q,y) =d(Id,Q,y) = 1etdonc Q) C f(Q). O

Proposition 7. Soit f : R? — RY une fonction continue telle que % — oo lorsque |x| — oco. Alors f est

surjective sur R%.

Démonstration. Soity € R? et h(t,x) = tf(x) + (1 — t)x une homotopie naturelle entre f et Id. On va
montrer que 1’on peut choisir R de sorte que Vt € [0,1] y & h(t,0B(0,R)) .
En effet, on se donne x € dB(0,R) et t € [0,1] tel que h(t,x) = y. On a alors x.y = x.h(t,x) =

tx.f(x) + (1 — £)|x|? ce qui donne : |y| > (H£E= + (1= #)|x]) = (HDX + (1 - H)R)

|x] |x]
On prend R > |y| + 1 tel que £ (ﬁ?"x > |y| + 1 quand |x| < R, ce qui est possible par hypothese sur le
comportement a l'infini de f. On e déduit que |y| > t(Jy| +1)+ (1 —t)(Jy| +1) = 1+ |y| ce qui est
absurde, donc Vt € [0,1] y & h(t,0B(0, R)).
On utilise l'invariance par homotopie du degré pour obtenir : d(f, B(0,R),y) = d(Id,B(0,R),y) =1
(puisque R > |y| + 1), et donc on a la surjectivité de f. O

On peut méme montrer le théoreme fondamental de 1’algébre grace au degré topologique.

Theorem 8 (D’ Alembert-Gauss). Tout polyndme non constant i coefficients complexes a au moins une racine
dans C.

On aura pour cela besoin d'un lemme :

Lemma 9. Soit P(z) = a,z" + ...+ ag un polynéme sur C avec a, # 0. Pour tout R assez grand on a
d(P,B(0,R),0) = n.

Démonstration. Montrons en premier lieu le lemme.

On construit une homotopie entre P(z) = a,z" + Q(z) eta,z" : h(t,z) = (1 —t)P(z) + ta,z". Alinfini
|Q(z)| est négligeable devant g(z) , il existe donc R > 0 tel que |Q(z)| < |a,z"| quand |z| = R. On
a donc pour tout t € [0,1], a,2" 4+ tQ(z) = 0 ne peut avoir de solution. On a donc par invariance du
degré topologique par homotopie d(P, B(0,R),0) = d(g, B(0,R),0).

On dispose d"une courbe 7 dans C\{0} reliant a, a 1. H(t,z) = y(t)z" est une homotopie entre a,z"
et z"" qui vérifie bien 0 ¢ H(t,0B(0,R)) . On a donc par invariance par homotopie et additivité :
d(f,B(0,R),0) = d(a,z",B(0,R),0) = d(z",B(0,1),0) = n. ( comme z" est de classe C* a valeurs
régulieres sauf en 0 on peut calculer son degré, voir [DRO06] pour plus de détails cela demande un
connaissance plus approfondie de la construction du degré topologique).

Le lemme implique directement le théoréme. O

On a pu voir que le degré topologique est un outil trés puissant rendant presque trivial des résul-
tats qui sont a premiére vue loin de I’étre. La difficulté passe en fait dans la construction du degré.



2 Ecoulement diphasique, incompressible, immiscible

2.1 Présentation du probléme physique

Je me suis inspiré ici des introductions des theses de Ziad Khalil [KHA10] et de Clément Cances
[CANO8] pour la description physique du modele.
La situation que nous voulons étudier est 'étude d’hydrocarbures dans un bassin sédimentaire. Le
roche ici sont dites poreuses, elles laissent la possibilité d"un écoulement de fluide. En général 1'hy-
drocarbures se trouve sous plusieurs phases qui peuvent étre miscibles ou non, en présence d’autres
phases. Nous nous placerons dans le cas ou nous avons de ’hydrocarbure sous fore liquide avec de
I'eau, et le deux ne se mélangent pas et sont supposés incompressibles. Il faut penser a un mélange
d’eau (d’indice w pour water) et de d’huile(d’indice o pour oil). Nous supposerons de plus que les
phases sont saturantes, c’est-a-dire qu’elles emplissent totalement notre milieu poreux.

Definition 10. On prendra comme notations

— Dans notre appfoche macroscopique des milieux poreux, nous définissons la porosité ¢ = %

—u = %‘#ﬁhﬁ’fgg[@ désignera la saturation de la phase d’huile. On aura alors la saturation de la phase
d’eau qui sera 1 — u, puisque nous sommes dans le cas de phases saturantes.

— po et py sont les pressions respectives de la phase d’huile et de la phase d’eau.

— o et py, sont les masses volumiques respectives de la phase d’huile et de la phase d’eau.

— g désigne le vecteur de gravitation.

On a la conservation volumique de chaque phase qui nous donne les équations pour chaque
phase :
$ou + div(puv,) =0

¢t (1 — u) + div(¢p(1 — u)vz,) =0
ol 7, et U, désignent la vitesse de chaque phase.

On s’inspire de la loi de Darcy dans le cas monophasique (provenant des équations de Stokes),
pour énoncer un analogue (pas démontré) formel dans le cas diphasique.

— kr —
putv, = —K=2(Vp, — po3)
Ho

w

- kr,w —
(1 —u)vy = —K I (VPw — puf)
avec

Definition 11. On a les définit :

— avec K est le tenseur de perméabilité intrinseque du milieu, c’est-a-dire la maniere dont le milieu permet
I"écoulement en son sein. Par la suite le milieu sera supposé isotrope (I'écoulement est le méme suivant
toute direction) et donc K sera simplement une entier positif.

— o et yy les viscosités dynamiques.

— ks et k;p sont des termes correctifs prenant en compte le fait que les deux fluides présents dans le méme
milieu se génent mutuellement. Ces fonctions sont supposées lipschitziennes, positives, monotones, et
vérifient : kyo(u) < wetkpqyp(u) < (1—u).

on peut donc injecter ces termes dans nos équations. On constate que I'n a comme inconnues
u,po et py. Ils nous manque une équations, c’est 1a que la pression capillaire intervient. On définit le
pression capillaire 71 comme suit :

Po — Pw = 7-[(“)

5



Apres un travail de réécriture de notre systéme d’équation on peut mettre les choses sous la
forme :

¢ + div(qf (u) — A(u) (V7 (u) = (0o — p0)§)) = 0

ou

Definition 12. 1. q est un vecteur régulier a divergence nulle.
2. f est une fonction croissante et lipschitzienne vérifiant f(0) = Oet f(1) = 1.
3. A fonction lipschitzienne positive vérifiant A(0) = A(1) = 0et A(s) > 0Vs;n]0,1].

4. 7t fonction strictement croissante et positive.

() milieu poreux hétérogeéne constitué d’une apposition de différents sous milieux homogenes
isotropes et polygonaux Q; (i € {0,..., N}).
On cherche a comprendre les mécanismes liés a la pression capillaire et au changement de domaines
); et a leur propriété (pression capillaire en particulier).
On néglige donc tous les termes convectifs, on va donc faire les hypotheses suivantes

— 7=0.

— Po = Pw-
On se retrouve alors avec une équation dans chaque (); de la forme :

(Piatu — diV()\,‘Vﬂi(lx[>) =0

. AV r; peut étre vu comme un flux.
On note I'; ; I'interface entre ); et Q); et 77; (ou 1;) la normale sortante de ();.

La conservation de la masse au niveau de interfaces impose :
VAV i + V)\]'Vﬂfj.fl} =0.

On impose aussi le raccord des pressions de chaque phase et donc le raccord des pressions capil-
laires : 7t;(u;) = 7tj(u;).

Remark 13. On aura donc une condition de compatibilité : 71;(1) = ;(1) et 7;(0) = 7;(0).
Le probléme a résoudre est donc :

¢piopu — div A;Vrri(u) = 0 dans Q; x (0, T)

7'[1'(1/[1') = 7'[](1/[]) sur Fi,j X (0, T)

AiVHi.ﬁj + A]VT[]T_I} = 0 sur l"i,]' X (0, T) (1)
)\iVHi.ﬁi = O sur (BQ N an) X (0, T)

u(.,0) = up dans Q)

2.2 Mise en place des définitions mathématiques

A partir d’ici, je me suis trés fortement inspiré du chapitre 2 de la these de Clément Cances
[CANOS].
Soit Q) un ouvert polygonal de RY (d > 3) qui représente notre milieu poreux. On suppose qu'il
et );NQ; = Dsii # j, ce sont nos sous-domaines homogenes et isotropes. On séparé Q en sous-
domaines (); en raison de différentes propriétés physiques du au différents types de roche (ce que
'on appelle la lithologie). L'interface entre deux sous-domaines ); et (); sera noté I'; ;.
Ici u désigne la saturation en huile de notre milieu poreux.
Sur chaque sous domaine (;, on veut que u (elle dépendra du temps et de I'espace (t,x) € (0,T) x Q)
) vérifie le systeme suivant :



courbes Tt;

FIGURE 1 - exemples de courbes 7;

¢piopu — div(A;(u)VTri(u)) = 0 dans Q); x (0,T)
mi(u;) = (u)surr x (0,T)
Ai(u) Ve (u).m; + Aj(u )an(u).ﬁj =0surT;;x (0,T) )
Ai(u) V7 (u).im; = 0sur (002N aQYy) x (0,T)
u(.,0) = up dans Q)

On fait '’hypothese que la pression capillaire 77; associée au sous-domaine (); est une fonction
dépendant de la saturation u.
De méme la mobilité globale A; associée au sous-domaine (); dépendant de u .
up € L®(Q) désigne la donnée initiale pour la saturation, elle 0 < uy < 1 presque partout sur () ce
qui vient du fait que ce soit une saturation, c’est une propriété que nous aimerions conserver pour
garder un sens physique.

On fait les hypotheses, loin d’étre dénuées de sens d"un point de vue physique, suivantes sur nos
grandeurs caractéristiques :

Hypothese 1. Vi € {1,..., N}, la fonction 71; : R — R est continue et satisfait :
— Vs <0,7(s) = 7(0)
— Vs > 1,75(s) = (1)
— Th|pa) € C'([0,1],R) est croissante (donc lipschitzienne).
— V(i) € {1,... N 7(0) = 7,(0)
— V(i) € {1, NP (1) = (1)

Ces dernieres hypotheses nous permettrons de faire le raccord au niveau du passage entre deux
sous-domaines différents, puisque nous voudront conserver la pression capillaire aux interfaces (en
un certain sens).

Hypothese 2. Vi € {1,..., N}, la fonction A; : R — R est continue et satisfait
— Vs < 0,)\1‘(5) = /\i(O)
— Vs > 1,)\1'(5) = /\1(1)
— Vs €]0,1[, Ai(s) > 0.

.....

On peut définir la fonction A quand x est dans ();. Ce qui la

définit presque-partout sur 2 x R.
On note C) = max;(sup . |Ai(s)]).



courbes A

FIGURE 2 - exemples de courbes A;

courbes ;

FIGURE 3 — exemples de courbes 1;

Maintenant on va définir quelques fonctions pour réécrire les équations plus simplement, en fai-
sant quelques constats en passant.

l,bi IR — ]R+
s [y Ai(a)TT (a)da
— Vied{l,..,N}, i|j01) est dérivable et strictement croissante.
— Vs <0, l[Ji(S) = IIJZ(O)
— Vs > 1,1/]1'(5) = l/)l(l)
— On note Ly une constante de de Lipschitz pour tout les ¢; pouri € {1,..., N}.

Definition 14. Vi € {1, ..., N} on définit

On peut maintenant écrire nos équations comme suit :

4)l'at1/l — Al[)l(u) = 0 dans Ql‘ X (0, T)

7'[1'(1/11') = 7'[](1/1]) sur 1"1-,]- X (O, T)

Vl,bi(u).ﬁi + VI,U](u)ﬁ} = 0 sur 1“1-,]- X (0, T) (3)
lei(u).ﬁ} = 0 sur (BQ N an) X (O, T)

u(.,0) = upg dans Q

Maintenant on va définir une fonction qui nous sera utile par la suite.

Tt -

R — Rit
Definition 15. Vi € {1,..., N} on définit

s fgi(%s)) \/minje{lr_”’N}(/\joﬁjfl(g))dg.




— Vi€ {l,.., N}, moq est dérivable et strictement croissante.

— Vs <0,7(s) = m;(0)

— Vs > 1,m(s) = mi(1)

— V(i,j) € {1,.., N}*,V(s;,sj) € R*alors on a : ;(s;) = 7j(s;) < mi(si) = mj(s)).

De la méme fagon on définit presque partout sur Q x R : 77(s, x) = 71;(s) et (s, x) = ;(s) si x est
dans ;.
On va maintenant définir pour nous ce qu’est un solution faible a notre probleme :

Definition 16 (Solution faible). Une fonction u est dite solution faible du probleme si elle satisfait :
1 uel®(Qx(0,T)),0<u <1presque partout sur Q) x (0, T).
2 Vie{l,..,N},pi(u) € L2(0,T; H' ().
3 (u,.) € L>(0, T; H'(Q)).
4 Yh € D(Q x[0,T))
Joo Jy u(x, )3h(x, ydxdt + [ouo(x)h(x,0)dx — TN, [y [y Vipi(u(x,t)).Vh(x, t)dxdt = 0.

Remark 17. Le point 1 dit que I'on veut conserver le sens physique de u c’est-a-dire que u puisse toujours
désigner une saturation.

Le point 2 et 3 nous permettre de pouvoir considérer le point 4 ( en particulier d’avoir nos gradient dans L2).
Le point 4 est une réécriture variationnelle de notre équation de base en utilisant la propriété de la divergence.

2.2.1 Discrétisation en volumes finis du probléeme

On va maintenant découper notre domaine () en tenant compte des sous-domaines ();. Ce maillage
aura la particularité d’étre orthogonal.

Definition 18 (Maillage admissible de O). T ensemble d’ouverts bornés convexes inclus dans Q2 appelés
volumes de controle, € famille de sous-ensemble de Q) contenus dans un hyperplan de R de mesure strictement
positive, (xk ) ke famille de points ( centres des volumes de controle ) satisfaisant les propriétés :
1 3i{1,..,N},KC Q;,onnote T, = {K € T|K C O}
2 Uger K= Q.
3 VK € T, il existe un sous-ensemble Ex de £ tel que 0K = K\I% = Ugeg, 0. De plus €& = UgeTEk.
4 Y(K,L) € T? avec K # L, soit la mesure de K N L est de mesure nulle ou KN'L = & pour o € &.
Dans ce dernier cas , on notera 0 = K|L et :
— &={ce& 3K L)eT?o=K|L}
— et ={o€&,0€90}.
— Cexti = {0’ €&, o C IO ﬂaﬂ}
— &, ={0ce& 3K L)eTixT,o=K|L}
— F= Ui,jgl“,»,j-
EtVie {1,..,N},VK € T;, on notera :
— Nx={LeT,30 €& 0=K|L}
— NK,i = {L €T, doe&,o= K’L}.
— Fx={L€T,dj#i,30€T;j;c=K|L}.
— gK,z’ =&k NE;.
- SK,ext = gK N Eext.
5 La famille de points (xx)keT est telle que xg € K ( pour tout K ) et, si 0 = K|L, il est supposé quie le
segment (xg, xr) est orthogonal i 0.
6 On noterasi K et L sont dans le méme Q); : Dy, le diamant associé a l'interface K|L le volume constitué
des cones de base K|L et de pointes respectives xk et xy.
SiKe OetL € Qjaveci # j,alors = K|L C [, et on note les demi-diamants : Dk , le diamant
associé a K et a l'interface K|L le volume constitué u cone de base o et de pointe xx.




Q2
Q1

FIGURE 4 - illustration de quelques notations

7 Pour un volume de controle K on note m(K) sa mesure. Vo € &, on note m(c) la (d — 1)-mesure de
Lebesgue de .

Si o € &k, on note tx - la transmissibilité de K au travers de o, définie par : Tk , = d?;gj;).

On définit aussi Ty, = %.

g — 1 1 1
OTl a. VO’ — K‘L E g\ggxt, ?‘L — TK,K‘L + TL,K‘L'
8 La taille du maillage est définie par :
size(T) = maxger diam(K).
On définit un facteur géométrique lié a la réqularité du maillage :

reg(T) = maxger (Card(Ek), max ilii(a;:ig)))

On appelle cela la discrétisation en espace de notre domaine Q).
On va maintenant découper le temps :

Definition 19. On appelle discrétisation uniforme de (0,T) , le découpage de cet intervalle donné par un

entier M tel que (5tML+1 ,avec (tn)neqo,.my Ot ty = ndt , to = 0et tprg = T.

.....

Definition 20. On appelle discrétisation en volumes finis de D de Q) x (0, T) une famille

D =(T,& (xx)keT, M, (tn)neqo,..my) 0it (T, E, (xx)keT) est un maillage admissible de Qet (ty) e, M}
une discrétisation de (0, T).

On définit : size(D) = max(size(T,ot)) et reg(D) = reg(T).

Soit D une discrétisation de Q) x (0, T) . L'objectif va étre de définir une fonction up, constante par

volume de controle sur nos intervalles de temps, qui sera une solution approchée de notre probléme.
Pour ce faire on va construire un schéma qui nous donnera cette solution approchée.
Nous allons utiliser la méthode des volumes finis pour définir un tel schéma. Le principe de la mé-
thode des volumes finis est d’intégrer notre équation sur les volumes de contrdles puis d’approcher
chaque termes par une expression simplifiée mais pertinente. Pour plus de détail on peut se référer
au livre [REH97].
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En premier lieu définissons la condition initiale discrétisée : u} = ﬁ Jxuo(x)dx , VK € T.On

remarque que 'ona VK € 7 0 < u% <1.

On integre donc notre équation sur un volume de contréle K € 7 inclus dans (); :
/ orudx — / div Vip;(u)dx =0
K K

On utilise le théoreme de la divergence faisant le lien entre la divergence sur un volume et le flux par
sa frontiere :

/ atudx—/ Vi (u).fidoe = 0
K oK

oul 71 est la normale sortante
On obtient en se souvenant que la frontiere de K se découpe grace a notre discrétisation de 1’espace,
en distinguant les interfaces séparant des volumes de controle dans le méme sous-domaine :

/Katudx— ) /Vl/)i(u).ﬁd(r— Y. | Vi(u).dido =0

(7651(/, ceFx 7

On va maintenant approximer chaque terme.

(tn+1rxl<)_u(tnrxl<)

Pour la dérivée temporelle on prendra : dsu(t, 1, x) ~ * 5

On aura alors [ 0;udx ~ m(K) “(t"“’xth_”(t”’xK).

Le schéma va étre dit implicite en temps, pour plus de précision voir le livre de Grégoire Allaire,
Analyse numérique et optimisation.

Pour approximer les flux au travers de notre ¢ sortant de K on va tirer parti du fait que notre maillage

lp(” (tn+1/xK,t7)) —1l7(“ (tas1.%K))
d(xK/U)

pour x € K.

est orthogonal : on prendra Vi (u)(t,11,x).1 ~

a vérifier une condition de transmission. On aura alors :
Sy V() (b, ) fidor w2 m () P Peastd) = q (b, Xio)) — (b, 1))

ol xg  sera choisit de sorte

n+1 n+1
K,K|L LK|

a partir de (u%)ke7 (on itere a partir de (u%)ge7 défini plus haut). Ils sont solutions du schéma
implicite au volumes finis :

n+1

On définit les couples u et u} 7, conjointement & (ux " )ke7 la solution de notre schéma

n+l__n
{ m(K) =g + Yoegy, To ($(ui™, x) — (i, xK)) + Eoer oo (9™, xx) = (uy, %))

=0
(4)
et vérifient les relations de transmissions pour chaque interface K|L :
ke (W (™, xx) — p(uict!, xx)) + o ()™ xn) —pufh x)) =0
n+1 _ n+1 (5)
N(MK,U ’xK) = n(uL,O’ /xL)

Nous verrons qu'un tel schéma admet une solution et que celle-ci est unique ( sous réserve de
quelques hypotheses).
A partir de (4} ) ket e {0,..,m} on définira donc (U ke T ne {0,.,M} Vvia notre schéma, ce qui nous
permettra d’obtenir une solution approchée de notre équation de départ.

Definition 21. Soit D un discrétisation de Q) x (0, T) . La solution du probleme associé a la discrétisation est
définie presque partout sur Q) x (0, T) par :

Vx € K,Vt € (ty, tus1), VK € T,¥n € {0,..., M} s up(x,t) = ui™ oit (uf™ ) ker neqo,. my est L'unique
solution de notre schéma implicite au volumes finis.

11



Nous faisons une hypotheése supplémentaire.

Hypothese 3. Vi€ {1,..,N}, (¢; 0 7'[1‘(71)) est une fonction continue, lipschitzienne sur [0, 1].
Le but ici sera de montrer le théoreme suivant :

Theorem 22 (Convergence vers la solution faible). Soit ¢ € RR.

On considere une famille de discrétisations admissibles de Q) x (0, T) telle que YD dans cette famille on a
reg(D) < ¢. Pour chaque discrétisation admissible donnée D dans cette famille, on note up la solution appro-
chée.

Alors, sous nos différentes hypothéses (1, 2 et 3) : up — u € LP(QQ x (0,T)), Vp € [1,+o0] quand
reg(D) — 0 oit u est I'unique solution faible au probleme.

De plus on a le résultat de régqularité : u € C°([0, T], LP(Q)) , Vp € [1, +oo].

2.3 Existence d’une solution faible

On se donne donc (Dy,)men une suite de discrétisations admissibles de Q) x (0,T) . On pose
I'hypothése du théoréme précédent.

Hypothese 4. On suppose la régularité de ces discrétisations bornée : 36 € R,Vm € N, reg(D,,) < ¢.

2.3.1 Existence et unicité des solutions approchées

L'objectif de cette partie est de montrer que notre schéma est bien construit, c’est-a-dire qu’il
admet bien des solutions et qu’on a unicité de celle-ci.
Nous prenons les notations suivantes :

Definition 23. VK € T,Vo € Ex N F,Vn € {0,..., M+ 1} :
— Pg = P(ug, xx)
- 171]111,0 = lp(”In(,U' xK)
— mg = m(ug, xx)
— Mg o = 7(Uk 5 Xk)
— zﬁ = ﬁ&uﬁ, XK)
— Tk = T(UR 4 XK)

Lemma24. VK € T, VL € Ny, Vn € {0, ..., M}, V(u}g™, uf ') € R? il existe un unique couple (ut!, u}l') €
[0,1]? solution de la condition de transmissibilité.

Démonstration. On suppose dans un premier temps que xx et x;, sont dans le méme sous-domaine
;. La condition de transmissibilité peut alors s’écrire :

{ TK[T( n+1 lpn+l)+TL,a( n+1 ¢n+1)

n+1 __
uKa - MLU'

Grace a la stricte croissance de 77; sur [0, 1] on peut identifier les u plutdt que les 7w (u).
Dot : ) .
{ In<—~(_7 - TKV+TL[7( KUlrb +T Ulpn+ )

n+1 _ , n+1
uK o uL o

Tm}rna( T o™ + 109! ) admet un unique antécédent par ¢; dans [0,1] ( car y; est continue et
strictement croissante).

On suppose que (xg, x.) € (; x Q); aveci # j. On a alors la condition de transmission :
+1 _ =1 (=n+l
{ gyt = ()

e (P — (T YA + TP — ) =0
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Ce qui se réécrit :

ugy =70 (7T,

Tk, i (7T, (”Tgl)) + TL,ﬂPZ;l = TK,(T‘P "+ ,a¢n+l
Par hypotheses 77;(0) = 7;(0) et 77;(1) = 7;(1) ce qui implique : Vu”“ €[o0,1], ul’l&rfl € [0,1].
L'application 6 : z — Tx ¢ (ﬁi’l(ﬁ]’(z))) + T1,0j(z) est strictement croissante sur [0,1] ce qui im-
plique I'unicité des solutions. On obtient I’existence par le théoréme des valeurs intermédiaires et le
fait que 6(0) = 0 et (1) = txoPi(1) + TL,09;(1).

On notera uﬁffl = g(u*!, ull™1), on constate directement que g est croissante selon les deux coordon-
nées( et définie sur R?). O

on a supposé que ug € L*(Q2),0 < u, < 1 presque partout sur Q2. On a donc VK € T u$ € [0,1].
On veut que notre schéma conserve ce sens physique a chaque itération (que u puisse continuer a
représenter une saturation), c’est ce que 1’on désigne par L*-stabilité.

Proposition 25. Soit D une discrétisation admissible de Q3 x (0, T), soit (1) ket ne {0,.., M} une solution
du schéma, alors VK € T,Vn € {0,..., M} :0 < uﬁ“ <1

Démonstration. On a bien notre résultat au temps t.
Le schéma peut étre réécrit :

ug—u 1 1 1 1
m(K) K +ZL€NK1 TKlL( a ”"" ) +ZUE]:K TKV( K ¢n+ )
On va mamtenant considérer la fonctlon ouK e Q) :

0+ Akax + 50 (Zreas, T (i(an) = i(ax)) + Loc m e (ilaxe) — $i(ax)))
1+ Ak

Hy(a, (ar)LeT) =

5tL
(ZLENKI TK|L + ZUE]‘—K TK U) > 0

et avec aK,K| . = g(ak,ar) donné dans la démonstration précédente (g est croissante selon les deux
coordonnées). On voit alors que Hk est croissante elle aussi selon tout ses coordonnées, et méme
strictement quand on se place sur [0, 1] pour chaque coordonnée ( seul la croissance en ag est un peu
cachée, il faut voir que la décroissance due aux —;(ax) dans les sommes est compensée par le Agax
et par la stricte croissance sur [0, 1] en chaque coordonnée de g).

On suppose avoir I'encadrement 0 < u% < 1 pour tout K € Teti € {0,..,n}, montrons qu’il
conserveé pour n + 1.

On dispose d'un K € T tel que u/*! = maxc7 u}™!. On suppose que ult™! > 1.

On a alors::

OLI/\K—

1< un—‘rl _uln< (ZLGNK,TK\L( n+l n+l>+Z(T€]:K TKU( I’/é'i'l_ Iré:;l))
T+ Aguttt
— Hy(ull, (u "+1>LGT><HK<1< ) er) = PR < upt!

ce qui est absurde donc nécessairement ujy"! < 1.

On fait le méme raisonnement en supposant 14" = min;e7 ul ™! < 0. On a alors :

0> ug™ = uf — (K (ZLGNKI L (W = 97 4 Toer o (Wi — ¢ith)

= Hy(ul, (u ”H)LGT) > Hk(0, (0)Lc7) = 0, ce qui est absurde donc nécessairement uz™' > 0.

On a donc un schéma L*-stable pour toute famille vérifiant le schéma. O

Maintenant il reste le plus important ’existence et 1'unicité, ce qui montrera que notre schéma est
bien construit. Cette méthode pour démonter I'existence de solutions a de tels schéma via le degré
topologique de Brouwer a été utilisé dans le chapitre 2 de la thése de Clément Cances et dans la these
de Konstantin Brenner.

Proposition 26. Soit D un discrétisation admissible. Il existe une unique solution au schéma.
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Démonstration. Nous allons tout d’abord démontrer I’existence.

On rappelle que pour tout interface ¢ = K|L , u’“rl est fonction continue de (uf™!)xer. On définit
I’'homotopie : R x [0,1] — R avec
’ (e xer,t) > (ok()ker
ut _pgn
?JK(t) — % +t 2 TK\L ¢n+1 ¢n+1) 2 TKU(an+1 wn—&-l))
LE.N’KI ceFx

ot les (1} )ke7 sont supposé déja connus.

On remarque que h(x,t) = %I d(x) + tf(x) avec f borné sur R*7. On peut donc se placer sur une
boule assez grande de R*7 pour (O) n’est aucun antécédent sur la frontiere : (0) ¢ h(dB(0, R), t) pour
tout t € [0,1]. On a alors h restreint a B(0, R) x [0, 1] qui est une homotopie valide dans le cadre de
'application de I'invariance par homotopie du degré topologique. On a alors 1 = d(Id, B(0,R),0) =
d(%pld, B(0,R),0) = d(h(.,0),B(0,R),0) = d(h(.,1),B(0,R),0). Cela implique 1’existence de solu-
tions a notre schéma en volumes finis implicite.

Maintenant occupons nous de 1'unicité d"une telle solution.
On suppose que le probleme d’unicité se déclare au temps n + 1, on se donne deux solution a notre
schéma (1) xer et (v ke Elles vérifient pour tout K € T :
max (], i) < Hy(ux, (max( ), 07*1))e7)
min(} ", o) > Hi(ug, (min(uf ™, 0} 1)) e7)
On somme le max moins le min sur les K en multipliant par m(K) (1 + Ag) :

Y~ m(K) (14 Ax) (max(uit!, o) — min(ugt, o)) = Y m(K) (14 Ag) [uptt — ot
KeT KeT

< ZTM(K)(lJrAK)(HK(MK/ (max(uf ™, of ™)) rer) — Hi(ux, (min(up ™, o7 ™)) e7))
Ke

Z ﬂ’l AK‘unJrl n+1|
KeT

En remarquant que les termes en temps n s’annulent directement par soustraction, les termes de flux
a travers les interfaces s’annulent en sommant sur tout les K grace au changement de signe en se
placant d’un coté ou de 'autre de 'interface K|L , ou encore pour le dernier terme via les relations de
transmissions qu’elles vérifient.

Finalement :
Z m n+1 n+1’ S 0
KeT

d’ou "unicité. O]
2.3.2 Estimation L2(0, T, H'(Q))) discrete
On pose donc 'espace des fonctions constantes par volumes de controle.

Definition 27. Soit D une discrétisation admissible de () x (0, T). On note x (D) l'espace fonctionnel :
x(D)={veL*®(Qx(0,T)),VK e T,Vn € {0,..,M}, I, 0(x,t) = o™ pp. K x (ty, tar1)}

On peut alors réécrire la schéma volumes finis sous une écriture dite variationnelle équivalente a
celle vue précédemment : Vo = (vk)ker € X(D) ona

K uﬁ*lfu’é n+1 n+1
Yxer m(K) UK + LkeT ZJGEK,,- Kok (P — Ko )+ (6)
+1 +1\
YkeT Loery K UUK( K Ko ) =0
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Que l'on peut encore réécrire : Vo = (vk)ker € X(D) ona

n+1
Y ke m(K) i oF HKZ’K + Y keT ZUGSKZ TK|LUK(¢ o ¢Z+1)+ 7)
YKeT LoeFy KoUK (Pg [ anH)

On va alors poser la semi-norme notre espace fonctionnel pour chaque sous-domaine ;.

Definition 28 (semi-norme discrete sur L2(0, T; H'(Q);))). ]v|1DZ = YM ot Yo—K|Les, 'L'K|L(v§+1 —
otH2 oo € x(D).

On voit que ceci est une semi-norme. En effet on a |v|% p; = 0 & v est une fonction constante
sur chaque composante connexe de (); (toujours dans x (D) ). On peut voir que 1'on peut réécrire la
norme a l'aide d’un gradient discret ce qui justifie la dénomination.

Montrons un petit lemme :

Lemma 29. D discrétisation discrete admissible de () x (0, T). Soit up la solution discréte du schéma. Soit
o €T pourdes (i,j) € {1,..,N}?,c =K|[L,LKe T;,L € Tj.
Alors :

0 <( n+1 ¢n+1)( —n+1 n?{;l) S( n+1 lanrl)( —n-+1 n.iz+1)

0 < (w™ —wice ) (k™ — ) < (9 — g (e =

Démonstration. On a pour tout K € T, (., xx) et 7(., xx ) sont des fonctions croissantes (strictement
sur [0, 1]).
Donc : (l/)n+1 l/)n+1)( n+1 n+1) > 0.

n+1l _ —n+1 n+1l _ —n+l1 n+1 —n+1 re .
De plus (7" — 7} "") = (T~ — T, + 71, — 71 ) parlacondition de transmission.
Fmalement

n+1

( n+1 _ n—H)(TCK

K Ko T = Wk ek (T

— 7T} " i n+1 n+1)+( n+1 _ n+1)( n+1 n+1)

g~ — T o K Ko Ty — T
= (k" — v (@ - ) + kT = e H (R -

T
R =)+ T -y (R - 2 R - e (R - )

%

= (k" = vk )(

Grace a la relation de transmission et la croissance de nos fonctions qui nous garantit la positivité.
On fait exactement la méme chose avec 7t a la place de 7. O

Definition 30. On notera yj; : s — [3 v/Aa7;(a)da.
C'est une fonction croissante positive dans C*([0,1],R).

Elle vérifie V(a,b) € [0,1]?,Vi € {1,..,N}:0 < (n:(a) — 1;(b))? < (¢i(a) — ;(b))(7;(a) — 7T:(b)) (par
l'inégalité de Cauchy-Schwarz).

Proposition 31. Sous nos hypotheses, soit D une discrétisation admissible de Q) x (0, T'), up solution appro-
chée pour notre schéma. Alors il existe C dépendant seulement de 7t;, i € {1,..., N} telle que :

;\771‘(

.<C

M
< Z& Z TK,U( n+1 ¢n+1)( —=n+1 Z+1) < C

n=0 c¢eF,c=K|L
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Démonstration. Terme d’accumulation :

Nous allons utiliser notre écriture variationnelle avec v = (7(?1) que nous sommons sur les n €
{0, M}.
S L ”In<le — Uk 1 1 1 1
e+ n+ + n-+ n-+
X Z s L Wk )+ ) me(wkT —gki)) =
n=0KeT o€k ceFk

Soiti € {1,..,N}, K € T;. Comme 7; est une fonction croissante g; : s — [ 77;(a)da est convexe.

On a alors par convexité : (ut™ — u ™7 > ¢ (uli™) — g;(uh).

Donc )

Yo Ler m(K) (ug™ —uf) 7™ > Ter m(K)(gi(uig™) — gi(ug)) > —m(Q) fy maxicqy,., vy [70i(a)|da.

Terme de diffusion :

Yoot Tl Yxjres, T (Wi — o T (! =) > T0o Ot Eree, T (1T = t)?
avec it = n;(ulth) ou K C Q.
On a alors::

Mz

Z&Z Z TK\L n+1 ’72“

N M
0< Y |mi Z Z TK\L (P =y (e =7t
i=1 n=0K|Le

i=1 n=0K|Le&; =l
N M
= ot E 2 Z K|L n+1 an—i—l) it o |L( n+1 wn—i—l —n—o—l 2 Z E n+1 u%)ﬁlrz(-l-l)
i=1n=0K]|Le n=0KeT
M 1
=Y ot Y we(pT — (@ -t < 2m(Q) | max  [7(a)|da) —0=C
n=0 o¢eF 0 ie{l,..N}

Ce grace a notre identité du début. Par lemme, le dernier terme de la derniere égalité est positif, et
par notre travail du début nous pouvons le majorer, ce qui bien le premier résultat voulu.
La seconde vient inégalité vient directement de I’ inégalité

+1 +1 +1 _ gl +1 +1
0 < (2¥%0 Exer —m(K) (uic™ = uf) ™) = Lato 0t Loer T (¥k ko )T —T)
Finalement on a bien nos deux inégalités. O

On va donc élargir notre semi-norme a () tout entier.

Definition 32 (semi-norme discrete L2(0, T; H'(Q))). Soit D une discrétisation de Q) x (0, T) admissible.
On définit sur la semi-norme discrete L2(0, T; H'(Q)) de v € x(D) par :

= i+ Yomkn T (v, 77) — o(xg, #71))2,

On constate cette fois encore que 'on a bien une semi-norme et que l'on a v|? , = 0 < v est
constante sur chaque composante connexe de ().
On eput définir un gradient discret :

Definition 33. Soit f € xD on va pouvoir définir le gradient constant par demi-diamant :
si x € Dyp, pour K et L dans le méme C);

L — UK -
th(x) = dinKL
d(xK,xL)
si x € Dg, avec o € T ; alors

_ 4UKe — UK o
Vio(x) = did(xK,a) nK o

ol vk est 'unique solution qui permet de vérifier les conditions de transmissions et ng . est le vecteur normal
sortant.
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Lemma 34. Sous nos hypotheses ,¥i € {1,.., N}, m;o ;71.(71) admet comme constante de Lipschitz.

Démonstration. Soiti € {1,..,N}, a €]0,7;(1)[ et b €]0,7;(1)[ , b # a. On écrit A = 111.(_1)(11), B =
Dy

n; ().
Ona: 1) 1)

wion; (b)) —Ton; (a)  T(B) —Ti(A)

b—a 7i(B) = 1i(A)

On note I(A, B) l'intervalle [A, B] si B > A ou [B, A] sinon.
Par définition de 77; on a :

céﬂiﬁm A(C) (7T (B) — Ti(A)) < 1i(A) — 1i(B) < (max Ai(C)(ti(B) — Ti(A))

(sil’onaI(A,B) = [A, B], sinon on inverse A et B)
Par théoreme des valeurs intermédiaires on dispose de C dans l'intérieur de I(A, B) tel que :
Ai(C)(7i(B) — 7i(A)) = 1i(A) — 7i(B).

On a donc:

1:(B) = 1i(A) A:(C)
Par continuité de 171(_1) :(mio 1/]1-(_1))/(61) =
F:| [mi(0),m(1)] — Ry

. —(—1
p — fﬁp,-(o) minjc gy, Ny (\/Aj O 7T
On a 71; = F o 71;. Par suite :

On pose

(mion VY (a) = F(7ion. V() (@ion V) (a) =

Par définition de F on a F'(7;(y)) < v/Ai(y).
Onaalors 0 < (7,0 171.(_1))’(11) < 1letdonc ;o 171.(_1) est 1-lipschitzienne. O

Proposition 35 (Estimation discrete L?(0, T; HY(Q)))). D une discrétisation admissible de Q x (0, T),
up € x(D) solution approchée. Alors il existe une constante C dépendant seulement de O3, 77;,i € {1, ..., N}
telle que : |7t(up,.)|3 p < C.
Démonstration. Par la premiere estimation d’énergie sur #; sur chaque (); et puisque 7; o ;71.(71)
1—lipschitzienne, ona:

YLy |7i(up)h,p,i < NC.
On considere le casou o = K|L € F.Ona nﬁffl = n’Zng La seconde estimation d’énergie sur 7 :

est

M
Z& Z TK,U’( n+1 ¢n+1)( —n+1 7Tn+1)+TL(7( n+1 ¢n+1>( —n+1 ﬂf}l)
n=0 o=K|LeF

M
=) ot Y we(pr -y (T -m) <C
n=0 o=K[LEF
o€ F, Ktelqueo € Ealorsona: (7™ — ypth)? < (p — w7 — 7).

(1),

Toujours par caractere 1-lipschitzien de 7z; o
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(T — T2 < () — et (T T < Ot -
On adonc: y
st Y (e =T (it - < C
n=0 ¢=K|LeF

On a par convexité de x — x2:
(x —y)? = 4(5x = 3y)? < 207 27 < 2((1+ )2 + (14 T)y?) = 250047 4 20y

Ko TK|L TK|L
LI n+1 _ . n+1)\2 Ko/ n+l _ _n+1\2 Lo/ n+l _ _n+1\2

Par suite : T (77 ) < ZTqL (g TR o) +2—TK|L (rr} T, )
Finalement, on a bien :

M

—n+1 _ —n+1\2
6t Y, m(mtt —wth)r <ac

n=0 ¢=K|LeF

Ce qui nous permet de conclure en prenant C' = NC + 2C. O

De plus par notre hypothese sur le caractére lipschitzien de ; o 171(71), on peut conclure de la
méme facon a 'existence d’une constante C dépendant seulement de Q), 77;,i € {1, ..., N} telle que :
[p(u, J2p < C.

Grace a nos estimations d’énergie nous pouvons donc prendre quelle que soit la discrétisation D la
méme constante C indépendante dépendant seulement de Q), 77;,7 € {1, ..., N} telle que :

|77(uD/') %,D <C
|7t (up,.) %,D <C 8)
[$(up, )ip<C

2.4 Résultat de compacité

On va utiliser une résultat de compacité sur les espaces L¥(Q)) avec p € [1, 4], pour cela nous
pouvons nous référer au livre [BRE83].

Theorem 36 (Fréchet-Kolmogorov). Soit () C R? un ouvert et w CC Q ( ouvert relativement compact
dans ) ). Soit F un sous-ensemble borné de LV (Q)) avec p € [1,+o0].

On suppose que Ye > 0,36 > 0,6 < dist(w,0Q) tels que : 1tnf = fllrw) < €V € R? avec |h| < 6 et
Vf eF.

Alors Fy, est relativement compact dans LF (w).

Nous en déduisons le corollaire suivant dans le cas L2.

Corollary 37. Soit Q un sous-ensemble ouvert borné de RY, (v,,),eN une suite bornée de L*>(R?) tel que :
timfsup e [04(-+8) — 00 z10)) = 0
Alors Jv € L2(Q) telle que a extraction prés v, — v quand n — oo dans L?(Q).

Nous voulons appliquer le critéere de compacité de Kolmogorov a (#;(up))men olt (Dyen) est une
suite de maillages (discrétisations) admissibles de () x (0, T) tel que liin size(Dy,) = 0. Les n;(up)
m—00

sont bien dans L? et méme dans n’importe que L” (Q x (0, T)) puisque les volumes de controles sont
finis et la fonctions est constante par volume de controle.

Q x (0,T) est un ouvert borné et (17;(up))men est une suite bornée de L?(Q x (0,T)) (par L*®-
stabilité) que 1’on peut étendre sur R?*! en les posant comme nulles sur R4\ Q x (0, T).
Maintenant nous avons besoin d’informations sur les translatées pour pouvoir appliquer le corol-
laire.

Nous ne démontrons pas les résultats sur les translatés, pour cela nous pouvons nous référer au livre
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[REH97] ou aux these [KHA10], [BRE11], [ENCO04] ou [CANOS].

Nous avons I'estimation pour les translatés en espace :

Proposition 38. Soit D une discrétisation admissible de Q) x (0,T), soit up € x(D) solution donnée par
notre schéma, soit i € {1,..., N}, soit & € R?, et Q; z le sous-ensemble ouvert de O; défini par : Q;z = {x €
Ql’| [X,X + é] C Ql}
Alors, il existe C dépendant seulement de (); tel que :
T ,
Jo Jo,, 1nitup(x+&,8)) = ni(up(x, £)) Pdxdt < [Z](I| + Csize(D))|ni(up) 1,p,i
On en déduit :

Proposition 39. On prend les mémes hypotheses et notations .1l existe C dépendant seulement de C); tel que :
T ,
Jo Ja In(up(x+¢,8)) —n(up(x,t))[Pdxdt < CIZ|(|g] + size(D)) | (up)|1,p
Et maintenant I’estimation sur les translatés en temps :

Proposition 40. Soit D une discrétisation admissible de Q) x (0, T), soit up € x(D) solution donnée par
notre schéma. Soit w; C w; C ); sous-ensemble ouvert de ();.
On suppose size(T ) est assez petit pour assurer que : w; C O o) = {x € O|B(x, size(T))}.
On pose 1yp,,, = ni(up) surw; x (0,T) et 0sur R\ (w; x (0,T)) Alors VT € R, on a l'inégalité
suivante : ||, (., -+ T) — 1Dw, ||i2 < Ct oit C est une constante qui dépend seulement de T, Q, d, ¢,
7T

On peut maintenant appliquer le critere de Kolmogorov. Les translatés en espace-temps peuvent
étre estimées via nos estimées en espace et en temps. Comme nous disposons de C telle que |7 (up)|1p <

C, le résultat s’en déduit immédiatement.

On a le méme genre d’estimations sur les translatées pour 7 (up,.) et ¢;(up,.), & notre hypothese
(-1)

Pio 17571) et notre résultat 77; o 7,

Finalement, on dispose a extractions pres d’une suite (up,, ) nen telle que :

1(up,,,.) converge versf dans L2(Q) x (0,T))
¢(up,,,.) converge versg dans L?(Q x (0,T)) )
nt(up,,.) converge versh dans L2(Q x (0, T))

Comme Q) x (0, T) est borné ( donc de mesure de Lebesgue finie) on a ,par 1'inégalité de Cauchy-
Schwarz, ces convergences dans L!(Q) x (0, T)).
On rappelle maintenant ce quelques résultats et définitions.

Proposition 41. Soit QO C R? oit I'on considere mesure de Lebesgue. On le dual topologique : (L'(Q))' =
L=(Q);

Definition 42. Soit E un espace de Banach, E' son dual topologique. On dit qu’une suite (f,) de E' converge
vers f au sens x-faible si : Va € E f,(a) converge vers f(a), on notera alors f, — f. On pose alors la topologie
sur *-faible sur E'.

Proposition 43. Soit (u,),eN une suite bornée dans L= (Q) = (LY(Q))’. Alors il existe une sous-suite
(tn, ke et u € L®(Q) telle que u, — u.

Comme nous avons 0 < up, < 1 presque partout, il existe u € L®(Q x (0,T)) telle que a
extraction pres nous avons :

up, — u pour la topologie x -faible de L*(Q2 x (0,T))

Nous disposons du résultat suivant :
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Lemma 44 (Lemme de Minty). Soit () un ouvert de RY, soit & : R — R une fonction monotone continue.

Soit (uy) telle que : (u,) converge au sens L x-faible vers u et a(u, ) converge vers dans L vers .
Alors a(u) = B.

Il nous permet de dire que nous avons toujours a extraction pres :

up, — u pour la topologie «-faible de L*(Q) x (0, T))
17(up,,.) converge vers 7(u,.) dans L} (Q x (0,T)) (10)
¢(up,,,.) converge vers (u,.) dans L1 (Q x (0,T))
n(up,,.) converge vers 7(u,.) dans L'(Q x (0, T))

Nous voulons montrer I’existence de solutions faibles.

Proposition 45. Sous nos hypotheses, avec (D) meN des discrétisation telles que reg(D,y,) < ¢ et
size(Dy,) — 0 lorsque m diverge. Soit (up,, ) la suite de solutions approchées correspondantes.

Alors il existe une sous-suite de solutions approchées qui converge dans L1(Q) x (0,T)) pour tout q dans
[1, +o0] vers u.

De plus u est une solution faible a notre probleme (au sens de notre définition).

Démonstration. O

Pour la preuve nous pouvons nous référer a [KHA10].
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